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Př́ıklad 1. Uvažujme okrajovou úlohu (u = u(x))

(1)

 −u
′′ − 3u =

π − x
2

, x ∈ (0, π),

u(0) = u(π) = 0.

1. Určete vlastńı č́ısla a vlastńı funkce řešeńım úlohy na vlastńı č́ısla{
−v′′ − 3v = λv, x ∈ (0, π),

v(0) = v(π) = 0,

λ1 = . . . . . . . . ., λ2 = . . . . . . . . ., λ3 = . . . . . . . . ., λ4 = . . . . . . . . ., λk = . . . . . . . . ., k ∈ . . .,

v1(x) = . . . . . . . . ., v2(x) = . . . . . . . . ., v3(x) = . . . . . . . . ., v4(x) = . . . . . . . . ., vk(x) = . . . . . . . . .,

‖v1‖ = . . . . . . . . ., ‖v2‖ = . . . . . . . . ., ‖v3‖ = . . . . . . . . ., ‖v4‖ = . . . . . . . . ., ‖vk‖ = . . . . . . . . ..

2. Načrtněte graf pravé strany f(x) = π−x
2

a graf posloupnosti (dk) jej́ıch Fourierových koeficient̊u:

x

y y = f(x)

k

dk dk =
(f, vk)

‖vk‖2

3. Načrtněte graf posloupnosti (ck) Fourierových koeficient̊u řešeńı u okrajové úlohy (1). Načrtněte graf řešeńı
u okrajové úlohy (1).

x

y y = u(x) =

+∞∑
k=1

ckvk(x)

k

ck ck =
dk

λk
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Př́ıklad 2. Uvažujme okrajovou úlohu (u = u(x))

(2)

 −u
′′ − 3u =

3− x
2

, x ∈ (0, 3),

u(0) = u(3) = 0.

1. Určete vlastńı č́ısla a vlastńı funkce řešeńım úlohy na vlastńı č́ısla{
−v′′ − 3v = λv, x ∈ (0, 3),

v(0) = v(3) = 0.

λ1 = . . . . . . . . ., λ2 = . . . . . . . . ., λ3 = . . . . . . . . ., λ4 = . . . . . . . . ., λk = . . . . . . . . ., k ∈ . . .,

v1(x) = . . . . . . . . ., v2(x) = . . . . . . . . ., v3(x) = . . . . . . . . ., v4(x) = . . . . . . . . ., vk(x) = . . . . . . . . .,

‖v1‖ = . . . . . . . . ., ‖v2‖ = . . . . . . . . ., ‖v3‖ = . . . . . . . . ., ‖v4‖ = . . . . . . . . ., ‖vk‖ = . . . . . . . . ..

2. Načrtněte graf pravé strany f(x) = 3−x
2

a graf posloupnosti (dk) jej́ıch Fourierových koeficient̊u:

x

y y = f(x)

k

dk dk =
(f, vk)

‖vk‖2

3. Načrtněte graf posloupnosti (ck) Fourierových koeficient̊u řešeńı u okrajové úlohy (2). Načrtněte graf řešeńı
u okrajové úlohy (2).

x

y y = u(x) =

+∞∑
k=1

ckvk(x)

k

ck ck =
dk

λk
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Př́ıklad 3. Uvažujme okrajovou úlohu (u = u(x))

(3)

 −u
′′ − 3u =

x

2
, x ∈ (0, 3),

u(0) = u(3) = 0.

1. Určete vlastńı č́ısla a vlastńı funkce řešeńım úlohy na vlastńı č́ısla{
−v′′ − 3v = λv, x ∈ (0, 3),

v(0) = v(3) = 0.

λ1 = . . . . . . . . ., λ2 = . . . . . . . . ., λ3 = . . . . . . . . ., λ4 = . . . . . . . . ., λk = . . . . . . . . ., k ∈ . . .,

v1(x) = . . . . . . . . ., v2(x) = . . . . . . . . ., v3(x) = . . . . . . . . ., v4(x) = . . . . . . . . ., vk(x) = . . . . . . . . .,

‖v1‖ = . . . . . . . . ., ‖v2‖ = . . . . . . . . ., ‖v3‖ = . . . . . . . . ., ‖v4‖ = . . . . . . . . ., ‖vk‖ = . . . . . . . . ..

2. Načrtněte graf pravé strany f(x) = x
2

a graf posloupnosti (dk) jej́ıch Fourierových koeficient̊u:

x

y y = f(x)

k

dk dk =
(f, vk)

‖vk‖2

3. Načrtněte graf posloupnosti (ck) Fourierových koeficient̊u řešeńı u okrajové úlohy (3). Načrtněte graf řešeńı
u okrajové úlohy (3).

x

y y = u(x) =

+∞∑
k=1

ckvk(x)

k

ck ck =
dk

λk



KMA/ODR — 11. týden — Fourierova a Ritzova metoda 4

Př́ıklad 4. Uvažujme okrajovou úlohu (u = u(x))

(4)

 −u
′′ − 4.39u =

x

2
, x ∈ (0, 3),

u(0) = u(3) = 0.

1. Určete vlastńı č́ısla a vlastńı funkce řešeńım úlohy na vlastńı č́ısla{
−v′′ − 4.39 v = λv, x ∈ (0, 3),

v(0) = v(3) = 0.

λ1 = . . . . . . . . ., λ2 = . . . . . . . . ., λ3 = . . . . . . . . ., λ4 = . . . . . . . . ., λk = . . . . . . . . ., k ∈ . . .,

v1(x) = . . . . . . . . ., v2(x) = . . . . . . . . ., v3(x) = . . . . . . . . ., v4(x) = . . . . . . . . ., vk(x) = . . . . . . . . .,

‖v1‖ = . . . . . . . . ., ‖v2‖ = . . . . . . . . ., ‖v3‖ = . . . . . . . . ., ‖v4‖ = . . . . . . . . ., ‖vk‖ = . . . . . . . . ..

2. Načrtněte graf pravé strany f(x) = x
2

a graf posloupnosti (dk) jej́ıch Fourierových koeficient̊u:

x

y y = f(x)

k

dk dk =
(f, vk)

‖vk‖2

3. Načrtněte graf posloupnosti (ck) Fourierových koeficient̊u řešeńı u okrajové úlohy (4). Načrtněte graf řešeńı
u okrajové úlohy (4).

x

y y = u(x) =

+∞∑
k=1

ckvk(x)

k

ck ck =
dk

λk
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Př́ıklad 5. Uvažujme okrajovou úlohu (u = u(x))

(5)

 −u
′′ − 4π2

9
u =

x

2
, x ∈ (0, 3),

u(0) = u(3) = 0.

1. Určete vlastńı č́ısla a vlastńı funkce řešeńım úlohy na vlastńı č́ısla −v
′′ − 4π2

9
v = λv, x ∈ (0, 3),

v(0) = v(3) = 0.

λ1 = . . . . . . . . ., λ2 = . . . . . . . . ., λ3 = . . . . . . . . ., λ4 = . . . . . . . . ., λk = . . . . . . . . ., k ∈ . . .,

v1(x) = . . . . . . . . ., v2(x) = . . . . . . . . ., v3(x) = . . . . . . . . ., v4(x) = . . . . . . . . ., vk(x) = . . . . . . . . .,

‖v1‖ = . . . . . . . . ., ‖v2‖ = . . . . . . . . ., ‖v3‖ = . . . . . . . . ., ‖v4‖ = . . . . . . . . ., ‖vk‖ = . . . . . . . . ..

2. Načrtněte graf pravé strany f(x) = x
2

a graf posloupnosti (dk) jej́ıch Fourierových koeficient̊u:

x

y y = f(x)

k

dk dk =
(f, vk)

‖vk‖2

3. Načrtněte graf posloupnosti (ck) Fourierových koeficient̊u řešeńı u okrajové úlohy (5). Načrtněte graf řešeńı
u okrajové úlohy (5).

x

y y = u(x) =

+∞∑
k=1

ckvk(x)

k

ck λkck = dk
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Př́ıklad 6. Uvažujme okrajovou úlohu (u = u(x))

(6)

 −u
′′ − 4π2

9
u =
|x− 1.5|

2
, x ∈ (0, 3),

u(0) = u(3) = 0.

1. Určete vlastńı č́ısla a vlastńı funkce řešeńım úlohy na vlastńı č́ısla −v′′ −
4π2

9
v = λv, x ∈ (0, 3),

v(0) = v(3) = 0.

λ1 = . . . . . . . . ., λ2 = . . . . . . . . ., λ3 = . . . . . . . . ., λ4 = . . . . . . . . ., λk = . . . . . . . . ., k ∈ . . .,

v1(x) = . . . . . . . . ., v2(x) = . . . . . . . . ., v3(x) = . . . . . . . . ., v4(x) = . . . . . . . . ., vk(x) = . . . . . . . . .,

‖v1‖ = . . . . . . . . ., ‖v2‖ = . . . . . . . . ., ‖v3‖ = . . . . . . . . ., ‖v4‖ = . . . . . . . . ., ‖vk‖ = . . . . . . . . ..

2. Načrtněte graf pravé strany f(x) = |x−1.5|
2

a graf posloupnosti (dk) jej́ıch Fourierových koeficient̊u:

x

y y = f(x)

k

dk dk =
(f, vk)

‖vk‖2

3. Načrtněte graf posloupnosti (ck) Fourierových koeficient̊u řešeńı u okrajové úlohy (6). Načrtněte graf řešeńı
u okrajové úlohy (6).

x

y y = u(x) =

+∞∑
k=1

ckvk(x)

k

ck λkck = dk
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Př́ıklad 1. Uvažujme okrajovou úlohu (u = u(x))

(7)

{
−u′′ + u = −x, x ∈ (0, 1),

u(0) = u(1) = 0.

Ritzova metoda řešeńı této okrajové úlohy (7) je ekvivalentńı úloze minimalizovat funkcionál
Φ = Φ(v) na množině V = W 1,2

0 (0, 1), kde (v = v(x))

Φ(v) =

∫ 1

0

(
(v′)2 + v2 + 2xv

)
dx

(
= (Lv, v)− 2(f, v)

)
.

1. Zvolme ťri polynomiálńı bázové funkce, které splňuj́ı okrajové podḿınky v (7):

v1(x) = x(x− 1),

v2(x) = x2(x− 1),

v3(x) = x2(x− 1)2. x

y v1, v2, v3

Načrtněte grafy bázových funkćı.

2. Sestavte matici A = [aij], aij = (Lvi, vj), a vektor f = [fi], fi = (vi, f):

A
.
=


. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

 , f
.
=


. . . . . . . . .

. . . . . . . . .

. . . . . . . . .

 .

3. Určete řešeńı c soustavy A · c = f : c
.
=


. . . . . . . . .

. . . . . . . . .

. . . . . . . . .

 .
4. Sestavte p̌ribližné řešeńı up úlohy (7):

up(x) = c1v1(x) + c2v2(x) + c3v3(x) = . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . ..

5. Načrtněte graf p̌ribližného řešeńı up, určete hodnotu funkcionálu Φ(up)
a odhadněte maximálńı chybu s jakou up nesplňuje okrajovou úlohu (7):

x

y up
Φ(up)

.
= . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .,

max
x∈(0,1)

|Lup − f | ≤ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . ..
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Př́ıklad 2. Uvažujme okrajovou úlohu (u = u(x))

(8)

{
−u′′ + u = 10 sin(x), x ∈ (0, π),

u(0) = u(π) = 0.

Ritzova metoda řešeńı této okrajové úlohy (8) je ekvivalentńı úloze minimalizovat funkcionál
Φ = Φ(v) na množině V = W 1,2

0 (0, π), kde (v = v(x))

Φ(v) =

∫ π

0

(
(v′)2 + v2 − 20 sin(x)v

)
dx

(
= (Lv, v)− 2(f, v)

)
.

1. Zvolte ťri polynomiálńı bázové funkce, které splňuj́ı okr. podḿınky v (8):

v1(x) = . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .,

v2(x) = . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .,

v3(x) = . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . ..
x

y v1, v2, v3

Načrtněte grafy bázových funkćı.

2. Sestavte matici A = [aij], aij = (Lvi, vj), a vektor f = [fi], fi = (vi, f):

A
.
=


. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

 , f
.
=


. . . . . . . . .

. . . . . . . . .

. . . . . . . . .

 .

3. Určete řešeńı c soustavy A · c = f : c
.
=


. . . . . . . . .

. . . . . . . . .

. . . . . . . . .

 .
4. Sestavte p̌ribližné řešeńı up úlohy (8):

up(x) = c1v1(x) + c2v2(x) + c3v3(x)

= . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . ..

5. Načrtněte graf p̌ribližného řešeńı up, určete hodnotu funkcionálu Φ(up)
a odhadněte maximálńı chybu s jakou up nesplňuje okrajovou úlohu (8):

x

y up

Φ(up)
.
= . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .,

max
x∈(0,π)

|Lup − f | ≤ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . ..

6. Zvolte polynomiálńı bázové funkce v1, . . . , vn tak, aby max
x∈(0,π)

|Lup − f | < 0, 016 :

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

7. Odhadněte velikost rozd́ılu p̌resného řešeńı u a p̌ribližného řešeńı up úlohy (8):

u(x) = . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . ., max
x∈(0,π)

|u− up| < . . . . . . . . . . . . . . ..
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Př́ıklad 3. Uvažujme okrajovou úlohu (u = u(x))

(9)

{
−u′′ + xu = 10 sin(3x), x ∈ (0, π),

u(0) = u(π) = 0.

Ritzova metoda řešeńı této okrajové úlohy (9) je ekvivalentńı úloze minimalizovat funkcionál
Φ = Φ(v) na množině V = W 1,2

0 (0, π), kde (v = v(x))

Φ(v) =

∫ π

0

(
(v′)2 + xv2 − 20 sin(3x)v

)
dx

(
= (Lv, v)− 2(f, v)

)
.

1. Určete goniometrické bázové funkce v1, . . . , vn tak, aby

max
x∈(0,π)

|Lup − f | < 0, 005,

kde
up(x) = c1v1(x) + c2v2(x) + · · ·+ cnvn(x).

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

2. Načrtněte graf p̌ribližného řešeńı up okrajové úlohy (9):

x

y y = up(x)


