KMA/ODR — 3. sada prikladi k 1. zdpoctové pisemné praci

Priklad 1. Rozhodnéte o lokalni a globani existenci a jednoznalnosti FeSeni pocatecnich tloh:

) { y(t) =tyt), tel, 3) { () =y, tel,

y(0) =0, y(0) = 0.
2) { y'(t) =tVy(t), tel,
y(0) =0,

Pt¥iklad 2. Méjme nasledujici pocatedni tlohu

yi(t) = ya2(t), tel,
(1) yh(t) =2u1(t), tel,

y1(0) =1,

y2(0) = 0.

1. Urlete f, y a yo tak, abychom mohli po&ate¢ni tlohu (1) zapsat ve tvaru

{ y'(t) =1t y(), tel,
y(0) = yo.

2. Rozhodnéte, zda je funkce f spojitd na I x R2.

3. Rozhodnéte, zda je funkce f globalng lipschitzovska vzhledem k druhé promé&nné na I x R2. Pokud ano, uréete konstantu
lipschitzovskosti ¢ (v odhadu vyuZijte Euklidovskou normu vektoru).

4. Rozhodnéte o existenci a jednoznalnosti feSeni Cauchyovy tlohy (1).

5. Urcete prvnich pét ¢lent Picardovych aproximaci feSeni pocatecni Glohy (1) s volbou nulté aproximace yo(t) = yo.

6. Urcete limitni vektorovou funkci y = y(t) posloupnosti Picardovych aproximaci (y,(t)).

7. Prevedte polate¢ni dlohu (1) na po&atedni tlohu pro jednu diferencilni rovnici druhého ¥adu.

8. Najdéte vSechna feSeni diferencialni rovnice druhého ¥adu z predchoziho bodu.

Priklad 3. Uvazujme Cauchyovu tlohu pro soustavu diferenciélnich rovnic
() =y(t) +3y2(t), tel,
(2) Ya(t) = 231 (t) — Bya(t), tel,
y1(0) =2, y2(0) = 4.
1. Urlete f, y a yo tak, abychom mohli poéateni Glohu (2) zapsat ve tvaru
y'(t) =£(ty(t), tel,
{ y(0) = yo.
2. Rozhodnéte, zda je funkce f globalné lipschitzovska vzhledem k druhé proménné na I x R2.
3. Rozhodnéte o existenci a jednoznaénosti feseni Cauchyovy tlohy (2).

4. Uréete prvni dvé Picardovy aproximace Feseni Glohy (2) s volbou nulté aproximace yo(t) = (2,4)T.
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Priklad 4. Méjme nasledujici pocatecni tlohu

Yi(t) =ye(t) +t, tel,
(3) yo(t) =y (t) +t, tel,

y1(0) =2,

y2(0) = —2

1. Uréete f, y a yo tak, abychom mohli polate¢ni tlohu (1) zapsat ve tvaru
{ y'(t) =ft,y(), tel,
y(0) = yo.
2. Rozhodnéte, zda je funkce f spojitd na I x R2.

3. Rozhodnéte, zda je funkce f globalng lipschitzovska vzhledem k druhé promé&nné na I x R2. Pokud ano, urete konstantu
lipschitzovskosti ¢ (v odhadu vyuzijte Euklidovskou normu vektoru).

4. Rozhodnéte o existenci a jednoznalnosti feSeni Cauchyovy tlohy (1).

o

Urlete prvnich pét éleni Picardovych aproximaci feseni pocatecni dlohy (1) s volbou nulté aproximace y(t) = yo.

o

Uréete limitni vektorovou funkci y = y(t) posloupnosti Picardovych aproximaci (y,(t)).
7. PFevedte pocatedni dlohu (3) na pocateéni tlohu pro jednu diferencialni rovnici druhého ¥adu.

8. Najdéte vSechna feseni diferencialni rovnice druhého fadu z predchoziho bodu.

Priklad 5. Mé&jme nasledujici pocatecni tlohu

Yy () = y2(t), tel,
, 1 2t

" (D) = )+ (), Ll
y1(0) =1,
y2(0) = 0.

1. Urlete f, y a yo tak, abychom mohli poéate¢ni Glohu (1) zapsat ve tvaru
{ y'(t) =£(ty(t), tel,
y(0) = yo.
2. Rozhodnéte, zda je funkce f spojitd na I x R2.

3. Rozhodnéte, zda je funkce f globalng lipschitzovska vzhledem k druhé promé&nné na I x R2. Pokud ano, uréete konstantu
lipschitzovskosti ¢ (v odhadu vyuZijte Euklidovskou normu vektoru).

4. Rozhodnéte o existenci a jednoznalnosti feSeni Cauchyovy tlohy (4).
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Vysledky:

Ptiklad 1. 1) a) globalni existence: ¢ = max{|t1|, |[t2]}, existuje pravé jedno YeSeni na intervalu I = (t1,t2) C R, b) lokaln{
existence: £ = a, m = a8, h = «, existuje pravé jedno fedeni na intervalu I = (0, ), o > 0,

2) f neni na D = (0,a) x (—f,3) definovana. Tedy nemame zaruenu ani lokalni existenci feSeni. Vypoltem (metodou
4
separace) ziskdme dvé YeSeni y(t) = 1—6,15 > 0, y(t) = 0, celkem ma UGloha nekoneéné mnoho YeSeni ve tvaru y(t) =
2 ?
(4 — C) pro t > v4C,
0 pro 0 <t < +4C,
3) a) globalni existence:  max —(t,u)| = max ’2t2u| neexistuje, b) lokIni existence: £ = 20?3, m = o?f*, h =
te(ty ta),ueR | QY tE(t1,t2) uER

1 1
min o, ——p, max h=apro 3= —, tedy existuje pravé jedno fedeni na intervalu [ = (0,a), a >0,
a?f @>0,8>0 ad

Ptiklad 5. f je spojitd na D = (0,a) x (1 — 3,1+ 8) x (=8,48), 0 < f < +00,0 < a < 1, f je lipschitzovsky spojita

2 2
1 2t
vzhledem k druhé proménné y s konstantou lipschitzovskosti £ = max [|A(t)|| = max /02 4+ 124+ | — | + | —
te(0,a) te(0,a) 1—¢2 1—¢2

2 2
1 2
=4/024+12+ | — ) + @ , tedy lokaIné existuje pravé jedno FeSeni na intervalu 1.
1—a? 1—a2

1 N 2t 1 118+ 20 8
m = max max , max = — —=0,
e op g7 te(.ayyed—pats)me(—pa \1— 2 1T 12 P2 1—a? 1—a?

; B 1 . < 1
h =min{ o, , sup h==(v13—1) =0.434259, tedy I = { 0, = (V13 —1) | .
{ S (1+8) + 0<a<1,0<B<+00 6 ( ) Y 6 ( )

1—aZ 1—a?



