
UFA — zkoušková práce — ukázková 2021

Jméno a PŘ́IJMEŃI: . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

celkem bodů (max 50)

hodnocenı́

dob̌re . . . 25 až 34 velmi dob̌re . . . 35 až 44 výborně . . . 45 až 50

Př́ıklad 1. [ 4 body ]

Mějme metrické prostory (X, %) a (Y, σ), kde

X = (−∞; 0), %(x1, x2) = |x1 − x2| a Y = (1;+∞), σ(y1, y2) = 2 · |y1 − y2|.

Ukažte, že tyto prostory jsou izometrické.

Př́ıklad 2. [ 4 body ]

Mějme prostor (R2, %2).

Rozhodněte, zda je množina M :=
{
(x, y) ∈ R2 : 1 < x2 + y2 ≤ 2

}
kompaktńı.

Př́ıklad 3. [ 4 body ]

Uvažujme následuj́ıćı prostory: (l∞, ‖·‖∞), (c0, ‖·‖∞), (c00, ‖·‖∞), (l1, ‖·‖∞) a (l1, ‖·‖1),

kde c00 je množina všech posloupnost́ı, které maj́ı jen konečně mnoho členů nenulových.

Určete všechny prostory, které jsou úplné.

Př́ıklad 4. [ 4 body ]

Mějme prostor (l2, (·, ·)) a operátor T : l2 → l2 definovaný p̌redpisem

T
(
x1, x2, x3, x4, . . .

)
:=

(
ix2, x3, ix4, x5, ix6, . . .

)
.

Určete adjungovaný operátor T ∗ a jeho normu ‖T ∗‖.

Př́ıklad 5. [ 4 body ]

Mějme Banachův prostor (C(〈−1; 1〉), ‖·‖∞) a operátor T : C(〈−1; 1〉)→ C(〈−1; 1〉)

definovaný p̌redpisem

(Tf)(x) :=
f(x) + f(−x)

2
.

Ukažte, že T je spojitý a určete ‖T‖.
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Úkol 1. Banachův princip pevného bodu [ 15 bodů ]

1. Formulujte Banachovu větu o pevném bodě.

2. Popǐste princip jej́ıho důkazu a objasněte důležitost p̌redpokladů v této větě.

3. Ukažte použit́ı této věty na Cauchyovu počátečńı úlohu.

Úkol 2. Fourierovy řady [ 15 bodů ]

1. Popǐste konstrukci abstraktńı Fourierovy řady v Hilbertově prostoru.

2. Vysvětlete vztah mezi Fourierovou řadou a prvkem, který byl do této řady rozvinut.

3. Který prostor je izometricky izomorfńı s prostorem l2? Zdůvodněte.
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