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Př́ıklad 5.1. [2 body]

Mějme metrický prostor (R, %), kde %(x, y) = |x− y|. Dále mějme funkci f : R→ R, pro kterou plat́ı

∃ q ∈ (0; 1) ∀x ∈ R : |f ′(x)| ≤ q.

Ukažte, že f má právě jeden pevný bod.
(Nápověda: Užijte větu o středńı hodnotě diferenciálńıho počtu a ověřte všechny předpoklady Banachovy věty o pevném bodu.)

Př́ıklad 5.2. [2 body]

Mějme metrický prostor (R, %), kde %(x, y) = |x− y|. Dále mějme funkci f : R→ R danou předpisem

f(x) := x + π
2
− arctg x.

Ukažte, že plat́ı
∀x, y ∈ R : x 6= y ⇒ |f(x)− f(y)| < |x− y|.

Dále ukažte, že f nemá žádný pevný bod. (Nápověda: Užijte větu o středńı hodnotě diferenciálńıho počtu.)

Př́ıklad 5.3. [2 body]

Mějme metrický prostor (R2, %2), kde %2 je euklidovská metrika. Dále mějme zobrazeńı F : R2 → R2

dané předpisem

F (x, y) :=
(x
a

+ b,
y

c
+ b
)
,

kde a, b, c ∈ R a a, c > 1.

Užit́ım Banachovy věty o pevném bodu ukažte, že F má právě jeden pevný bod.
Dále tento pevný bod určete.

Př́ıklad 5.4. [2 body]

Mějme metrický prostor (X, %∞), kde X = C (〈0; 1〉) a %∞(f, g) = sup
x∈〈0;1〉

|f(x)− g(x)|.

Dále na X definujme operátor T předpisem

(T (f))(x) :=

∫ x

0

t · f(t) dt.

Užit́ım Banachovy věty o pevném bodu ukažte, že T má právě jeden pevný bod.
Dále tento pevný bod určete.

Př́ıklad 5.5. [2 body]

Mějme úplný Baire̊uv metrický prostor (X, %B), kde X je množina všech posloupnost́ı přirozených č́ısel

X :=
{

(xn) : xn ∈ N pro každé n ∈ N
}

a %B je metrika definovaná jako

%B(x, y) :=

{
1
n

pro x 6= y, kde n ∈ N je nejmenš́ı index takový, že xn 6= yn,

0 pro x = y.

Dále na X definujme operátor T předpisem

T (x) := (1, x1, 1, x2, 1, x3, 1, x4, 1, . . . ).

Užit́ım Banachovy věty o pevném bodu ukažte, že T má právě jeden pevný bod.
Dále tento pevný bod určete.


