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Př́ıklad 7.1. [2 body]

Mějme unitárńı prostor (X, (·, ·)) nad reálným tělesem R.

Ukažte, že pro libovolné dva prvky x, y ∈ X plat́ı

‖x+ y‖2 = ‖x‖2 + ‖y‖2 ⇐⇒ x ⊥ y

Př́ıklad 7.2. [2 body]

Mějme unitárńı prostor (X, (·, ·)) nad komplexńım tělesem C.

Ukažte, že pro libovolné nenulové x ∈ X a pro libovolné y ∈ X plat́ı

|(x, y)| = ‖x‖ · ‖y‖ ⇐⇒ ∃α ∈ C : y = α · x

(V Cauchyově – Schwarzově – Buňakovského nerovnosti nastává rovnost právě tehdy, když x a y jsou lineárně závislé.)

Př́ıklad 7.3. [2 body]

Mějme unitárńı prostor (X, (·, ·)) nad komplexńım tělesem C.

Ukažte, že pro dva libovolné nenulové prvky x, y ∈ X plat́ı

‖x+ y‖ = ‖x‖+ ‖y‖ ⇐⇒ ∃ c ∈ R+ : y = c · x

(Pro (indukovanou) normu nastává pro dva nenulové prvky v trojúhelńıkové nerovnosti rovnost právě tehdy, když jeden prvek

je kladným násobkem druhého.)

(Nápověda: Použijte výsledku z p̌redchoźıho p̌ŕıkladu 7.2.)

Př́ıklad 7.4. [2 body]

Mějme unitárńı prostor (X, (·, ·)) nad komplexńım tělesem C.

Ukažte, že pro libovolné dva prvky x, y ∈ X plat́ı

x ⊥ y ⇐⇒ ∀α ∈ C : ‖x+ αy‖ = ‖x− αy‖ .

Př́ıklad 7.5. [2 body]

Mějme unitárńı prostor (X, (·, ·)). Ukažte, že pro libovolný prvek x ∈ X plat́ı

‖x‖ = sup
‖y‖=1

| (x, y) |.

(Nápověda: Použijte Cauchyovu – Schwarzovu – Buňakovského nerovnost.)


