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Př́ıklad 10.1. [2 body]

Mějme Banachův prostor (C(〈−1; 1〉), ‖·‖∞) a operátor T : C(〈−1; 1〉)→ C(〈−1; 1〉)

definovaný p̌redpisem

(Tf)(x) :=
f(x)− f(−x)

2
.

Ukažte, že T je spojitý a určete ‖T‖.

Př́ıklad 10.2. [2 body]

Mějme NLP (X, ‖·‖∞), kde X = R2, a jeho lineárńı podprostor M :=
{
(x, y) ∈ X : x = y

}
.

Dále definujme funkcionál g : M → R pomoćı p̌redpisu g(x, y) := x.

1. Ukažte, že g ∈M∗.

2. Najděte všechna rozš́ı̌reńı f ∈ X∗ spojitého lineárńıho funkcionálu g na X.

(Existence alespoň jednoho takového rozš́ı̌reńı je zaručena Hahnovou – Banachovou větou.)

Př́ıklad 10.3. [2 body]

Mějme Hilbert̊uv prostor (L2(〈0; 1〉), (·, ·)) a operátor T : D(T )→ L2(〈0; 1〉) definovaný p̌redpisem

(Tf)(x) := −f ′′(x),

D(T ) :=
{
f ∈ W 2,2(〈0; 1〉) : f(0) = 0, f ′(0) = f ′(1)

}
.

Určete adjungovaný operátor T ∗.
( W 2,2(〈0; 1〉) je Sobolev̊uv prostor a p̌redstavuje množinu všech funkćı f , které paťŕı do C1(〈0; 1〉)

a pro které f ′ je absolutně spojitá na 〈0; 1〉 a f ′′ ∈ L2(〈0; 1〉). )

Př́ıklad 10.4. [4 body]

Mějme Hilbert̊uv prostor (L2(〈0; 1〉), (·, ·)) a operátor T : D(T )→ L2(〈0; 1〉) definovaný p̌redpisem

(Tf)(x) := −f ′′(x),

D(T ) :=
{
f ∈ W 2,2(〈0; 1〉) : f(0) = f ′(1) = 0

}
.

1. Rozhodněte, zda T je samoadjungovaný operátor.

2. Určete všechna vlastńı č́ısla a vlastńı funkce operátoru T .


