
KMA/UFA
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Kapitola 1

Metrické prostory

Definice 1.1 Mějme libovolnou neprázdnou množinu X. Zobrazeńı % : X × X → R+
0 := 〈0;+∞)

nazveme metrikou na X, pokud plat́ı

∀x, y ∈ X : %(x, y) = 0 ⇔ x = y ( axiom totožnosti );(M1)

∀x, y ∈ X : %(x, y) = %(y, x) ( axiom symetrie );(M2)

∀x, y, z ∈ X : %(x, y) ≤ %(x, z) + %(z, y) ( trojúhelńıková nerovnost ).(M3)

Dvojici (X, %) pak nazýváme metrickým prostorem.

Př́ıklady:

1. X = R, %(x, y) = |x− y|

2. X = C, %(x, y) = |x− y|

3. X = Rn, n ∈ N, %(x, y) =

√√√√ n∑
k=1

(xk − yk)2 ( euklidovská metrika )

4. X = Rn, n ∈ N, %1(x, y) :=
n∑
k=1

|xk − yk| ( součtová metrika )

5. X = Rn, n ∈ N, %∞(x, y) := max
k∈{1,...,n}

|xk − yk| ( maximová metrika )

6. X = Rn, n ∈ N, p ≥ 1, %p(x, y) :=

(
n∑
k=1

|xk − yk|p
) 1

p

7. X je libovolná neprázdná množina,

τ(x, y) :=

{
0 pro x = y,

1 pro x 6= y,
triviálńı metrika ( diskrétńı metrika ),

(X, τ) je diskrétńı metrický prostor
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Lemma 1.1 Mějme a, b > 0, p > 1 a q ∈ R takové, že 1
p
+ 1

q
= 1 (q je konjugovaný exponent k p).

Potom plat́ı

a · b ≤ ap

p
+
bq

q
.

Věta 1.1 (Hölderova nerovnost)
Mějme a = (a1, . . . , an) ∈ Rn, b = (b1, . . . , bn) ∈ Rn, n ∈ N, p > 1 a q ∈ R takové, že 1

p
+ 1

q
= 1.

Potom plat́ı
n∑
k=1

|ak · bk| ≤

(
n∑
k=1

|ak|p
) 1

p

·

(
n∑
k=1

|bk|q
) 1

q

.

Věta 1.2 (Minkowského nerovnost)
Mějme a = (a1, . . . , an) ∈ Rn, b = (b1, . . . , bn) ∈ Rn, n ∈ N a p ≥ 1.
Potom plat́ı (

n∑
k=1

|ak + bk|p
) 1

p

≤

(
n∑
k=1

|ak|p
) 1

p

+

(
n∑
k=1

|bk|p
) 1

p

.

1.1 Otev̌rené a uzav̌rené množiny

Definice 1.2 Mějme metrický prostor (X, %), bod x0 ∈ X a reálné č́ıslo r > 0. Označme

K(x0; r) := {x ∈ X : %(x, x0) < r} ( otev̌rená koule ),

K̃(x0; r) := {x ∈ X : %(x, x0) ≤ r} ( uzav̌rená koule ),

S(x0; r) := {x ∈ X : %(x, x0) = r} ( sféra ).

Poznámka S(x0; r) = K̃(x0; r) \K(x0; r)

Př́ıklad: X = R2, načrtněte S(x0; r) pro x0 = (0, 0) a r = 1 v následuj́ıćıch metrikách: %2, %1, %8 a %∞

Definice 1.3 Mějme metrický prostor (X, %) a množinu M ⊂ X. Řekneme, že

1. množina M je otev̌rená, pokud ∀x0 ∈M ∃ r > 0 : K(x0; r) ⊂M ,

2. množina M je uzav̌rená, pokud doplněk MC := X \M je otev̌rená množina.
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Poznámka

1. Prázdná množina ∅ je považována za otev̌renou (úmluva).

2. Množina X je tedy otev̌rená a zároveň uzav̌rená.

3. A prázdná množina ∅ je tedy také uzav̌rená.

4. M je otev̌rená právě tehdy, když MC je uzav̌rená (viz X \MC = X \ (X \M) =M).

Př́ıklad: X = (1; 3〉 ∪ (4;+∞), %(x, y) = |x− y|, M1 = (1; 3〉, M2 = (1; 2〉,
rozhodněte, zda jsou množiny M1 a M2 otev̌rené a zda jsou uzav̌rené

Lemma 1.2 Množina K(x0; r) je otev̌rená a množina K̃(x0; r) je uzav̌rená.

Definice 1.4 Mějme metrický prostor (X, %) a množinu M ⊂ X. Řekneme, že bod x0 ∈ X je

1. vniťrńım bodem množiny M , pokud ∃ r > 0 : K(x0; r) ⊂M ,

2. vněǰśım bodem množiny M , pokud ∃ r > 0 : K(x0; r) ∩M = ∅,

3. hraničńım bodem množiny M , pokud ∀ r > 0 : K(x0; r) 6⊂M ∧ K(x0; r) ∩M 6= ∅.

Dále označme

IntM := {x ∈ X : x je vniťrńı bod M} ( vniťrek množiny M ),

ExtM := {x ∈ X : x je vněǰśı bod M} ( vněǰsek množiny M ),

∂ M := {x ∈ X : x je hraničńı bod M} ( hranice množiny M ),

M :=M ∪ ∂ M ( uzávěr množiny M ).

Poznámka

1. X = IntM ∪ ∂ M ∪ ExtM

2. IntM ⊂M ⊂M

3. IntM = ExtMC, ExtM = IntMC, ∂ M = ∂ MC

4. Uzávěr otev̌rené koule K(x0; r) nemuśı být uzav̌rená koule K̃(x0; r).

Lemma 1.3 Mějme metrický prostor (X, %) a množinu M ⊂ X.

1. Množina M je otev̌rená právě tehdy, když neobsahuje žádný sv̊uj hraničńı bod (tj. ∂ M ∩M = ∅).

2. Množina M je uzav̌rená právě tehdy, když obsahuje všechny své hraničńı body (tj. ∂ M ⊂M).
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Definice 1.5 Mějme metrický prostor (X, %) a množinu M ⊂ X. Řekneme, že bod x0 ∈ X je

1. izolovaným bodem množiny M , pokud ∃ r > 0 : K(x0; r) ∩M = {x0},

2. hromadným bodem množiny M , pokud ∀ r > 0 : (K(x0; r) \ {x0}) ∩M 6= ∅.

Lemma 1.4 Mějme metrický prostor (X, %) a množinu M ⊂ X.

Každý bod x0 ∈MC = X \M je hromadným bodem M právě tehdy, když je hraničńım bodem M .

Věta 1.3 Mějme metrický prostor (X, %) a množinu M ⊂ X.

Množina M je uzav̌rená právě tehdy, když obsahuje všechny své hromadné body.

1.2 Konvergentńı a cauchyovské posloupnosti

Definice 1.6 Mějme metrický prostor (X, %) a posloupnost bodů (xn)
+∞
n=1 v tomto prostoru (jakožto

zobrazeńı z N do X).

1. Řekneme, že posloupnost (xn) je konvergentńı v prostoru (X, %), pokud

∃x ∈ X : lim
n→+∞

%(xn, x) = 0.

Prvek x ∈ X pak nazýváme limitou posloupnosti (xn) a ṕı̌seme

lim
n→+∞

xn = x v (X, %) nebo xn
%−−−→ x.

2. Řekneme, že posloupnost (xn) je divergentńı v prostoru (X, %), pokud neńı v tomto prostoru kon-
vergentńı.

Př́ıklad: X = R, M = (0; 1), %(x, y) = |x− y|, xn = 1
n

rozhodněte, zda je (xn) konvergentńı v (X, %), zda je konvergentńı v (M,%) a zda je konvergentńı v (X, τ)
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Lemma 1.5 Mějme posloupnosti bodů (xn) a (yn) v metrickém prostoru (X, %). Potom plat́ı:

1. Existuje nejvýše jedna limita posloupnosti (xn) v (X, %).

2. Jestliže plat́ı
(
∃x ∈ X ∃n0 ∈ N ∀n ∈ N : n > n0 ⇒ xn = x

)
, potom xn

%−−−→ x.

3. Jestliže xn
%−−−→ x a plat́ı

(
∃n0 ∈ N ∀n ∈ N : n > n0 ⇒ yn = xn

)
, potom yn

%−−−→ x.

4. Jestliže xn
%−−−→ x a (yn) je vybraná podposloupnost z posloupnosti (xn), potom yn

%−−−→ x.

Definice 1.7 Mějme metrický prostor (X, %) a množinu M ⊂ X.

Řekneme, že bod x0 ∈ X je limitńım bodem množiny M , pokud ∃ (xn) ⊂M : xn
%−−−→ x0.

Lemma 1.6 Mějme metrický prostor (X, %), množinu M ⊂ X a bod x0 ∈ X.

1. Jestliže x0 je hromadným bodem M , potom x0 je limitńım bodem M .

2. Každý bod x0 ∈MC = X \M je hromadným bodem M právě tehdy, když je limitńım bodem M .

Lemma 1.7 Mějme metrický prostor (X, %), množinu M ⊂ X a bod x0 ∈ X.

Bod x0 lež́ı v uzávěru M právě tehdy, když je limitńım bodem M .

Věta 1.4 Mějme metrický prostor (X, %) a množinu M ⊂ X.

Množina M je uzav̌rená právě tehdy, když obsahuje všechny své limitńı body.

Poznámka Množina M je uzav̌rená právě tehdy, když plat́ı implikace(
∀n ∈ N : xn ∈M

)
∧

(
xn

%−−−→ x0

)
=⇒ x0 ∈M.

Př́ıklad: X = R, %(x, y) = |x− y|, M = 〈1; 3〉; ukažte, že M je uzav̌rená v (X, %)

Př́ıklad: X = l∞ je množina všech omezených posloupnost́ı, %(x, y) = sup
n∈N
|xn − yn|,

M je množina všech posloupnost́ı, které maj́ı limitu rovnu nule; ukažte, že M je uzav̌rená v (X, %)

6



Definice 1.8 Mějme metrický prostor (X, %) a posloupnost bodů (xn)
+∞
n=1 v tomto prostoru.

Řekneme, že posloupnost (xn) je cauchyovská v prostoru (X, %), pokud

∀ ε > 0 ∃n0 ∈ N ∀n ∈ N ∀m ∈ N : n > n0 ∧ m > n0 ⇒ %(xn, xm) < ε.

Lemma 1.8 Každá konvergentńı posloupnost v metrickém prostoru je v něm i cauchyovská.

Př́ıklad: X = (0; 2), %(x, y) = |x− y|, xn = 1
n

;

ukažte, že (xn) je cauchyovská v (X, %), ale neńı konvergetńı v (X, %)

Př́ıklad: X = Q, %(x, y) = |x− y|, xn =
(
1 + 1

n

)n
;

ukažte, že (xn) je cauchyovská v (X, %), ale neńı konvergetńı v (X, %)

Definice 1.9 Metrický prostor (X, %) se nazývá úplný, jestliže v něm každá cauchyovská posloupnost je
konvergentńı.

Věta 1.5 Mějme úplný metrický prostor (X, %) a množinu M ⊂ X.

Množina M je uzav̌rená právě tehdy, když je metrický prostor (M,%) úplný.

Definice 1.10 Mějme metrické prostory (X, %) a (X, σ).

Řekneme, že % a σ jsou ekvivalentńı metriky na X, pokud

∃α, β > 0 ∀x, y ∈ X : α · %(x, y) ≤ σ(x, y) ≤ β · %(x, y).

Př́ıklad: X = R2, ukažte, že metriky %1, %2 a %∞ jsou ekvivalentńı na X

Lemma 1.9 Mějme metrické prostory (X, %) a (X, σ) tak, že % a σ jsou ekvivalentńı metriky na X.
Potom pro každou posloupnost bodů (xn) v X a prvek x ∈ X plat́ı

xn
%−−−→ x ⇐⇒ xn

σ−−−→ x.

Př́ıklad: X = C(〈0; 1〉), ukažte, že metriky ρ1 a ρ∞ nejsou ekvivalentńı na X
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Poznámka Mějme ekvivalentńı metriky % a σ na X a M ⊂ X. Potom plat́ı

M je uzav̌rená v (X, %) ⇐⇒ M je uzav̌rená v (X, σ).

1.3 Zúplněńı metrických prostor̊u

Definice 1.11 Mějme dva metrické prostory (X, %) a (Y, σ).

Zobrazeńı F : X
na−−→ Y se nazývá izometrické, pokud plat́ı

∀x, y ∈ X : σ(F (x), F (y)) = %(x, y).

Prostory (X, %) a (Y, σ) nazveme izometrické, pokud existuje izometrické zobrazeńı z X na Y .

Př́ıklad: X = Y = R2, ρ(x, y) = σ(x, y) = ρ2(x, y) – euklidovská metrika, F – shodné zobrazeńı v rovině
(posunut́ı, otočeńı, sťredová souměrnost, osová souměrnost), F je izometrické zobrazeńı

Př́ıklad: X = Y = C(〈−1; 1〉), ρ(f, g) = σ(f, g) = ρ1(f, g), F : X → Y , F (f(x)) = f(−x),
ukažte, že F je izometrické zobrazeńı

Poznámka Izometrické zobrazeńı F : X
na−−→ Y je vždy prosté.

Definice 1.12 Mějme metrický prostor (X, %) a množinu M ⊂ X.

Řekneme, že množina M je hustá v (X, %), jestliže M = X.

Př́ıklad: X = R, ρ(x, y) = |x− y|, M = Q, množina M je hustá v (X, %)

Př́ıklad: X = C(〈0; 1〉), M je množina všech polynomů na intervalu 〈0; 1〉, množina M je hustá v (X, %∞)

Lemma 1.10 Mějme metrický prostor (X, %) a množinu M ⊂ X.

1. Množina M je hustá v (X, %) právě tehdy, když každý bod x0 ∈ X je limitńım bodem množiny M .

2. Množina M je hustá v (X, %) právě tehdy, když plat́ı

∀x0 ∈ X ∀ r > 0 ∃ y ∈M : %(x0, y) < r.
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Definice 1.13 Mějme metrický prostor (X, %). Metrický prostor (Y, σ) se nazývá úplný obal (zúplněńı)
metrického prostoru (X, %), pokud plat́ı:

1. prostor (Y, σ) je úplný,

2. prostor (X, %) je izometrický s podprostorem (Y0, σ) prostoru (Y, σ),

3. množina Y0 je hustá v (Y, σ).

Věta 1.6 Ke každému metrickému prostoru existuje jeho úplný obal.

Věta 1.7 Všechny úplné obaly jsou k danému metrickému prostoru izometrické.

1.4 Kompaktńı metrické prostory a spojitá zobrazeńı

Definice 1.14 Mějme metrický prostor (X, %).

1. Metrický prostor (X, %) se nazývá kompaktńı, pokud z každé posloupnosti jeho bodů lze vybrat
konvergentńı podposloupnost.

2. Množina M ⊂ X se nazývá kompaktńı, pokud (M,%) je kompaktńı prostor (tj. z každé posloupnosti
bodů množiny M lze vybrat podposloupnost, která má limitu v M).

Př́ıklad: X = R, ρ(x, y) = |x− y|, prostor (X, %) neńı kompaktńı

1. množina M = 〈0; 2〉 je kompaktńı, množina M je omezená a uzav̌rená,

2. množina M = (0; 2) neńı kompaktńı, množina M je omezená, ale neńı uzav̌rená,

3. množina M = N neńı kompaktńı, množina M je uzav̌rená, ale neńı omezená.

Definice 1.15 Mějme metrický prostor (X, %) a množinu M ⊂ X.

Řekneme, že množina M je omezená, pokud je podmnožinou otev̌rené koule s konečným poloměrem.
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Věta 1.8 Mějme metrický prostor (X, %) a M ⊂ X.

Je-li množina M kompaktńı, potom je omezená a uzav̌rená.

Věta 1.9 Mějme metrický prostor (Rn, %2), n ∈ N, euklidovskou metrikou %2 a M ⊂ Rn.

Množina M kompaktńı právě tehdy, když je omezená a uzav̌rená.

Př́ıklad: metrický prostor (l∞, %∞), M =
{
x(k) : k ∈ N

}
, kde x(k) :=

(
x
(k)
n

)+∞

n=1
, x

(k)
n := 1 pro n = k a

x
(k)
n := 0 pro n 6= k, množina M ⊂ l∞ je omezená a uzav̌rená, ale neńı kompaktńı

Poznámka Uzav̌rená koule K̃(x0; r) s r > 0 neńı kompaktńı v prostoru (l∞, %∞).

Věta 1.10 Mějme kompaktńı metrický prostor (X, %) a M ⊂ X.

Množina M kompaktńı právě tehdy, když je uzav̌rená.

Věta 1.11 Každý kompaktńı metrický prostor (X, %) je úplný.

Definice 1.16 Mějme dva metrické prostory (X, %) a (Y, σ).

Řekneme, že zobrazeńı F : X → Y je spojité v bodě x0, pokud plat́ı

∀ ε > 0 ∃ δ > 0 ∀x ∈ X : %(x, x0) < δ ⇒ σ(F (x), F (x0)) < ε

Řekneme, že F je spojité na X, pokud je spojité v každém bodě x0 ∈ X.

Poznámka

1. F je spojité v bodě x0 právě tehdy, když ∀ ε > 0 ∃ δ > 0 ∀x ∈ K(x0; δ) : F (x) ∈ K(F (x0); ε)

2. Izometrické zobrazeńı F : X
na−−→ Y je spojité.
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Věta 1.12 Mějme metrické prostory (X, %) a (Y, σ), zobrazeńı F : X → Y a bod x0 ∈ X.

Potom F je spojité v bodě x0 právě tehdy, když pro každou posloupnost (xn) prvk̊u z X plat́ı

xn
%−−−→ x0 =⇒ F (xn)

σ−−−→ F (x0).

Věta 1.13 Mějme metrické prostory (X, %) a (Y, σ), spojité zobrazeńı F : X → Y a M ⊂ X.

Je-li množina M kompaktńı v (X, %), potom je množina F (M) kompaktńı v (Y, σ).

1.5 Banach̊uv princip pevného bodu

Definice 1.17 Mějme metrický prostor (X, %). Řekneme, že operátor T : X → X je kontraktivńı na X,
pokud plat́ı

∃ q ∈ 〈0, 1) ∀x, y ∈ X : %(T (x), T (y)) ≤ q · %(x, y).

Věta 1.14 (Banachova věta o pevném bodě)

Mějme metrický prostor (X, %). Jestliže je prostor (X, %) úplný a T : X → X je kontraktivńı operátor,
potom

∃!x ∈ X : T (x) = x.

Věta 1.15 Mějme obdélńık D = 〈x0 − a;x0 + a〉 × 〈y0 − b; y0 + b〉, kde x0, y0 ∈ R a a, b > 0.
Dále mějme funkci f = f(x, y), která je spojitá na D a má na D také spojitou parciálńı derivaci ∂f

∂y
.

Potom existuje právě jedno řešeńı Cauchyovy úlohy{
y′(x) = f(x, y(x)),

y(x0) = y0,

na intervalu (x0 − h;x0 + h), kde

h := min
{
a, b

M
, q
L

}
, q ∈ (0; 1), M := max

(x,y)∈D
|f(x, y)| , L := max

(x,y)∈D

∣∣∣∂f∂y (x, y)∣∣∣ .
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