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poslednı́ změna: 20.11.2020
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Kapitola 3

Prostory se skalárńım součinem,
Hilbertovy prostory

Definice 3.1 Mějme lineárńı (vektorový) prostor X nad tělesem T (R nebo C).

Zobrazeńı (·, ·) : X ×X → T nazveme skalárńı součin na X, pokud plat́ı

∀x ∈ X : (x, x) ≥ 0 ( axiom nezápornosti );(S1)

∀x ∈ X : (x, x) = 0 ⇔ x = O ( axiom totožnosti );(S2)

∀x, y ∈ X : (x, y) = (y, x) ( hermiteovská symetrie );(S3)

∀α, β ∈ T ∀x, y, z ∈ X : (αx+ βy, z) = α (x, z) + β (y, z) ( linearita v 1. složce ).(S4)

Dvojici (X, (·, ·)) pak nazýváme unitárńım prostorem ( UP ).

Poznámka

1. ∀x ∈ X : (x, x) ∈ R

2. ∀x ∈ X : (O, x) = (0 · x, x) = 0 · (x, x) = 0

3. Skalárńı součin je antilineárńı ve 2. složce:

∀α, β ∈ T ∀x, y, z ∈ X : (x, αy + βz) = α (x, y) + β (x, z) .

4. Za p̌redpokladu platnosti (S4) lze axiomy (S1) a (S2) ekvivalentně nahradit pomoćı axiomu pozitivńı
definitnosti

∀x ∈ X \ {O} : (x, x) > 0.

Skalárńı součin je tedy pozitivně definitńı hermiteovská seskvilineárńı forma.
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Lemma 3.1 Mějme UP (X, (·, ·)) a definujme zobrazeńı ‖·‖ : X → R p̌redpisem

‖x‖ :=
√

(x, x).

Potom plat́ı

1. ‖·‖ je norma (indukovaná skalárńım součinem) na X a (X, ‖·‖) je NLP;

2. ∀x, y ∈ X : |(x, y)| ≤ ‖x‖ · ‖y‖ ( Cauchyova – Schwarzova – Buňakovského nerovnost );

3. ∀x, y ∈ X : ‖x+ y‖2 + ‖x− y‖2 = 2 ‖x‖2 + 2 ‖y‖2 ( rovnoběžńıkové pravidlo ).

Poznámka

1. V Cauchyově – Schwarzově – Buňakovského nerovnosti nastává rovnost právě tehdy, když x a y jsou
lineárně závislé.

2. Pokud zobrazeńı (·, ·) : X×X → T splňuje axiomy (S1), (S3) a (S4), potom zobrazeńı (·, ·) p̌redstavuje
pozitivně semidefinitńı hermiteovskou seskvilineárńı formu a zobrazeńı ‖·‖ =

√
(·, ·) je seminorma na X

(splňuje (N2) a (N3)).

Lemma 3.2 Skalárńı součin je spojité zobrazeńı.

Věta 3.1 Mějme reálný NLP (X, ‖·‖), na kterém plat́ı rovnoběžńıkové pravidlo

∀x, y ∈ X : ‖x+ y‖2 + ‖x− y‖2 = 2 ‖x‖2 + 2 ‖y‖2 .

Potom zobrazeńı (·, ·) : X ×X → R definované jako

(x, y) := 1
4
‖x+ y‖2 − 1

4
‖x− y‖2

je skalárńım součinem na X, prostor (X, (·, ·)) je UP a pro každé x ∈ X plat́ı ‖x‖ =
√
(x, x).

Poznámka

1. Na komplexńım NLP (X, ‖·‖), na kterém plat́ı rovnoběžńıkové pravidlo, lze zavést skalárńı součin
(·, ·) : X ×X → C jako

(x, y) := 1
4
‖x+ y‖2 − 1

4
‖x− y‖2 + i

(
1
4
‖x+ iy‖2 − 1

4
‖x− iy‖2

)
.

2. Každý UP je zároveň NLP. NLP však nemuśı být UP. Na daném NLP (X, ‖·‖) lze zavést skalárńı součin
(·, ·), který indukuje zadanou normu ‖·‖ =

√
(·, ·), právě tehdy, když na NLP plat́ı rovnoběžńıkové

pravidlo.
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Př́ıklad: Prostor C(〈a; b〉) se skalárńım součinem (f, g) =

∫ b

a

f(x) · g(x) dx, kde −∞ < a < b < +∞,

je unitárńı prostor.

Definice 3.2 Mějme UP (X, (·, ·)) a dvě neprázdné množiny A,B ⊂ X. Řekneme, že

1. prvky x, y ∈ X jsou ortogonálńı (a ṕı̌seme x ⊥ y), pokud plat́ı (x, y) = 0.

2. množiny A,B jsou ortogonálńı (a ṕı̌seme A ⊥ B), pokud plat́ı ∀x ∈ A ∀ y ∈ B : x ⊥ y.

Dále zápisem x ⊥ B rozuḿıme {x} ⊥ B.

Definice 3.3 Mějme UP (X, (·, ·)) a množinu S ⊂ X. Řekneme, že množina S je

1. lineárně nezávislá, pokud pro každé navzájem r̊uzné prvky x1, . . . , xn ∈ S jsou

tyto prvky lineárně nezávislé;

2. ortogonálńı, pokud plat́ı ∀x, y ∈ S : x 6= y ⇒ x ⊥ y ;

3. ortonormálńı, pokud je ortogonálńı a plat́ı ∀x ∈ S : ‖x‖ =
√

(x, x) = 1.

Lemma 3.3

1. Každá ortogonálńı množina nenulových prvk̊u je lineárně nezávislá.

2. Mějme ortogonálńı množinu S. Jestliže u1, u2, . . . , un ∈ S, potom plat́ı

‖u1 + u2 + · · ·+ un‖2 = ‖u1‖2 + ‖u2‖2 + · · ·+ ‖un‖2 ( Pythagorova věta ).

Definice 3.4 Mějme UP (X, (·, ·)) a ortonormálńı množinu S ⊂ X. Řekneme, že

1. ortonormálńı množina S je ortonormálńı báze prostoru X, pokud jej́ı lineárńı obal (LinS) a je hustá
množina v X, tj. pokud

LinS = X,

2. ortonormálńı množina S je úplná, pokud plat́ı ∀x ∈ X : x ⊥ S =⇒ x = O.

a LinS =
{
α1e1 + · · ·+ αnen : n ∈ N; α1, . . . , αn ∈ T; e1, . . . , en ∈ S

}

Poznámka V každém UP (X, (·, ·)) existuje jen jeden prvek x ∈ X, který je kolmý na X (tj. x ⊥ X),
a je to právě nulový prvek x = O.
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Definice 3.5 Mějme UP (X, (·, ·)) a v něm neprázdnou množinu M ⊂ X.

Ortogonálńı doplněk množiny M v prostoru X je množina

M⊥ :=
{
x ∈ X : x ⊥M

}
.

Poznámka Ortonormálńı množina S je úplná právě tehdy, když S⊥ = {O}.

Lemma 3.4 Ortogonálńı doplněk M⊥ je uzav̌rený lineárńı podprostor unitárńıho prostoru X.

Definice 3.6 Unitárńı prostor (X, (·, ·)) se nazývá Hilbert̊uv prostor, pokud (X, %) je úplný metrický

prostor s metrikou indukovanou skalárńım součinem ( %(x, y) = ‖x− y‖ =
√
(x− y, x− y) ).

Př́ıklad:

1. Prostor Cn, n ∈ N, se skalárńım součinem (x, y) =
n∑
k=1

xk · yk je Hilbert̊uv prostor.

2. Prostor l2 se skalárńım součinem (x, y) =
+∞∑
n=1

xn · yn je Hilbert̊uv prostor.

3. Prostor L2((a; b)) se skalárńım součinem (f, g) =

∫ b

a

f(x) · g(x) dx, kde −∞ ≤ a < b ≤ +∞,

je Hilbert̊uv prostor.

Poznámka

1. Pro každou neprázdnou podmnožinu M unitárńıho prostoru (X, (·, ·)) plat́ı M ⊂M⊥⊥.

2. Pro každý lineárńı podprostor M Hilbertova prostoru (H, (·, ·)) plat́ı M =M⊥⊥.

3. Pro každý uzav̌rený lineárńı podprostor M Hilbertova prostoru (H, (·, ·)) plat́ı M =M⊥⊥.

Věta 3.2 Mějme Hilbert̊uv prostor (H, (·, ·)) a v něm uzav̌rený lineárńı podprostor M ⊂ H.

Potom plat́ı
∀ z ∈ H ∃!x ∈M ∃! y ∈M⊥ : z = x+ y

a ř́ıkáme, že Hilbert̊uv prostor H je direktńım součtem podprostor̊u M a M⊥ a ṕı̌seme

H =M ⊕M⊥.
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Věta 3.3 Mějme Hilbert̊uv prostor (H, (·, ·)) a ortonormálńı množinu S ⊂ H.

Ortonormálńı množina S je úplná právě tehdy, když S je ortonormálńı báze prostoru H.

Př́ıklad:

1. Ortonormálńı báze prostoru Cn, n ∈ N, je ortonormálńı množina {e1, . . . , en}, kde

e1 = (1, 0, 0, . . . , 0, 0),

e2 = (0, 1, 0, . . . , 0, 0),

...

en = (0, 0, 0, . . . , 0, 1).

2. Ortonormálńı báze prostoru l2 je tvǒrena posloupnostmi

en = (0, . . . , 0, 1, 0, . . . ) = (δkn)
+∞
k=1, n ∈ N,

kde δkn je Kroneckerovo delta (δkn = 1 pro k = n a δkn = 0 pro k 6= n).

3. Ortonormálńı báze (komplexńıho) prostoru L2((−π; π)) je tvǒrena funkcemi

en(x) =
1√
2π

einx = 1√
2π

cos(nx) + i 1√
2π

sin(nx), n ∈ Z.

4. Ortonormálńı báze (reálného) prostoru L2((−π; π)) je tvǒrena funkcemi

e0(x) =
1√
2π
, e2n−1(x) =

1√
π
cos(nx), e2n(x) =

1√
π
sin(nx), n ∈ N.

5. Ortonormálńı báze (reálného) prostoru L2((0;π)) je tvǒrena funkcemi

e0(x) =
1√
π
, en(x) =

√
2
π
cos(nx), n ∈ N.

6. Ortonormálńı báze (reálného) prostoru L2((0;π)) je tvǒrena funkcemi

en(x) =
√

2
π
sin(nx), n ∈ N.

7. Ortonormálńı báze (reálného) prostoru L2((−1; 1)) je tvǒrena funkcemi

en(x) =

√
2n+ 1

2
· Pn(x), n ∈ N0,

kde Pn jsou Legendreovy polynomy

P0(x) ≡ 1, P1(x) = x, Pn+1(x) =
2n+1
n+1

xPn(x)− n
n+1

Pn−1(x), n ∈ N.
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8. Ortonormálńı báze (reálného) prostoru L2(R) je tvǒrena funkcemi

en(x) =
e−

x2

2√
2n n!

√
π
·Hn(x), n ∈ N0,

kde Hn jsou Hermiteovy polynomy

H0(x) ≡ 1, H1(x) = 2x, Hn+1(x) = 2xHn(x)− 2nHn−1(x), n ∈ N.

9. Ortonormálńı báze (reálného) prostoru L2((0;+∞)) je tvǒrena funkcemi

en(x) = e−
x
2 ·Ln(x), n ∈ N0,

kde Ln jsou Laguerreovy polynomy

L0(x) ≡ 1, L1(x) = 1− x, Ln+1(x) =
2n+1−x
n+1

Ln(x)− n
n+1

Ln−1(x), n ∈ N.

Lemma 3.5 Mějme Banachův prostor (X, ‖ · ‖) a v něm posloupnost (xn) ⊂ X.

Jestliže řada
+∞∑
n=1

‖xn‖ konverguje v (R, |·|), potom řada
+∞∑
n=1

xn konverguje v (X, ‖·‖).

Věta 3.4
Mějme Hilbert̊uv prostor (H, (·, ·)) a v něm ortogonálńı posloupnost (un)

+∞
n=1 = (u1, u2, . . . , un, . . . ).

1. Řada
+∞∑
n=1

un konverguje právě tehdy, když konverguje řada
+∞∑
n=1

‖un‖2.

2. Pokud řada
+∞∑
n=1

un konverguje, potom plat́ı

‖u1 + u2 + · · ·+ un + · · ·‖2 = ‖u1‖2 + ‖u2‖2 + · · ·+ ‖un‖2 + · · ·

Poznámka Gramova – Schmidtova ortonormalizace

Mějme posloupnost (xn) = (x1, x2, . . . , xn, . . . ) lineárně nezávislých prvk̊u Hilbertova prostoru H. Definujme
posloupnost (en) = (e1, e2, . . . , en, . . . ) prvk̊u Hilbertova prostoru H následuj́ıćım rekurentńım postupem

e1 :=
x1
‖x1‖

, en+1 :=

xn+1 −
n∑
k=1

(xn+1, ek) ek∥∥∥∥xn+1 −
n∑
k=1

(xn+1, ek) ek

∥∥∥∥ , n ∈ N.

Posloupnost (en) je ortonormálńı.
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Věta 3.5 (o Fourierových řadách)

Mějme Hilbert̊uv prostor (H, (·, ·)) a v něm ortonormálńı posloupnost (en)
+∞
n=1 = (e1, e2, . . . , en, . . . ).

Potom plat́ı

1. ∀x ∈ H :
+∞∑
n=1

|(x, en)|2 ≤ ‖x‖2 ( Besselova nerovnost );

2. ∀x ∈ H : Fourierova řada
+∞∑
n=1

(x, en) en konverguje v H;

3. ∀x ∈ H : x =
+∞∑
n=1

(x, en) en ⇐⇒
+∞∑
n=1

|(x, en)|2 = ‖x‖2 ( Parsevalova rovnost ).

Věta 3.6

Mějme Hilbert̊uv prostor (H, (·, ·)) a v něm ortonormálńı posloupnost (en)
+∞
n=1 = (e1, e2, . . . , en, . . . ).

Ortonormálńı posloupnost (en) je úplná právě tehdy, když plat́ı Parsevalova rovnost.

Věta 3.7

Mějme Hilbert̊uv prostor (H, (·, ·)), který má spočetnou ortonormálńı bázi (en)
+∞
n=1 = (e1, e2, . . . , en, . . . ).

Potom je Hilbert̊uv prostor H izometricky izomorfńı s l2.

Poznámka

1. Každý Hilbert̊uv prostor má ortonormálńı bázi.

2. Každý separabilńı Hilbert̊uv prostor má spočetnou ortnonormálńı bázi.

Separabilńı Hilbert̊uv prostor je takový, který obsahuje hustou spočetnou podmnožinu.
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