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Kapitola 3

Prostory se skalarnim soudinem,
Hilbertovy prostory

Definice 3.1 M&jme linedrni (vektorovy) prostor X nad télesem T (R nebo C).

Zobrazeni (+,-) : X x X — T nazveme skaldrni sou&in na X, pokud plati

(1) VeeX: (z,2)>0 ( axiom nezdpornosti );
(82) VeeX: (r,z)=0 < z=0 ( axiom totoZnosti );

(83) Ve,ye X (z,y) = (y,x) ( hermiteovska symetrie );
(84) Va,peTVr,yzeX: (ax+py,z)=a(x,z)+P(y,z) (linearita v 1. slozce ).

Dvojici (X, (-, -)) pak nazyvdme unitarnim prostorem ( UP ).

Poznamka
l.VreX: (z,z)eR
2. VeeX: (0,2)=(0-z,2)=0-(z,2) =0
3. Skalarni soucin je antilinedrni ve 2. sloZce:

Va8 €TVa,y,2 € X: (v,ay+B2) =a(n,y) +B(z,2).

4. Za predpokladu platnosti (S4) Ize axiomy (S1) a (S2) ekvivalentn& nahradit pomoci axiomu pozitivni
definitnosti
Voee X\{0}: (z,z) > 0.

Skalarni soudin je tedy pozitivné definitni hermiteovska seskvilinedrni forma.



Lemma 3.1 Mgjme UP (X, (-,-)) a definujme zobrazeni ||-|| : X — R p¥edpisem

2] == v/ (2, ).

Potom plati
1. ||| je norma (indukovana skaldrnim sou¢inem) na X a (X, |-||) je NLP;
2. Vz,ye X |(z,y)] <z - |yl ( Cauchyova — Schwarzova — Buiakovského nerovnost );
3. VayeX: lz+yl>+ |z —yl* =2|=>+ 2]yl ( rovnob&Znikové pravidlo ).
Poznamka

1. V Cauchyové — Schwarzové — Buinakovského nerovnosti nastava rovnost pravé tehdy, kdyZ = a y jsou
linedrné z4vislé.

2. Pokud zobrazeni (-, -) : X x X — T spliiuje axiomy (S1), (S3) a (S4), potom zobrazeni (-, -) predstavuje
pozitivné semidefinitni hermiteovskou seskvilinedrni formu a zobrazeni ||-|| = 1/(-, ) je seminorma na X
(spliiuje (N2) a (N3)).

Lemma 3.2 Skalarni soudin je spojité zobrazeni.

Véta 3.1 Mé&jme redlny NLP (X, ||-

), na kterém plati rovnobé&znikové pravidlo
Va,y € X flo+yl® + e —yl” =2 |lzl” + 2|yl
Potom zobrazeni (-,-) : X x X — R definované jako
2 2
(z,y) =z llz+ylI" = 1= -yl

je skalarnim sou¢inem na X, prostor (X, (-,-)) je UP a pro kazdé x € X plati ||z]| = /(z, z).

Poznamka

1. Na komplexnim NLP (X, ||-||), na kterém plati rovnob&znikové pravidlo, Ize zavést skalarni sou&in
(,7): X x X — C jako

() = f e +yl” = fllr =l +i (5 o +iyl® = 3 = = i) -
2. Kazdy UP je zdroveil NLP. NLP v3ak nemusi byt UP. Na daném NLP (X, ||-||) Ize zavést skalarni soucin

(+,+), ktery indukuje zadanou normu ||-|| = +/(-,-), pravé tehdy, kdyZ na NLP plati rovnob&znikové
pravidlo.



b
P¥iklad: Prostor C'({a; b)) se skaldrnim souc¢inem (f, g) = / f(z) - g(x)dx, kde —co < a < b < +o0,

je unitarni prostor.

Definice 3.2 M&me UP (X, (-,-)) a dv& neprazdné mnoziny A, B C X. Rekneme, e
1. prvky x,y € X jsou ortogonalni (a piseme x L y), pokud plati  (z,y) = 0.
2. mnoZiny A, B jsou ortogonalni (a pi¥eme A 1 B), pokud plati Vze€ AVye B: z Ly.

Déle zépisem x L B rozumime {z} L B.

Definice 3.3 Mg&me UP (X, (-,-)) a mnoZinu S C X. Rekneme, ¥e¢ mnoZina S je

1. linedrné nezdvisld, pokud pro kazdé navzdjem riizné prvky xi,...,x, € S jsou

tyto prvky linedrné€ nezavislé;
2. ortogondlni, pokud platf Ve,yeS: z#y = zly;

3. ortonormadlni, pokud je ortogondlni a platfi VeeS: |z| =+/(z,z) =1

Lemma 3.3
1. Kazda ortogonalni mnoZina nenulovych prvki je linedrné nezavisla.

2. Mé&jme ortogondini mnozinu S. Jestlize uy,uy,...,u, € S, potom plati

lur +ug + -+ ua | = fJua]l® + JJuel®+ - + |Jun|? ( Pythagorova véta ).

Definice 3.4 Mg&me UP (X, (-,-)) a ortonormalni mno¥inu S C X. Rekneme, e

1. ortonormdlni mnoZina S je ortonormalini baze prostoru X, pokud jeji linedrni obal (Lin S) ® je husta
mnozina v X, tj. pokud

LinS =X,

2. ortonormalni mnoZina S je Gplna, pokud plati Vzxe X: z 1 S = x=0.

“LinS:{alel—i—---—i—anen: neN; a,...,a, €T; el,...7en€S}

Poznamka V kazdém UP (X, (-,-)) existuje jen jeden prvek = € X, ktery je kolmy na X (tj. = L X),
a je to pravé nulovy prvek x = 0.



Definice 3.5 Mégme UP (X, (-,-)) a v ném neprazdnou mnoZinu M C X.

Ortogonalni doplnék mnoziny M v prostoru X je mnoZina

l::{xEX: xJ_M}.

Pozndmka Ortonormalni mnoZina S je tplna pravé tehdy, kdy? S+ = {0}.

Lemma 3.4 Ortogonélni dopln&k M~ je uzavieny linedrni podprostor unitarniho prostoru X.

Definice 3.6 Unitarni prostor (X, (-,-)) se nazyva Hilbertiiv prostor, pokud (X, g) je tplny metricky

prostor s metrikou indukovanou skalarnim sou¢inem ( o(z,y) = ||z —y|| = /(x —y,x — ) ).

P¥iklad:

1. Prostor C", n € N, se skaldrnim souéinem (z,y) = Zxk Y je Hilbertlv prostor.
k=1

+o0
2. Prostor [? se skaldrnim soutinem (z,y) = an -Yn je Hilbertlv prostor.

3. Prostor L*((a;b)) se skaldrnim soutinem (f, g) / f(x) - g(z)dz, kde —00 < a < b < +oo,

je Hilbertiiv prostor.

Poznamka

1. Pro kazdou neprdzdnou podmnoZinu M unitérniho prostoru (X, (-,-)) plati M C M*+.
2. Pro kazdy linedrni podprostor M Hilbertova prostoru (H, (-,-)) plati M = M*+.

3. Pro kaZdy uzav¥eny linedrni podprostor M Hilbertova prostoru (H, (-,-)) plati M = M*+.

Véta 3.2 Mé&jme Hilbertiv prostor (H, (-,-)) a v ném uzavieny linedrni podprostor M C H.

Potom plati
VzeHIAzeMIAyeM+: z=z+y

a fikdme, e Hilbertiiv prostor H je direktnim sou¢tem podprostorli M a M~ a piseme

H=Mo& M*.



Véta 3.3 Mé&jme Hilbertiv prostor (H, (-,-)) a ortonormalni mnoZinu S C H.

Ortonormalni mnozina S je tplna pravé tehdy, kdyz S je ortonormalni baze prostoru H.

Ptiklad:
1. Ortonormalni baze prostoru C*, n € N, je ortonormalni mnoZina {ey,...,e,}, kde
e; = (1,0,0,...,0,0),
es = (0,1,0,...,0,0),

en = (0,0,0,...,0,1).

2. Ortonormilni baze prostoru [? je tvorena posloupnostmi
e, =(0,...,0,1,0,...) = (0gn){>], meEN,

kde 0y, je Kroneckerovo delta (6x, = 1 pro k =n a o, = 0 pro k # n).

3. Ortonormalni baze (komplexniho) prostoru L?((—m; 7)) je tvofena funkcemi

1 inx 1

en(r) = = e = Z=cos(nz) +iz=sin(nz), n € L.

4. Ortonormalni baze (redlného) prostoru L?((—m;m)) je tvofena funkcemi

e(r) = 7=, eama(z) = \/LE cos(nx), eg(x) = \/LE sin(nz), ne€N.

5. Ortonormalni baze (redlného) prostoru L*((0;7)) je tvoFena funkcemi
eo(x) = \/LE’ en(z) = \/gcos(nx), n e N.

6. Ortonormalni baze (redlného) prostoru L?((0;7)) je tvotena funkcemi

7. Ortonormalni baze (redlného) prostoru L?((—1;1)) je tvofena funkcemi

2 1
en(z) =4/ n; - P,(z), n €Ny,

kde P, jsou Legendreovy polynomy

Py(xz) =1, Pi(x) =z, Pryi(z) = 252 P, (x) — 25 P, y(z), neN.

n+1 n



8. Ortonormalni baze (redlného) prostoru L?(R) je tvorena funkcemi

N

x

() = V2rn! /T

kde H,, jsou Hermiteovy polynomy

. Hn(l’), n e No,

Hy(z) =1, H(z) = 2z, Hy1(z) =2zH,(x) — 2nH, 1(z), né€N.

9. Ortonormélni baze (redlného) prostoru L?((0; +00)) je tvotena funkcemi
en(r) =e 2 -Ly(z), neN,

kde L,, jsou Laguerreovy polynomy

Lo(z) =1, Li(z) =1—=z, Ly (7)) =222 (2) — 2L, 1(z), né€N.

n+1 T ont1
Lemma 3.5 Még&jme Banachiv prostor (X, || - ||) a v ném posloupnost (z,) C X.
“+oo —+o0
JestliZe ¥ada Z ||xn|| konverguje v (R, |-|), potom ¥ada an konverguje v (X, ||]]).
n=1 n=1
Véta 3.4
Mg&jme Hilbertiv prostor (H, (-,-)) a v ném ortogondlni posloupnost (u,)>] = (uy,us, ..., Uy,...).
+00 +o0
1. Rada Zun konverguje pravé tehdy, kdyZ konverguje ¥fada Z [ un ).
n=1 n=1
+oo
2. Pokud Fada Zun konverguje, potom plati
n=1

s = [l gl a4

Pozndmka Gramova — Schmidtova ortonormalizace

M&jme posloupnost (z,,) = (x1,Z2,...,Tp,...) linedrn& nezdvislych prvkl Hilbertova prostoru H. Definujme
posloupnost (e,) = (e1,e2,...,epn,...) prvki Hilbertova prostoru H nasledujicim rekurentnim postupem

n

" Tpy1 — Z (xn—&-b ek) €k
e = —1, enil = =1
[EN]

, nelN.

n

Lp+1 — Z ($n+1> ek) ek
k=1

Posloupnost (e,,) je ortonormalni.



Véta 3.5 (o Fourierovych fadach)

Mg&jme Hilbertiv prostor (H, (-,-)) a v ném ortonormalni posloupnost (e,,);2} = (e1,ea,...,€n,...).
Potom plati
+o0
1. VezeH: Z (z,e,)|” < ||z||? ( Besselova nerovnost );
n=1
+oo
2. V€ H: Fourierova ¥fada Z (x,en) e, konvergujev H;
n=1

400

+o00
3. VeeH: z= Z (x,e,) e, <= Z (z,en)]” = ||| ( Parsevalova rovnost ).
n=1

n=1

Véta 3.6
Mg&jme Hilbertiv prostor (H, (-,-)) a v ném ortonormalni posloupnost (e, )2 = (e, es, ..

Ortonormalni posloupnost (e,) je tplna pravé tehdy, kdyZ plati Parsevalova rovnost.

Véta 3.7

Mg&jme Hilbertlv prostor (H, (-, -)), ktery ma spo&etnou ortonormalni bazi (e,,);’> = (e, eq, . . .

Potom je Hilbertiiv prostor H izometricky izomorfni s [2.

Poznamka
1. Kazdy Hilbertiiv prostor ma ortonormalni bazi.

2. Kazdy separabilni Hilbertlv prostor ma spocetnou ortnonormalni bazi.

Separabilni Hilbertlv prostor je takovy, ktery obsahuje hustou spofetnou podmnoZinu.

€y ).



