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Uvod do funkcionalni analyjzy




Kapitola 4
Linearni operatory, dualni prostory

Definice 4.1 Mg&me NLP (X, ||| ) a (Y, |||ly-) a zobrazeni T' z X do Y. Pro T' definujme mnoZiny

DT)={zeX: T(x)eY } ( defini¢ni obor T'),
RT):={yeY: y=T(z), € D) } ( obor hodnot 7).

Pokud piteme T': X — Y/, tak pfedpoklddame, ze D(T) = X a R(T) C Y.
Pokud piéeme T : X —= Y, tak ptedpokldddme, 2e D(T) = X a R(T) =Y.

Definice 4.2 Mg&me NLP (X, ||| ) a (Y, ||-|ly) a zobrazeni T': D(T') = Y s D(T) C X.
Rekneme, Ze zobrazeni T je spojité v bod& zy € D(T'), pokud plati

Ve>036>0Vz€D(T): |lz—zollx <8 = ||T(x) — T(mo)|ly <e.

Rekneme, ¥e T je spojité, pokud je spojité v kazdém bodé& zo € D(T).

Poznamka
1. Zobrazeni T je spojité v bod& xy € D(T") pravé tehdy, kdyZz pro kazdou posl. (x,) prvki z D(T) plati

||xn - 330”)( —0 = HT(xn) - T(xO)HY — 0.

2. Pokud zg € D(T) je izolovanym bodem D(T'), potom T je spojité v bod& x.

Definice 4.3 M&jme NLP (X, ||||) a (Y, [|-|ly) a linedrni zobrazeni T": X — Y.

Rekneme, Ze linearni zobrazeni T' je omezené, pokud plati

de>0Ve e X: [|[Tz|ly <c-|lz]x-



Véta 4.1 Méme NLP (X, ||-||y) a (Y, ]|-]ly-) a linedrni zobrazeni T : X — Y.

Potom plati

T je spojité (na X) — T je spojité v bod& 0 — T je omezené.

Definice 4.4 Mgjme NLP (X, |||[x) a (Y, ||-]ly).

Oznatme L£(X,Y) mnoZinu viech spojitych linedrnich zobrazeni z X do Y, na které definujeme soutet
a skalarni nasobek

VTl,TQ S [J(X, Y) : (Tl + Tg)x =Tz + TQZIZ‘,
VaeTVT e L(X,Y): (oT)x :=a- (Tx).
Déle definujme zobrazeni ||| : £(X,Y) — R{ jako

IT[| ;= sup [ T[]y .

llzll =1

Pokud Y = X, potom misto £(X, X) pieme jen £(X).

Véta 4.2 Prostor (L(X,Y),|.]|) je normovany linedrni prostor.
Pokud (Y, ||.|ly) je Banachiv prostor, potom (£(X,Y),||.||) je také Banachiv prostor.

Lemma 4.1 Mg&jme NLP (L(X,Y),||.||). Potom plati

VI € L(X,)Y): |T| = sup |Tzl|ly

llll x <1

”Tl‘”y

20 |12l x

= inf{c>0: [Tz, <c- |zl }-

Véta 4.3 M&me NLP (X, ||-||) a (Y, ]|*]ly) a linedrni zobrazeni T : X -2+ Y.

Potom inverzni zobrazeni T—' : Y —=+ X existuje a je linedrni a omezené pravé tehdy, kdy? plati

Jd>0Vz e X: d-|z], < ||Tzly .



Poznamka Mg&jme NLP (X, ||||y) a (Y. ]“]ly)-
Je-li T izomorfismus X na Y, potom zobrazeni 7" a T! jsou spojitd atedy 7' € £L(X,Y)a T ! € L(Y, X).

Definice 4.5 M&me normovany linearni prostor (X, ||-||) nad t&lesem T (R nebo C).
KaZdé zobrazeni F' : X — T nazveme funkciondlem na X. Normovany linedrni prostor (£(X,T), ||-||)
viech spojitych linedrnich funkcionalii na X nazveme dudlnim prostorem k prostoru (X, |||/ x)

a znatime ho (X*,||-||,), kde

IEl, = sup |Ful

llzll =1

Poznamka Dualni prostor (X*,||-||,) k normovanému linedrnimu prostoru (X, ||| ;) je Banachiiv prostor.

Poznamka
M&jme konené p,q > 1 tak, Ze ¢ je konjugovany exponent k p (tj. 1—17 +-=1), —00o<a<b< +oo.
1. Prostor (¢4, ||-||,) je dudlnim prostorem k prostoru (¢7, ||-||).
2. Prostor (L%((a;D)),|-||,) je dudlnim prostorem k prostoru (L((a;b)), [-][,)-
3. Prostor

£, |]|l.) Je dudinim prostorem k prostoru (€1, |-|[,)-

5. Prostor (€', ||-||,) neni dudinim prostorem k prostoru (€¢°°, ||-]|.).

(
(
(
4. Prostor (L>((a;b)),|||l.) je dudlnim prostorem k prostoru (L*((a;b)),||l,)-
(
6. Prostor (L'((a; b)), ||-||;) neni dudlnim prostorem k prostoru (L>°((a; b)), ||-||..)-
Pro prostory posloupnosti tedy mame
(€7)" me1, (") me>, (€°) &£t

a pro prostory funkci miZeme psat

(L7((a:0)))" = L((a:b),  (L'((as0)))" = L((asD)),  (L((asb)))” 7 L' ((a5D))-

Véta 4.4 (Hahnova — Banachova véta o rozsifeni spojitého linearniho funkcionalu)
Mé&jme NLP (X, ||-|| ) a netrividlni linedrni podprostor M/ C X. Potom pro kaZdy spojity linearni funkcional
G € M* existuje spojity linedrni funkcionadl F' € X* tak, Ze plati

(VeeM:Fz=Gz) a |F|,=|Gl,.



Poznamka Poznamky Hahnové — Banachové vété o rozsiteni spojitého linedrniho funkcionalu:
1. Pokud je prostor X Hilbertovym prostorem, potom je funkciondl F' € X* urlen jednoznaéné.

2. Pokud je podprostor M husty v X (tj. M = X), potom je funkciondl F' € X* uren jednozna&ng.

Disledek 4.1 Mé&me NLP (X, ||-||x) a prvek o € X, z # 0.

Potom existuje spojity linedrni funkcional F' € X* tak, Ze plati

IFll, =1 a Fxo=|zolx-

Disledek 4.2 Mg&jme NLP (X, ||-|| ) a dva prvky z,y € X. Potom plati

(VFEX*: szFy) — T=y.

Véta 4.5 (Rieszova véta o reprezentaci spojitého linearniho funkcionalu)

M&jme Hilbertiv prostor (H, (-,-)) a funkciondl F' € H*. Potom plati

Nue HVx e H: Fr = (z,u)

a navic [|[F|, = [lull = v/(u,w).

Definice 4.6 Mg&me NLP (X, ||| ) a posloupnost (z,) C X.

Rekneme, Ze posloupnost (z,,) konverguje slab& k prvku 2 € X, pokud

VFe X*: lim Fx,=Fux.

n—-+4o0o

Prvek 2 € X pak nazyvame slabou limitou posloupnosti (x,,) a piseme

w
Ty —— T nebo Ty, — T.



Véta 4.6 Méme NLP (X, ||-||y) a posloupnost (z,,) C X a prvek z € X. Potom plati
1. slabd limita posloupnosti (z,,) je uréena jednoznaéng;
2. I, —— T = I, —— I
3. z,——x = (z,)jeomezend (tj.Ic>0VneN: |z,]y <c);

4. z,——z = ||y <liminf|z,| .
n—+oo

Lemma 4.2 Mg&jme Hilbertdv prostor (H, (-,-)), posloupnost (z,) C H a prvek x € H. Potom plati
Ty —— T }

T, — T.
||| — (]|

Lemma 4.3 Mg&jme Hilbertlv prostor (H, (-,-)), posloupnosti (x,), (y,) C H a prvky x,y € H.

Potom plati
Ty —— X

w } = (Inayn) — ($ay)
Yn — Y

Véta 4.7 Mé&jme Hilbertiv prostor (H, (-,)) a zobrazeni T' € L(H).
Potom existuje pravé jeden operdtor T* € L(H), pro ktery plati

Ve,ye H: (Tx,y) = (x,T"y) .

Operator T™ se nazyva adjungovany operdtor k 7.




Definice 4.7 Mg&jme Hilbertiv prostor (H, (-,-)) a linearni zobrazeni T : D(T)) — H, kde D(T') = H.

1. Adjungovany operator k T je definovan jako zobrazeni 7% : D(T*) — H dané nésledovné

D(T*) := {yGH: (EIuEH‘v’xE’D(T): (Tx,y)z(x,u))} a T : y+— u.

2. Rekneme, ¥e operator T' je symetricky, pokud  D(T) € D(T*) a plati

VeeD(T): Tz =Tux.

3. Rekneme, e operator T' je samoadjungovany, pokud 7' = T* tj. pokud D(T) = D(T*) a plati

VeeD(T): Tz =Tx.

Definice 4.8 M&me normovany linearni prostor (X, |||« )-

1. Druhy dualni prostor (X**, ||-||,.) k prostoru (X, ||-|| ) nazveme dudlni prostor

k dudlnimu prostoru (X*, -], )

2. Prostor X je reflexivni, pokud jsou prostory X** a X izometricky izomorfni (X** ~ X).

Véta 4.8 (Eberleinova — Smuljanova)

Banachiiv prostor (X, ||-|| i) je reflexivni pravé tehdy, kdyZ Ize z kaZdé omezené posloupnosti

vybrat slabé& konvergentni podposloupnost.

Definice 4.9 Mg&me NLP (X, ||-||y) a (Y, ||-|ly) a linedrni zobrazeni 7": X — Y.
Rekneme, ¥e operator T je kompaktni, pokud plati

VM CX: MjeomezenavX = T(M) je kompaktniv Y.

Poznamka Je-li T': X — Y kompaktni zobrazeni, potom z kazdé omezené posloupnosti (x,) prvki z X Ize
vybrat podposloupnost (zy, ) tak, Ze posloupnost (T'zy, ) konverguje v prostoru Y.



Véta 4.9 KaZdé linedarni kompaktni zobrazeni T': X — Y je omezené a spojité.

Definice 4.10 Mg&me NLP (X, ||| ) a Banachiv prostor (Y, |-||) tak, ¢ X C Y. Rekneme, e

1. prostor X je spojité vnoten do Y, pokud identické zobrazeni I : X — Y je spojité, tj. pokud

de>0Vere X ||x||y§C' ||x||X7

r~y

a piseme X C Y

2. prostor X je kompaktné vnoren do Y, pokud identické zobrazeni I : X — Y je kompaktni

a piseme X ¢ Y.

Poznamka Méme —oo < a < b < +o00. Potom plati
1L L*((a;b)) € L*((a;0)),
2. CY(a;b)) ¢ C((a;b)).

Definice 4.11 Mé&jme NLP (X, ||-||) a (Y, ||-|ly-) a zobrazeni T € L(X,Y).

Dudlni operator 7" k T je definovdn jako zobrazeni 7" : Y* — X* dané predpisem

T: G~ F, kde Fr:=GTz, v X.

Véta 4.10 Jeli T € L(X,Y), potom T" € L(Y*, X*) a plati

170 = 17T

Véta 4.11 (Hellingerova — Toeplitzova)

Kazdy symetricky linedrni operator, ktery je definovany na celém Hilbertové prostoru, je jiz spojity.



