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Komplexńı č́ısla

Komplexńı č́ısla a jejich reprezentace

0 x

y

Re z

Im z

z = [x, y]

©z

α

r

I algebraický tvar

z = x+ i · y

I goniometrický tvar (z 6= 0)

z = r (cosα+ i · sinα)

I exponenciálńı tvar (z 6= 0)

z = r ei ·α
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Komplexńı č́ısla

Sč́ıtáńı a odeč́ıtáńı komplexńıch č́ısel

0 Re z

Im z
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−y2

|z1| |z1|
|z3|

|z2|

z1
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©z z1 = x1 + i · y1
z2 = x2 + i · y2

I součet z3 = z1 + z2

z3 = (x1+x2)+i · (y1+y2)

I rozd́ıl z4 = z1 − z2

z4 = (x1−x2)+i · (y1−y2)

I trojúhelńıková nerovnost

|z3| = |z1+z2| ≤ |z1|+|z2|
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Komplexńı č́ısla

Násobeńı a děleńı komplexńıch č́ısel

0 Re z

Im z

x3 x2 x11
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z1

z2

z3

©z

α1
α2

α3

α1

β

β

|z3| |z2|

|z1|

z1 = x1 + i · y1
z2 = x2 + i · y2
z3 = z1 · z2

x3 = x1x2 − y1y2
y3 = x1y2 + x2y1z1 = |z1| ei ·α1

z2 = |z2| ei ·α2

I pod́ıl z2 =
z3
z1

=
|z3|
|z1|

ei · (α3−α1)

I součin z3 = z1 · z2 = |z1||z2| ei · (α1+α2)
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Komplexńı č́ısla

Komplexńı č́ısla nelze rozumně uspǒrádat

I Pro libovolná reálná č́ısla a, b, c mimo jiné plat́ı:

1 a < b ∨ a = b ∨ b < a (nastává právě jedna z možnost́ı),

2 a < b ∧ b < c ⇒ a < c,

3 a < b ⇒ a+ c < b+ c,

4 a < b ∧ 0 < c ⇒ a · c < b · c.

I Předpokládejme, že lze komplexńı č́ısla uspǒrádat tak, že body 1 – 4 plat́ı

pro všechna komplexńı č́ısla a, b, c.

I Pokud 0 < i, potom 0 < (−1), 0 < (− i), i < 0, což je spor E.

I Pokud i < 0, potom 0 < (− i), 0 < (−1), 0 < i, což je spor E.
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Komplexńı č́ısla

Rozš́ı̌rený obor komplexńıch č́ısel C∗ = C ∪ {∞}

∞

Re z

Im z
x

y

z = x+ i y

M

t

I stereografická projekce

M =
(

x
x2+y2+1

, y
x2+y2+1

, 1
2

(
1 + x2+y2−1

x2+y2+1

))
I pravidla pro komplexńı nekonečno

z ±∞ =∞, z ∈ C,

z · ∞ =∞, z ∈ C∗ \ {0},

z

∞ = 0,
∞
z

=∞, z ∈ C,

z

0
=∞, z ∈ C∗ \ {0}.

I neurčité výrazy

∞±∞, 0 · ∞, ∞
∞ ,

0

0
,

1∞, 00, ∞0.
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Komplexńı č́ısla

Mandelbrotova množina M = {c ∈ C : (zn) je omezená posloupnost}
z1 = c, zn+1 = zn · zn + c

I c = 0 : (zn) = (0, 0, 0, 0, . . . )

I c = −2 : (zn) = (−2, 2, 2, 2, . . . )

I c = −1 : (zn) = (−1, 0, −1, 0, −1, 0, . . . )

I c = + i : (zn) = (+ i, −1 + i, − i, −1 + i, − i, . . . )

I c = − i : (zn) = (− i, −1− i, + i, −1− i, + i, . . . )

I c = + 1
4

: (zn) = (0.25, 0.3125, 0.34765625, . . . )

I c = + 1
2

: (zn) = (0.5, 0.75, 1.0625, 1.62890625, . . . )

I c = +1 : (zn) = (1, 2, 5, 26, 677, 458 330, . . . )

I c = +2 : (zn) = (2, 6, 38, 1446, 2 090 918, . . . )

©c
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Mandelbrotova množina M = {c ∈ C : (zn) je omezená posloupnost}
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Komplexńı funkce

Komplexńı funkce komplexńı proměnné f : C∗ → C∗

p̌ŕıklady jednoznačných funkćı

I f : w = z

I f : w = az + b (lineárńı fce)

I f : w =
1

z
(kruhová inverze)

I f : w =
1

z
(p̌revrácená hodnota)

I f : w = z2 (druhá mocnina)

I f : w = z3 (ťret́ı mocnina)

I f : w = arg z (h.h. argumentu)

I f : w = exp z (exponenciálńı funkce)

p̌ŕıklady v́ıceznačných funkćı

I f : w = Arcsin z (arkus sinus)

I f : w = Arccos z (arkus kosinus)

I f : w = Arctg z (arkus tangens)

I f : w = Arccotg z (arkus kotangens)

I f : w =
√
z (druhá odmocnina)

I f : w = 3
√
z (ťret́ı odmocnina)

I f : w = Arg z (argument)

I f : w = Ln z (logaritmická funkce)
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Komplexńı funkce

Lineárńı funkce f : w = az + b, a, b ∈ C, a 6= 0, D(f) = C∗, H(f) = C∗

©z w = a · z + b = |a| ei arg a ·|z| ei arg z +b

= |a| · |z|︸ ︷︷ ︸
=|w|

ei(
=argw+2kπ, k∈Z︷ ︸︸ ︷
arg a + arg z ) +b

I posunut́ı o b

I stejnolehlost s |a|
I otočeńı o arg a

©w
a = 1, b = −1/2 + 1/2 i

©w
a = 1/2, b = 0

©w
a =
√
3/2 + 1/2 i, b = 0

|a| = 1, arg a = π/6
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Komplexńı funkce

Základńı lineárńı lomená funkce f : w = 1/z, D(f) = C∗, H(f) = C∗

©z

O Re z

Im z
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T

P

z

z

Q

w = 1/z

1/z

1 arg z

arg z

w = 1/z = 1/z

z = |z| ei arg z

1

z
=

1

|z|
e− i arg z

|z| = |z|

arg z = − arg z

z = |z| ei arg z

1

z
=

1

|z|
e− i arg z
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Komplexńı funkce

Komplexńı druhá mocnina a odmocnina
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Komplexńı funkce

Exponenciálńı funkce f : w = exp(z), D(f) = C, H(f) = C \ {0}
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Komplexńı funkce

Exponenciálńı funkce f : w = exp(z), D(f) = C, H(f) = C \ {0}
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Riemannova hypotéza

Georg Friedrich Bernhard Riemann (T 17. zá̌ŕı 1826, = 20. července 1866)

I Riemannův integrál

I Riemannova koule

I Riemannovy plochy

I Riemannova geometrie

I Riemannův tenzor

I Riemannova zeta funkce

I Riemannova hypotéza

Všechny netriviálńı nulové body Riemannovy funkce zeta maj́ı reálnou část rovnu 1
2 .

”
. . . je velmi pravděpodobné, že všechny kǒreny jsou reálné. Samožrejmě bych si zde p̌rál uvést řádný

důkaz. Po několika marných pokusech jsem však svoje snažeńı prozat́ım odložil. Zdá se, že k dosažeńı
bezprosťredńıho ćıle mého výzkumu je hledáńı důkazu postradatelné.“
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Riemannova hypotéza

Riemannova funkce zeta
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15 ©z

Re z
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Pro Re z > 1 definujeme

ζ(z) =

+∞∑
n=1

1

nz
= 1 +

1

2z
+

1

3z
+

1

4z
+ . . .

I ζ(z) = ζ(z)

I 0 = ζ(−2) = ζ(−4) = ζ(−6) = . . .

I lim
x→+∞

ζ(x+ i y) = 1, y ∈ R

I lim
z→1

ζ(z) =∞

I pro z ∈ C \ {0, 1}

ζ(z) ·π−
z
2 ·Γ

(z
2

)
= ζ(1−z) ·π−

1−z
2 ·Γ

(
1− z

2

)
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