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Př́ıklad 2. (spojitost funkce) Určete definičńı obor a obor spojitosti funkce f :
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Př́ıklad 3. (definice derivace komplexńı funkce) S využit́ım definice derivace funkce f v bodě z0 ∈ C

f ′(z0) = lim
h→0

f(z0 + h)− f(z0)

h

určete

1. f(z) = z2, f ′(i) = . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . ,

2. f(z) = z, f ′(i) = . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . ,

3. f(z) = |z|, f ′(0) = . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

Př́ıklad 4. (geometrický význam derivace)

f(z) z z2
1

z

f ′(z)

z0 z0 ∈ C 1 −1 i 1 −1 i

koeficient roztažnosti
funkce f v bodě z0

|f ′(z0)|

koeficient otočeńı
funkce f v bodě z0

arg f ′(z0)
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Př́ıklad 5. (Cauchyovy–Riemannovy podḿınky)
Zjistěte, zda existuje derivace funkce f v bodě z0. Pokud ano, určete hodnotu této derivace.

1. f(z) = z2 =. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . , z0 = i,
z0 = x0 + i y0,

(x0, y0) = (. . . . . ., . . . . . .),

u(x, y) = . . . . . . . . . . . .,
∂u

∂x
= . . . . . . . . . . . .,

∂u

∂y
= . . . . . . . . . . . .,

v(x, y) = . . . . . . . . . . . .,
∂v

∂x
= . . . . . . . . . . . .,

∂v

∂y
= . . . . . . . . . . . .,

C.-R. podḿınky

 ux(x0, y0) = vy(x0, y0),

uy(x0, y0) = −vx(x0, y0),

 . . . . . . = . . . . . .,

. . . . . . = . . . . . ..

Jsou funkce u a v diferencovatelné v bodě (x0, y0)? . . . . . . . . . . . . . . .

f ′(z0) = ux(x0, y0) + i vx(x0, y0) = vy(x0, y0)− iuy(x0, y0) = . . . . . . . . . . . . . . . .

2. f(z) = z =. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . , z0 = i,
z0 = x0 + i y0,

(x0, y0) = (. . . . . ., . . . . . .),

u(x, y) = . . . . . . . . . . . .,
∂u

∂x
= . . . . . . . . . . . .,

∂u

∂y
= . . . . . . . . . . . .,

v(x, y) = . . . . . . . . . . . .,
∂v

∂x
= . . . . . . . . . . . .,

∂v

∂y
= . . . . . . . . . . . .,

C.-R. podḿınky

 ux(x0, y0) = vy(x0, y0),

uy(x0, y0) = −vx(x0, y0),

 . . . . . . = . . . . . .,

. . . . . . = . . . . . ..

f ′(z0) = . . . . . . . . . . . . . . . .

3. f(z) = |z| =. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . , z0 = 1,
z0 = x0 + i y0,

(x0, y0) = (. . . . . ., . . . . . .),

u(x, y) = . . . . . . . . . . . .,
∂u

∂x
= . . . . . . . . . . . .,

∂u

∂y
= . . . . . . . . . . . .,

v(x, y) = . . . . . . . . . . . .,
∂v

∂x
= . . . . . . . . . . . .,

∂v

∂y
= . . . . . . . . . . . .,

C.-R. podḿınky

 ux(x0, y0) = vy(x0, y0),

uy(x0, y0) = −vx(x0, y0),

 . . . . . . = . . . . . .,

. . . . . . = . . . . . ..

f ′(z0) = . . . . . . . . . . . . . . . .
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Př́ıklad 6. (geometrický význam Cauchyových–Riemannových podḿınek) Určete

w = f(z) = z2 = u+ i v = . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .,

∇u = . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .,

∇v = . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .,

(∇u,∇v) = . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . ..

Zakreslete vzory p̌ŕımek u = 0 a v = 2 p̌ri zobrazeńı f . Dále zakreslete ∇u a ∇v v bodech z = 1+i a z = −1− i.

∇u(1, 1) = . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . ., ∇u(−1,−1) = . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .,

∇v(1, 1) = . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . ., ∇v(−1,−1) = . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . ..

x

y ©z

f : w = z2

−−−−−−−−−−−−−−−−−→
←−−−−−−−−−−−−−−−−−

f−1 : z =
√
w

u

v ©w

Doplňte následuj́ıćı tvrzeńı:

f splňuje C.-R. podḿınky a f ′(z0) 6= 0 =⇒ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . ..

Př́ıklad 7. (holomorfnost funkce v bodě) Rozhodněte, zda je funkce f holomorfńı v bodě z0:

1. f(z) = cos z, z0 = i, . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

2. f(z) = zRe z, z0 = 0, . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

3. f(z) =
1

z
, z0 = 0, . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

4. f(z) =
1

z
, z0 =∞, . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
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Př́ıklad 8. (spojitost, derivace a holomorfnost)
Rozhodněte, které z následuj́ıćıch implikaćı jsou pravdivé a které jsou nepravdivé. V p̌ŕıpadě neplatnosti některé
z implikaćı uved’te vhodný protip̌ŕıklad.

f má derivaci v z0 ∈ C ⇐=
=⇒ f je spojitá v z0 ∈ C

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

f má derivaci v z0 ∈ C ⇐=
=⇒ f je konečná v z0 ∈ C

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

f má derivaci v z0 ∈ C ⇐=
=⇒ f je holomorfńı v z0 ∈ C

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

Př́ıklad 9. (holomorfnost funkce v ∞) Doplňte následuj́ıćı tvrzeńı:

f je holomorfńı v bodě ∞ =⇒ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . ..

Př́ıklad 10. (obor holomorfnosti funkce) Určete obor holomorfnosti funkce f :

1. f(z) =
1

z2
. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

2. f(z) =
z

z2 − 1
. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

3. f(z) =
ez + i

ez − i
. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
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4. f(z) = z|z| . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

5. f(z) =
∣∣Re2 z − Im2 z

∣∣+ 2 i |Re z Im z| . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .


