
Matematická analýza 4
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Kapitola 2. Posloupnosti a řady
Definice 2.1. ( posloupnost komplexńıch č́ısel )

Posloupnost komplexńıch č́ısel v C je zobrazeńı,
jehož definičńım oborem je množina N a oborem hodnot množina H � C.

ṕı̌seme: (zn) ; (zn)
+1

n=1
; (z1; z2; z3; : : : )

Č́ıslu n ř́ıkáme index prvku a č́ıslu zn n-tý člen posloupnosti.

Definice 2.2. ( omezená posloupnost )

Řekneme, že posloupnost komplexńıch č́ısel (zn) je omezená v C, pokud

9K > 0 8n 2 N : jznj � K:

Věta 2.3. ( nutná a postačuj́ıćı podḿınka omezenosti posloupnosti )

Posloupnost komplexńıch č́ısel (zn) = (xn + i yn) je omezená v C právě tehdy, když jsou omezené obě reálné
posloupnosti (xn) a (yn) v R.

Definice 2.4. ( limita posloupnosti )

Řekneme, že posloupnost komplexńıch č́ısel (zn) je konvergentńı v C, pokud

9 c 2 C 8 " > 0 9n0 2 N 8n 2 N : n > n0 ) jzn � cj < ":

Komplexńı č́ıslo c nazveme limitou posloupnosti (zn) a ṕı̌seme

lim
n!+1

zn = c nebo zn ! c:

Řekneme, že posloupnost komplexńıch č́ısel (zn) je divergentńı v C, pokud neńı v C konvergentńı.
Limita divergentńı posloupnosti neexistuje.

Věta 2.5. ( nutná a postačuj́ıćı podḿınka konvergence posloupnosti )

Posloupnost komplexńıch č́ısel (zn) = (xn + i yn) je konvergentńı v C právě tehdy, když jsou konvergentńı obě
reálné posloupnosti (xn) a (yn) v R.

Definice 2.6. ( hromadný bod )

Č́ıslo c 2 C je hromadný bod posloupnosti komplexńıch č́ısel (zn), pokud existuje podposloupnost (zkn)
posloupnosti (zn), pro kterou plat́ı

lim
n!+1

zkn = c:
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Věta 2.7. ( vlastnosti konvergentńıch posloupnost́ı )

i) Každá posloupnost komplexńıch č́ısel má v C nejvýše jednu limitu.

ii) Každá podposloupnost vybraná z konvergentńı posloupnosti komplexńıch č́ısel v C je také konvergentńı
v C a má stejnou limitu.

iii) Každá konvergentńı posloupnost komplexńıch č́ısel v C je omezená.

iv) Z každé omezené posloupnosti komplexńıch č́ısel lze vybrat konvergentńı podposloupnost v C
(Bolzano-Weierstrassova věta).

v) Mějme omezenou posloupnost komplexńıch č́ısel (zn).
Posloupnost (zn) je konvergentńı v C právě tehdy, když (zn) má v C právě jeden hromadný bod.

vi) Jestliže zn �! c a wn �! d v C, potom

(a) zn � wn �! c� d v C;

(b) zn � wn �! c � d v C;

(c) zn

wn

�!
c

d
v C; pokud 8n 2 N : wn 6= 0 a d 6= 0;

(d) jznj �! jcj v R:

Definice 2.8. ( cauchyovská posloupnost )

Posloupnost komplexńıch č́ısel (zn) se nazývá cauchyovská (fundamentálńı) v C, pokud plat́ı

8 " > 0 9n0 2 N 8n;m 2 N : n > n0 ^ m > n0 ) jzn � zmj < ":

Věta 2.9. ( Bolzano-Cauchyovo kritérium konvergence )

Posloupnost komplexńıch č́ısel je konvergentńı v C právě tehdy, když je cauchyovská v C.
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Definice 2.10. ( limita posloupnosti v C* )

Řekneme, že posloupnost komplexńıch č́ısel (zn) je konvergentńı v C�, pokud

9 c 2 C� 8 " > 0 9n0 2 N 8n 2 N : n > n0 ) zn 2 U(c; ");

kde

U(c; ") :=

8><
>:
fz 2 C : jz � cj < "g pro c 2 C;�
z 2 C� : jzj >

1

"

�
pro c =1:

Komplexńı č́ıslo c nazveme limitou posloupnosti (zn) v C� a ṕı̌seme

lim
n!+1

zn = c v C� nebo zn ! c v C�:

Řekneme, že posloupnost komplexńıch č́ısel (zn) je divergentńı v C�, pokud neńı v C� konvergentńı.
Limita divergentńı posloupnosti neexistuje.

Věta 2.11. ( vlastnosti konvergentńıch posloupnost́ı v C* )

i) Každá posloupnost komplexńıch č́ısel má v C� nejvýše jednu limitu.

ii) Každá podposloupnost vybraná z konvergentńı posloupnosti komplexńıch č́ısel v C� je také konvergentńı
v C� a má stejnou limitu.

iii) Z každé posloupnosti komplexńıch č́ısel lze vybrat konvergentńı podposloupnost v C�
(Bolzano-Weierstrassova věta).

iv) Posloupnost komplexńıch č́ısel (zn) je konvergentńı v C� právě tehdy, když (zn) má v C� právě jeden
hromadný bod.

v) Jestliže zn �! c a wn �! d v C�, potom

(a) zn � wn �! c� d v C�; pokud se nejedná o neurčitý výraz 1�1;

(b) zn � wn �! c � d v C�; pokud se nejedná o neurčitý výraz 0 � 1 nebo 1 � 0;

(c) zn

wn

�!
c

d
v C�; pokud se nejedná o neurčitý výraz 0

0
nebo 1

1
;

(d) jznj �! jcj v R�:

vi) zn �!1 v C� , jznj �! +1 v R�.
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Definice 2.12. ( komplexńı řada )

Mějme posloupnost konečných komplexńıch č́ısel (zn).

Řada komplexńıch č́ısel (komplexńı řada) je symbol
+1X
n=1

zn = z1 + z2 + � � �+ zn + : : :

Posloupnost částečných součt̊u řady je posloupnost (sn), kde s1 = z1

s2 = z1 + z2

s3 = z1 + z2 + z3
...

sn = z1 + z2 + z3 + � � �+ zn
...

Č́ıslo zn se nazývá n-tý člen řady, č́ıslo sn =
nX

k=1

zk je n-tý částečný součet řady.

�
nem�u�ze-li doj��t k z�am�en�e, p�ripou�st��me z�apis

X
zn

�

Definice 2.13. ( konvergentńı a divergentńı řada )

Komplexńı řadu
X

zn nazveme konvergentńı, je-li konvergentńı v C jej́ı posloupnost částečných součt̊u (sn).

ṕı̌seme:
+1X
n=1

zn = lim
n!+1

sn = s; kde s nazýváme součet řady

Komplexńı řadu
X

zn nazveme divergentńı, je-li divergentńı v C jej́ı posloupnost částečných součt̊u (sn).

ṕı̌seme:
+1X
n=1

zn diverguje, p̌ŕıpadně
+1X
n=1

zn =1

Věta 2.14. ( vlastnosti konvergentńıch řad )

i) Řada
X

zn je konvergentńı v C právě tehdy, když jsou konvergentńı v R řady
X

Re zn a
X

Im zn.

ii) Jestliže
X

zn = s1 a
X

wn = s2 jsou konvergentńı komplexńı řady, potom
X�

�zn + � wn

�
= �

X
zn + �

X
wn = �s1 + � s2; �; � 2 C:

iii) Je-li komplexńı řada
X

zn konvergentńı, potom lim
n!+1

zn = 0

(nutná podḿınka konvergence).

Věta 2.15. ( Bolzano-Cauchyovo kritérium konvergence )

Komplexńı řada
X

zn je konvergentńı právě tehdy, když

8 " > 0 9n0 2 N 8n 2 N 8 p 2 N : n > n0 ) jzn+1 + zn+2 + � � �+ zn+pj < ":
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Definice 2.16. ( absolutně konvergentńı řada )

Komplexńı řada
X

zn se nazývá absolutně konvergentńı, pokud konverguje v R řada
X

jznj.

Komplexńı řada
X

zn se nazývá relativně (neabsolutně) konvergentńı, pokud
X

zn konverguje v C,
ale

X
jznj diverguje v R.

Věta 2.17. ( vlastnosti absolutně konvergentńıch řad )

i) Každá absolutně konvergentńı řada je konvergentńı.

ii) Libovolné p̌rerovnáńı členů absolutně konvergentńı komplexńı řady nemá vliv na jej́ı konvergenci ani součet.

iii) Jestliže
X

zn = s1 a
X

wn = s2 jsou absolutně konvergentńı komplexńı řady, pak také řada

+1X
n=1

(z1wn + z2wn�1 + � � �+ znw1)

je absolutně konvergentńı a jej́ı součet je s1 � s2.


