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\pitola 2. Posloupnosti a fady

Definice 2.1. ( posloupnost komplexnich &isel )

Posloupnost komplexnich ¢isel v C je zobrazeni,

jehoz defini¢nim oborem je mnozina N a oborem hodnot mnozina H C C.

pideme: (z2), (20)22, (21,22,23,...)

Cislu n fikdme index prvku a Cislu z, n-ty ¢len posloupnosti.

Definice 2.2. ( omezena posloupnost )

Rekneme, e posloupnost komplexnich &isel (2,) je omezena v C, pokud

JK >0VneN: |z,] < K.

Véta 2.3. ( nutna a postatujici podminka omezenosti posloupnosti )

Posloupnost komplexnich &isel (z,) = (z, + iy.) je omezend v C pravé tehdy, kdyz jsou omezené obé realné
posloupnosti (z,) a (y.) v R.

Definice 2.4. ( limita posloupnosti )

Rekneme, Ze posloupnost komplexnich &isel (2,,) je konvergentni v C, pokud
dceCVe>0dn e NVneN: n>ny= |z, —c| <e.

Komplexni &islo ¢ nazveme limitou posloupnosti (z,) a pisSeme

lim z,=c nebo Zn — C.

n——+oo

Rekneme, e posloupnost komplexnich &isel (z,,) je divergentni v C, pokud neni v C konvergentni.
Limita divergentni posloupnosti neexistuje.

Véta 2.5. ( nutna a postatujici podminka konvergence posloupnosti )

Posloupnost komplexnich &isel (2,) = (2, +1yn) je konvergentni v C pravé tehdy, kdyz jsou konvergentni obé
realné posloupnosti (z,) a (y») v R.

Definice 2.6. ( hromadny bod )

Cislo ¢ € C je hromadny bod posloupnosti komplexnich &isel (2,), pokud existuje podposloupnost (2, )
posloupnosti (2,), pro kterou plati

lim 2z, =c.
n—+oo
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i) Kazda posloupnost komplexnich ¢&isel ma v C nejvyse jednu limitu.

i) Kazda podposloupnost vybrand z konvergentni posloupnosti komplexnich &isel v C je také konvergentni
v C a ma stejnou limitu.

iii) Kazda konvergentni posloupnost komplexnich &isel v C je omezend.

iv) Z kazdé omezené posloupnosti komplexnich &isel Ize vybrat konvergentni podposloupnost v C
(Bolzano-Weierstrassova véta).

v) Méjme omezenou posloupnost komplexnich ¢isel (z,).
Posloupnost (z,) je konvergentni v C pravé tehdy, kdyz (z,) ma v C pravé jeden hromadny bod.

vi) Jestlize 2, —c a w,—d vC, potom

(@) z,xtw, — c£d vC,

(b) 2zp-w, — c-d vC,
(c) Z—n — 2 vC, pokudVneN: w,#A0ad#0,
(d) |z, — | v R.

Definice 2.8. ( cauchyovska posloupnost )

Posloupnost komplexnich &isel (2,,) se nazyva cauchyovska (fundamentalni) v C, pokud plati

Ve>0dn, e NVan,meN:n>ng A m>ng = |z, — zn| <e.

Véta 2.9. ( Bolzano-Cauchyovo kritérium konvergence )

Posloupnost komplexnich Cisel je konvergentni v C pravé tehdy, kdyz je cauchyovska v C.
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| Rekneme, Ze posloupnost komplexnich &isel (2,) je konvergentni v C*, pokud
JceC*'Ve>03dnoe NVneN: n>ng= 2, € U(ce),

kde
{z€C: |z—c| <€} proceC,
U(ce) := 1
{zE(C*: \z!>8} pro ¢ = oo.

Komplexni &islo ¢ nazveme limitou posloupnosti (2,) v C* a piseme

lim 2z,=¢ vC* nebo 2, —c v C.
n—-+o0o

Rekneme, e posloupnost komplexnich &isel (2,,) je divergentni v C*, pokud neni v C* konvergentni.
Limita divergentni posloupnosti neexistuje.

Véta 2.11. ( vlastnosti konvergentnich posloupnosti v C* )

i) Kazda posloupnost komplexnich isel ma v C* nejvyse jednu limitu.

i) Kazda podposloupnost vybrana z konvergentni posloupnosti komplexnich &isel v C* je také konvergentni
v C* a ma stejnou limitu.

iii) Z kazdé posloupnosti komplexnich éisel Ize vybrat konvergentni podposloupnost v C*
(Bolzano-Weierstrassova véta).

iv) Posloupnost komplexnich &isel (2,,) je konvergentni v C* pravé tehdy, kdyz (z,) ma v C* pravé jeden
hromadny bod.

v) Jestlize 2z, —c a w,—d vC* potom

(a) 2z, fw, — c+xd v C* pokud se nejednd o neurdity vyraz oo + oo,

(b) 2z, -w, — c-d v C* pokud se nejednéd o neurcity vyraz O - oo nebo oo -0,
Zn C 0 o0

C — — = v C*, pokud se nejedna o neurcity vyraz — nebo —

(c) . y ;P j y viraz o =’

(d) lzn] — ¢ v R*.

vi) 2, — o0 vC* & |z, — +0o0 v R
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| M&jme posloupnost kone€énych komplexnich Cisel (z,).
+00

Rada komplexnich &isel (komplexni fada) je symbol > 2, =21+ 22+ -+ 2, + ...
n=1
Posloupnost ¢aste€nych souct fady je posloupnost (s,), kde s; = 2z
Sg = 21+ 2o
S3 = 21+ 22+ 23

Sp = Z1t 2+ 23+ -+ 2,

n
Cislo 2z, se nazyva n-ty &len Fady, &islo s, = > 2 je n-ty Easteény soulet Fady.
k=1

( nemuze-li dojit k zdmeéné, pripoustime zdpis >  zn )

Definice 2.13. ( konvergentni a divergentni fada )

Komplexni ¥adu > z, nazveme konvergentni, je-li konvergentni v C jeji posloupnost &aste¢nych souttii (s,).

—+0o0
iSeme: 2, = lim s,=s kde s nazyvame soucet rad
?
ne1 n—-+oo

Komplexni ¥adu ) z, nazveme divergentni, je-li divergentni v C jeji posloupnost &asteZnych soutti (s,,).
+oo

+00
piseme: Z z, diverguje, pripadné Z 2n, = 00
n=1

n=1

Véta 2.14. ( vlastnosti konvergentnich fad )

i) Rada >_ z, je konvergentni v C pravé tehdy, kdy? jsou konvergentni v R fady > Rez, a ) Imz,.

i) Jestlize Y "z, =1 a ) w, = sy jsou konvergentni komplexni fady, potom
Z(azn+ﬂwn): ad zn + BY wn =as,+ B s, a,B e C.

i) Je-li komplexni Fada Zzn konvergentni, potom 1_1)151:1oo 2, =0

n

(nutnd podminka konvergence).

Véta 2.15. ( Bolzano-Cauchyovo kritérium konvergence )

Komplexni fada Zzn je konvergentni pravé tehdy, kdyz

Ve>0 dng e N VneN VpeN: n>ng = |Zpi1+ Znia+ - + 2Znyp| < e
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| Komplexni ¥ada " 2, se nazyvé absolutné konvergentni, pokud konverguje v R Yada > |z,|.

Komplexni ¥ada > z,, se nazyva relativné (neabsolutn&) konvergentni, pokud ) z, konverguje v C,
ale > |z,] diverguje v R.

Véta 2.17. ( vlastnosti absolutné konvergentnich ¥ad )

i) Kazda absolutné konvergentni fada je konvergentni.
ii) Libovolné pferovnani ¢lent absolutné konvergentni komplexni fady nema vliv na jeji konvergenci ani soucet.
i) Jestlize Zzn =35 a an = S5 jsou absolutné konvergentni komplexni fady, pak také rada
+o0
Y (z1Wn + 22Wn 1 + -+ - + 2pwy)
n=1

je absolutné konvergentni a jeji soucet je s; - 5.




