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Kapitola 3. Funkce
Definice 3.1. ( komplexńı funkce )

Komplexńı funkćı komplexńı proměnné f rozuḿıme libovolné p̌rǐrazeńı, kterým je prvk̊um z 2 D � C
�

p̌rǐrazeno jedno nebo v́ıce hodnot w 2 H � C
�. Ř́ıkáme, že na množině D je definována funkce komplexńı

proměnné z a ṕı̌seme w = f(z); z 2 D � C�; w 2 H � C�.

Množinu D = D(f) nazýváme definičńım oborem a z 2 D(f) je argumentem resp. nezávislou proměnnou.
Množinu H = H(f) nazýváme oborem hodnot a w 2 H(f) je obrazem resp. funkčńı hodnotou.

Pokud je každému z 2 D(f) je p̌rǐrazeno jen jedno jediné w 2 H(f), nazývá se funkce f jednoznačnou funkćı,
v opačném p̌ŕıpadě mnohoznačnou funkćı.

Definice 3.2. ( jednoznačná větev )

Mějme mnohoznačnou funkci f . Jednoznačná větev funkce f je každá jednoznačná funkce ', pro kterou plat́ı

i) D(') � D(f),

ii) 8 z 2 D(') : '(z) 2 f(z).

Definice 3.3. ( inverzńı funkce )

Mějme funkci f : w = f(z), z 2 D(f).

Funkci f�1 : z = f�1(w), která každému č́ıslu w 2 D(f�1) = H(f) p̌rǐrazuje právě ta komplexńı č́ısla z,
pro než plat́ı w = f(z), se nazývá inverzńı funkce k funkci f .

Definice 3.4. ( reálná a imaginárńı část funkce )

Mějme funkci f : C! C.

Reálnou část́ı funkce f rozuḿıme funkci

u : R2 ! R; u(x; y) = Re f(x+ i y); D(u) = f(x; y) 2 R2 : x+ i y 2 D(f)g:

Imaginárńı část́ı funkce f rozuḿıme funkci

v : R2 ! R; v(x; y) = Im f(x+ i y); D(v) = f(x; y) 2 R2 : x+ i y 2 D(f)g:

�
p���seme: f = u+ i v

�
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Definice 3.5. ( limita funkce )

Mějme jednoznačnou komplexńı funkci f : C� ! C
� a necht’ z0 2 C� je hromadný bod D(f).

Řekneme, že funkce f má v bodě z0 limitu b 2 C�, pokud pro každou posloupnost (zn) prvk̊u z D(f) plat́ı

(8n 2 N : zn 6= z0) ^ lim
n!+1

zn = z0 ) lim
n!+1

f(zn) = b:

�
p���seme: lim

z!z0
f(z) = b nebo f(z) �!

z!z0
b:

�

Věta 3.6. ( algebra limit )

Jestliže pro jednoznačné komplexńı funkce f a g existuj́ı limity v C�

lim
z!z0

f(z) = c; lim
z!z0

g(z) = d; kde z0; c; d 2 C�;

potom plat́ı

i) lim
z!z0

(f(z)� g(z)) = c� d v C�; pokud se nejedná o neurčitý výraz 1�1;

ii) lim
z!z0

f(z) � g(z) = c � d v C�; pokud se nejedná o neurčitý výraz 0 � 1 nebo 1 � 0;

iii) lim
z!z0

f(z)

g(z)
=

c

d
v C�; pokud se nejedná o neurčitý výraz 0

0
nebo 1

1
:

Věta 3.7. ( základńı vlastnosti limity )

Pro jednoznačnou komplexńı funkci f plat́ı

i) lim
z!z0

f(z) = 0 , lim
z!z0

jf(z)j = 0;

ii) lim
z!z0

f(z) = 1 , lim
z!z0

jf(z)j = 1;

iii) lim
z!z0

f(z) = b ) lim
z!z0

jf(z)j = jbj;

kde z0; b 2 C�.

Věta 3.8. ( p̌revod limity komplexńıch funkce na limity reálných funkćı )

Pro jednoznačnou komplexńı funkci f = u+ i v : C! C plat́ı

i) lim
z!z0

f(z) = b , lim
x! x0
y ! y0

u(x; y) = u0 ^ lim
x! x0
y ! y0

v(x; y) = v0,

ii) lim
z!1

f(z) = b , lim
jzj!+1

u(x; y) = u0 ^ lim
jzj!+1

v(x; y) = v0,

kde z0 = x0 + i y0 2 C a b = u0 + i v0 2 C.
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Definice 3.9. ( spojitost funkce )

Mějme jednoznačnou komplexńı funkci f : C� ! C
� a necht’ z0 2 D(f) je hromadný bod D(f).

Řekneme, že funkce f je spojitá v bodě z0, pokud

lim
z!z0

f(z) = f(z0):

V p̌ŕıpadě, že z0 2 D(f) je izolovaným bodem D(f), potom je funkce f v tomto bodě definována jako spojitá.

Řekneme, že funkce f je spojitá na množině, je-li spojitá v každém bodě této množiny.

Řekneme, že funkce f je spojitá, je-li spojitá na svém definičńım oboru.

Věta 3.10. ( vlastnosti spojitých funkćı )

i) Spojitost funkce v konečném bodě z0 2 C odpov́ıdá spojitosti reálné a imaginárńı části této funkce.

ii) Necht’ f a g jsou spojité funkce v bodě z0 2 C�. Potom jsou spojité v bodě z0 i funkce f � g, f � g, f

g
a

jf j, pokud maj́ı funkčńı hodnoty těchto funkćı v bodě z0 smysl v C�.

iii) Necht’ f je spojitá funkce v bodě z0 a g je spojitá v bodě f(z0). Potom složená funkce h : w = g(f(z))
je spojitá v bodě z0.

Definice 3.11. ( ǩrivka )

Křivkou v C� rozuḿıme každé spojité zobrazeńı uzav̌reného intervalu reálných č́ısel do množiny C�

 : ha; bi ! � � C�:

i) Pro ǩrivku použ́ıváme značeńı (; ha; bi) :

ii) Množina � se nazývá grafem ǩrivky  a pro tuto množinu použ́ıváme také značeńı hi :

iii) Pokud k množině M � C
� najdeme ǩrivku  tak, aby grafem ǩrivky  byla množina M , mluv́ıme o

parametrizaci množiny.

iv) Křivku orientujeme kladně nebo záporně, pokud stanov́ıme, který z bodů (a); (b) je počátečńı a koncový.

v) Je-li (a) = (b), mluv́ıme o uzav̌rené ǩrivce.

vi) Je-li  prosté, mluv́ıme o jednoduché ǩrivce.

vii) Jednoduchou uzav̌renou ǩrivku nazýváme Jordanovou ǩrivkou.
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Petr Nečesal, Blanka Šedivá
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Definice 3.12. ( oblast )

Uzávěr množiny M � C� je množina

M = fz 2 C� : existuje posloupnost (zn) prvk̊u z M tak, že zn ! zg :

Řekneme, že množina M � C� je

i) otev̌rená, pokud
8 z 2M 9 " > 0 : U(z; ") �M;

ii) uzav̌rená, pokud doplněk C� nM je otev̌rená množina,

iii) souvislá, pokud plat́ı
M = A [B;

A \B = A \B = ;

)
) (A = ; _B = ;) ;

iv) oblast, pokud je otev̌rená a souvislá,

v) kontinuum, pokud je uzav̌rená a souvislá.

Definice 3.13. ( jednoduše souvislá oblast )

Řekneme, že množina K je komponentou množiny M � C�, pokud je jej́ı maximálńı souvislou podmnožinou,
tj. pokud plat́ı

i) K �M ,

ii) K je souvislá množina,

iii) (K� �M je souvislá množina ) ^ (K � K�) ) K� = K.

Řekneme, že oblast 
 � C
� je n-násobně souvislou oblast́ı, pokud jej́ı doplněk C� n 
 má právě n r̊uzných

komponent. Každou jednonásobně souvislou oblast nazveme jednoduše souvislou oblast́ı.

Věta 3.14. ( topologické vlastnosti spojitých funkćı )

Je-li f spojitá funkce na množině M � C�, potom plat́ı

i) je-li M uzav̌rená, je f(M) uzav̌rená,

ii) je-li M souvislá, je f(M) souvislá,

iii) je-li M uzav̌rená a f prostá, pak inverzńı funkce f�1 je spojitá na f(M),

iv) je-li M kontinuum, pak f(M) je kontinuum.


