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Definice 4.1. ( derivace a diferencial )

Méjme komplexni funkci f : C* — C*, ktera je jednoznacné a kone€na na néjakém okoli U(zp) bodu 2, € C.

i) I-Yiekneme, Ze funkce f ma derivaci v bodé z;,, pokud existuje konecna limita

lim f(z0 + h) — f(20)
h—0 h

= fI(Zo) e C.

df

< piseme:  f'(z)  nebo a(zo) nebo df(2)

dz

z=2zo )

i) Rekneme, ¥e funkce f je diferencovatelna v bodé z;, jestlize existuje Cislo A € C a funkce w : C — C
tak, Ze pro vSechna (2o + h) € U(zo) plati

Flzo+h) — f(z) = AR +w(h),  lim “]ﬁff) —o.

Linearni funkce df : h — Ah se nazyva diferencial funkce f v bodé z, a znaéi se df(zo, h) = Ah.

iii) Rekneme, e funkce f ma derivaci (je diferencovatelna) na mnoziné M C D(f) C C, pokud mé
derivaci (je diferencovatelnd) v kazdém bodé mnoziny M.

iv) Derivaci a diferencial (n + 1)-niho ¥adu, n € N, funkce f v bodé 2z, € C definujeme indukci

Flott) (f(”))/(zo),
d™™ f(ze,h) = d(d"f(z,h)).

Véta 4.2. ( vztah mezi derivaci a diferencidlem )

Funkce f je diferencovatelnd v bodé z, € C pravé tehdy, kdyz ma v tomto bodé derivaci f'(zp). P¥itom plati

df(zo, h) = f'(z0)h.

Véta 4.3. ( vztah mezi derivaci a spojitosti )

Ma-li funkce f v bodé zy € C derivaci, potom je v tomto bodé spojitd a konecna.
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i) Jestlize funkce f a g maji derivaci v bodé 2y € C, potom maji derivaci v bodé z, i funkce cf (c € C),

F20,7+93 L (pokud gla0) #0) a pat

) = cf'(z0),
(f£9)(z) = f'(20) £ 9 (20),
) f'(#0) - 9(20) + f(20) - ¢'(20),
) f'(20) - 9(20) — f(20) - 9'(20)
(9(20))?

ii) Jestlize funkce f ma derivaci v bodé 2y € C a funkce g ma derivaci v bodé f(zp), potom slozena funkce
h:w = g(f(z)) ma derivaci v bodé 2, a plati

h'(z0) = 9'(f(20)) - f'(20)-

i) Necht f~! je jednozna&nd vétev inverzni funkce k funkci f. Je-li
(a) f! spojitd v bodé wy,
(b) f ma nenulovou derivaci v bod& 2y = f~(wy),

potom funkce f~! ma derivaci v bod& wq a plati

1
f'(20)

(f 1) (wo) =

Véta 4.5. ( Cauchyovy-Riemannovy podminky )

Funkce f = u 4 1v ma derivaci v bodé zg = 2o + 1y € C pravé tehdy, kdyz plati
i) funkce u = u(z,y) a v = v(z, y) jsou diferencovatelné v bodé (zo, ¥o),

ii) funkce u = u(z,y) a v = v(z, y) spliuji v bodé (zq, ¥o) tzv. Cauchyovy-Riemannovy podminky

ou ov
%(mo, yo) = @(fﬁo, 'yo),
ou ov
afy(mo,yo) = —%(mo,yo)

Navic, pokud existuje f'(zy), potom plati

ou . Ov ov . Ou
f'(z0) = a(mo,yo) +1%($0,yo) = a*y(fﬂo,yo) —1 @(mo,yo)-
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| Rekneme, e funkce f e

i) holomorfni v bodé 2z, € C, jestlize existuje takové okoli U(zq) bodu zg, Ze f ma derivaci v kazdém bodé
z € U(zy),

1
ii) holomorfni v bodé co, jestlize funkce g : g(2) = f (z> i lisllemnartin v bodi @,

iii) holomorfni na oteviené mnoziné Q2 C C*, je-li holomorfni v kazdém bodé 2, € Q.

Mnozinu vsech holomorfnich funkci na oteviené mnoziné Q znaéime H ().

Véta 4.7. ( vlastnosti holomorfnich funkci )

i) Jsou-li funkce f a g holomorfni v bodé 2y € C*, potom také funkce f ¢, f-g a _Z; (pokud g(z0) # 0)
jsou holomorfni v bodé z;.

ii) Je-li funkce f holomorfni v bodé z, € C* a funkce g holomorfni v bodé f(zp), potom slozend funkce
h:w = g(f(z)) je holomorfni v bodé z,.

i) Je-li funkce f holomorfni na oblasti 2 C C a f'(2) = 0 pro kazdé z € 2, potom f je konstantni na Q.

iv) Je-li funkce f holomorfni na oblasti 2 C C a nabyva na Q pouze reédlnych (resp. pouze ryze imaginarnich)
hodnot, potom f je konstantni na Q.

Definice 4.8. ( sdruzené harmonické funkce )

Reéln4 funkce u = u(z,y) dvou redlnych proménnych z,y se nazyvd harmonicka funkce na oblasti Q2 C R?,
pokud

i) funkce u ma na oblasti Q spojité viechny parcialni derivace az do druhého fadu véetné,

ii) funkce u spliiuje v oblasti Q2 Laplaceovu rovnici Au = 0, tj.

V(z,y) € Q:

0.
oz

0%u  B%*u
2 By2 -

Funkce u = u(z,y) a v = v(z,y) se nazyvaji navzajem sdruzené harmonické funkce na oblasti Q C R?,
pokud obé funkce u a v jsou harmonické na  a splnuji na 2 Cauchyovy-Riemannovy podminky.

Véta 4.9. ( o harmonitnosti slozek holomorfni funkce )

Je-li funkce f = u + iv holomorfni na oblasti 2 C C, potom funkce u a v jsou harmonické na Q C R2.

Véta 4.10. ( o sdruZzenych harmonickych funkcich )

Reélné funkce u = u(z,y) a v = v(z,y) dvou redlnych proménnych z,y jsou slozkami holomorfni funkce
f =u+1iv na oblasti Q C C pravé tehdy, kdyZ jsou sdruzenymi harmonickymi funkcemi na oblasti  C R2.
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| Necht u (resp. v) je harmonické funkce na jednodu$e souvislé oblasti 2 C C.
Potom existuje az na ryze imaginarni (resp. redlnou) konstantu jednoznacné urcend funkce f : C — C takova,
Ze plati

i) f je holomorfni na €,

i) u(z,y) =Re f(z+1ivy) (resp.v(:z:,y):lmf(m—i—iy)) pro vSechna z =z +iy € Q.

Definice 4.12. ( konformni funkce )

Rekneme, ¥e jednoznagni komplexni funkce f : w = f(2) je konformni v bodé z, € C*, pokud
i) f je spojitd v bodé 2y,

ii) f zachovava orientované uhly seviené kfivkami vychazejicimi z bodu 2.

Véta 4.13. ( postacujici podminka pro konformnost funkce )

Jestlize f je holomorfni funkce v bodé 2y € C a f'(2) # 0, potom funkce f je konformni v bodé 2.

Definice 4.14. ( koeficient roztaznosti a thel otoceni funkce v bodé )

Necht funkce f : C — C je holomorfni v bodé& 2y a f'(2q) # 0.
Cislo  |f'(z0)] nazyvame koeficientem roztaznosti funkce f v bodé z.

Cislo arg f'(zp) nazyvame Ghlem otoceni funkce f v bodé z;.

Véta 4.15. ( geometricka interpretace Cauchyovych-Riemannovych podminek )

Jestlize funkce f = w4 iv je holomorfni na oblasti 2 C C a f'(z) # 0 pro kazdé z € Q, potom kfivky
uz,y)=ca, v(=z,y)=c, c,€R

jsou navzajem ortogonalni v kazdém bodé z € €.




