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Kapitola 6. Křivkový integrál
Definice 6.1. ( rektifikovatelná ǩrivka )

Necht’ ('; ha; bi) je ǩrivka a necht’ D : a = t0 < t1 < � � � < tn = b je děleńı intervalu ha; bi. Označme jjDjj =
max

k=1;2;:::;n
(tk � tk�1) normu děleńı. Každému děleńı odpov́ıdá lomená čára s vrcholy zk = '(tk) k = 0; 1; : : : ; n.

Existuje-li konečné reálné č́ıslo K > 0 takové, že pro každé děleńı intervalu ha; bi je
nX
k=1

jzk � zk�1j � K;

pak existuje konečné supremum množiny všech délek lomených čar ha; bi je

sup

(
nX
k=1

jzk � zk�1j � K

)
:

Toto suprémum nazýváme délkou ǩrivky ' a znač́ıme d(') nebo S'.
Křivce, jej́ıž délka je konečná, ř́ıkáme rektifikovatelná ǩrivka nebo ǩrivka s konečnou délkou.

Definice 6.2. ( ǩrivkový integrál )

Necht’ ('; ha; bi) je libovolná ǩrivka, D : a = t0 < t1 < � � � < tn = b je děleńı intervalu ha; bi, n 2 N. Dále
necht’ kDk = max

k=1;2;:::;n
(tk� tk�1) je norma děleńı D, zk = '(tk), k = 0; 1; : : : ; n, a �k 2 htk�1; tki jsou libovolně

zvolené body.
Pak Riemannovým integrálńım součtem z funkce f po ǩrivce ' nazveme hodnotu

J(D; f�kg) =
nX
k=1

f('(�k))(zk � zk�1):

Pokud pro každou posloupnost děleńı fDng, pro kterou plat́ı kDnk ! 0 pro n ! 1 a p̌ri každé volbě bodů
f�kg existuje konečná limita

lim
kDnk!0

J(Dn; f�kg) = J;

nazveme hodnotu limity J ǩrivkovým integrálem funkce f podél ǩrivky '.
Křivkový integrál znač́ıme

R
'
f(z) dz nebo také

R
'
f dz nebo p̌resněji

R
h'i

f(z) dz.

Při integraci nazýváme ǩrivku cestou nebo dráhou.

Věta 6.3. ( existence ǩrivkového integrálu )

Necht’ ('; ha; bi) je ǩrivka s konečnou délkou (rektifikovatelná ǩrivka) a necht’ f je komplexńı funkce konečná a
spojitá na množině h'i. Pak existuje ǩrivkový integrál a plat́ı

Z
'

f(z) dz =
Z
'

u(x; y) dx� v(x; y) dy + i
Z
'

v(x; y) dx+ u(x; y) dy;

kde integrály na pravé straně jsou ǩrivkové integrály II. druhu.
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Definice 6.4. ( hladká ǩrivka )

Je-li  diferencovatelné zobrazeńı se spojitou a nenulovou derivaćı, mluv́ıme o hladké ǩrivce (ǩrivka ťŕıdy C1).

Věta 6.5. ( o výpočtu ǩrivkového integrálu )

Je-li f konečná a spojitá na grafu po částech hladké ǩrivce ('; ha; bi), potom

Z
'

f(z) dz =

bZ
a

f('(t))'0(t) dt:

Definice 6.6. ( součet ǩrivek )

Jsou-li (1; ha; bi) a (2; hc; di) dvě ǩrivky splňuj́ıćı 1(b) = 2(c), pak součtem 1 _+2 těchto ǩrivek nazýváme
ǩrivku (3; ha; b+ (d� c)i) definovanou p̌redpisem

3(t) =

8<
: 1(t) pro t 2 ha; bi ;

2(t� b+ c) pro t 2 (b; b+ d� ci :

Věta 6.7. ( vlastnosti ǩrivkového integrálu )

Pro libovolnou po částech hladkou ǩrivku ('; ha; bi) a pro konečné a spojité funkce f a g na h'i plat́ı:

i) (linearita integrálu)
Z
'

(�f(z) + �g(z)) dz = �

Z
'

f(z) dz + �

Z
'

g(z) dz; �; � 2 C;

ii) (integrál p̌res opačně orientovanou ǩrivku)
Z
_�'

f(z) dz = �
Z
'

f(z) dz:

iii) Je-li ' = '1
_+'2

_+ : : : _+'n, potom
Z
'

f(z) dz =
nX
j=1

Z
'j

f(z) dz:

iv) (substituce)
Necht’ g : C ! C je funkce se spojitou a nenulovou derivaćı na okoĺı množiny h'i. Pak definuji  (t) =
g('(t)) a ( ; ha; bi) je také hladká ǩrivka v C a plat́ı (substituce w = g(z))

Z
 

f(w) dw =
Z
'

f(g(z)) g0(z) dz:

v) (odhad integrálu) ����
Z
'
f(z) dz

���� � sup
z2h'i

jf(z)j � S':
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Definice 6.8. ( primitivńı funkce )

Necht’ funkce f je definována na otev̌rené množině 
 � C.
Holomorfńı funkce F se nazývá primitivńı funkćı k funkci f na 
, pokud plat́ı

8z 2 
 : F 0(z) = f(z):

Množina všech primitivńıch funkćı k funkci f se znač́ı
R
f(z) dz.

Věta 6.9. ( vlastnosti primitivńıch funkćı )

i) Je-li F primitivńı funkce k f na 
, potom také F + c je primitivńı funkćı k f na 
 pro libovolné c 2 C.

ii) Jsou-li F;G primitivńı funkce k f; g na 
, potom �F + �G je primitivńı funkce k �f + �g na 
 pro
libovolné �; � 2 C.

iii) (integrace per partes)
Jsou-li F;G primitivńı funkce k f; g v 
 a H je primitivńı k F 0G, potom (FG�H) je primitivńı k FG0 a
plat́ı Z

FG0 dz = FG�
Z
F 0G dz:

Definice 6.10. ( určitý integrál )

Má-li funkce f v oblasti 
 � C primitivńı funkci F , pak pro z1; z2 2 
 definujeme určitý integrál
z2Z
z1

f(z) dz = F (z2)� F (z1):

Věta 6.11. ( vztah ǩrivkového integrálu a primitivńı funkce )

Je-li f : C! C spojitá funkce v oblasti 
 � C, potom následuj́ıćı tvrzeńı jsou ekvivalentńı:

i) f má primitivńı funkci v 
.

ii)
I
'

f(z) dz = 0 pro každou uzav̌renou po částech hladkou ǩrivku ' lež́ıćı v 
 (tj. h'i � 
).

iii) Křivkový integrál nezáviśı na integračńı cestě. Tj. jsou-li ('1; ha1; b1i) a ('2; ha2; b2i) dvě po částech hladké
ǩrivky splňuj́ıćı h'1i ; h'2i � 
 a '1(a1) = '2(a2), '1(b1) = '2(b2), potom

Z
'1

f(z) dz =
Z
'2

f(z) dz:


