Matematicka analyza 4 KMA/MA4
>y~ Petr Netesal, Blanka Sediva 5. 5. 2012

23 ¥

’ |t6'Ia'9. Rezidua

Definice 9.1. ( izolovana singularita )

Bod 2y € C* nazveme izolovanou singularitou (izolovany singularni bod) funkce f, jestlize
i) f neni holomorfni v bodé z,

ii) existuje prstencové okoli bodu 2, na némz je f holomorfni.

Izolovanou singularitu zo nazyvame

i) odstranitelnou singularitou, jestlize lim f(z) € C,
0
ii) polem, jestlize zh_)n;lo f(z) = oo,

iii) podstatnou singularitou, jestlize lim f(z) neexistuje.
0

Véta 9.2. ( o izolované singularité v nekonetnu )

1
Funkce f = f(z) ma izolovany singularni bod 2y = oo pravé tehdy, kdyz funkce g(w) = f (w) ma izolovany

singularni bod wy = 0.

Druh singularity funkce f v bodé 2y = 0o je shodny jako druh singularity funkce g v bodé wy = 0.

Véta 9.3. ( charakteristika odstranitelné singularity )

Necht zy € C je izolovana singularita funkce f. Potom nasledujici tvrzeni jsou ekvivalentni:

i) Bod zq je odstranitelnou singularitou funkce f, tj.

lim f(z) € C.

zZ—2z0

ii) Funkce f je omezena na néjakém prstencovém okoli P(zp), tj.

30 >03K >0Vz € P(z0,6): |f(z)] <K.

iii) VSechny Cleny hlavni ¢asti Laurentova rozvoje funkce f se sttedem v bodé zy jsou rovny nule, tj.

VkEeN: a, =0.

iv) Funkci f Ize definovat (¢i zménit) v bodé 24 tak, ze f bude holomorfni na néjakém okoli U(2y).
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| Necht funkce f je holomorfni na okoli U(z,) bodu 2o € C. Pokud f nenf identicky rovna nule na U(z,), potom
Cislo k € N, pro které plati

flz)=-=f*z)=0 a f®(z)#0,

se nazyva nasobnost (fad) korene z; funkce f.

Véta 9.5. ( charakteristika pélu )

Necht zo € C je izolovana singularita funkce f. Potom nasledujici tvrzeni jsou ekvivalentni:
i) Bod z, je pdlem, tj.

lim f(z) = oo.

Z—rZQ

ii) Existuje ¢islo k € N tak, ze funkci f Ize na néjakém prstencovém okoli P(zg) vyjadFit ve tvaru

N0
f( )_(Z—Zo)k’

kde funkce h je holomorfni na okoli U(2p) = P(20) U {20} a h(2o) # 0.

Tj. cislo k € N je takové nejmensi Cislo, ze

lim (z — 20)* f(2) € C.

zZ—2Z0

Cislo k je urCeno jednoznacné a nazyva se nasobnost nebo rad poélu z,.

iii) Hlavni ¢asti Laurentova rozvoje funkce f se stfedem v bodé 2y ma pouze k € N nenulovych &lend, tj.

dk e N: (ak;éo A VnEN:n>k:>an:O>.

1
iv) Funkce g(2) = —— ma izolovany nulovy bod 2z, (nasobnost nulového bodu udava nasobnost pélu).

f(2)

Véta 9.6. ( charakteristika podstatné singularity )

Necht z, € C je izolovana singularita funkce f. Potom nasledujici tvrzeni jsou ekvivalentni:

i) Bod zy je podstatnou singularitou, tj.

zll_)llzlo f(2) neexistuje.

ii) Hlavni ¢asti Laurentova rozvoje funkce f se stiedem v bodé zo ma nekoneéné mnoho nenulovych ¢lend, tj.

a_n, 70 pro nekone¢né mnoho n € N.
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| Necht funkce f a g jsou holomorfni v bodé z, € C, ktery je jejich nulovym bodem, nebo maji v bodé& z, € C

pol. Potom plati
!
iim J&) _ o F12)

zZ—20 g(z) = zZ—20 g/(z) :

Véta 9.8. ( Weierstrass - Casorati - Sochockij )

Je-li zg € C* podstatnym singularnim bodem funkce f, potom

VaeC* 3J(z,): lim z,=20 A lim f(z,)=a.

n—-+oo n—-+4oo

Véta 9.9. ( velkd Picardova véta )

Je-li 29 € C* podstatnym singuladrnim bodem funkce f, potom na kazdém prstencovém okoli P(zg) nabyva
funkce f vsech konetnych hodnot w = f(z) € C s vyjimkou nejvyse jedné.

Definice 9.9. ( reziduum funkce v bodé )

i) Necht 2y € C je izolovana singularita funkce f a m&jme Laurentiiv rozvoj funkce f na néjakém prstencovém
okoli bodu 2z

o0

+a_; +ag+ai(z —20) Fas(z —2z) +...

1
(z — 2p)
Cislo a_; nazyvame reziduum funkce f v bodé z; a znacime

res f(z) nebo res,, f(z) nebo res f(2g).

z=20

i) Necht oo je izolovana singularita funkce f a mé&jme Laurentiv rozvoj funkce f na néjakém prstencovém
okoli bodu oo

o0

Qn 9 1 1
Y, —=-4antagztata= a5+
z z z

n—=—oo

Cislo —a; nazyvame reziduum funkce f v bodé co a znac¢ime

res f(z) nebo rese f(2z) nebo res f(00).

Véta 9.10. ( o pfevodu rezidua v nekonetnu )

Je-li 0o izolovanou singularitou funkce f, potom plati

res f(z) =resg(z),

kde g(2) = ;Zlf (1)

z
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P Eyypocet rezidua v bodech odstranitelné singularity )

N .

i) Necht zy € C je bod odstranitelné singularity funkce f, potom

res f(z) = 0.

zZ=20
i) Necht oo je bod odstranitelné singularity funkce f, potom
res f(z) = — lim z (f(2) — a0),

kde ag = lim f(2).

Véta 9.12. ( vypocet rezidua v pélech )

i) Necht zy € C je pdl nasobnosti mensi nebo rovné k € N funkce f, potom

k—1
e £(2) = oy i, s (2 — )" (2)]

Specialné pro jednoduchy pdl zg € C funkce f (tj. K = 1) plati

res £(2) = lim [(2 — 2)f(2)].

z=2¢

ii) Necht oo je pdl ndsobnosti mensi nebo rovné k € N funkce f, potom

(l(c_+1 )1k)! lim (Z’“*z‘i’cﬂfc(z)) |

res f(2) = EPE

Véta 9.13. ( reziduum pro nasobek a podil funkci )

i) Necht funkce f je holomorfni v bodé zy € C a necht funkce g ma v bodé zo jednoduchy pél. Potom

zes (f(2) - 9(2)) = f(20) - res g(2).

i) Necht funkce g a h jsou holomorfni v bodé 2z, € C. Necht g(zo) # 0 a h ma v bodé z, jednoduchy koten
(tj. h(20) =0, A'(29) # 0). Potom
9(z) _ 9(z)

res :
=% h(z)  R(z)

Véta 9.14. ( vztah konetného pottu rezidui )

Necht funkce f je holomorfni v C s vyjimkou kone¢ného poltu bodii z1, 25, . .., 2,. Potom plati

xes 7(2) + 3 res f(2) =0.
=17
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| M&jme jednodue souvislou oblast 2 € C a necht

i) @ je jednoducha uzaviena po Castech hladka kladné orientovana kfivka v €,

ii) funkce f je holomorfni na Q—{z1, 22,...,2,}, kde 21, 25, . . ., 2, jsou navzajem rizné izolované singularity

funkce f z vnitiku krivky ¢.

Potom plati

jg f(z)dz = 2m7i zn:zr_egf(z).
¥ j=1"" J

Véta 9.16. ( Jordanovo lemma )

Necht @ = {z € C: Imz >0, |z| > Ry} pro néjaké Ry > 0 a mé&jme konetnou funkci f : C — C, kterd je
spojitd na Q. Dale oznaéme horni polokruznici polom&ru R se stfedem v polatku pg(t) = Rel® pro R > Ry,

t € (0,7) a Mg = max |f(z)|.
z€(pR)
Pak plati nasledujici implikace:

i) Jestlize R- Mg — 0 pro R — +00, potom / f(z)dz — 0 pro R — +o0.
17

R

i) Jestlize @ >0a Mgz — 0 pro R — +o00, potom | f(z)e'**dz — 0 pro R — +0o0.
YR




