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Stochastické procesy - cvičeńı

1. Př́ıklad Částice na př́ımce může zauj́ımat 5 pozic v bodech 1, 2, 3, 4 a 5. Pokud se
dostane do polohy 1 nebo 5, tak v ńı setrvá. Z ostatńıch poloh se s pravděpodobnost́ı
p přemı́st́ı o 1 vpravo a s pravděpodobnost́ı 1− p o 1 vlevo.

a) Napǐste matici přechodu odpov́ıdaj́ıćıho Markovského řetězce a klasifikujte stavy.

b) Metodou maximálńı věrohodnosti odhadněte parametr p, jestliže byla částice v
poloze 3 a po 3 kroćıch skončila v poloze 2.

Řešeńı: a) Jestliže si označ́ıme v souladu se zadáńım polohy jako stavy 1 - 5, pak
jsou stavy 1 a 5 trvalé a absorpčńı a stavy 2, 3 a 4 jsou přechodné. Matice přechodu
má tvar

P =


1 0 0 0 0

1− p 0 p 0 0
0 1− p 0 p 0
0 0 1− p 0 p
0 0 0 0 1


b) Aby částice přešla z polohy 3 do polohy 2 ve třech kroćıch muśı proj́ıt jednou z
cest: {3, 2, 3, 2}, {3, 4, 3, 2}.
Při pr̊uchodu oběma cestami projde 2 kroky vlevo a 1 vpravo. Obě cesty maj́ı
stejnou pravděpodobnost (1 − p)2 p a tud́ıž je pravděpodobnost obou možnost́ı,
věrohodnostńı funkce L(p) rovna

L(p) = 2 p (1− p)2.

Maximálně věrohodný odhad p̂ parametru p je maximálńı hodnota věrohodnostńı
funkce v intervalu 〈0, 1〉.
Protože je L(0) = L(1) = 0 bude mı́t věrohodnostńı funkce maximum v bodě, kde
je jej́ı derivace nulová. Je

L′(p) = 2 (1−p)2−4 p (1−p) = 2 (1−p) (1−p−2p) = 2 (1−p) (1−3p) = 0 ⇒ p = 1
3
.

Maximálně věrohodným odhadem parametru p je hodnota p̂ = 1
3
.

Poznámka: Stejnou hodnotu dostaneme jako maximum logaritmu věrohodnostńı
funkce. Je

l(p) = ln L(p) = ln 2 + ln p + 2 ln (1− p) ⇒ l′(p) =
1

p
− 2

1− p
= 0 ⇒ 1

p
=

2

1− p
⇒

1− p = 2p ⇒ 1 = 3p ⇒ p =
1

3
.

1



2014 - stoch.tex

2. Př́ıklad Částice na př́ımce může zauj́ımat 5 pozic v bodech 1, 2, 3, 4 a 5. Pokud se
dostane do polohy 1, tak se v daľśım kroku vrat́ı do polohy 2, pokud se dostane do
polohy 5, tak v ńı setrvá. Z ostatńıch poloh se s pravděpodobnost́ı p přemı́st́ı o 1
vpravo a s pravděpodobnost́ı 1− p o 1 vlevo.

a) Napǐste matici přechodu odpov́ıdaj́ıćıho Markovského řetězce a klasifikujte stavy.

b) Metodou maximálńı věrohodnosti odhadněte parametr p, jestliže byla částice v
poloze 2 a po 3 kroćıch skončila v poloze 3.

Řešeńı: a) Jestliže si označ́ıme v souladu se zadáńım polohy jako stavy 1 - 5, pak
je stav 5 trvalý a absorpčńı a stavy 1, 2, 3 a 4 jsou přechodné. Matice přechodu má
tvar

P =


0 1 0 0 0

1− p 0 p 0 0
0 1− p 0 p 0
0 0 1− p 0 p
0 0 0 0 1


b) Aby částice přešla z polohy 2 do polohy 3 ve třech kroćıch muśı proj́ıt jednou z
cest, které maj́ı pravděpodobnost:

1. {2, 1, 2, 3}, P1 = p (1− p);

2. {2, 3, 2, 3}, P2 = p2 (1− p);

3. {2, 3, 4, 3}, P3 = p2 (1− p).

Pravděpodobnost cest, věrohodnostńı funkce, je

L(p) = P1 + P2 + P3 = p (1− p) + 2 p2 (1− p) = p + p2 − 2 p3.

Protože je L(0) = L(1) = 0 bude mı́t věrohodnostńı funkce maximum v bodě, kde
je jej́ı derivace nulová. Je

L′(p) = 1 + 2 p− 6 p2 = 0 ⇒ p1,2 =
1

6
(1±

√
7).

Protože je p2 < 0 je maximálně věrohodným odhadem parametru p hodnota

p1 = p̂ =
1

6
(1 +

√
7)

.
= 0.6076.
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