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Pacnpenenenne Befiynns M KOHBEHIHOHHAA 3aBHCHMOCTH BEpO-
ATHOCTH paspsana. B crathbe yKasbiBaeTcs, 4To pacupenefiende Beit-
Gy CyMMapHOH BeDOSATHOCTH Paspsilia CTPABEIJHEO ¥ B TOM CIY-
yae, KOIma Ha OOGBEKT ¢ IU3IeKTPHKOM, BOCCTAHABJIUBAIOIIUM IIOCIE
paspana CBOK 3JIEKTPHYECKYI0 TPOYHOCTh, IONAETCH IIOBTOPHO KOM-
MyTal[MOHHAA BOJHA, NIHKOBOE 3HAYeHWe KOTOPOH TIOBBIIAETCA Ma-

JIBIMHM CKayKaMHU BIIOTH 10 paspsaa (Meron Tenxepa). B crarhe

TTOKa3aHO, KaK M3 pacrpelefedus BeHOyJns MOXHO mOJy4HTb KOH-
BEHITMOHHYIO 3aBHCHMOCTb BeDOSATHOCTU paspsana. B Kawecrse HILIO-
CTPalHY MPHUBOAXATCA KOHKDPETHBIH TIPHMEp.

Distribution de Weibull et dépendance conventionnelle de
Ia probabilité de décharge disruptive. Il ’avére que la distri-
bution de Weibull pour la probabilité totale des décharges
disruptives s’applique méme lorsque sur 1'objet avec
diélectrique qui régénére sa rigidité électrique aprés dé-
charge, on emploie plusieurs fois ’onde de manoeuvre avec
valeur de créte augmentée par faibles degrés jusqu’ & la dé-
charge (methode proposée par Tetzner). On montre dans
Pouvrage comment on peut obtenir de la distribution de
Weibull la dépendance conventionnelle de la probabilité de
la décharge. Le procédé est expliqué & I’aide d’un exemple.

Die Weibullsche Verteilung und die konventionelle Abhiin-
gigkeit der Wahrscheinlichkeit eines Uberschalges. Es
wurde gefunden, dass die Weibullsche Verteilung fur die
summarische Wahrscheinlichkeit des Uberschlages auch
dann gilt, wenn am Objekt mit einem Dielektrikum, das
seine elektrische Festigkeit nach dem Uberschlag regene-
riert, mehrmal eine Schaltwelle mit einem Scheitelwert
angewendet wird, der langsam bis zum Uberschlag erhoht
(von Tetzner vorgeschlagene Methode). In der Arbeit wird
gezeigt, wie aus.der Weibullschen Verteilung eine konven-
tionelle Abhéngigkeit der Wahrscheinlichkeit eines Uber-
schlages gewonnen werden kann. Die Methode wird an
einem Beispiel erldutert.

The Weibull Distribution and the Conventional Dependence
of the Probabilibity of the Flagsh-Over. It is found that the
Weibull distribution for a summary probability of flash-
-overs is valid even then when the object with a dielectric
that regenerates its electric strength after a flash-over is
several times subjected to the application of a switching
wave with a peak value increased by low degrees up to the
flash-over (method suggested by Tetzner). In the paper
it is shown how it is possible to gain by the Weibull distri-
bution the conventional dependence of the probability
of the flash-over, The method is illustrated on an example.

Analytické feSeni pFechodnych jevl ve slozitych linearnich
| elektrickych obvodech

Prof. ing. DANIEL MAYER, CSe., ZDENEK RYJACEK, prom. matem. a ing. BOHUS ULRYCH, CSe.,
Vysokd Skola strojni a elektrotechnickd, Plzei ) :

Vymezeni problematiky

Piechodné jevy ve slositych linedrnich elektrickyoh ob-
vodech jsou popsdny linedrnimi integrodiferencidlnimi

rovnicemi, jez se dfive matematicky felily vyhradng

analyticky. Vyznamnym pokrokem bylo pouZiti Lapla-
ceovy transformace, joi se viak ukdzalo pro sloZité sou-
stavy jako nedostatetns Wéinné. Rozvo] numerickych
metod a samoéinnych poéitaét podstatnd rozif¥il moz-
nosti TeSit mnohem sloZit&jsl soustavy rovnic, a spolu
s formulatnimi postupy (nap¥. metodou stavovych pro-
ménnych), t6Z i mnohem sloZitéj§{ obvody. Pritom si
zpravidla klademe za cfl pro &iselnd zadané hodnoty
parametr obvodu ziskat odezvy ve tvaru tabulky, anebo
primo jejich grafy. Pres nespornou cenu téchto ,,éistd nu-
mericky” vySetfovanych odezev je t¥eba pripomenout,
Ze matematické zkouméni jejich analytického vyjédient
ddv4 mnohem obecnéjsi pohled na feSeny problém a moz-
nosti éinnéji dosahovat poZadovaného cile. Jde napii-
Ilad o predikei chovéani sité pfi zméns jejich parametric —
napl. pii riznych (zejm. havarijnich) stavech, pii vy-
Setfovéni vlastnich kmitt a rezonandénich jeva, pii refent
riznych optimalizatnich dloh apod. Jinym p¥ikladem je
zkoumani prepétovych jevi, kdy néds zpravidla zajimaji
jen maxima sledovanych odezev napéti. Zatimco p¥i
strojovém vypottu musime vySetiit pribéh odezev pii
,,dostatecné” malém &asovém kroku v ,dostatednd
Sirokém fasovém intervalu, z néhoz pak vyuZivime jen
nepatrnou ¢ast, mizeme z analyticky vyjidrenych fedeni
pifmo uréit vysetfovand piepéti. Dal§im prikladem vy-

hodného vyuziti analyticky vyjidieného feSeni je po-
mérné snadné vysetfen{ ustdleného stavu obvodu napije-
ného neharmonickymi zdroji. Cilem této préice je proto
nalezeni analyticky vyjddiensjch odezev stavovych velidin
libovolné slogitého linedrniho obvodu, s vyu#itim &islicového
poéitate.

2. Matematické teorie metody analyzy
obvodu?) '

2.1. Stavova rovnice obvodu a jeji obecné Feseni
Necht je feseny obvod popsén stavovou rovniei typu

dx
T Ax + f(t), s potétetni podminkou x(0) = x, (1)
kde x je sloupcovy vektor stavovych proménnych typu
(s; 1), A je redlnéd &tvercovd matice konstant typu (s; s)
(jejf prvky jsou sestaveny z parametr@ pasivnich prvki
obvodu) a f(t) je sloupcovy vektor (s; 1) (jeho# prvky
obsahuji parametry pasivnich i aktivnich prvké obvodu).
Metoda formulace této rovnice je popsdna napt. v [1],
(6, [71, 81, [11].
Charakteristickou rovnici soustavy (1) nazyvime rov-
nici
p(1) = det (A — Al) =-0 (2)
') Uvddime jen hlavni matematické poznatky potiebné

pro vypodet, bez ndrokii na tplnost a matematickou rigo-
réznost.
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kde 1 znaéi jednotkovou matici typu (s; s). Je to algeb-
raickd rovnice fadu s a podle zékladni véty algebry mé
tudiz v komplexnim oboru praveé s koreni 4,, ..., 4,
které nazyvime charakteristickyms éisly matice A a také
soustavy (1). V dalsim textu se omezime na p¥ipad, Ze
A, --o As jsou vesmés jednoduchd, pripustme viak, Ze
mohou byt komplexni. (Jelikoz polynom p(2) je redlny,
budou vZdy ve dvojicich komplexné sdruzenych.)

s wr

Jiz charakteristickd &isla 2y, ..., A okamZité ddvajl né-
které duleZité informace o vlastnostech Feeného obvodu:

a) V teorii obvodt zpravidla pracujeme jen s asympto-
ticky stabilnimi obvody, [9]. Nutnou a postatujicl pod-
minkou asymptotické stability obvodu je, aby vSechna
charakteristickd &fsla . matice A méla zapornou redlnou
C4st: Re[2;] < 0. (Poznamenejme, Ze je-li alespon jedno
z charakteristickych ¢fsel nulové, je matice A singuldrni
a naopak; obvod pak neni asymptoticky stabiini.)

~ b) Jsou-li viechna charakteristickd &sla 43, ..., A
realns, jsou veskeré odezvy aperiodické s ¢asovymi kon-
stantami v, = —1/4;, ..., 73 = — 1/4s. Je-li r dvojic
charakteristickych ¢&isel komplexné sdruzenych (2r < s),
pak svymi redlnymi &dstmi obdobné uréuji dasové kon-
stanty exponencidlnich souéiniteltt harmonickych funkei,
jejichz kruhové kmitoéty jsou imagindrnimi ¢dstmi cha-
rakteristickych ¢isel a vyjadiuji vlastni kruhové kmito¢-
ty feSeného obvodu; zbyvajicich s — 27 redlnych cha-
rakteristickych &sel opét urluje zédporné prevricend
hodnoty ¢asovych konstant exponencidlnich ¢len.
Reseni stavové rovnice obvodu Ize,: jak znamo z [3],
[6], [8], napsat ve tvaru
!

x(t) — J eAU=5 f(£) dE + oM X, £ 0 (3)

0

. Podstatnou &dsti vypoétu vektoru odezev je tedy zfej--

mé urdeni matice -

Og = H()—k”()

ALy =1 .8 (4

Lze jej provést’ ruznym1 metodaml (viz napf. [6], [3] [5],

[2], [4], [1]). V praci [6] je uzito Lagrange-Sylvestrovy
véty, coz je snadné, jsou-li charakteristicks ¢isla matice A
vesmés redlnd. Jsou-li komplexni, je vyhodne]s1 vychazet
z Jordanova tvara matice A.

2.2. Jordanav tvar matice A
Budi# ddna matice A typu (s; s) neeht Ak (1 <k<s)

je.jeji charakteristické éislo. Kazdy vektor y.typu (s; 1),
vyhovujici roviiei ~

A=y =0 BRNG)

kde 1 je ]ednotkova matice, nazyvame chamktemstwkym

vektorem matice A (ptislugnym -charakteristickému. &islu’
Jx)- Photoze podle ptedpokladu je 4 Jednoduche charak-’

£ vz

teristické &slo, plyne z rov. (5) ihned, e viechny piisligné
charakteristické vektory tvoif Tinedrni vektorovy prostor
dimenze 1. Mizeme v ném tedy zvolit hbovolny pevny
vektor yy. Pak z rov. (5) plyne vztah -

Ay; = Llye = Aiyr (6)

Oznaclme Li B ¢étvercovou matici typu. (s 8)_jejiz kty
sloupeo je tvoren Vektorem yr (=1,
na levé strand vztahu (6) ktym sloupcem matice AB..

3), je vyraz.

Podle vztahu (6) m4 matice AB kty sloupec rovny Ana-
sobku ktéiio sloupce matice B:

AB =BJ, kde J = diag (4, ...A) (7)

Vlatlce J se 11a7yvc1 Jordandv tvar matice A. Oznaume li
B-1 = P, dostdvéame-

A = PP (8)

Nevyhodou ‘tohoto vztahu je, Ze v piipadé, Ze nékterd
charakteristickd ¢fsla  matice A jsou komplexni, jsou
komplexni i matice |, P a P71, a to i kdyZ A je redln4.
To v8ak Ize odstranit tak, Ze misto matice P~1 pouZijeme
redlnou matici sestrojenou niZe popsanym zpusobem
(Pro jednoduchost ji opét oznaéime P~1.)

Je-li 4 komplexni. charakteristické &islo matice A, je
téz komplexné sdruzené ¢fslo A jejim charakteristickym
éislem. JelikoZ komplexné sdruzenym charakteristickym
¢isliom pifslusi komplexné sdruzené charakteristické vek-
tory (jak plyne z rov. (6)), jsou komplexni sloupce matice
P-1 (tj. komplexni charakteristické vektory matice A)
po dvojicich komplexné sdruZené. Necht je v charakte-
ristickych &islech 4;, ..., A; (a obdobné v charakteristic-
kych vektorech yy, ...y:) matice A privé r komplexné
sdruzenych dvojic; zbyvajicich s — 2r charakteristic-
kych éisel je redlnych. Sefadime je takto:

r dvojic komplexns sdruzenych charakteristickych éisel
matice A
Aoiq = A1+ Az
Aov= Iy — ] Mix (=1, ..
s — 2r redlnych charakteristickych &isel matice A

AG=2r-+1,2r+2, ..., 8)

Charakteristické vektory matice A sefadime ve stejném

potadi jako charakteristické ¢&isla, tj.:
komplexnim charakteristickym &islim A, (2 =1,
.., r)-odpovidaji komplexni charakteristické wvektory
(0 s komplexnich prveich)
Yoio = Yot + Yeioa
_redlnym charakteristickym éislom A; (2 =2r -1,
2r 4 2, s) odpovidaji re4Iné charakteristické vektory
(o s realnych prveich)
Y, (B'=2r 41, 27—{—2 R

" Nyni sestavime matici P~1: jejim prynim sloupcem je
vektor y'y, druhym sloupcem . je vektor yy, atd, Obecné:l)

G=1,...7a

1) Pri &islovani charakterlstlckych éisel podle vztahu (9)
by se mohlo stdt, Ze bychom néjakou dvojicikomplexné
sdruzenych charakteristickych &isel oéislovali v obrice-
ném poradi. V tom pfipadsé by se zménilo 1 pofadi odpovi-
dajicich charakteristickych - vektorl. P¥i konstrukei mati-
ce P-! bychom pak vychazeh z komplexné sdruZeného
charalkteristického vektoru, co# by se projevilo zménou
znaménka u nékterého sloupce matice P-1. Snadno viak
zjistime, Ze tato ,,libovile’ nemd vliv na konecny vysledek,
nebot pozdéji — ve vztahu (13) — budeme nédsobit zleva
matici P~ a zprava matic{ P = (P—1 )71, a tam se tyto
zmény- znamenka vyrusi.

(20 — L)ty sloupee je redlnou Ghsti .
. . vektora’ Yoi1
‘)zty sloupec je imagindrni . édsti

A vektoruy, ;-

Dalst s]oupce matlce P-! jsou charakteristické vektory?

. pkishusné rednym charakteristickyam éislim.:.

(1978) ¢&is. 3

S7) a (9) |
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Z rov. (7) plyne
Ay, = Ay; + jAy' = (A +j X) (yi +iyD)
Ay, =Ay1 — Ay’ = (i —] X) (y1—iy)
Odtud dostaneme pro prvou dvojici sloupch yi, y7
matice P~1 vztahy
AYi: Muyilﬂ Myi } ’ 10)
A)’1 = Aiy1 -+ 11)’1

Obdobné vztahy plati pro zbyvajicich » — 1 dvojic yi,
yi (¢ =2, ..., r) sloupcl matice P-1. Plati tedy obecns
vztahy .

pro komplexnf charakteristické vektory
AY§/i~1 = Kéi—IYéi—l Y 1)’2@ 1
» , v=1, .., r
Ayyi 1 = A5 aYsio1 + AniaYhioa S
a pro redlné charakteristické vektory
Ay2¢+i = Aaryi Yoryi v=1 .., §-—2r
Tento vztah zapiSeme maticox:ré

APl =Py
z ¢eho%

A=P1JP 1D

kde g je kvazidiagonalni matici

AR

Jr = diag

VRN !;zg A

Zér—l )-gr—l : .
o |  Dargt 5o o (12)

14 14
TTA2r—1 /121'—1

submatlce pllShlSG]lGl komplexnim charakteristickym submatice prisluiejici

Cislam

2 nazyvi se redind forma Jordanova tvaru. matice A.
Z uvedeného j je zre;me e pro kaZdou redlnou Svercovou

matici A, je¥ md vesmés jednoduchd charakteristickd éisla,

existuje pﬁsluénd matice)y. ‘

2.3. Konstrukece matice H.(t) = A
Nejprve uvedeme dvé pomocﬂé véﬂy.
Véta 1. Jsou-li A, B, P matice takové, Je
A = P-BP

a je-li p(x) polynom, pak
p(A) = P p(B)P
Dukaz je zf’ejmjr, uvédomime-li si vyznam Avéty pro
p(x) = 2" a pouZijeme-li asoc1at1vn1 a dlstrlbutlvm zakon
pro matlcove operace.

Véta 2. Je-li
A= P BP -

a je-i F' maticova funkce pak
. F(A) = P‘lF( )P

Dukaz 1hned plyne z véty 1 uvedomlme li si, Ze
F(A) = r(A), kde r{x) je ptisluiny Lagrangetv-Sylvestriiv
interpolaéni polynom. v

Z véty 2 a rov. (4) plyne specidlné pro funk01 eht vztah

oAl — p1¢'Fp a3y

Zbyvé tedy urtit matici ¢ *. Oznadime:li L; nenulové

submatice matice Jx, je

Jo=diag (L, Ly, o Loy) o0 (14)

pliéemz prvnich r submatic typu (2;.2) prislusi imaginar-
nim | charakteristickym' ¢&islim a - zbyvajicich s— 2r

. redlnym charakteristic-
“kym éisliim

s»submatic typu (1; 1) redlnym charakteristickym &islém.
Je tedy ) )

[ . .
B diag (6 e e 6T (15)

Pro reélnd charakteristickd &isla je ziejmé
G = 21 + .5 (6)

7 vrs

Pro imagindrni charakterlstlcka ¢isla snadno naleyneme,

Ze je-li ,
L= [ /3%, %, ] o 'E?'; ‘
om0
pak
o Lt /.1’4- " cos At ,‘ " sin At
el =T T )
' o l—sin A%, cos At]T

i . _

L: Z,{fl 1" 1 O ﬁ.{t . ", 0 1
ell — ™" cos Aj't + e"" sin At (18)

N/ rovnice (13) do-st‘éﬁxzrﬁmqrh_iédanj? vztal

S LA :
H(t) = @ g — P_.l e]Rt P =
= % i1t gog )21,~—1t Coi1 + (19)
i=1
4 Y e Agi_qt sin )21 lts,71 1+ E e’li‘ R;
- i=1 i=2r+41
kde : Dor . . "
C)z—l_ P D21 1 P SZI 1'_“ P D‘)q, -1 P) (7’ :>17 '-')'7‘)
pricemz

matice D; | typu (s; ) jsoun konstruovény tak, ze jejich
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prvky (2i —1; 2 — 1) a prvky (2¢; 24) jsou rovny I,
ostatni prvky jsou rovny 0,1)

matice DY;_; typu (s; 8) jsou konstruoviny tak, Ze je-
jich prvky (20 — 1; 2¢) jsou rovny 1 a prvky (2i; 26 — 1)
jsou rovny —1, ostatni prvky jsou rovny 0.

Plati tudiz napriklad

[ 100 . 010
010 . -100
DI=] 000 . , DY=1000
0000 0000 . i
0000 . 0000 .
D;=] 0010 , Dfy=70001 .
0001 00-10 .
Obdobné plati .
R, = P1D,P, (i:2r+1, Ir 42, ..., 8) (21)

pfitem? matice D; typu (s; s) jsou konstruovény tak, Ze
prvek (i; i) je roven 1, ostatni prvky jsou rovny O.
Plati tudiz napitklad.

2.4. Analytické vyjad¥eni odezev stavovych velilin

Reseni (3) stavové rovnice obvodu (1) lze vyjddfit ve
tvaru V : o
] 21(8) = hyy ()% + -+ Ty (E) w0 +
¢

+ j Uhalt — Ea(E) + - - g (6 —

0

&) 15(5)1dé
......... (22)

24(6) = Boa(®)iy + - + Beslt) 00+

+ j Ui (b — &) Fu(E) 4 . s (6 — &) fo (E)] dE
0 . .

Predpoklidejme, ze vektor f(x) = f je konstantni. Za
tohoto predpokladu lze integrdly na pravé strané vztaht

(22) vypoditat, nebot prvky hy(f) matice H{t) = eAlzna--

me. Po provedeni tohoto vypoétu (jde vesmés o integraly
t ¢ S
typu J e*” cosfir dr a j e*” sin f7 d7) dostaneme feSeni
. ; , ‘

x(t) ve tvaru

x(t) = MV() : (23)

kde konstantni matice M = [my] je obdélnikova typu
(s; s+ 1) a V(¥) je sloupcovy vektor typu (s 4 1; 1).
Pro sloupce matice M plati:

1) prvkem (k; I) rozumime prvek umlsteny v ktemradku
a ltém sloupci dané matice.

prvnich r dvojic slouped j. sloupcovych vektort mg;_,
my_y (=1, ..., r) typu (s; 1) je

As;
’ 21—1
Moy = Csi_1%y + T Cy  f—
! N A T
A1
- —-————So~4 f 24
‘)1 1 + }W #ot ( )
l//
2i—1
Mgy = Sgi_1 Xo -+ =, 7 - Coin f
2i—1 ‘I_ 271 1
j-21 1
Soi f

773
2@ 1 + 121 1

daldich s — 2r sloupet tj. sloupeovych vektori m; (v =
= 2r + 1, ..., 8) typu (s; 1) je

m; = R;x, -+ ; Rf (25)
. poslednf sloupec (tj. sloupcovy vektor m,,, typu (s; 1))
je

z Asioq

' ms - — 2 Y YT Cif
NS R L,
+ 3 —lef— s LRt (26
o1 Apio1 + Ay iz As

Sloupcovy vektor V typu (s + 1; 1) je tvofen prvky,
pro néz plati:
prvnich r dvojic prvki [tj. vs_q, vei 4 (E =1, ..., )] je

: Api_qb -
Uéi_l = "%~V cos ;L/g’,;_lt

. (27)
vyiog = €1 sin Ayt
daldich ¢ — 27 prvkd, tj. o, (0 =2r + 1, ..., 8) je
At
v =e" (28)
posledni prvek je : .
Vs =1 (29)

Jestlize vektor f zdvisi na Case tak, aby integraly ve vata-
zich (22) bylo moino analyticky vypotitat (napf. pro
harmonicky prtibéh), lze matici M zkonstruovat obdob-
nym zplisobem, pouze vyrazy (24) az (26) budou slozitéjsi.

3. Algoritmus analyzy obvodu

3.1. Algoritmus vypoltu H(t) = e”*

1. Zkonstruujeme . charakteristickou rovnici (2), odpo-
vidajici soustavé (1). ) v

2. VyteSime charakteristickou rovnici (2); nalezens cha- :
rakteristickd &isla A, A, 4 (G =1, ..,rj=r-+1, ..,
s) sefadime podle rov. (9). ' o

3. Vypotlitdme charakteristické vektory yj. Jelikoz
charakteristickd &sla jsou (podle predpokladu) vesmés
jednoduchd, je hodnost soustavy (5) rovna s —1, tj.
jedna.rovnice je zdvisld. MuZeme ji tedy vypustit a na-
hradit rovnici, jiZ zavadime volbu jedné slozky vektoru y.

3a) ité charakteristické éislo 4, (¢ =7r 4+ 1,7 4 2,

.., 8) je redlné. Necht prvni rovnice soustavy (5) je
linedrni kombinaci ostatnich rovnic. Nahradime ji rov-
nief y;, = 1, (3, je prvni prvek ¢tého vlastniho vektoru
Yis odpowdapmho itému redlnému charakteristickému
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gislu A;), &mZ dostaneme soustavu s algebraickych rovnic
(vektor y; mé s prvki):

, o , o . ]lw]l I

Ugps U — i Gog - oo Yi,
a1, (o 5 (gg— Aiy ooos Yi,

AR I

Byl:li opravnén predpoklad, Ze prvnf rovnice je zdvisld,
mé soustava (30) praveé jedno FeSeni — charakteristicky
vektor y;, prisluiny charakteristickému &islu ;. V opag-
ném priipads je soustava (30) singuldrni. Misto popsané
metody 1. Fddku nahradime tedy 2. fddek matice soustavy
(5) ¥adkem - :

(36)

o O -

0,1,0,...,0

a pravou stranu bude tvofit sloupcové matice

0
1
0

0

Je-li 1 tato soustava singuldrni, provedeme obdobnou
néhradu tfetiho ¥ddku, atd., a% nalezneme onen zdvisly

Tadek a soustava bude mit pravé jedno fedeni.

3b) (2t —1)vé charakteristické &islo Ay ; =
= My g+ JA% (1=1, ..., r) je komplexni. Pak je
i charakteristicky vektor y,;_; komplexni, tj. pro jeho
kty prvek plati yoi 1y, = Y1y, + Y-, B=1, ..., 8)
a (30). je soustavou s komplexnich linedrnich rovnie.
Protoze fada potitatt neméd komplexni aritmetiku, pre-
vedeme ji na redlnou soustavu 2s rovnic o 2s nezndmych
[12]. Ze soustavy (30), jez nabyvé tvar

1, -0, : 0, )
Aoy, gy — /1;[_1 - j)‘é/i—la a3, (RS I
Q31 O3s5 Ogg— Api—1—J A%icts +-

Veei-1); + JYGi-1n [ 1 ]
Yoi-n, T Yei-1, - 0 | (31)
Yoi-n, + Wei-ns 0

Rozkladem na redlnou a imagindrni. &ist dostaneme

N_‘i—l —)72i~1 =B (32)
kde

[ !
Y2i—1),

’
YYizi-1),

’
Y2i—1)3

, .

_ Ya2i—1 .

y2i—l = Y = ?,, 3 B =
Yai-1 Yezi—1),

Y2i—1),
17
Yzi—1),

(e R ey

a Ny _, je ¢tvercovd blokova matice typu (2s; 2s) vznikls

7 matice
[A —_ /’uéi_l ;é/i~1 ]
— b A— A5

nahradou prvniho fadku radkem

1,o,..,0
a {s -+ 1)vého Fadku Fadkem
0,0,..,0,1,0,..,0

(v némz prvek 1 je v (s + 1)nim sloupei). :
Je-li tato soustava singuldrni, ponechdme 1. a (s + 1)vy
tadek matice N»;_; v pvodnim tvaru a nahradime jeji 2.
a (s + 2)hy fadek rfidkem '
' 0,1,0,..,0
a
0,0,...,0,1,0, ...,0

(prvek 1Aje v (s + 2)hém sloupei). Vektor B nabyvé tvaru
o]

1

O -

o
atd., az nékterd soustava bude mit praveé jedno feSeni y;.

4. Sestavime matici P~1. Vypodéitdme charakteristické
vektory y ‘pro vSechna charakteristickd ¢isla matice A.
Sloupce matice P~! vytvofime z téchto charakteristic-
kych vektort nésledujicim zphsobem:

(26 — 1)vy resp. 2ity sloupec matice P—! je tvolen
redlnou yg;_; (resp. imagindrnf ys; ;) édsti charakteristic-
kého vektoru ys;_;, piislusného charakteristickému éislu
2,22'_1 (’L == 1, ) ——7).

5. Provedeme inverzi

(PHy1=P (33)

6. Podle vztahti (20) a (21) uréime matice Cy;_;, Cs_
(t=1,...,naR G=2r41, .., 3).

7. Podle rovnice (19) lze uréit — je-li to pozadovino —
matici H(f) = eAl

3.2. Algoritmus vypoltu vektoru odezev stavovych
proménnych x (t)

1. Uréime charakteristicks ¢isla matice A [viz odst. 3.1,
ad 2], ze vztaht (20) urcime matice Cy;-q, 854 (1 = 1,

araR (0=2r+1, .., s) [viz odst. 3.1, ad 6] a po-
sléze podle rovnic (24) az (26) stanovime sloupce matice
M.

2. Ze vztahtt (27) aZ (29) stanovime prvky vektoru V.

3. Z matice M a vektoru V uréime podle vztahu (23)
hledany vektor odezev x(t).

4. Dva priklady

Popsanou metodu budeme ilustrovat dvéma piiklady.
Na prvaim, ,matematickém®, podrobné predvedeme
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viechny dilezité kroky vypoétového algoritmu. V dalsim
prikladu naznadime postup pfi analyze jednoduchého
obvodu. K jednoduchosti feSeného obvodu jsme byli ve-
deni snahou o dobrou piehlednost vypoéti, aviak pro po-
pisovanou metodu neni typickd; tato nalézd uplatnéni

piedeviim u slozitéjsich obvodi, které prakticky ji%
nelze analyticky vyfesit klasickymi prostredky:.

4.1. Prvni p¥iklad

Hledejme analytické fesent stavové rovnicel)

d 2y " —3,342 558.10%, 7,821 551.107%; 8,043.319.10° N 1,757 135.102 28,1
e xy | = | —3,927 425.101; —0,011 872.109; 1,466 161.10° zy |+ | 6,922 750.10% |, x, = | 68,0 (34)
Zg —6,128 669.10%; 3,156 450.10%;  —8,562.550.10° Ty 3,915 925.102 68,3
(", S o’ —————————— N e
x ’ A X f(t)
Vypocet H(t)= eAl
1. Charakteristickd rovnice matice A je L; 0; 0 1
54 510022 b 11.10°% 15.10¢ — 0 95 -3,827425.10"; 2,198 813.109%; 1,466 161.10%|y,=|0
T8 +LL + T (35) —6,128 669.10'; 3,156 450.10%; 2,143 745.10¢ 0
2. Refenim rov. (35) nalézéme charakteristickd &isla odkud
matice A: B 1
A=A+ ]k =—10+] 20; . ys = | 1,769 231.100 (36)
A=Ay = M —ijlf = —10—j20; 2, =—30 2,538 461.10-1
3. Stanovime charakteristické vektory matice A: b) pro 4; = —10 + j 20 dostdvdme ve smyslu soustavy

a) pro Ay = —30 dostdvime ve smyslu soustavy (30) (31), rozepsané do redlného tvaru
[ 1 0 0o i 0 0 0 ] 1]
—3,927 425.101 1,988 128.10° 1,466 161.10° 0 20 0 0
—=6,128 669.101 3,156 450.10" 1,437 450.100 : 0 0 20 0
e e e e e e r e et oo e r e et e et aeee e s b aeseee s enreaeaas yl ==
0 1 1 0o . 0 0
—20 : 0 5—3,927 425.101 1,988 128.10° 1,466 161.10° | . 0
i 0 0 —20 . é———6,128 669.101 3,156 450.10! 1,437 450.10° | | 0
' (87)
odkud 4. Z vektorti y, = y;1 + j y1, y; zkonstruujeme matici P—1
1 0 [ 0 0

yi = | 3,408 856.10-1 - j 1,718 752.10°
2,879 278.100 -+ j 2,319 399.10°

5. Provedeme inverzi matice P-1

4,686 366.101 %2,963 948.101

P=(P1=|  —6,399155.10"

5,313 634.10

6. Vypodtet matic C, (tj. koeficienty u e":t cos M), S
p 1 A4 Y
4,686 366.10"%; —2,963 948.10~1; 2,196 385.10~1

100
C,=P'010|P=]| —9401046.10";
000
010
S,= P —100 [P=| —1,023608.109;
000 —2,929 450.10°;

1) Abychom mohli provést kontrolu, %e popsand metoda
vede ke spravnym vysledkam, je tieba pfedem znat tato
TeSeni. V nafem pfipad8 jsme zvolili analyticks fedeni

‘@i(t) = 1,1 e~10 cos 20¢ + 12 =10t gin 20¢ + 13 o—30t 414

—6,399 155.10%; 3,355 026.10~1;

p-1_| 3,408 856.1071 1,718 752.10° 1,769 231.10° |(38)
12,879 278.10° 2,319399.10° 2,538 461.101

2,196 385.101
3,355 026.101  1,825275.101 (39)
2,963 948.101 —2,196 385.101

L (tj. koeficienty u o sin 17%) a R, (tj. koefirienty u &™)

4,756 090.10-1; 3,885 911.10 (40)

—1,348 843.1071; 7,523 863.102; 1,055 754.10°

1,825 275101
—3,152'831:10-1 - (41)
-1,611 810.10~2

6,237°972:10°1
1,653 463.109;

2,(2) = 21 e710t cos 20¢ + 2,2 610t 5in 20¢ + 23 =30t 4 24
@,(t) = 31 710 cos 20t + 32 e710t gin 20¢ 4 3,3 730 4 34

a pro tato Yesenf jsme zkonstruovali rov. (34).
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000 5,313.634.1071; 2,963 948.107%;, —2,196 385.101
RR=P1 000 |P= 9,401 046.1071; 5,243 909.1071; ' —3,889 912.10-! (42)
001 1,348 845.1071; 7,523 866.107%; —5,575438.102

Vypoéet fedeni x(t)
1) Pomoci rovnic (24) a% (26) stanovime matici M.
2) Pomoci rovnic (27) az (29) stanovime vektor V.
3) Podle rovnice (23) je hledany vektor feseni:

e~ 10 cos 204

@, (t) 11,100 006; . 12,000 002; - 12,999 996; 13,999 998 e~10 sin 20t

z(t) | =] 20.999991;  2,199991; 22,999 991; 24,000 000 o301

() 31,000 003; 31,999 996; 3,299 996; 33,999 984 | 1 1.
X M - ; : \'

Rozdil mezi timto vysledkem a pfesnym Fesenim daného problému je zpiisoben zaokrouhlovacimi chybami.

4.2. Druhy pfiklad
Provedeme analyzu obvodu podle obr. 1 pro ¢{ = 0;

v 8ase t = O piepneme piepinaé z polohy I do polohy 2. - _ v N
(Upy =60V, Uy, =100V, R, = 20Q, R, = 50 Q, R, = 2 1o N
=300, L=0,1 H, ¢ = 10"* F). Metodou stavovych 3| 1w \\
proménnych snadno formulujeme stavovou rovnici ob- ' )
vodu (podrobnosti viz [6]) ve tvaru . & \
Cd [ —100; —2000] [ ug NE 000 o W
dt |, | 2; — 160] | iz 480 | ' S -
‘ 1?; ‘ / -
Al .-
1 ER:‘I—l E 107 et //
Uy W R, 46" pd

Obr. 1.
33 4[ \\
321
s potéteéni podminkou - ' : a1 / N |
: : N A g
u¢(0) 100 34— :
A i1, {0) - 3 : 0 02 04, 06 ‘t_[_o,‘]a. T
. . T 0 C
Vypotet H(f) = eAt . ‘_ oo, 2.
1. Charakteristickd rovnice matice A je
a
A242,6.1020 + 21040 =0 1 0
P — b ’ T
2. Charalkteristickd ¢isla matice A jsou [ 5,388 159.1071; —3,592 106.101]
e = —1,3.10% = j 5,567 764.10 6. Matice C, a S, '
, , S0
3. Charakteristické vektory matice A jsou C = [ 0; 1 ]
BE 150 2 |
Y12 1,5.10-2 4 j. (2,783 882.10-2) s _ 5,388 159.1077; —3,592 105.10-1
© 85921051073 —5,388 159.10-

4) 5) Matice P~! a matice k nf iverzni P jsou
"Vypolet odezev stavovych proménnych
Pl [ L; Y; ] 1), 2) Sestavime matici M a vektor V¥, z &ehoZ
- 1,5.107% —2,783 882.102 3) Vektor stavovych proménnych je
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9,999 998.10%;
i, —1.1077;

5,388 159.104;
3,592 105.109,

Ug

7130t cog 55,677 64
2.10-5 e~ 130t gin 55,677 64 t
2,999 999.10° 1

_ M
Hledané odezvy jsou tedy (obr. 2)
Uglt). = e713% (53,9 sin 55,7t -+ 100 cos 55,7¢) [V]
i(t) = 3,592 e~19% sin 55.7¢ 4 3 [A]
5. Zaveér |

Rozvoj samodinnych poéitadt, spoly s efektivnimi nu-
merickymi metodami vede Sasto k tomu, Ze dany probhlém
fefime ¢Cisté numericky. Takto ziskané feSeni je viak
zpravidla omezeno na zcela konkrétni piipady a neumo-
tiuje hlubsf pohled na chovéni Fefeného systému. Naproti
tomu analytické FeSen{ obsahuje vice informaci o cha-
rakteru fefeného jevu, led klasickymi metodami matema-
tické analyzy lze prakticky zvlddnout jen jednodudsi
piipady. V predloZené prici jsou na pitkladu analyzy
linedrnich elektrickych obvod se soustfedénymi para-
metry spojeny piednosti obou koncepef; s vyuzitim &fsli-
cového poditate 1zé i pro velmi sloZité obvody vyjadiit
tasovy pritbéh odezev stavovych velitin, Omezili jsme se
na pripad éasové konstantnich zdrojit; popisovanou meto-
du by viak bylo moZno rozif¥it i na piipad Sasové pro-
ménnych zdrojt, jejichZ Casovy prib&h je takovy, e
konvoluntni integral v rovnici (3) je integrabilnf v uza-
vieném tvaru. Sem pati{ zejména dasto se vyskytujici
pripad harmonickych zdroja.

Pokud se pfedioZend metoda posuzuje jen z hlediska
stanoveni odezev, lze namitnout, %e efektivnost vypodth
je srovnatelnd s pouZitim metody Laplaceovy transfor-
mace, jiZ by bylo moZno té# algoritmizovat a programo-
vat pro &slicovy poéitad. Popsani metoda vsak navie,

Copepmanme — Résumé — Inhalt — Summary

AHannTHYECKOE DelleHHE IepeXOXHMEIX MPOIECCOB'B CIOKHEIX JTH-
HEHHEIX SXeKTPUYECKHX WeNAX. B craThe ONMCAH METON HCCIENO-
BAHWA AHANUTHIECKOTO BEIPAKEHHUA 3aBHUCUMOCTH TIEPEMEHHEIX HO
BPEMEHY BeJUYHH COCTOAHMA B CIOKHBIX JHHEHHBIX SJIeKTpHyec-
KHX I[eTIAX C COCPENOTOYEHHEIMU IIApaMETPAMHU, ONMCAHHBLIMU KHA(-
epennuanbHEIM  ypaBHeHweM cocrosHHa (1), ¢ mpuMeHenmeM
OBM. Tlo cpaBHeHMIG ¢ YMCIOBEIM pemtenveM ‘ypasHenus (1) aHa-
JIUTHYECKH BHIDAXEHHBIE SABMCMMOCTH [0 BPEMEHH NAKT GOIbIIe
HHPOPMAITMH O XapakTepe DPEIaeMOTO IPOIECCa, U TeM CaMoM 60-
nee ofles NpPENCTABJNCHYE O MOBENEHWH IemH. Crenosarensho, Me-
TON COYeTAET NPEMMYyI]ecTBa  O6EUX KOHLEMIUH: mo36oager pemarsb
c nomomeio IBM naxe cnokHele Ilenmu M BMeCTe C TeM IAeT aHa-
JIMTHYECKH BHIPAKECHHEIE 3aBUCHMOCTH IO BPEMEHH.

Ilpn amanuse menu ¢ DOMOIBI0 ONHCAHHOTO METOMA OIpeLe/ITOT-
€A XapaKTepHCTHYeCKHe uMcia Marpunsl A (koTopnie Boobme
IeHCTBATEIBHEIE M KOMILTEKCHBE), yCTAHABJIMBAIOTCS XAPAKTEDUC-
TUYECKHE BEKTOPHl MaTpHisr A u HakoHel HedcTBHTenbHas HopMa
varpunst A o sramcnenno Kopnama, €ro TOSBONMT BHPAasHTE
mMarpuny A. OTTyna HaXOQWTCA AHATUTHYECKOE BEIPAKEHMe perre-
HUA IuGPepeHUNaNbHOTO yDABHEHMA COCTOAHHA pellaeMoil LemH,
BHIDAXKEHUA [J1f 3aBUCHMOCTH II0 BPEMERW BEJMYHH COCTOAHMA,
KOTOpBle TIOAPOGHO (GOPMYIMPOBAHEL NAA CHELHAJLHOTO  CIIydas,
KOTIa 3/eMeHTEl Bektopa f ypasHeHma cocrosmusa (1) mocrosHHBIE
BenMuEHbl (T. €. B penraeMof LeNu MMETCA JUITb HCTOYHUKE IIO-
CTOAHHOTO TOKa). MeTON, KOHeYHO, MOMKO pACIPOCTpAHUTH U HA
TIepeMeHHble 10 BPEMEHM HMCTOUHMKM (Halp. TrapMOHMYecKHe) )
tpefyercss TONBKO, uTOBH HHTeTpan B ypasHemuu (3) MoxHO 65110
pemnTs B OTpanudenHoit dopme. DopMyampylOTCs IBa BEYHCIH-
TENbHBIX ANTOPUTMA, A4 HMEHHO TAK IUIA ONpENeNeHM MATPHIEI
€Al rak u A OnpeNeNeHMs 3aBucumOCTedt 1o Bpemenu X(1). Me-
10l NeMOHCTPUpYeTCs Ha NBYX UMCIEHHBIX NpuUMepax.

v

jako mezivysledek, poskytuje matici e, jlz muzeme
pouzit pii hlubsim zkoumédni vySettovaného obvodu
(napf. prepétové jevy, ustdleny stav p¥i periodickych
neharmonickych zdrojich apod.).

Uvedend vypodtovd metoda je ilustrovdna dvéma pri-
klady, které jsou pro jednoduchost pouze naznadeny.
Jejich podrobné numerické fefeni, spolu s pristuinou
procedurou naleznou zéjemeci v préci [10].
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La solution analytique “des régimes transitoires dans les
réseaux électriques linéaires complexes, Dans article, les
auteurs présentent la méthode d’évaluation de I’éxpression
analytique des cours des grandeurs d’état dans les réseaux
linéaires compliqués avec des éléments concentrés déerits
par ’équiation d’état (1). Cette méthode est appliquée sur
Pordinateur digital. En comparaison avec la solution nu-
mérique de I’équation (1), les  expressions analytiques du
cours des courants et des tensions présentent plus d’infor-
mations sur le caractére des phénomeénes analysés et par
conséquent donnent les idées plus générales du comporte-
ment de réseau. La méthode done relie les avantages de
toutes les deux conceptions: elle permet de résoudre des
réseaux compliqués & l'aide de l’ordinateur et fournit en
en méme temps les expression analytiques des grandeurs
d’état.

En analysant un réseau par la methode déerite, on dé-
termine les valeurs propres de la matrice A (qui sont en
général soit réelles soit complexes), les vecteurs propres
de A et enfin la forme réelle de la forme Jordan de A ce
qui rend possible d’éxprimer la matrice eAt. De 13, on va
trouver la solution analytique de ’équiation d’état du ré-
seau analysé, c’est-d-dire les expressions des grandeurs
d’état qui sont exprimées en dévail pour le cas spécial si
les éléments du vecteurs f de I’équation d’état (1) sont des
constantes (c’est-d-dire, dans le réseau analysé il y a seu-
lement des sources & courant continu). On peut, certes,
répandré la méthode pour des sources variables avec le
temps (par ex. sinusoidales); il est nécessaire seulement que
Pintégrale dans1'équation (3) soit résoluble & la fagon exacte.
Les auteurs présentent aussi la formulation des algorith-
mes — d’une part pour la détermination de la matrice eAs,
d’autre part pour la détermination du vecteur des grandeurs
d’état x. La méthode ‘est complétée par deux exemples
numériques. .
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Analytische Losung der Ausgleichsvorgiinge in den kompli-
zierten linearen elektrischen Netzen. In dem Aufsatz ist
die Berechnungsmethode fiir die analytische Ausdriickung
des Zeitverlaufs der Zustandsgréssen in den komplizierten
linearen elektrischen Netzen mit den mittels einer Zustands-
gleichung (1) beschrieben konzentrierten Parametern mit
Verwendung des Digitalrechners beschrieben. Im Vergleich
mit- der numerischen Lésung der Gleichung (1) geben die
analytisch ausgedriickten Spannungs- und Stromverldufe
mehr Informationen iiber den Charakter der geldsten Er-
scheinung und dadurch auch eine- allgemeinere Ansicht
auf das Verhalten des Kreises. Die Methode enthélt also
die Vorteile beider Konzeptionen: sie ermégen mittels des
Rechners auch komplizierte Kreise zu losen und dabei gibt
sie die analytisch ausgedriickten Spannungs- und Strom-
verldaufe. )

Bei der mittels der beschriebenen Methode durchge-
fihrten Analyse des Kreises werden die Eigenwerte der

"Matrix A (die allgemein einersits real, andererseits komplex

sind), die Eigenvekuvoren der Matrix A und zueltzt die
Realform der Jordans Form der Matrix A ermittelt, was
die Martrix eAt auszudriicken erméglicht. Daraus findet
man dann die analytische Lésung der Zustandsgleichung
des gelosten Kreises, d. h. die Ausdriicke fur den Zeitverlauf
der Zustandsgrossen, die ausfihrlich fur den Spezialfall
ausgedriickt sind, wenn die Elemente des Vektors f der
Zustandsgleichung (1) Konstanten sind (d.- h. in dem
gelésten Kreis gibt es nur konstante Erregung). Die Metho-
de kann natirlich auch fir die zeitverdnderlichen Quellen
(z. B. sinusférmige Erregung) erweitert werden; man ver-
langt nur, dass das Integral in der Gleichung (3) in der
abgeschlossenen Form ldsbar sei. Es sind zwei Berechnugs-
algorithmen formuliert, und zwar einerseits fiir die Ermitt-
lung der Matrix eA:, andererseits fir die Bestimmung des

Vektors der Zustandsgréssen x. Die Methode ist auf zwel
numerischen Beispielen vorgefiihrt.

Analytic solution of transient phenomena in complicated
linear electric metworks. A method of investigating the
analytic form of the responses of state variables in com-
plicated linear networks with lumped parameters described
by the state equation (1) is suggested. The method makes
use of a digital computer. In comparison to the numerical

-solution of the equation (1), the analytic representation of

the responses offers more information about the character
of the phenomena under investigation and thus also a more
general view of the behaviour of the network. In this way
the method comprises the merits of both approaches: it
makes it possible to solve by a computer even complicated
networks and at the same time provides analytic represen-
tation of the responses. :

The analysis of a network by the method presented con-
sists in finding the characteristic numbers of the matrix A
(which are generally both real and complex), determining
the characteristic vectors of the matrix and finally its real
Jordan form. This makes it poissible of find matrix eAl.
Hence we find the analytic solution to the state equation
of the network considered, i. e., the expressions for the
responses of the state variables, which are given in detail
for the special case of the vector f of the state equation (1)
having all components constant (i.e., there are only d: c.
drives in the network). Evidently, the method can be exten-
ded to time-variable drives (e. g. sine drives). It is only re-
quired that the integral in the equation (3) be solvable in
closed form. Two computational algorithms are formulated:
one for the computation of the matrix- eA! other for the
vector of responses x. The method is illustrated by two nu-
merical examples.

Nihradni obvod autotransformatoru

Ing. JIRI KULDA, DrSe.

Pro vySetfovdn{ dbytkd napéti v transformétoru pii
symetrickém zat{Zeni se pouZivé ndhradniho zapojeni,
které md tolik svorek, kolik ma transformitor vinuti.
Pro idedlni transformétor s nulovym magnetizatnim
proudem, odporem vinuti a ztrdtami v Zzeleze, budou
mezi nimi zapojeny pouze reaktance, jejichZ velikost lze
uréit nap¥. postupem uvedenym v [1, 2, 3].

Autotransformator

U idedlntho autotransformitoru je odvozeni ndhradni-

ho obvodu zkomplikovdno okolnosti, Ze &ast vinuti je

fxy s

spoleénd pro stranu vys§tho a niZitho napéti (obr. 1).

Obr. 1.

Tato Cast je oznadovéana jako vinuti spoleéné (s podtem
zévith N,) a je protékdna rozdilem proud@ na strané
niz§iho (I,) a vy38iho ([;) napéti. Cdst vinuti s poétem

z4vith N; — N,, zapojend do série se spoleénym vinutim
se nazyvé sériové vinuti.
Pievod autotransformétoru oznatme

b= —— (1)
Svorkou 1 vysifho napéti U, pfitékd proud I;, na strand

niz&tho napéti U, vystupuje ze svorky 2 proud I, (obr.
1). Pro né plati

v, L, 9’
T, 5L " @)
A L

ul []n

Rozptylovou reaktanci autotransformétoru lze odvodit
z rovnic popisujicich jeho napéfové poméry (4] nebo
z energie magnetického rozptylového pole. Lze ji ale
nézorné stanovit, jestliZe odpojime sériové vinuti od



