Kapitola 10

Linearni prostory grafu

Metoda pocitani koster pomoci determinant® neni jedinym pojitkem mezi teorii
grafti a linearni algebrou. V této kapitole uvidime, jak lze kazdému neorientova-
nému grafu prirozenym zptisobem priradit dva linearni prostory nad télesem Zo
(prostor kruznic a prostor fezll) a prozkoumame vlastnosti téchto prostori.

10.1 Incidencéni matice neorientovaného grafu

Podobné, jako jsme definovali inciden¢ni matici pro orientované grafy, lze ji zavést
i pro grafy neorientované. Vzhledem k tomu, ze hrany téchto grafi nemaji smér,
vystacime zde s hodnotami 0 a 1. Je-li tedy G neorientovany graf s n vrcholy
U1, ...,V am hranami ey, . .., e, pak jeho incidencéni matice M(G) je definovana
predpisem M (G) = (m;;), kde

1 k . ,
mij:{ pokud v; € e;,

0 jinak
proi=1,....naj=1...,m.
Uy €3 U3
e
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Obréazek 10.1: Neorientovany graf H.

Graf na obr. 10.1 ma napiiklad nasledujici incidenéni matici (i-ty fadek od-
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112 Kapitola 10. Linearni prostory grafu

povida vrcholu v;, j-ty sloupec hrané e;):

1 0011
11000
M(H) = 01101
00110

Vsimnéme si, ze kazdy sloupec inciden¢ni matice nyni obsahuje pravé dva
prvky, které jsou rovny jedné. Stejné jako u orientovanych grafi tak dokazeme
jednoznacné zrekonstruovat posledni fadek z fadki pfedchazejicich. Asi bychom
proto cekali, ze fadky takovéto matice jsou opét linearné zavislé. Vyse uvedena
matice M (H) mé vSak prekvapivé hodnost 4, tedy maximalni moznou!

Zahada ma jednoduché feseni:

S incidencni matict neorientovaného grafu
je treba pracovat nad telesem Zs.

Co to pfesné obnasi, uvidime v nasledujicim oddilu.

10.2 Hodnost nad Z,

R4dky matice M(G) jsou vektory slozené z m nul a jednicek. Miizeme je tedy
interpretovat jako prvky vektorového prostoru Z5' dimenze m nad télesem Zs.
Veskera aritmetika v tomto prostoru je provadéna ‘po slozkdch’ a modulo 2.
Pfipomerime, ze mnozina vektort {ws, ..., wg} C ZY" je linedrné zdvisla nad Zs,
pokud existuji koeficienty ay, ..., ax € Zg (ne vSechny nulové), pro néz je

k
E o;wW; = 07
=1

pricemz samoziejmé stale pocitame nad télesem Z,. Vzhledem k tomu, Ze koefi-
cienty mohou byt pouze 0 nebo 1 a nulové koeficienty soucet neovlivni, je vidét,
Ze mnozina vektorl je linearné zavisla nad Zs, pravé kdyz obsahuje neprazdnou
podmnozinu s nulovym souctem.

Hodnost matice M nad Zy (budeme ji znacit ho(M)) je definovana jako maxi-
malni velikost mnoziny fadkt, ktera je linedrné nezavisla nad Z,. Tiebaze matice
M (H) mé hodnost (nad télesem redlnych ¢isel) rovnou 4, nad Z, je sou¢tem jejich
radkt nulovy vektor a podle ocekavani plati ho(M(H)) = 3.

Pro hodnost matice M (G) nad Z, plati obdobné vztahy jako pro obyéejnou
hodnost v orientovaném piipadé, a také se velmi podobné dokazuji. Shrneme je
v nasledujici véte, jejiz diikaz ponechame jako cviceni.

Véta 10.1 Pro neorientovany graf G plati:
(i) Hodnost ho(M(G)) je rovna n — k, prave kdyz G md k komponent.
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(ii) Je-li G souvisly, pak dokonce kazdych n —1 tddki tvori linedrné nezdvislou
mnozinu nad Zy. O

Cviceni

» 10.1 Dokazte vétu 10.1.

10.3 Vektory a faktory

Kazdy vektor z prostoru Z5' odpovida néjaké mnoziné hran grafu G, a ta zase
jednoznac¢né urcuje faktor grafu GG. Pro jednoduchost proto obvykle nebudeme
rozliSovat mezi vektory ze Z1', faktory grafu G a mnozinami jeho hran. V piipadé
potfeby budeme o vektoru, ktery odpovida néjaké mnoziné hran M, hovotit jako
o jejim charakteristickem vektoru.

V prostoru Z7' je definovano sc¢itani, které budeme znacit symbolem @. Co
znamena toto sCitani v fedi faktora? Jsou-li F,F’ € Z%', pak na i-tém misté
v souttu F' @ F’ bude 0, pravé kdyz F' a F’ maji na tomto misté oba 0 nebo oba
1. Odtud snadno vidime, Ze faktor F' & F’ je symetricky rozdil faktoru F a F’,
tj. je definovan predpisem

FoF —FUF — (FmF’).

Priklad ‘s¢itani’ faktorit grafu H na obr. 10.1 ukazuje obr. 10.2.

Obrézek 10.2: Séitani faktori.

Rekneme, 7Ze faktor F' C G je sudy, ma-li v ném kazdy vrchol sudy stupes.
Tento pojem tzce souvisi s pojmem eulerovského grafu, studovanym v oddilu 6.6:
kazda komponenta sudého faktoru je totiz eulerovsky graf. Bude nas zajimat
mimo jiné nasledujici otazka:

Kolik ma graf G sudych faktoru?

Alespon jeden sudy faktor existuje vzdy: faktor s prazdnou mnozinou hran.
Je-li ovSsem graf G naptiklad stromem, pak uz zadné dalsi sudé faktory nema.
Kazdy jeho faktor je totiz sjednocenim disjunktnich stromt a my vime, Ze strom
na alespon dvou vrcholech obsahuje néjaky list, tj. vrchol stupné 1. Jediny sudy
faktor stromu je tedy ten, ve kterém jsou vSechny komponenty jednobodové.
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Oproti tomu kazda kruznice C' v grafu G urcuje sudy faktor s mnozinou hran
E(C) (vrcholy na C' maji stupen 2, ostatni 0). Zda se tedy, Ze ¢im vice kruznic,
tim vice sudych faktord.

Zasadni pozorovani predstavuje nasledujici véta.

Véta 10.2 Sudé faktory tvori podprostor vektorového prostoru Z3'.

Dikaz. Vzhledem k tomu, Ze pracujeme nad télesem Zs, staci ovérit, ze sou-
Cet (=symetricky rozdil) sudych faktora Fj, Fy je sudym faktorem, tj. Ze stuper
kazdého vrcholu v € V(G) ve faktoru F; @ F; je sudy. Necht A; je mnozina hran
obsahujicich v ve faktoru F; (i = 1,2). Vime, Ze ve faktoru Fy & F5 je vrchol v
obsazen pravé ve hranach ze symetrického rozdilu A; & A,. Jeho stupen je tak

dFlEBF2<U) = |A1 S A2| = ’Al UAy — (A1 N A2)|
- ’A1| + ’AQ‘ — Z‘Al ﬂAg],

a protoze A; jsou mnoziny sudé velikosti, je i tento stupen sudy. Vrchol v byl
libovolny, takze Fi @ F5 je sudy faktor. O

Podprostoru z véty 10.2 se fika prostor kruznic nebo prostor cykli grafu G.
Oznacuje se C(G). Nazev ‘prostor kruznic’ mize byt zavadéjici, nebot tento pro-
stor obecné obsahuje i sudé faktory, které nejsou kruznicemi (viz cviceni 10.2).
Tuto terminologii ospravedlnuje nasledujici pojem, ktery také umoznuje alterna-
tivni, mozna intuitivnéjsi pohled na prostor C(G).

Matice kruznic C(Q) sestava z fadk, které vzajemné jednoznacéné odpovidaji
kruznicim v grafu G. Radek pfislugny kruznici C' je charakteristicky vektor jeji
mnoziny hran E(C). Matice C(G) ma tedy m sloupci a tolik fadkd, kolik je
kruznic v grafu GG. Je urcena jednoznac¢né az na potadi radki a sloupcti.

Tvrzeni 10.3 Rddky matice C(G) generuji prostor kruznic C(Q).

Dikaz. Staci ukézat, Ze libovolny sudy faktor F' je souc¢tem kruznic. Pouzijeme
indukci podle poc¢tu hran faktoru F'. Mtzeme predpokladat, ze I’ obsahuje néjaké
hrany, jinak je totiz sou¢tem prazdné mnoziny fadkia matice C'(G). Zvolme kom-
ponentu F{ faktoru F', kterda obsahuje aspon jednu hranu. Potom F{ je souvisly
graf, ve kterém vsechny vrcholy maji sudy stupen, takze podle véty 6.18 méa graf
Fy eulerovsky tah T' = (v, ...,vx = vp). Pro nejmensi index ¢ > 0 s vlastnosti
v; = vg je pocatecni tsek K = (vy,...,v;) tahu T nutné kruznici. Ozna¢me mno-
zinu hran této kruznice symbolem F(K). Faktor F' = E(F) @ E(K) ziskdme
‘odec¢tenim’ kruznice K z faktoru F. Je to tedy sudy faktor a ma méné hran nez
F. Z indukce plyne, ze F’ je sou¢tem kruznic (feknéme) C1, ..., C,. Proto také
faktor
F=C®  -0C,oK

je souctem kruznic, coz jsme chtéli dokazat. O
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Cviceni
» 10.2 Najdéte priklad grafu, jehoz prostor kruznic obsahuje i sudé faktory,
které nejsou kruznicemi.

» 10.3 Urcete matici kruznic grafii na obr. 10.3.

(a) (b)

Obrazek 10.3: Grafy k cviceni 10.3.

10.4 Hvézdy, separace a rezy

Od tohoto oddilu dale budeme predpokladat, ze graf G je souvisly. K nesouvislym
grafim se vratime na konci kapitoly.

Jak vypadaji faktory urcené radky incidenc¢ni matice grafu G7 Pokud se jedna
o tadek, ktery prislusi vrcholu v;, pak do daného faktoru nalezi pouze hrany
obsahujici vrchol v;. Tomuto faktoru fikdme hvézda vrcholu v; a oznacujeme jej
H;. Vsechny hvézdy grafu na obr. 10.1 jsou znazornény na obr. 10.4.

o AT

Obrazek 10.4: Hvézdy v grafu na obr. 10.1.

Vsimnéme si, ze hvézdy typicky obsahuji izolované vrcholy (vrcholy stupné
0) — konkrétné ve hvézdé vrcholu v; bude izolovany kazdy vrchol, ktery s nim
nesousedi. V8echny tyto vrcholy vSak do hvézdy patii (je to faktor)!

Pojem hvézda 1ze zobecnit nasledujicim zpiisobem. Pro mnozinu vrcholi X C
V(G) necht 0X oznacuje faktor sloZzeny ze vSech hran, které maji v mnoziné X
pravé jeden koncovy vrchol (tj. z hran, které vedou ‘mezi’ X a V(G) — X).
Kazdy faktor tohoto tvaru oznac¢ime terminem separace. Naptiklad kazda hvézda
je separace, protoze plati O{v;} = H;. Separaci je i faktor bez hran.
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Véta 10.4 Mnozina vSech separact je podprostorem prostoru Zy'.

Diikaz. Staci ovéfit uzavienost na soucty. Dokazujeme, Ze pro kazdé X,Y C
V(G) je faktor 0X @ Y separaci. VSimnéme si, Ze hrana e patii do faktoru
0X @ Y, pravé kdyz e € 0X a e ¢ JY nebo naopak. To zase plati pravé tehdy,
kdyZ e mé v jedné z mnozin X,Y jeden konec a v té druhé bud Zadny nebo oba
konce. Jak lze snadno ovérit, ekvivalentni podminkou je, ze e ma pravé jeden
konec v mnoziné X & Y. Dokazali jsme tedy, ze

X DY) =0X @AY

a z toho plyne tvrzeni véty. O

Necht S je separace, dejme tomu S = 0X. Odstranénim hran faktoru S
z grafu G dostaneme jisté nesouvisly graf, protoze z zadného vrcholu v mnoziné
X v grafu G — E(S) nevede hrana do zaddného vrcholu mimo X. Specidlnim
pripadem separace je ez, ktery je definovan nasledovné.

Rezem v souvislém grafu G je mnozina hran A s vlastnosti, Zze graf G — A
(vznikly odstranénim hran v A z grafu G) je nesouvisly, ale pfitom zadné vlastni
podmnozina mnoziny A tuto vlastnost nema.

Podprostor z véty 10.4 se nazyva prostor fezi grafu G a oznacuje se R(G).
Vime, ze kazda hvézda je jeho prvkem. Plati dokonce nasledujici:

Tvrzeni 10.5 Hvézdy generuji cely prostor rezi.

Dtikaz. Musime ukazat, ze kazdou separaci 0X lze vyjadfit jako soucet hvézd.

Tvrdime, Ze plati

> Hi=0X.

v; €EX
Tato rovnost plyne z faktu, Ze ma-li hrana e; v mnoziné X oba koncové vrcholy,
zapocitali jsme ji v souctu na levé strané dvakrat; nema-li v X ani jeden vrchol,
nezapocitali jsme ji viibec. V obou pripadech vyjde na j-tém misté vysledného
vektoru 0. Hodnota 1 tedy na tomto misté vyjde praveé tehdy, kdyz e; je hranou
faktoru 0X. O

Véta 10.6 Dimenze prostoru rezi je prave n — 1.

Dikaz. Podle predchoziho tvrzeni je prostor fezii generovan hvézdami. Podle
véty 10.1(ii) je dimenze tohoto prostoru pfesné n — 1. O

Stejné jako vétsina prvka prostoru kruznic nejsou kruznice (ale sudé faktory),
také prostor fezi je z v&tsi ¢asti tvofen faktory, které nejsou fezy (ale separacemi,
viz cviceni 10.4).

Podobné jako u prostoru kruznic mizeme definovat matici rezi R(G) grafu
G, jejiz kazdy tadek je charakteristicky vektor mmnoziny hran nékterého fezu
v grafu G (a kazdému fezu odpovida jeden fadek). Nasledujici fakt je analogii
tvrzeni 10.3.
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Tvrzeni 10.7 Rddky matice R(G) generuji cely prostor R(G).

Dikaz. Podle tvrzeni 10.5 vime, Ze prostor R(G) je generovan hvézdami. Tte-
baze ne kazda hvézda je Tez, neni tézké nahlédnout, zZe riizné rezy obsazené v jedné
hvézdé H jsou navzajem disjunktni a H je tedy jejich souctem. VSechny hvézdy
tak lezi v linedrnim obalu mnoziny fadki matice R(G) a z toho plyne dokazované
tvrzeni. O

Cviceni
» 10.4 Najdéte priklad separace v néjakém grafu, ktera neni fezem. Najdéte
priklad hvézdy s touto vlastnosti.

» 10.5 Dokazte, ze je-li A Tez v souvislém grafu G, pak graf G — A ma pravé
dvé komponenty. Rozhodnéte, zda plati opacna implikace.

» 10.6 Dokazte, ze graf, ktery obsahuje néjaky fez o velikosti 1, nemize byt
eulerovsky ani hamiltonovsky.

10.5 Ortogonalita

Pripomenme, zZe ve vektorovém prostoru R" je pro kazdou dvojici vektort u, v de-
finovan skalarni soucin. Od néj se odvozuje pojem ortogonality vektori. Podobné
pojmy maji smysl i v prostoru Z3'.

Jsou-liu = (uy ... up) av = (vy...v,) prvky prostoru Z3', pak jejich skaldrni
soucin! u - v je definovan piedpisem

m
u-v = E U; Vs,
i=1

kde s¢itani provadime v télese Zs (vysledek je tedy 0 nebo 1). Vektory u, v jsou
ortogondlni nebo kolmé (zna¢ime u L v), pokud u-v = 0. Tento pojem lze rozsitit
na mnoziny vektort: mnoziny U,V C ZY* jsou ortogondlni (U L V'), pokud u L v
pro kazdé wu e U, v € V.

Jaky vyznam ma skalarni soucin pfi nasem ztotoznéni vektort a faktora? Kdy
jsou dva faktory navzajem kolmé? Pfimo z definice plyne jednoduché odpoveéd:
jsou kolmé, pravé kdyz se shoduji v sudém poctu hran (tj. jejich prinik ma sudou
velikost).

Je-li W podprostor prostoru Z3', definujeme jeho ortogondlni doplnek W+
(v prostoru Z3") jako mnozinu v8ech vektori, které jsou kolmé na kazdy prvek

I Pro piesnost upozornéme, ze nase definice je v mirném rozporu s obecnou definici skaldrniho
soucinu ve vektorovych prostorech. Ta totiz mj. pozaduje, aby vztah x - x = 0 platil pouze pro
nulovy vektor. V nasem pfipadé ale bude platit pro kazdy vektor se sudjm poctem jednicek.
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podprostoru W. Z bilinearity skalarniho sou¢inu snadno plyne, ze W+ je opét
podprostorem (viz cviceni 10.7). Pro nas bude velmi dilezité nésledujici véta.

Véta 10.8 Je-li W podprostor prostoru Z5', pak plati
dim W + dim W+ = m.

Dukaz. Oznacme dim W = k. Necht M je matice o rozmérech k x m, jejiz fadky
jsou prvky néjaké pevné baze podprostoru W. K tomu, aby vektor x € Z7" byl
kolmy na kazdy vektor z W, staci, aby byl kolmy na kazdy prvek zvolené baze.
Jinymi slovy, € W+, pravé kdyz z je feSenim soustavy Mz = 0.

Standardni eliminaci (a pfipadnym preskupenim sloupcti) upravime M na
matici M’, ve které prvnich k sloupct tvori jednotkovou matici, tedy

M’:[[k ‘ B},

kde B je n&jaka matice o rozmérech k x (m—k). Je jasné, Ze libovolné zvolena ¢isla
Tpt1, Tha2s - - - Tm, 1z jednoznacéné doplnit na feSeni z = (z7...x,,) soustavy
Mz = 0. Dimenze prostoru, tvofeného feSenimi této soustavy (kterym je shodou
okolnosti prostor W), je tedy m — k. Véta je dokdzéna. O

Dokon¢ime nyni vypocet dimenzi prostoru kruznic a prostoru fezi. Necht F
je néjaky faktor grafu . Podle toho, co bylo feceno o ortogonalité faktori, je
stupenn vrcholu v; ve faktoru F' sudy, pravé kdyz je F' kolmy na hvézdu H;. To
znamena, ze F' je sudy faktor, pravé kdyz je kolmy na vSechny hvézdy. Jinak
Feceno:

Véta 10.9 Prostor kruznic C(G) je ortogondlnim dopliitkem prostoru rezi R(G).

Dikaz. Prvky prostoru C(G) jsou pravé sudé faktory. Vime, ze F' € C(G), pravé
kdyz F' je kolmy na kazdou hvézdu. Protoze prostor fezii R(G) je hvézdami
generovan, plati, ze F' € C(G), pravé kdyz F' L S pro kazdou separaci S € R(G).
Jinymi slovy C(G) = R(G)*+. O

Podle véty 10.6 je dimR(G) = n — 1. Podle véty 10.8 plati dimC(G) +
dim R(G) = m. V dtsledku dostavame:

Véta 10.10 Dimenze prostoru kruznic je m —n+1. O
Dusledek 10.11 Souwwisly graf G md 2™ " sudych faktord. O
Cviceni

» 10.7 Dokazte, Ze ortogonélni doplnék W+ podprostoru W C ZI' je rovnéz
podprostorem.
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10.6 Fundamentalni soustavy kruzZnic a rezt

Urcili jsme pfesné dimenzi prostoru kruznic a prostoru fezti. V tomto odstavci
ukazeme zpiisob, jak snadno najit baze téchto prostor, navic v pékném special-
nim tvaru. Necht G je souvisly graf. Zvolme pevné néjakou jeho kostru 7T'. Hrany
e € E(G) — E(T) se nazyvaji tétivy kostry T. Je jich m — n + 1, protoze kazdy
strom na n vrcholech ma n — 1 hran, pficemz pocet vSech hran grafu G je m.

Vime, Ze stromy jsou charakterizovany vlastnosti, ze kazdé dva jejich vrcholy
jsou spojenu pravé jednou cestou. Odtud plyne, ze pridame-li ke kostie 7' tétivu
ej, vysledny graf T' + e; bude obsahovat prévé jednu kruznici. Oznac¢me tuto
kruznici C;. Soubor vSech kruznic C;, kde e; probihd tétivy kostry T, se nazyva
fundamentalni soustava kruznic grafu G vzhledem ke kostie T'. Piiklad takové
soustavy je na obr. 10.5.

o

seccccooe

(d)

Obrazek 10.5: (a) Graf s plné vyznacenou kostrou, (b)—(e) jeho fundamentalni
soustava kruznic (kruznice tucné).

Tvrzeni 10.12 Fundamentdlni soustava kruznic vzhledem ke kostre T tvori bdzi
prostoru kruznic C(Q).

Dukaz. Necht F je fundamentalni soustava kruznic vzhledem ke kostfe T'. V§im-
néme si, ze kazda tétiva e; kostry 1" je obsazena v jediném prvku systému F (totiz
ve faktoru C;). Mnozina F tedy musi byt linedrné nezavisla, protoze pro kazdy
¢len Cj, v souctu » e (kde e; probiha nékteré tétivy) je k-ta slozka vysledného
vektoru nenulova.

Nasli jsme tedy m —n+1 linedrné nezavislych prvki prostoru C(G), a protoze
vime, ze dimenze tohoto prostoru je m —n + 1, musi jit o bazi. O

Podobny postup lze aplikovat v pfipadé prostoru fezi. Necht e; je nékterd
z hran kostry 7. Odstranime-li ji, vysledny graf T'—e; bude nesouvisly (to snadno
plyne z vlastnosti stromil) a bude mit pravé 2 komponenty. Definujme R; jako
faktor sestavajici ze vSech hran grafu G, které vedou mezi komponentami grafu
T — e;. Snadno se nahlédne, Ze jeho mnozina hran je fez. Kostra 7' mé n — 1
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hran, takze timto zpisobem dostaneme n — 1 faktori, které dohromady tvoii
fundamentdlni soustavu Tezi vzhledem ke kostie T'.

Kazda hrana e; € E(T') je hranou jediného faktoru z této fundamentélni
soustavy fezi, totiz faktoru R; (cvi¢eni 10.9). Odtud opét plyne, ze fundamentalni
soustava Tezu je linedrné nezavisla, a protoze dim R(G) = n — 1, dostavame:

Tvrzeni 10.13 Fundamentdlni soustava vezu vzhledem ke kostre T tvori bdzi
prostoru Tezt R(G).

Cviceni
» 10.8 Urcete fundamentalni soustavu kruznic a fundamentalni soustavu fezu
grafu na obr. 10.6 vzhledem k vyznacené kostte.

Obrazek 10.6: Graf ke cviceni 10.8 s tuéné vyznacenou kostrou.

» 10.9 Dokazte, ze kazda hrana kostry T' je obsazena v pravé jednom faktoru
z prislusné fundamentalni soustavy fezi.

10.7 Nesouvislé grafy

Doposud jsme se zabyvali souvislymi grafy. Nase uvahy lze uplatnit i na grafy
nesouvislé. Necht graf G méa k komponent C4,...,Cy. Zvolme v kazdé z nich
néjakou jeji kostru 7; (i = 1,...,k). Graf G tak bude obsahovat n — k hran,
které patifi do néjakého T;, a m —n+ k hran, které do zadné ze zvolenych ‘koster’
nepatii. Stejné jako drive obdrzime fundamentalni soustavu kruznic o m —n+k
prvcich a fundamentalni soustavu feztt o n — k prvcich. (Ta jiz neni tvofena fezy,
které jsme definovali jen v souvislych grafech, ale obecnéji separacemi.)

Protoze véta 10.9 plati beze zmény, dostavame, ze nase fundamentalni sou-
stavy jsou i zde bazemi prislusnych prostorii.

Véta 10.14 Mad-li graf G k komponent, pak dimC(G) = m—n+k a dim R(G) =
n—k. O
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Cvicdeni

» 10.10 Provedte podrobné dikaz véty 10.14.
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