Kapitola 11

Vzdalenost v grafech

V kazdém grafu lze pfirozenym zpiisobem definovat vzdalenost libovolné dvojice
vrcholid. Hlavnim vysledkem této kapitoly je prekvapivé tvrzeni, podle kterého
lze vzdalenosti v grafu zjistit z mocnin jeho matice sousednosti.

11.1 Matice sousednosti a pocty sledu

Definice 11.1 Necht G je orientovany graf na vrcholech {vq,...,v,}. Matice
sousednosti grafu G je redlnd matice o rozmérech n x n, definovana predpisem
S(G) = (Uij)7 kde
I { 1 pokud vv; € E(G),
Y1 0 jinak

proi,j=1,...,n.
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Obrazek 11.1: Orientovany graf.

Napfiiklad graf na obr. 11.1 mé matici sousednosti
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Matice sousednosti neorientovanéeho grafu je definovana jako matice soused-
nosti jeho symetrické orientace. (P¥ipomenme, ze symetrické orientace je oriento-
vany graf, ktery vznikne, pokud kazdou hranu nahradime dvojici protichiidnych
orientovanych hran.)

P1i pocitani matice sousednosti naptiklad pro neorientovany cyklus Cy o délce
4 musime tedy pfejit k orientovanému grafu na obr. 11.2 a zjistime, Ze matice
sousednosti je
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Obrazek 11.2: Symetricka orientace cyklu délky 4.

Z matice S(G) lze pomérné jednoduse zjistit pocet vSech sledi se zadanym
zacatkem, koncem a délkou v orientovaném grafu GG. Pro k > 0 budeme symbolem
Ug?) oznacovat prvek na pozici (i, 7) v k-té mocniné matice S(G). Nultd mocnina
této matice je definovéna jako jednotkovd matice E,. Pro vrcholy z,y € V(G)

budeme pojmem zy-sled rozumét sled z x do y v grafu G.

Véta 11.2 Necht G je orientovany graf a k > 0. Prvek aff) matice (S(G))* je
roven poctu v;v;-sledi délky presné k v grafu G.

Dikaz. Oznacme pocet v;v;-sledit délky k jako Pl"j Dokazujeme tedy, ze Pg =

aff ). Pro stru¢nost budeme psit E = F(G). Ditkaz provedeme indukei podle k.

Pro k = 0 je matice (S(G))* rovna jednotkové matici, takze af](-)) = 1, pravé

kdyz i = j. Na druhou stranu sled délky 0 z v; do v; existuje, pravé kdyz i = j,
a pak je pravé jeden. Odtud Plg = ag-)). Pripad k& = 0 je tedy probran.
Necht je tvrzeni dokazano pro k' < k. Uvazme libovolny v;v;-sled

(Zo, Zly vy Rk—1, Zk)

délky k (takze zp = v; a 2z = v;). Vynechame-li posledni vrchol, dostaneme
v;zp—1-sled délky k& — 1, z jehoZ posledniho vrcholu vede hrana do v;. Naopak
kazdy sled délky k£ — 1, ktery zacina ve vrcholu v; a kon¢i ve vrcholu, ze kterého
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vede hrana do v;, urcuje v;v;-sled délky k. Jak lze snadno ovéfit, jedna se o
bijektivni vztah mezi sledy téchto dvou typii.

Pocet vyv;-sledi délky k je tedy roven celkovému poctu v;ve-sledii délky k —1,
kde vy probiha vSechny vrcholy s vlastnosti v,v; € E. Proto plati
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kde druha rovnost plyne z indukéniho predpokladu a posledni z definice nasobeni
matic (S(G))*!a S(G). O

Uvazme jako priklad sledy délky 3 v orientovaném grafu GG na obr. 11.3. Jeho
matice sousednosti a tfeti mocnina této matice vypadaji takto:
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Obrazek 11.3: Orientovany graf na 3 vrcholech.

Z matice (S(G))? lze napiiklad vy¢ist, Ze v grafu G existuje jeden vzv;-sled
délky 3 (totiz v3vsv9v1) nebo tii vous-sledy délky 3: jsou to vovv9v3, VoU3VLVs A
VaV3V3V3.

Priklad 11.3 UvaZme neorientovanou kruznici Cy délky 4 s vrcholy ocislova-
nymi proti sméru hodinovych ruci¢ek. Uréeme pocty sledt délky 4 mezi riznymi
dvojicemi vrchold v tomto grafu. Matici sousednosti grafu C; jsme nasli na za-
¢atku kapitoly (pfechodem k symetrické orientaci). Snadno spocitame, ze
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(S(Ca)* =
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Vidime, Ze pro sousedni vrcholy v;, v; neexistuje zadny v;v;-sled délky 4, zatimco
pokud ¢ = j nebo v; a v; jsou protilehlé, pak pocet takovych sledi je 8. Napii-
klad (uzaviené) sledy z vy do vy délky 4 jsou: v1vV1V9V], VIVLVIVLV], V1VU3V4VY,
V1V4V3V2V1, V1VU2U3V2V1, V1U4V3V4V1, V1V2V1VU4V1 & V1U4V1V2V1.
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Cviceni

» 11.1 Necht L(G) je Laplaceova matice neorientovaného grafu G (viz kapi-
tola 9). Urcete soucet L(G) + S(G).

» 11.2 Kolik sledu délky 4 z vy do vy existuje v grafu na obr. 11.37 Najdéte je.

»» 11.3 Necht F} je pocet zy-sledu délky k v grafu na obr. 11.4. Urcete reku-
rentni vztah pro posloupnost (Fy, Fs,...).

Ndpovéda: Tato posloupnost se nazyva Fibonacciho posloupnost, podrobnosti
viz [8].

< O

€ )

Obrazek 11.4: Urcete pocet xy-sledi.

11.2 Vzdalenost

Definice 11.4 Vzdalenost d(x,y) vrcholii x,y orientovaného grafu G je délka
nejkrat$i cesty z = do y. Pokud takova cesta neexistuje, polozime d(z,y) = oc.

Pojem vzdalenosti je zde definovan pro orientované grafy. Pro grafy neori-
entované jej mizeme definovat prostrednictvim symetrické orientace. Vzdalenost
vrchold v neorientovaném grafu G je tak jejich vzdalenost v symetrické orientaci
tohoto grafu. (Podobné je tomu i u dalsich pojmi v tomto oddilu, které nebudeme
explicitné definovat pro neorientované grafy.)

Vzdalenost v neorientovanych grafech ma vlastnosti metriky.

Tvrzeni 11.5 Necht G je souvisly neorientovany graf. Pak funkce d(z,y) je me-
trikou na mnoziné V(G), tj. ma ndsledugici vlastnosti:

(1) d(z,y) > 0, pricemz d(x,y) = 0, pravé kdyz x =y,

(2) d(z,y) = d(y, ),

(3) d(z,y) +d(y,z) > d(x,z) (‘trojihelnikovd nerovnost’).
Dukaz. Cviceni 11.4. O

Definice 11.6 Distancni matice orientovaného grafu G s vrcholy vy, ... v, je
matice "
D(G) = (d(vi,vy))
ij=1

o rozmérech n x n.
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Napriklad distan¢ni matice grafu G na obr. 11.1 je

0 1 3 2
o 0 2 1
DG)=1,1 0 1
oo 2 1 0

Distan¢ni matice neorientovaného grafu je definovana jako distan¢ni matice
jeho symetrické orientace.

Vidéli jsme, Ze matice sousednosti a jeji mocniny umoznuji zjistit pocet sledti
dané délky m(ekz)i dvéma vrcholy. Snadno odvodime nasledujici tvrzeni, ve kte-

rém symbol o;;” nadale predstavuje prvek na pozici (,7) v k-té mocniné matice

sousednosti S(G).

Tvrzeni 11.7 Prvek d(v;,v;) distancni matice D(G) je roven nejmensimu k, pro
ktere ag-c) # 0 (pripadné oo, pokud takové k neexistuje).

Dukaz. Necht M je mnozina vSech k, pro které o§]’?) # 0. Cesta z v; do v; existuje
pravé tehdy, kdy# existuje n&jaky sled z v; do v;. Receno obraceng, d(v;,v;) = oo,
pravé kdyz M = (). Jsou-li splnény tyto podminky, tvrzeni plati.

Necht tedy délka nejkratsiho sledu z v; do v; je ko. Je jasné, Ze kg je nejmensi
prvek mnoziny M. Z cviceni 8.3 vime, Ze nejkratsi sled z v; do v; je nutné cestou,
takze také d(v;,v;) = ko. Diikaz je hotov. O

Z uvedeného tvrzeni dostavame horni odhad ¢asové slozitosti nalezeni distanc-
ni matice (pfipomenime, Ze o ¢asové slozitosti jsme hovofili v oddilu 6.7). Vzhle-
dem k tomu, Ze vzddalenost libovolnych dvou vrcholt je bud mensi nez n, nebo
nekoneéné (graf na n vrcholech neobsahuje zddnou cestu délky > n), staci pro
zjisténi matice D(G) spocitat n — 1 mocnin matice sousednosti S(G). Vypocet
kazdé mocniny spociva ve vynasobeni dvou matic o rozmérech n x n, které vy-
zaduje O(n?®) aritmetickych operaci. Celkova doba vypoctu tak bude O(n?*).

Ukazme si aplikaci tvrzeni 11.7 na grafu G z obr. 11.1. Jeho distan¢ni matici
jsme sice odvodili i pfimo z definice, u vétsich grafu je vSak mnohem jednodussi
pouzit nasledujici obecny postup. Spocitame prvni ¢tyTi mocniny matice soused-
nosti (véetné nulté). Jednotlivé prvky jsou zvyraznény v nejnizsi mocniné, kde
jsou nenulové:
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Pro kazdy prvek nyni zapiSeme, ve které mocniné je zvyraznén; dostaneme
distan¢ni matici D(G). VSimnéme si, Ze u prvki, které jsou nulové ve vSech
(S(G))* pro k < n, mitZeme psét oo.

0
D(G) = 2

N = O =
= O N W
O = =N

o0

Z mocnin matice sousednosti lze algebraickym zptisobem urcit, zda je dany
graf acyklicky.

Tvrzeni 11.8 Orientovany graf G je acyklicky, prdvée kdyz néjakd mocnina jeho
matice sousednosti je nulovd.

Dtikaz. ‘=":V acyklickém grafu je kazdy sled cestou. Ma-li graf n vrcholi, pak
v ném neexistuje cesta na n + 1 vrcholech (cesta délky n), a tedy ani zadny sled
délky n. Podle véty 11.2 je (S(G))" = 0.

‘=" Necht (S(G))* = 0. Podle véty 11.2 v grafu G neexistuje Zadny sled
délky k. Pokud ovSsem G obsahuje néjaky cyklus C, obsahuje také sledy vsech
délek (staci obchézet C kolem dokola). Graf G tedy musi byt acyklicky. O

Casova slozitost testovani acykli¢nosti grafu s vyuzitim tvrzeni 11.8 je zhruba
n* (kazdé z n ndsobeni matic vyZzaduje piiblizné n® operaci), takZe tento po-
stup je pomalejsi nez algoritmus popsany v oddilu 8.3. Tvrzeni je zajimavé spise
z opacného hlediska: umoznuje pouzit grafy ke zjisténi, zda matice s prvky 0 a 1
ma néjakou nulovou mocninu, a to rychleji nez pomoci nasobeni matic.

Cvicéeni
» 11.4 Dokazte tvrzeni 11.5.

» 11.5 Urcete distan¢ni matici neorientované kruznice C), a orientovaného cyklu
C,, na n vrcholech.

» 11.6 Dokazte, Ze lezi-li vrcholy v;,v; v rznych kvazikomponentach oriento-
vaného grafu G, pak d(v;,v;) = 0o nebo d(v;, v;) = oo.

» 11.7 Jak lze z distancni matice orientovaného grafu poznat, zda je graf silné
souvisly?



