Kapitola 12

Ohodnocené grafy

V praktickych aplikacich teorie grafti zpravidla graf slouzi jako néastroj k popisu
néjaké struktury. Jednotlivé prvky této struktury maji casto prifazeny néjaké
hodnoty (mtiZe jit napf. o parametry soucastek v elektrickém obvodu, délky Ze-
lezni¢nich trati, ceny za pfepravu jednotky zbozi nebo propustnosti datovych
spoji). Zadanim pak je realizovat né&jaky cil (tfeba pfepravit zbozi) optimalnim
zpusobem. Ulohy tohoto typu se nazyvaji optimalizacni @lohy a my se v této kapi-
tole s nékolika z nich seznamime. Popiseme pritom nékolik dilezitych algoritmi,
zejména Dijkstriv algoritmus pro hledani minimélni cesty a hladovy algoritmus
pro hledani miniméalni kostry.

12.1 Definice ohodnocenych grafi

Uvazme graf, jehoz vrcholy jsou evropska mésta a hrany jsou zelezni¢ni traté,
které je spojuji. Chceme-li najit nejkratsi cestu vlakem dejme tomu z Budapesti
do Parize, neni ani tak dilezité, kolik hran naseho grafu bude tato cesta obsahovat
— zajima nas spise, kolik kilometr bude métit. Bude tedy nutné pridat do grafu
dodatecnou informaci o ‘délce’ jednotlivych hran. Dostaneme tzv. ohodnoceny
graf.

Definice 12.1 Ohodnoceny orientovany graf (G, w) je orientovany graf G spolu
s redlnou funkci w : E(G) — (0,00). Je-li e hrana grafu G, ¢islo w(e) se nazyva
jejl ohodnoceni nebo wvdha.

Podobné je definovana neorientovana verze ohodnoceného grafu. I v tomto
oddilu budeme hovofit piredevsim o orientovanych grafech, s tim, Ze k neorien-
tovanému pripadu lze vzdy prejit pres symetrickou orientaci. Ohodnoceni hran
symetrické orientace grafu (G, w) je piirozené odvozeno z ptivodniho ohodnoceni
(obé protichtidné hrany vzniklé z neorientované hrany e dostanou ohodnoceni

w(e)).
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130 Kapitola 12. Ohodnocené grafy

Casto je vhodné uvazovat grafy bez ohodnoceni jako specialni piipady ohod-
nocenych grafti, v nichz je vaha kazdé hrany rovna jedné. V ramci této predstavy
muzeme definovat nasledujici zobecnéni matice sousednosti.

Definice 12.2 VidZend matice sousednosti ohodnoceného orientovaného grafu
(G,w) s vrcholy vy, ..., v, je matice W(G) = (w;;), kde

| w(v;) pokud vv; € E(G),
Wij = 0 jinak,

proi,j=1,...,n.

Vsimnéme si jedné diilezité véci: nezdporné ¢tvercové matice jednoznacné od-
povidaji ohodnocenym orientovanym graftim. Naptiklad matici
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odpovida graf na obr. 12.1.

Obrazek 12.1: Ohodnoceny orientovany graf GG popsany matici WW.

Ptirozenym zobecnénim délky cesty v neohodnoceném grafu je jeji vaha.

Definice 12.3 Necht M je mnoZina hran ohodnoceného orientovaného grafu
(G,w). Vdha w(M) mnoziny M je soucet vah jednotlivych hran e € M. Pro
struénost definujeme vahu w(P) cesty P jako vahu jeji mnoZiny hran.

Jsou-li u, v vrcholy grafu G, pak minimdlni cesta z u do v je kazda cesta, jejiz
vaha je minimalni (tj. Zadna cesta z u do v nema mensi vahu). ViazZend vzddlenost
d"(u,v) vrcholi u, v je viAha minimalni cesty z u do v.

Poznamenejme, ze podle této definice je specialné d“(u,u) = 0. Déle si vSim-
néme, ze minimalni cesta z v do v zdaleka nemusi byt nejkratsi, pokud jde o
pocet hran. Piikladem je graf na obr. 12.2.

Cvicdeni

» 12.1 Které matice odpovidaji ohodnocenym neorientovanym grafiim?
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Obrazek 12.2: Minimalni cesta z « do v nemusi byt nejkratsi.

12.2 Dijkstrav algoritmus

Jak lze najit vazenou vzdalenost vrchold v ohodnoceném grafu? Asi nejznaméjsim
postupem je Dijkstriv' algoritmus, ktery si ukdzeme v tomto oddilu. Vstupem
algoritmu je ohodnoceny orientovany graf (G, w) a vrchol v € V(G). Jeho vystu-
pem je pro kazdy vrchol x:

(1) vazena vzdalenost d“(v,x) vrcholi v a x,
(2) (né€jaka) minimalni cesta P, z v do z.

‘Pocitd’ tedy mnohem vic nez jen vazenou vzdalenost dané dvojice vrcholi.

Algoritmus probéhne v nejvyse n krocich. V celém jeho priibéhu bude defino-
van strom T, jehoz vrcholy tvofi podmnozinu V' (G) (na pocatku to bude jediny
vrchol v, postupné se 7' rozsifi az na kostru grafu G). Pro kazdy vrchol z € V(G)
bude dale urcen (horni) odhad vzddlenosti c(x). I toto ¢islo se typicky bude ménit
a po dokonceni algoritmu bude rovno vazené vzdélenosti d* (v, x). Pro vSechny
vrcholy z s kone¢nou nenulovou hodnotou ¢(z) bude definovéan jejich predchidce
zZ.

I. Priprava: 7T budiz strom na jediném vrcholu v. Polozime ¢(v) := 0. Pro

sousedy z vrcholu v polozime
c(z) =wz) az=nw.

Pro v8echny ostatni vrcholy x € V(G) definujeme ¢(z) := co. Predchtidce neni
urcen pro zadny z téchto vrcholt x ani pro vrchol v.

II. Jeden krok algoritmu: Pokud 7' je kostra grafu G nebo kazdy vrchol
z ¢ V(T) mé ¢(z) = oo, prejdeme na bod III. Jinak mezi vrcholy z ¢ V(T
vybereme vrchol x, ktery ma minimalni hodnotu ¢(z). Je-li jich vic, zvolime mezi
nimi libovolné. P¥iddme do stromu 7" vrchol x a hranu Zz (pfedchiidce vrcholu x
je jisté definovén, protoze c(z) je konecné).

Déle pro v8echny vrcholy z ¢ V(T), pro néZ je xz hranou grafu GG, pfepo¢itame
odhad vzdalenosti: je-li ¢(z) + w(zz) < ¢(2), polozime ¢(z) = c(x) + w(zz) a
rovnéz z = x. Opakujeme bod II.

!EpsGER W. DIJKSTRA (1930-2002).
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ITI. Konec: Pro kazdy vrchol x € V(T) je hledanou minimalni cestou P,
cesta z v do x ve stromu T (ktera je jednozna¢né urcena). Jeji vdha uréuje vazenou
vzdélenost d*(v,x). Pro ostatni vrcholy = Zadnd cesta z v do z neexistuje a
d¥ (v, z) = oc.

Odhadnéme nyni pro Dijkstriv algoritmus jeho ¢asovou slozitost, jak jsme ji
definovali v oddilu 6.7. Pripravna faze bude pro graf na n vrcholech vyzadovat
¢as O(n) (pro kazdy z n vrcholi potfebujeme nastavit odhad vzdalenosti a pred-
chidce). Krok II. bude proveden maximalné n-krat, protoze pro kazdy vrchol se
provadi nejvyse jednou. Jakou c¢asovou slozitost mé jedno jeho provedeni?

Nejprve vybirame vrchol z € V/(G) —V(T') s minimalnim koneénym odhadem
vzdélenosti. K tomu staci n operaci. Dalsich O(n) operaci ndm zabere prepocitani
odhadt vzdalenosti a iprava predchiidcti u sousedt vrcholu x. Na jeden krok II.
tak staci O(n) operaci. Zjistujeme tedy, ze ¢asova naro¢nost Dijkstrova algoritmu
je O(n?).

Dijkstrav algoritmus lze pouzit i pro testovani souvislosti neohodnoceného
grafu GG. Staci kazdou hranu symetrické orientace ohodnotit vahou 1 a libovolné
zvolit vrchol v. Strom 7', nalezeny Dijkstrovym algoritmem, je kostrou grafu G,
pravé kdyz G je souvisly graf. (Plati dokonce, ze vrcholy stromu 7' tvofi kompo-
nentu obsahujici vrchol v.) Podobnym postupem lze testovat i silnou souvislost.

Cviceni
» 12.2 Najdéte Dijkstrovym algoritmem miniméalni cestu z vrcholu v do vrcholu
v v grafech na obr. 12.3.

» 12.3 Najdéte Dijkstrovym algoritmem miniméalni cestu z vrcholu v do vrcholu
v v grafech na obr. 12.4.

12.3 Matice vazenych vzdalenosti

K zachyceni vazenych vzdélenosti vSech dvojic vrcholid v ohodnoceném oriento-
vaném grafu slouzi nasledujici matice.

Definice 12.4 Matice vdZenych vzddlenosti (téz w-distancéni matice) ohodnoce-
ného orientovaného grafu (G, w) s vrcholy vy, . . ., v, je matice D¥(G) o rozmérech
n x n, kde

D*(G) = (d"(vi, Uj))?,j:r

Jednou moznosti, jak ji sestrojit, je pouzit Dijkstriv algoritmus. Ten nam
libovolny jeji fadek najde v ¢ase O(n?), takZe celkovy ¢as vypoctu je O(n?).
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Obrazek 12.4: Najdéte minimélni cestu z u do wv.
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Ukéazeme si jinou jednoduchou metodu, kterda pracuje v o néco horsim case
O(n*). Nejprve pomocna definice. Necht je ddno k > 1. Cesta z v; do v; je k-
minimadlni, pokud jeji délka je nejvyse k a pokud Zadna jina cesta z v; do v; o
délce nejvyse k nema mensi vahu.

Ozna¢me jako Dy matici, jejiz prvek dj; na pozici (i,j) je roven vaze k-
minimalni cesty z v; do v; (pfipadné ma hodnotu oo, pokud takova cesta ne-
existuje). Vzhledem k tomu, ze kazda cesta ma délku nejvyse n — 1, musi byt
matice D,,_; rovna hledané w-distan¢éni matici D*(G). Otazkou tedy je, jak ma-
tice Dy sestrojit. Pro k = 1 je to snadné — pro prvky dilj zjevné plati:

0 proi=yjy,
di; = ¢ w(vw;) proij € E(G),
oo jinak.

Matice D; tedy bude témér shodna s vahovou matici W (G), az na to, ze nuly
mimo hlavni diagondlu jsou v matici D nahrazeny hodnotami oco.

Dejme tomu, Ze jiz zndme matici Dy, a chceme sestrojit matici Dyy;. Zacnéme
pozorovanim. Necht P je k-minimalni cesta z v; do v;. Odebranim posledniho
vrcholu vznikne cesta P’ z v; feknéme do v,,. Tato cesta musi byt (k—1)-minimalni,
jinak bychom dostali spor s k-minimalitou cesty P. Odtud vidime, Ze pro délku
df; k-minimélni cesty z v; do v; plati

dfj = dfp_l + w(vyv;)

pro néjaky vrchol v, s vlastnosti v,v; € E(G). Pfestoze piedem nevime, o ktery
vrchol v, se jedna, mizeme psat

dfy = min (dy !+, ), (12.1)

pficemz vyuzivame fakt, ze pokud vv; ¢ E(G), pak d}j = 00, takze v minimu
bude dany soucet zanedban.

Vsimnéme si, Ze vzorec (12.1) ndpadné pripominé definici nasobeni matic —
pouze obsahuje minimum na misté sumy a soucet na misté soucinu. Skutecné,
pokud na redlnych cislech ‘predefinujeme’ s¢itani a nasobeni predpisem

z By = min(z, y),
cHy=z+y,

pak plati, Ze matice Dy, je sou¢inem matic Dy a D; vzhledem k operacim H a
[-]. Indukci snadno dostaneme néasledujici vétu.

Véta 12.5 Matice Dy je k-tou mocninou matice Dy vzhledem k operacim H a
6. O
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Vidime, zZe ke spo¢itani matice D" (G) sta¢i provést n — 2 ‘vynasobeni’ matici
D;. Nasledujici tvrzeni 1ika, Ze tento proces lze navic prerusit jiz v okamziku,
kdy se ‘vynasobenim’ matice poprvé nezmeénila.

Tvrzeni 12.6 Pokud pro néjaké ¢ > 1 plati Dyy = D,, pak D, je hledanou
matici D*(QG).

Dikaz. Dokazeme indukci, Ze za daného predpokladu pro vSechna k > ¢ plati
Dy = D, (*)

Pro k£ = g + 1 je tvrzeni pravdivé. Dejme tomu, Ze je chceme dokézat pro dané
k > q+ 1 za predpokladu, ze pro k — 1 tvrzeni (*) plati.

Podle indukéntho predpokladu mitizeme ¢len d% ' ve vzorci (12.1) nahradit
hodnotou df,. Dostavame tak rovnost dfj = df;“ ! Proto Dy = D,11 a tim padem
Dy, = D,. Tvrzeni (*) je tak dokdzano pro vSechna k > g.

Diikaz je u konce, jakmile si v§imneme, Ze pro kazdé k > n—1 je Dy, = D¥(G).
O

Cviceni

» 12.4 Najdéte matici vazenych vzdalenosti D" (G) ohodnoceného orientova-
ného grafu G, ktery je dan nésledujici matici sousednosti:

(a)
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0240 6
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12.4 Minimalni kostra

Téma tohoto oddilu tzce souvisi s pojmem minimalni cesta. Omezime se na
ohodnocené neorientované grafy.

Dejme tomu, Ze potiebujeme propojit n mést rozvodem elektrické energie. Pro
kazda dveé sidla zname néklady na pfimé spojeni a chceme, aby celkova cena byla
co nejnizsi. Situaci lze modelovat grafem G, jehoz vrcholy odpovidaji mésttim
a vahy hran cenam spojeni. Uvazované rozvody energie odpovidaji souvislym
faktorim grafu G (musi totiz byt také ‘souvislé’ a pokryvat vSechna mésta).
Faktor, ktery obsahuje néjakou kruznici, nemize uréovat nejlevnéjsi feseni, nebot
odstranénim libovolné hrany této kruznice snizime cenu a faktor ztistane souvisly.
Hledany faktor F' je tedy kostrou grafu GG, a to kostrou, ktera ma nejmensi moznou
vahu.

Definice 12.7 Kostra 7' ohodnoceného neorientovaného grafu G je minimdlng,
pokud mé mezi vSemi kostrami minimalni vahu w(7T) = w(E(T)) (viz defi-
nice 12.3).

Uvedeme tzv. hladovy algoritmus pro hledani minimalni kostry souvislého
grafu G, ktery jako prvni formuloval ¢esky matematik OTAKAR BORUVKA (1899—
1995). Zavedme nasledujici oznaceni: je-li H graf a e hrana s koncovymi vrcholy
z V(H), pak H + e je graf, ktery vznikne pfiddanim hrany e ke grafu H.

Algoritmus pracuje v n — 1 krocich. V i-tém kroku je definovan faktor L;,
ktery neobsahuje kruznice. (Protoze graf bez kruznic je disjunktnim sjednocenim
strom, oznac¢ujeme ho jako les.) Vysledny faktor L,_; je, jak uvidime, minimalni
kostrou.

Vychozi les Ly sestava z izolovanych vrchold, tj. E(Lg) = (0. Uvazme i-ty krok
algoritmu. Nasi snahou je rozsitit faktor L; | prfidanim jedné hrany na faktor L;.
Néekteré hrany ale pfidat nemtizeme, protoze bychom vytvorili kruznici. Z hran,
které pridat lze, vyberme hranu e; s nejmensi vahou? a polozme

Li = Li*l + €;.

Musime jesté ukazat, ze hrana e; s pozadovanou vlastnosti viibec existuje. To
je snadné: graf L; ; ma n vrcholi a méné nez n — 1 hran. Podle véty 6.11 je

2 Algoritmus bere v kazdém kroku ‘nejlehé¢i’ hranu, ktera piichazi v tivahu — odtud nézev
hladovy.
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tedy nesouvisly. Graf G je ovSsem souvisly, takze mezi nékterymi dvéma kompo-
nentami grafu L; ; vede alespon jedna hrana. Pfidanim této hrany kruznici jisté
nevytvorime.

Popsali jsme zpiisob nalezeni kostry L,_;. Dokazme nyni, Ze tato kostra je
minimalni.

Véta 12.8 Necht G je ohodnoceny neorientovany graf. Kostra L, 1, nalezend
hladovym algoritmem, je minimdlni kostrou grafu G.

Dukaz. Necht L = L,,_; je kostra grafu G, ziskana hladovym algoritmem. Pro
diikaz sporem predpokladejme, Ze neni minimalni kostrou, a ze vSech minimalnich
koster zvolme takovou kostru M, kterda ma s kostrou L spolecny nejvétsi pocet
hran.

Vezméme nejmensi i, pro které plati, ze e; ¢ E(M) (pfipomenme, Ze e; je
hrana pfidavana v i-tém kroku algoritmu). Pak jisté F(L;,_1) C E(M). Protoze
koncové vrcholy z,y hrany e; jsou ve stromu M spojeny pravé jednou cestou
(véta 7.3), graf M + e; obsahuje pravé jednu kruznici C.

Necht f je libovolna hrana kruznice C', kter& neni obsazena ve stromu L. Graf
L;_1 + f je podgrafem kostry M, a neobsahuje tedy kruznice. Pfidani hrany f
tak prichézi v itvahu v ¢-tém kroku hladového algoritmu. Protoze byla misto ni
pridana hrana e;, musi byt

w(e;) < w(f). (12.2)

Odstranénim hrany f z grafu M + e; zanikne jedina jeho kruznice. Vysledny
graf M’ je tedy stromem, a tim paddem kostrou grafu G. Diky nerovnosti (12.2)
neni jeho vaha vétsi nez vaha miniméalni kostry M. Pritom plati

|[E(M') N E(L)| > [E(M)n E(L),

coz je ve sporu s vybérem kostry M. Tento spor ukazuje, ze kostra L je minimalni.
O

Jaka je casova slozitost hladového algoritmu? Ukéazeme, ze pfi vhodné imple-
mentaci jim lze minimalni kostru najit v ¢ase O(mn), kde m je pocet hran a n
pocet vrcholi vstupniho grafu G. (Slozitost je v tomto pfipadé vyjadifena jako
funkce dvou proménnych, ne jenom poétu vrcholt 7.)

Pocet krokt algoritmu je n— 1, protoze v kazdém kroku pridame jednu z hran
kostry L. V kazdém kroku musime pro kazdou z O(m) zbyvajicich hran zjistit, zda
jejim pfidanim vznikne kruznice. To by pfi nesikovné implementaci vyzadovalo
¢as O(n), takze celkova sloZitost této implementace by byla O(mn?). Lze viak
usetTit pomoci nasledujiciho vylepseni, zndmého jako Kruskaliv algoritmus.

Seradime vrcholy do posloupnosti vy, ...,v,. Pro kazdy vrchol v; budeme
udrzovat ¢islo m(v;), které udava minimum z indext vSech vrchold, které lezi ve
stejné komponenté jako v;. V rdmci piipravné faze algoritmu pro kazdé j polozime
m(v;) == j. Po kazdém provedeném kroku algoritmu pfepocitame hodnoty m(v,)
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(pfidanim hrany se spoji dvé komponenty faktoru L;, takze v jedné z nich je
tfeba hodnoty upravit). Ke zjisténi, zda pfidanim hrany v;vj, vznikne kruznice,
nyni sta¢i porovnat hodnoty m(v;) a m(vy): kruznice vznikne pravé tehdy, kdyz
jsou shodné.

Analyzujme slozitost vylepSené verze algoritmu. Pfipravna faze zabere O(n)
operaci na inicializaci hodnot m(v;). Nasleduje O(n) kroka algoritmu. V ramci
kazdého z nich je tfeba pro kazdou z O(m) hran provést konstantni pocet® operaci
(porovnani hodnot m(v;)). Z hran, které lze pfidat, vybereme tu s minimalni
vahou, a poté v ¢ase O(n) prepocitame hodnoty m(v;). Dostavame tedy celkovy
odhad O(mn).

Cviceni
» 12.5 Je pravda, Ze je-li T' minimélni kostra ohodnoceného neorientovaného

grafu G a u,v € V(G), pak cesta z u do v v kostfe T je minimdlni cestou z u do
v v G? Dokazte nebo najdéte protipiiklad.

» 12.6 Pomoci hladového algoritmu najdéte minimélni kostry grafti na obraz-
ku 12.5.

2 1
2
2 1 1 2
1
2 2

Obrazek 12.5: Najdéte minimalni kostry.

12.5 Problém obchodniho cestujiciho

Vsechny tlohy, které jsme zatim v kapitole 12 zkoumali, byly feSitelné efektivnimi
algoritmy. Nyni stru¢né popiseme problém, u kterého se situace zda byt odlisna.
Jednd se o tzv. wulohu obchodniho cestujiciho.

3Konstantni zde znamena ‘nezavisly na m a n’. Konstantni veli¢inu lze v ramci pouzivaného
formalismu znacit symbolem O(1).
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Obchodni cestujici méa za kol objet vSechna mésta v daném kraji, a to po
nejkrat$i mozné trase (méfeno poctem ujetych kilometri). Kazdé mésto musi
navstivit pravé jednou a méa skoncit ve vychozim bodé.

Reformulace problému v jazyce teorie grafii je nasnadé: zadanim je ohodno-
ceny neorientovany graf, jehoz vrcholy odpovidaji méstiim, hrany dvojicim mést
s primym silni¢nim spojenim, a vaha kazdé hrany je vzdalenost prislusné dvojice
mést. Hledanym fesenim je hamiltonovska kruznice s nejmensi moznou vahou
(optimdlni hamiltonovska kruznice).

Pro grafy malé velikosti lze feseni pomérné rychle najit ‘hrubou silou’ jako
v nasledujicim prikladu.

Necht G je ohodnoceny graf na obr. 12.6. Budeme prochézet vSechny hamil-
tonovské kruznice v grafu G a hledat mezi nimi optiméalni feSeni. Zac¢neme-li
ve vrcholu A, mizeme pokracovat do libovolného z jeho 3 sousedt. Z kazdého
souseda pak lze prejit do dvou dosud nenavstivenych vrcholi atd. Nema-li jiz
aktualni vrchol x zZddného nenavstiveného souseda, jsou dvé moznosti. Budto je
mozné prejit z  do A a uzaviit tim hamiltonovskou kruznici (pak je nutné porov-
nat jeji vahu se stavajicim minimem a piipadné jej aktualizovat), nebo to mozné
neni a dana vétev prohledavani skoncila netispéchem. V kazdém pripadé se vra-
time k posledni uc¢inéné volbé a zvolime dalsi z variant. Jsou-li vSechny moznosti
probrany, algoritmus konci.

Postup lze prehledné znézornit kofenovym stromem na obr. 12.7 (tzv. roz-
hodovaci strom). Kofenu je pfifazen vychozi vrchol A, potomci kazdého vrcholu
odpovidaji variantam dalsiho prohledavani. Zvyraznéné listy tohoto stromu pted-
stavuji hamiltonovské kruznice (Cisla u listii jsou vahy téchto kruznic), ostatni
listy predstavuji cesty, které se na hamiltonovské kruznice nedaji rozsitit. Uloha
ma dvé Teseni o vaze 21.

I na tomto malém prikladu je vidét, ze se rozhodovaci strom naseho algoritmu
miize rychle rozriist. Casova slozitost je zhruba dana funkci n! (roste tedy jesté
mnohem rychleji nez 2™). Napf. u uplného grafu totiz probirdme vsech (n — 1)!
hamiltonovskych kruznic (viz cviceni 12.7).

Obrazek 12.6: Zadani ilohy obchodniho cestujiciho.
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Obréazek 12.7: Rozhodovaci strom pro tilohu obchodniho cestujiciho.

Pro tlohu obchodniho cestujiciho neni znam zadny efektivni algoritmus. Stej-
né jako problém rozpoznavani hamiltonovskych grafi, o kterém jsme hovorili
v oddilu 6.6, patfi i tato tloha k tzv. NP-tplnym problémiim.

Cviceni
» 12.7 Ukazte, Ze Gplny graf na n vrcholech mé (n — 1)! hamiltonovskych kruz-
nic.

» 12.8 Pomoci rozhodovaciho stromu najdéte feSeni tilohy obchodniho cestuji-
ciho pro ohodnoceny graf na obr. 12.8.

12.6 Toky v sitich

V této kapitole jsme uvedli jen né€kolik aplikaci ohodnocenych grafii. Oblasti velmi
bohatou na tyto aplikace je také teorie tokt v sitich, kterda se zabyva nasledu-
jici situaci. Sit je orientovany graf obsahujici dva vyznaéné vrcholy z (zdroj) a
s (stok). Kazda hrana ma urcenou propustnost (budeme-li si hrany predstavovat
jako potrubi, jde o mnozstvi kapaliny, které mtze hranou za jednotkovy cas pro-
téct). Tok v této siti je ohodnoceni hran s vlastnosti, Ze sou¢et ohodnoceni hran
vstupujicich do libovolného vrcholu x ¢ {z, s} je shodny se sou¢tem ohodnoceni
hran, které z x vystupuji (z = tedy odtéka tolik kapaliny, kolik do néj ptiteklo).
Cilem je najit maximadlni tok, tj. tok, pro ktery ze zdroje vytékd maximalni mnoz-
stvi kapaliny. Existuje véta (tzv. véta o maximalnim toku), kterd toto mnozstvi
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Obrazek 12.8: Graf ke cviceni 12.8.

jistym elegantnim zpiisobem charakterizuje. Pro nalezeni maximalniho toku jsou

vz

k dispozici efektivni algoritmy. Podrobnéjsi informace k tomuto tématu lze ziskat
mj. v prednasgkach [9].
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