Kapitola 5

Grafy

Touto kapitolou zac¢ina druha c¢ast naseho textu, ktera je vénovana teorii grafi.
Seznamime se v ni s nékterymi zakladnimi grafovymi pojmy.

5.1 Definice

Definice 5.1 Graf G je dvojice G = (V, E), kde V je kone¢nd mnozina a £ C
(}), pricemz
%
(3) =ty inyevasy
je mnozina vSech dvouprvkovych mnozin (neuspordidangch dvojic) prvkia mnoziny
V. Prvky mnoZiny! V nazgyvame vrcholy (Casto také uzly), prvky mnoziny E pak
hrany grafu G. Vrcholy =,y € V jsou sousedni, pokud {z,y} € E.

V obvyklém znézornéni grafu jsou vrcholy zastoupeny body v roviné a kazda
hrana {z,y} ¢arou spojujici ptislusnou dvojici bodu jako na obr. 5.1.

Pottebujeme-li se odkdzat na mnozinu vrchold resp. hran néjakého grafu G,
pouZijeme zapis V(G) resp. E(G).

Vsimnéme si, Ze nase definice grafu neumoznuje, aby mezi dvéma vrcholy vedla
vice nez jedna hrana (tzv. ndsobné hrany). Nepovoluje také tzv. smycky, tj. hrany,
které spojuji vrchol se sebou samym. V nékterych situacich je vhodnéjsi uvazovat
grafy, které nasobné hrany nebo smycky maji. My se vSak zatim pridrzime nasi
jednoduché definice.

Dalsi dilezité zjisténi je, Ze nase grafy jsou neorientovanée, jejich hrany ne-
maji smér, protoze jsou definovany jako neusporadané dvojice vrcholi. Nekdy
budeme pro jednoduchost zapisovat hranu {x,y} prosté jako zy; je ale tfeba mit
na paméti, Ze v neorientovaném grafu neni rozdil mezi hranami zy a yx.

1Ustélené oznaceni V, E pochazi z anglické terminologie: anglicky termin pro vrchol je
vertex, pro hranu edge.
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Obrazek 5.1: Priklady graft.

Budeme také uvazovat pfedevsim o konecnych grafech, tedy takovych, jejichz
mnoZina vrchold je konecna. (Musi pak byt koneéné i mnozina hran?)

Pojem neorientovaného grafu je velice blizko pojmu symetrické relace. Je-li
R antireflexivni® symetrick4 relace na mnoziné X, pak ji lze piifadit neoriento-
vany graf G s mnozinou vrcholi V(G) = X, ve kterém prvky z,y € X jsou
spojeny hranou (tedy {x,y} € E(G)), pokud = R y. Tato korespondence plati i
opacné. Lze dokonce i odstranit pozadavek antireflexivity, pokud ovSem v grafu
G povolime smycky.

5.2 Neékteré zakladni grafy

Ukézeme si priklady grafti, které jsou natolik dilezité, Ze si zaslouzily vlastni
jména a oznaceni. Necht n je pfirozené ¢islo a ozna¢me [n] = {1,...,n}. VSechny
déle definované grafy maji mnozinu vrchold [n].

Uplny graf na n vrcholech (znaci se K,,) obsahuje jako hrany vsechny neu-
spofadané dvojice prvku [n], takze

V(Kn)

PlHa) = ([Z]>' K

I
=

Dg . .

2 Relace R je antireflexivni, pokud pro z4dné x neplati = R .
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Cesta P, na n vrcholech je definovana takto:

B(P) = {{i,i+1}:1<i<n).
P6 1

Kruznice C,, na n > 3 vrcholech vznikne pfidanim jedné hrany:

]
E(P,) U {{1,n}}.

&
e
I

Co

5.3 Isomorfismus a podgrafy

Podivejme se na dvojici grafi G, H, znazornénych na obr. 5.2. Jsou to rozhodné
rizné grafy. Nejde ani tak o to, Zze se liSi zptisob nakresleni — kazdy graf 1ze
nakreslit mnoha zptsoby, a nezalezi na tom, zda jsou cary predstavujici hrany
rovné ¢i zda se tieba kiizi.

Grafy GG, H jsou nicméné riizné uz proto, ze maji riizné mnoziny vrcholt

V(G)={1,2,3,4,5} a V(H)={a,b,c,d,e}.

Nemtze tedy jit o totozné grafy.

Je to ale jediny rozdil? Jinymi slovy, bylo by mozné vrcholy grafu H ‘pfeznacit’
tak, abychom dostali presné graf G? Tato otazka sméfuje k pojmu isomorfismu
grafi. Ctenare, ktery zna definici isomorfismu grup (kap. 2) nebo uspofadanych
mnozin (kap. 4) by definice pro grafy neméla prekvapit.

Definice 5.2 Isomorfismus grafi G a H je bijekce f : V(G) — V(H), pro kterou
plati, ze dvojice {z,y} je hranou grafu G, pravé kdyz dvojice {f(x), f(y)} je
hranou grafu H. Grafy G, H, mezi kterymi existuje isomorfismus, jsou isomorfni
(psdno G ~ H).

Grafy na obr. 5.2 isomorfni jsou: stac¢i uvazit bijekci, kterd prvky 1,2,3,4,5
zobrazi po fadé na prvky a, b, c,d,e. (Ovéite podminku v definici isomorfismu.)
Tyto grafy ovSem nejsou isomorfni s zadnym z grafii na obr. 5.1.

Nésledujici definice popisuje situaci, kdy je jeden graf ‘obsazen’ v grafu jiném.

Definice 5.3 Graf H je podgrafem grafu G (psano H C G), pokud V(H) C
V(G) a E(H) C E(G).
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Obrazek 5.2: Rizné, ale isomorfni grafy.

Siln€jsi variantou pojmu podgrafu je pojem indukovaného podgrafu, u kte-
rého vyzadujeme, aby obsahoval vSsechny hrany, které ve ‘vétsim’ grafu na dané
mnoziné vrchold existuji:

Definice 5.4 Graf H je indukovanym podgrafem grafu G, pokud V(H) C V(G)
a E(H) = E(G)N (V(2H)). Kazdd mnozina X C V(@) tedy urcuje pravé jeden
indukovany podgraf H grafu G takovy, ze V(H) = X. Tomuto podgrafu fikame
indukovany podgraf na mnoziné X.

Graf na obr. 5.2a je napfiklad podgrafem grafu na obr. 5.1b, ale neni jeho
indukovanym podgrafem.

Cviceni

» 5.1 Dokazte, ze konecné grafy s riznym poctem vrcholi nemohou byt iso-
morfni.

» 5.2 Dokazte, ze relace ‘byti isomorfni’ na mnoziné vSech kone¢nych grafi je
ekvivalence.

» 5.3 Najdéte isomorfismus mezi grafy na obr. 5.3. (Poznamenejme, Ze graf,
ktery je s nimi isomorfni, se obvykle oznacuje symbolem K 3.)

» 5.4 Kolik hran maji graty K,,, D,, P, a C,,?

»» 5.5 Bud G neorientovany graf (bez smycek a nasobnych hran) na 6 vrcholech.
Dokazte, ze G obsahuje mnozinu U tii vrcholi takovou, Ze indukovany podgraf
na U je bud diskrétni nebo tplny graf. (Jde o velmi specidlni piipad slavné
Ramseyovy véty.)
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Obrazek 5.3: Dva isomorfni grafy.

5.4 Stupné

Definice 5.5 Stupen vrcholu v grafu G je pocet hran grafu G, které obsahuji
vrchol v. Znadi se dg(v).

V grafu G na obr. 5.1a je napiiklad dg, (v) = 3 pro kazdy vrchol v.
Pozorovani 5.6 V grafu o n vrcholech je stupen kazZdého vrcholu nejvyse n — 1.

Néasledujici zajimava véta Tika, ze zadny graf nemiize mit lichy pocet vrcholid
lichého stupné. V angli¢tiné se ji nékdy iika Handshaking lemma, lemma o podani
ruky, protoze ji miizeme parafrazovat nasledovné. Dejme tomu, Ze na néjaké oslaveé
se hosté navzdjem vitaji podanim ruky, ne vSak nutné kazdy s kazdym (tfeba
proto, Ze se vSichni neznaji). Pak pocet lidi, ktefi si potfesou rukou s lichym
poctem osob, bude za vSech okolnosti sudy.

Véta 5.7 Pocet vrcholi lichého stupné je v kaZdéem grafu sudy.

Dukaz. Necht S je soucet stupnu vSech vrcholi v grafu G:

S= Y da(v).

veV(Q)

Kazda dvojice (v, e), kde e je hrana obsahujici vrchol v, k ¢islu S prispéje jed-
nickou. Kazda hrana ma ovSsem dva konce a prispiva tak prave dvakrat. Jinak
feceno,

S =2m,
kde m je pocet hran grafu G. Cislo S je tedy sudé a z toho uz plyne tvrzeni véty.
O

Cvicéeni

» 5.6 Urcete stupné vrcholi v grafech K,,, D,,, P, a C,,.
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5.5 Soubor stupni

Necht G je graf (i nadale bez smycek a nasobnych hran). Soubor stuprii nebo
také skore grafu GG je posloupnost cisel, kterou ziskdme, kdyz sefadime stupné
vSech vrcholi v grafu G od nejvétsiho k nejmensimu. Naptiklad skére grafu na
obr. 7.1(a) je (3,1,1,1) a graf na obr. 7.1(b) méa skére (2,2,2,1,1).

Budeme se zabyvat predevsim otazkou, které nerostouci posloupnosti cisel
jsou grafove, tj. maji tu vlastnost, Ze jsou souborem stupnt néjakého grafu. Je
totiz jasné, Ze nékteré nerostouci posloupnosti ¢isel grafové nejsou, tfeba (6,6, 6)
nebo (2, 3). Na druhou stranu, jak ukazuje cviceni 5.8, jedné grafové posloupnosti
muze obecné odpovidat nékolik neisomorfnich grafi.

Pii letmém pohledu na cviceni 5.10 se ukazuje, Ze zodpovézeni této otazky
metodou pokusu a omylu mfize byt naroény tikol (zkuste to!). U¢innym nastrojem
je vsak nasledujici véta.

Véta 5.8 Nechtd = (dy,...,d,) je nerostouci posloupnost a n > 2. Posloupnost
d je grafova, pravée kdyz je grafova posloupnost

d/: (dg—l,dg—l,...,dlerl—1,dd1+2,...,dn).

Dukaz. ‘<=’: Necht je dana posloupnost d a necht d’ je skére grafu G'. Ptridejme
ke grafu G’ novy vrchol v a spojme jej hranami s d; vrcholy nevyssich stupiid.
Vysledny graf ma skére d.

‘=": Dejme tomu, Ze d je skére grafu G. Pfimocarym odstranénim vrcholu w
s nejvys$im stupném bohuZel nemusime dostat graf se skére d’ — k tomu bychom
pottfebovali, aby sousedy vrcholu w bylo d; vrcholi, jejichz stupné jsou nejvyssi
hned po w. Nasi strategii proto bude upravit G' na graf se stejnym skore, ktery
tuto vlastnost ma.

Necht H je libovolny graf se skére d. Sefadme jeho vrcholy do posloupnosti
(v1,...,v,) tak, Ze stupetl vrcholu v; je d; (jinak na vybéru sefazeni nezalezi).
Definujme kvalitu q(H) grafu H jako nejvétsi i, pro které plati, ze vrchol vy
sousedi se vSemi vrcholy vy, ..., v;. (Pokud jsou nesousedni jiz vrcholy vy, vs,
polozime q(H) = 1.) Necht Hj je graf s nejvys$si moznou kvalitou mezi vSemi
grafy se skore d.

Predpokladejme, ze q(Hp) je nejvyse di. Mezi dy vrcholy vs, ..., vg,11 je tedy
vrchol v, ktery nesousedi s vrcholem v;. ProtoZe stupen vrcholu vy je dy, musi
nutné existovat néjaky jeho soused vy, kde k > d; +1. Tvrdime, Ze existuje vrchol
vy s vliastnosti

vjue € E(H), ale wvu ¢ E(H). (5.1)

Jinak by totiz kazdy soused vrcholu v; byl i sousedem vrcholu v, a s ohledem na
vrchol vy bychom dostali d; < dj,. To je nemoZné, protoZze j < k a posloupnost d
je nerostouci. Vrchol v, s vlastnosti (5.1) tedy existuje.

Vrcholy vy, vj, v, a v, tvoii ‘konfiguraci’ na levé strané obr. 5.4. Pokud hrany
v1vy, a v vy nahradime v grafu Hy hranami vyv; a vgve, stupné vrchold (a tedy
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Obréazek 5.4: Zvyseni kvality grafu v dikazu véty 5.8. Hrany jsou znazornény
plné, ‘nehrany’ ¢arkované.

ani skore) se nezméni, ale kvalita vysledného grafu bude vyssi. To je spor s ma-
ximalitou ¢(H,).

Dokazali jsme, ze q(Hy) > dy, takze vrchol v; sousedi s vrcholy vy, ..., v4,41-
Nyni ovSem graf vznikly odstranénim vrcholu vy z grafu Hy mé skére d’. Posloup-
nost d’ je tedy grafovéa, coz jsme chtéli dokazat. O
Cviceni
» 5.7 Zjistéte skore grafi:

(a) plny bipartitni graf K,, (p ¢ervenych a ¢ modrych vrchold, kazdé dva
riiznobarevné jsou spojeny hranou),

(b) Hassetiv diagram Booleovy algebry 2%, kde X = {1,...,k}.
» 5.8 Najdéte dvojici neisomorfnich grafii se stejnym skore.
» 5.9 Pro kterd n existuje graf se skére (n,n —1,...,1)7

» 5.10 Rozhodnéte, zda nasledujici posloupnost je souborem stupmnii néjakého
grafu, a pripadné takovy graf najdéte:

(a) (5,5,4,4,3,3),
(b) (5,5,5,4,4,3,2).
(c) (7,6,6,5,4,4,4,3,3,3,2),
»» 5.11 Graf je k-reguldarni, pokud vSechny jeho vrcholy maji stupen k.
(a) Dokazte, Ze na n vrcholech existuje 3-regularni graf, pravé kdyz n je sudé.

(b) Charakterizujte dvojice (n,k) s vlastnosti, Ze existuje néjaky k-regularni
graf na n vrcholech.
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