Kapitola 6

Cesty v grafu

Tématem této kapitoly jsou cesty v grafech a rtzné jejich modifikace. Pomoci cest
zavedeme souvislé grafy a odvodime nékteré jejich vlastnosti. Pfedstavime rovnéz
eulerovské a hamiltonovské grafy a prozkoumame prekvapivy rozdil v obtiznosti
algoritmického rozpoznavani grafti z téchto dvou trid.

6.1 Sled, cesta a tah

Definice 6.1 Sled (z vrcholu u do vrcholu v) v grafu G je libovolna posloupnost

(u = vy, v1,...,v, = v), kde v; jsou vrcholy grafu G a pro kazdé i = 1,... k je
v;_1v; hranou grafu G. Cislo k je délka tohoto sledu. Rikdme, ze sled prochdzi
vrcholy vy, ..., vr nebo Ze na ném tyto vrcholy leZi.

Sled je tedy jakasi prochazka po grafu, pii které v kazdém kroku prechazime
po hrané mezi sousednimi vrcholy. V ramci této prochazky mtizeme libovolny
vrchol navstivit vicekrat, mizeme dokonce i projit vicekrat po téze hrané.

Definice 6.2 Cesta z u do v v grafu G je sled (u = vy, vy, ..., v, = v), ve kterém
se kazdy vrchol v; objevuje pouze jednou.

Za zminku stoji trividlni pfipad uvedenych definic, totiz sled (u), kde u € V.
Jedna se o sled nulové délky z u do u, ktery je zaroven i cestou.

Cviceni

» 6.1 Uvazme libovolnou cestu (v, ..., v;) v grafu G. Necht V' = {vg, ..., v}
je mnozina vrchold, kterymi tato cesta prochdzi, a F' = {v;_jv;: i =1,...,k} je
mnozina hran, které pouziva. Dokazte, Ze podgraf (V', E') grafu G je isomorfni
s grafem Pj,; definovanym v oddilu 5.2.
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66 Kapitola 6. Cesty v grafu

6.2 Homomorfismy
Alternativni definice sledu a cesty je zalozena na pojmu homomorfismus.

Definice 6.3 Homomorfismus grafu G do grafu H je zobrazeni f : V(G) —
V(H) s vlastnosti, Ze pro kazdou hranu zy grafu G je f(z)f(y) hranou grafu H.

(Zéapis f(x)f(y) samoziejmé oznacuje dvojici {f(x), f(y)}.)

Vsimnéme si, ze oproti pojmu isomorfismus z oddilu 5.3 nemusi f byt bijekce a
Ze namisto ekvivalence je zde vyzadovana jedina implikace.

Nyni jiz muzeme podat alternativni definici sledu v grafu G: je to libovolny
homomorfismus néjaké cesty Py (viz oddil 5.2) do G. Rozdil oproti definici 6.1 je
jen formalni: posloupnost vrcholt a hran je tu nahrazena zobrazenim.

Kazdy homomorfismus f grafu G do grafu H indukuje zobrazeni f* : E(G) —
E(H) pfedpisem

[ (xy) = f(x)f(y) € E(H).

Definice 6.4 Nechf f je homomorfismus grafu GG do grafu H. Rekneme, Ze f je
e urcholovy monomorfismus, pokud f: V(G) — V(H) je prosté zobrazeni,
e vrcholovy epimorfismus, pokud f je zobrazeni na,
e hranovy monomorfismus, pokud f* je prosté,
e hranovy epimorfismus, pokud f* je na.
Cestu v grafu G nyni mizeme ekvivalentné definovat jako vrcholovy mono-

morfismus néjaké cesty Py do grafu G. Pozdéji, napi. v oddilu 6.5, se seznamime
s dalsimi pojmy, které se daji definovat pomoci homomorfismi.

Cviceni

» 6.2 Najdéte priklad homomorfismu mezi dvéma grafy, ktery je vrcholovym
monomorfismem a hranovym epimorfismem, ale neni isomorfismem.

6.3 Souvislé grafy

Definice 6.5 Graf G je souwvisly, pokud pro kazdé dva vrcholy z,y existuje
v grafu G cesta z x do y. V opa¢ném pripadé je graf G' nesouvisly.
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Necht G je graf s mnozinou vrcholi V. Definujme na V' relaci ~ piedpisem
xr ~y, pokud v G existuje cesta z x do y.

Jedna se o ekvivalenci? Urcité je to relace reflexivni (diky existenci cesty délky
0) a symetrické (protoZe precteme-li cestu pozpatku, bude to podle definice zase
cesta). Pokud jde o tranzitivitu, mame-li cestu z = do y a cestu z y do z, zd4 se
jako prirozena idea ‘slozenim’ téchto cest ziskat cestu z x do z. Potiz je ovSem
v tom, Ze vysledkem slozeni nemusi byt cesta, protoze ptivodni dvé cesty se mohou
libovolné protinat. Pomtze nam vsSak nasledujici tvrzeni.

Tvrzeni 6.6 FExistuje-li v grafu G sled z vrcholu x do vrcholu y, potom x ~ y.

Dikaz. Chceme ukazat, ze existuje-li sled z x do y, pak existuje také cesta z x
do y. Necht tedy (x = vg,v1...,vk_1,v = ¥y) je sled z x do y, a zvolme jej tak,
aby k bylo nejmensi mozné (tj. aby Zadny sled z x do y nemél mensi délku).
Tvrdime, Ze takovyto miniméalni sled (oznacme jej .S) jiz musi byt cestou.

Dejme tomu, Ze neni. Pak se v ném musi néjaky vrchol opakovat, tj. pro néjaké
i # 7 musi byt v; = v;. Pokud z naseho sledu

(l' =0y --+yVi-1,V5, Vit1y -+, Vj—1,V5, Ujp1,- .., Vg = y)
vypustime ¢ast od v;41 do v; véetné, dostaneme posloupnost
(=0, ..., 0i—1,Vi, Vj41, ..., Uk =Y),

ktera je podle definice rovnéz sledem (vrcholy v; a v;11 jsou totiz sousedni). Navic
jde o sled z x do y, ktery je kratsi nez S. To je spor. O

Dusledek 6.7 Relace ~ na mnoziné V je ekvivalence.

Dikaz. Povsimli jsme si, Ze reflexivita a symetricnost plati z jednoduchych
davodi. Dokazme tranzitivitu. Pfedpoklddejme x ~ y a y ~ z. Necht (z =
Vo, .-,V =Yy) jecestaz x doya (y=uwp,... ,w=2z)]jecestazy do z. Potom
posloupnost

(= vo, V1, ..+, Vh—1, Vg = Wo, Wi, ..., W1, We = 2)

je sled z x do z (tfebaze to nemusi byt cesta) a podle tvrzeni 6.6 je x ~ z. O

Definice 6.8 Komponenty grafu G jsou vSechny indukované podgrafy grafu G
na jednotlivych tfidach ekvivalence ~.
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Obrézek 6.1: Urcete pocet komponent.

Je-li tedy K komponenta grafu G, pak V(K) je jednou ze tfid ekvivalence ~.
Je jasné, ze K je souvisly graf, protoze prvky téze tfidy libovolné ekvivalence jsou
kazdy s kazdym v relaci. Na druhou stranu je K maximalni souvisly podgraf grafu
G nejde jej rozsitit o dalsi vrchol, nema-li ztratit souvislost. Ze zadného vrcholu
komponenty K totiz nevede hrana do zadného vrcholu mimo ni (cviceni 6.3).

Mohlo by se zdat, ze komponenty grafu lze snadno uréit ‘na prvni pohled’,
ale u vétsich nebo nepifehledné zadanych grafi to tak trividlni byt nemusi (viz
cviceni 6.5). Piesto je pravda, Ze z algoritmického hlediska je urceni komponent a
testovani souvislosti grafu snadnym problémem. K obéma tceltim 1ze pouzit napr.
Dijkstriv algoritmus, ktery popiSeme v oddilu 12.2 (viz ale také cviceni 6.7).

Cviceni

» 6.3 Dokazte, Ze je-li K komponenta grafu G, u € V(K) av ¢ V(K), pak mezi
u a v neni hrana.

» 6.4 Dokazte, ze graf je souvisly pravé tehdy, kdyz ma jedinou komponentu.

» 6.5 Urcete pocet komponent grafii na obr. 6.1.

»» 6.6 Cesta P v grafu G je nejdelsi, pokud G neobsahuje cestu s vice vrcholy.
Ukazte, ze dvé nejdelsi cesty v souvislém neorientovaném grafu G' maji spolecny
alespon jeden vrchol.

» 6.7 Formulujte algoritmus, ktery zjisti, zda je zadany graf souvisly, a pripadné
urci jeho komponenty. Vstupem algoritmu je seznam vrchol a hran grafu.
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6.4 Vlastnosti souvislych graft

Definice 6.9 Necht v je vrchol grafu G. Graf G —v, vznikly odstranénim vrcholu
v, je definovan jako indukovany podgraf grafu G na mnoziné V(G) — {v}.

Nasledujici véta ukazuje, ze souvisly graf vzdy obsahuje vrchol, jehoz odstra-
nénim neztrati souvislost. Jeji diikaz vtipné pouziva predpoklad maximality.

Véta 6.10 Kazdy souvisly graf G obsahuje vrchol v s vlastnosti, ze G — v je
souvisly graf.

Dukaz. Necht P = (vp,...,v;) je cesta maximalni mozné délky v grafu G.
Tvrdime, Ze vrchol vy mé pozadovanou vlastnost. Dejme tomu, ze G — vy je
nesouvisly graf. Cesta P —vy musi zjevné cela lezet v jedné komponenté grafu G —
v9. Kromé této komponenty existuje alespon jedna dalsi komponenta C'. Z vrcholu
vo musi vést do komponenty C' néjaka hrana, coz nam umoznuje prodlouzit cestu
P. Tim dostavame spor s maximalitou. O

Vsimnéme si, Ze misto vrcholu vy jsme stejné tak mohli zvolit druhy konec
cesty P, vrchol vi. Pokud ma tedy graf G vice nez jeden vrchol, pak existuji
dokonce alespon dva vrcholy spliujici podminku véty 6.10.

Zavedme nyni nasledujici konvenci: bude-li z kontextu jasné, o kterém grafu
se hovori, bude n oznacovat pocet jeho vrcholi a m pocet jeho hran.

Véta 6.11 V souvislém grafu je m > n — 1.

Dtikaz. Vétu dokazeme indukci. Pro n = 1 se jedné o graf na jednom vrcholu,
a ten je souvisly. Pfedpokladejme, Zze véta plati pro vSechny grafy s méné nez n
vrcholy, kde n > 1, a dokazme ji pro libovolny graf G s n vrcholy. Necht G ma m
hran. Podle véty 6.10 v grafu G existuje vrchol v, ktery 1ze odstranit bez poruseni
souvislosti. Graf G — v mé n’ = n — 1 vrchold a poc¢et m’ jeho hran je nejvyse
m — 1 (do vrcholu v vedla alesponi jedna hrana). Z indukéniho predpokladu je
m' >n' —1, a tedy

m>m'+1>(n'—-1)+1=n-1,

coz jsme chtéli dokazat. O

Jaky je vztah souvislosti grafu a poctu jeho hran? Intuitivné je zfejmé, ze se
zvysujicim se poctem hran roste Sance, ze graf bude souvisly. Na druhou stranu:
pridame-li k Gplnému grafu na n — 1 vrcholech jeden izolovany vrchol, ziskdme
nesouvisly graf s velmi vysokym poc¢tem hran.

Tomuto prikladu bychom se vyhnuli, kdybychom pozadovali, aby kazdy vr-
chol mél dostateéné velky stupeni. Zde je extrémnim (v teorii graft se ¥ika také
extremalnim) piikladem disjunktni sjednoceni dvou tplnych grafi na n/2 vrcho-
lech; to je nesouvislé a kazdy vrchol ma stupeni n/2 — 1. Tento ptiklad ukazuje,
Ze néasledujici vétu neni mozné zlepsit:
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Véta 6.12 Jsou-li stupné vsech vrcholi v grafu G alesponi n/2, pak je G souvisly
graf.

Dtkaz. Dejme tomu, Ze véta neplati a G je nesouvisly. Ma tedy aspon dvé
neprazdné komponenty A,B. Alespori jedna z téchto komponent (dejme tomu A)
mé nejvyse n/2 vrchold, jinak by pocet vrcholi v celém grafu nemohl byt n.
Z libovolného vrcholu v komponenty A vedou hrany jen do ostatnich vrcholi této
komponenty, kterych je nejvyse n/2 — 1. Stupeti vrcholu v tedy musi byt mensi
nez n/2, coz je spor s nasim predpokladem. O

Cviceni
» 6.8 Dokazte, ze v grafu s k komponentami plati m > n — k.

»» 6.9 Dokazte, ze graf, ve kterém jsou stupné vsech vrchol alespon §, méa
méné nez n/d komponent.

6.5 Kruznice

Definice 6.13 Uzavreny sled v grafu G je sled (vy, . .., vx), ve kterém plati vy =
vk. Kruznice v grafu G je uzavieny sled délky alespon 3, ve kterém se vrchol vy
objevuje pravé dvakrat a kazdy ostatni vrchol grafu nejvyse jednou. Cislo k je
délka dané kruznice.

Kruznici a uzavieny sled v grafu G mtzeme ekvivalentné definovat pomoci
pojmi z oddilu 6.2: uzavieny sled v grafu GG neni nic jiného nez homomorfismus
néjaké kruznice Cy, (viz oddil 5.2) do G. Takovy homomorfismus je kruznici v grafu
G, prave kdyz je to vrcholovy monomorfismus.

Ve cviceni 6.1 jsme vidéli, ze cesty délky k v grafu G lze ztotoznit s pod-
grafy isomorfnimi s grafem Py ;. Podobné ztotoznime kruznice délky k v grafu G
s podgrafy isomorfnimi s grafem Cj. Mtuzeme tak mluvit o mnoziné hran néjaké
kruznice v grafu G a podobné.

V minulém oddilu jsme definovali operaci odstranéni vrcholu z grafu. Jeji
prirozenou obdobou je operace odstranéni hrany. Jedna se o pouhé smazani hrany
se zachovanim jejich koncovych vrcholt.

Definice 6.14 Je-li e hrana grafu G = (V, E), potom graf G — e vznikly odstra-
nénim hrany e je definovan jako graf (V, E' — {e}).

Véta 6.15 Je-li e hrana souvislého grafu G, ktera lezi na néjaké kruznici, potom
G — e je souvisly graf.
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Dukaz. Necht e = zy je hranou kruZnice C. V kruznici C' existuji dvé cesty
z vrcholu x do vrcholu y; tu z nich, kterd ma délku vétsi nez 1, oznacme P.
Dokazujeme, ze G—e je souvisly graf. K tomu staci najit sled mezi libovolnymi
dvéma vrcholy u,v. Necht S je cesta z u do v v (souvislém) grafu G. Pokud S
nepouziva hranu e, je cestou i v grafu G—e. Pokud ji pouziva, mizeme tuto hranu

nahradit cestou P. Pfesnéji fe¢eno, pokud S = (u = $g, S1,...,8 = T, Siy1 =
Yy..., S8, =v)aP=(x=pypi1,...,00 =7Yy), vezmeme
!
S = (u:507517"'781'7171':p()?pl?"'apf:y78i+2a---75k :U)>

coz je sled v grafu G — e. (V piipadé, Ze S hranu e pouziva v opa¢ném sméru,
tedy s; =y, Siy1 = x, vlozime i cestu P obracené.) Dikaz je hotov. O

Implikace ve vété 6.15 se dokonce dé zesilit na ekvivalenci (viz cviceni 6.10).

Cviceni

» 6.10 Dokazte, Ze je-li G — e souvisly graf, pak hrana e grafu G lezi na néjaké
kruznici.

6.6 Eulerovské a hamiltonovské grafy

Jiz v 18. stoleti zkoumal LEONHARD EULER (1707-1803) nasledujici problém?: za
jakych podminek existuje sled, ktery pouziva kazdou hranu daného grafu praveé
jednou? Touto otazkou se dostavame k pojmu tah.

Definice 6.16 Tah z u do v v grafu G je sled (u = vg, vy, ..., v, = v), ve kterém
se mohou opakovat vrcholy, ale hrany v;_;v; jsou pro rtizné ¢ rizné. Uzavreny tah
je tah, ktery je uzavienym sledem. Uzavieny tah je eulerovsky, pokud pouziva
kazdou hranu grafu G.

Podobné jako sledy, cesty a kruznice v grafu, i tah se da snadno ekvivalentné
definovat pomoci pojmu homomorfismus (viz cvi¢eni 6.11). V dalsim textu se
nam bude hodit nasledujici pozorovani.

Lemma 6.17 Necht T je tah z vrcholu x do vrcholu y v grafu G. Oznaéme pocet
hran tahu T', obsahugicich vrchol z € V(G), symbolem dr(z). Pak plati, Ze dr(z)
je sudé, prave kdyZ T' je uzavieny tah nebo z ¢ {x,y}.

'Euler ilustroval své vysledky na slavném piikladu: ukézal, Ze neni mo#né p¥ejit béhem jediné
prochézky pravé jednou pies kazdy z mosti ve mésté Kralovei (Konigsberg, dnesni Kaliningrad)
a vratit se na stejné misto.
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Duikaz. Necht 7' = (vg,...,vx), kde © = vy a y = v;. Opatfeme kazdou hranu
v;v;41 tahu T Sipkou z vrcholu v; do vrcholu v, . Kolik Sipek sméiuje do vrcholu
z a kolik ven?

Kazdému vyskytu vrcholu z v tahu 7" odpovida néjaky index ¢ s vlastnosti
z = v;. Oznac¢me vyskyt jako wvnitrni, je-li 0 < ¢ < k. Kazdy vnitini vyskyt
pfispiva jednu Sipku smérem do z (na hrané v;_jv;) a jednu Sipku ven (hrana
v;v;1+1). Vnitini vyskyty zachovavaji rovnovahu mezi poéty Sipek v obou smérech
a je pii nich tedy pouzit sudy pocet hran. Tyto hrany nemaji na paritu ¢isla dr(z)
vliv a mtizeme je tedy ignorovat; ostatni hrany ozna¢ime jako podstatné (pro z).

Pokud z ¢ {z,y}, pak vrchol z neni obsazen v zZadné podstatné hrané, takze
dr(z) je sudé. Muzeme tedy predpokladat, ze z = x (pfipad z = y je symetricky
a nemusime jej uvazovat zvlast). Je-li tah T" uzavieny, pak podstatné hrany ob-
sahujici vrchol z jsou vov; a wvgvg, takZe i v tomto pfipadé je dr(z) sudé Eislo.
Konec¢né pokud tah T' neni uzavieny, pak jedinou podstatnou hranou obsahujici
vrchol z je hrana vgvy, takze dr(z) je liché. Slozenim vsech t¥1 piipadi dostaneme
pozadovanou ekvivalenci. O

Eulerova odpovéd na otézku, které grafy maji eulerovsky tah, je obsaZzena
v néasledujici véte.

Véta 6.18 Souvisly graf G ma eulerovsky tah, pravé kdyz vsechny jeho vrcholy
maji sudy stuper.

Dtikaz. ‘=’: Eulerovsky tah je uzavieny, takze tvrzeni plyne z lemmatu 6.17.

‘=": Necht M je uzavieny tah maximélni mozné délky. Dokazeme, ze M
obsahuje kazdou hranu grafu GG. Pro ditkaz sporem predpokladejme, zZe neobsahuje
hranu e = xy. Nejprve najdeme hranu ey, ktera rovnéz neni obsazena v tahu M,
ale tento tah prochazi alespon jednim z jejich koncovych vrcholi. Jak ji najit?
Mizeme predpokladat, ze tah M neprochéazi vrcholem x, jinak staci vzit ey = e.
Ze souvislosti grafu GG existuje cesta z x do né€jakého vrcholu, kterym prochazi
tah M. Nejkratsi takova cesta (oznacme ji P) jisté neobsahuje Zadnou hranu tahu
M, jinak bychom ji mohli zkratit. Na druhou stranu je délka cesty P alespon 1
(protoze tah M neobsahuje vrchol x). Zvolme tedy za hranu ey posledni hranu
cesty P. Ta mé pozadované vlastnosti: nelezi na tahu M, ale ten prochazi jednim
z jejich koncovych vrcholt.

Najdeme nyni uzavieny tah T', ktery neobsahuje zadnou hranu tahu M. Zkon-
struujeme jej postupnym pridavanim hran. Necht zg je koncovy vrchol hrany eg,
ktery lezi na tahu M. Ozna¢me druhy koncovy vrchol symbolem z; a definujme
vychozi (neuzavieny) tah 77 = (2, z1). Podle lemmatu 6.17 je pocet hran tahu
M, obsahujicich vrchol z;, sudy. Celkovy stupen tohoto vrcholu je rovnéz sudy,
takze kromé hrany ey = 2zpz; musi existovat jesté néjakd hrana e; obsahujici
vrchol zp, kterou tah M neprochézi. Polozme Ty = (2, 21, 22), kde 2z je druhy
koncovy vrchol hrany e;.
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V i-tém kroku konstrukce mame zkonstruovan tah 7;, ktery kon¢i ve vrcholu
z;. Je-li z; = 2, jsme hotovi, protoze T; je uzavieny tah s pozadovanou vlastnosti.
Jinak podle lemmatu 6.17 je z hran obsahujicich vrchol z; sudy pocet obsazen
v tahu M a lichy pocet v tahu T;. Protoze stupen vrcholu z; je sudy, existuje
hrana e; 1, kterd z né€j vychazi a neni obsazena z zadném z tahi M a T;. Pfidanim
druhého koncového vrcholu z;,4 hrany e;; k tahu T; ziskame delsi tah T}, ;.

Graf GG obsahuje kone¢ény pocet hran, a tak po konecném poctu krokt musi
nastat situace z; = zp. Tim je existence tahu 7" dokazéana. Zbyva si vSimnout, ze
tah T 1ze pouzit k prodlouzeni tahu M. Stac¢i prochézet po tahu M az k néjakému
vyskytu vrcholu zg, projit cely uzavieny tah 7', a poté projit zbyvajici ¢ast tahu
M. Vysledny uzavieny tah M’ ma vétsi délku nez M (vime totiz, ze délka tahu
T je nenuloval) a to je spor. O

Graf, ktery méa néjaky eulerovsky tah, se nazyva eulerovsky graf. Podle vé-
ty 6.18 je snadné poznat, zda je dany graf eulerovsky: stac¢i zkontrolovat, zda je
souvisly a zda vSechny stupné jsou sudé. Neni tedy potieba napi. zkouset vSechny
mozné tahy a zjiStovat, zda néktery ndhodou neni eulerovsky.

Nabizi se mald modifikace uvazovaného pojmu. Eulerovsky tah je uzavieny
sled, pouzivajici kazdou hranu praveé jednou. Co se zméni, budeme-li pozadovat,
aby dany uzavieny sled obsahoval kazdy wvrchol pravé jednou? Takovy sled musi
byt kruznici. Kruznice, ktera prochazi vsemi vrcholy grafu, se nazyva hamilto-
novskd, a graf obsahujici néjakou takovou kruznici je hamiltonovsky graf.

Nézev je odvozen od jména irského matematika WiLLIAMA ROWANA HA-
MILTONA (1805-1865). Ten v roce 1857 vynalezl hlavolam, jehoz zadanim bylo
najit ‘cestu’ po hranach tzv. dvanactisténu (trojrozmérného mnohosténu o 20
vrcholech), kterd navstivi kazdy vrchol pravé jednou a vréti se na vychozi misto.
Uloha je ekvivalentni s nalezenim hamiltonovské kruznice v grafu na obr. 6.2,
kterému se rovnéz iika dvanactistén.

Obrazek 6.2: Dvanactistén s vyznacenou hamiltonovskou kruznici.

Existuje néjaké kritérium ve stylu véty 6.18, které by ndm umoznovalo snadno
a rychle poznat hamiltonovské grafy? Vzhledem k podobnosti pojmt eulerovsky
tah a hamiltonovské kruznice by se to mohlo zdat pravdépodobné. Odpovéd na
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tuto otazku vsak ponékud prekvapivé neni znama a vse nasvédcuje tomu, ze ta-
kové kritérium neexistuje. Na druhou stranu je znama celd fada postacujicich
podminek pro existenci hamiltonovské kruznice. Lze naptiklad ukazat, ze hamil-
tonovsky je kazdy graf, pro ktery je splnén predpoklad véty 6.12 (toto zesileni
véty 6.12, tzv. Diracova véta, patii ke klasickym vysledkim teorie grafi).

Abychom mohli pfesnéji popsat rozdil mezi problémy rozpoznavani hamilto-
novskych a eulerovskych grafii, potfebujeme se stru¢né zminit o vypocetni slozi-
tosti.

Cviceni
» 6.11 Definujte tah a uzavieny tah pomoci pojmi z oddilu 6.2.

» 6.12 Najdéte eulerovsky tah v grafu na obr. 6.3. Formulujte algoritmus na
nalezeni eulerovského tahu v grafu se sudymi stupni vrcholt.

» 6.13 Dokazte, Ze souvisly graf G ma (uzavieny nebo neuzavieny) tah obsa-
hujici kazdou hranu pfesné jednou, pravé kdyz G ma nejvyse dva vrcholy lichého
stupné.

Obrazek 6.3: Graf ve cviceni 6.12.

6.7 Casova slozitost algoritmu

Predstavme si n&jaky algoritmus A, ktery pro libovolny graf G (vstupni graf) roz-
hodne, zda ma G uréitou vlastnost (tfeba zda je eulerovsky). Takovy algoritmus
sestava z mnozstvi elementarnich operaci jako je secteni dvou ¢isel nebo zjisténi,
zda mezi uré¢itymi dvéma vrcholy grafu G vede hrana.? Podet elementarnich ope-
raci, které si provedeni algoritmu vyzada, samoziejmé zavisi na vstupnim grafu G;

2Piesné vymezeni elementérnich operaci, tvaru vstupnich dat atd. je obecné velmi duleZité,
nam vsak bude stacit tento intuitivni pohled na véc.
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ozna¢me tento pocet f(G). Casovd sloZitost algoritmu A je funkce f: N — N,
definovana vztahem

F(n) = max (),

kde G probiha vsechny grafy na n vrcholech. Jde tedy o pocet elementarnich ope-
raci, nutnych ‘v nejhorsim piipadé’ pro zpracovani grafu na n vrcholech. Casova
slozitost miize byt vyjadifena i pomoci jinych parametru vstupniho grafu, nez je
pocet vrcholi, a lze ji analogicky definovat i pro algoritmy, které pracuji s jinymi
strukturami nez s grafy.

Vratme se k rozpoznéavéani eulerovskych grafi. Navrzeny algoritmus prochézi
jeden vrchol po druhém a testuje, zda jeho stupen je sudy. Pokud jde o vstupni
graf GG, ptfedpokladejme, ze pro kazdy vrchol grafu G je zadan seznam jeho sou-
sedii. Jaka je Casova narocnost tohoto algoritmu? Pro kazdy z n vrcholi je tfeba
spocitat stupen, a to obnasi zjistit existenci nebo neexistenci kazdé z n — 1 po-
tencidlnich hran vedoucich z tohoto vrcholu. Casova sloZitost je tedy n(n—1). Je
to tedy kvadratickd funkce proménné n; pokud nam sta¢i odhadnout ‘fadovou’
zévislost Gasové sloZitosti na n, fekneme, ze Casovd sloZitost je O(n?). (Obecné
pro dvé funkce g,h : N — N piSeme g = O(h), pokud existuje konstanta ¢ tak,
ze pro vSechna n vétsi nez néjaké ¢islo ng plati g(n) < ¢ - h(n).) Nas algoritmus
je tedy polynomidini, jeho casova slozitost je urcena polynomem.

Jak testovat, zda je dany graf hamiltonovsky? Nejsou k dispozici o mnoho lepsi
metody nez ‘hrubé sila’, napf. zkouset hamiltonovskou kruznici vybudovat po-
stupnym prodluzovanim cesty, v piipadé netispéchu se vracet zpét a probirat dalsi
moznosti (tzv. backtracking). Ptiklad podobného postupu uvidime v oddilu 12.5.
V kazdém vrcholu méme obvykle nékolik moznosti, jak postupovat dale, takze
pocet vsech situaci, které je tieba probrat, se s kazdym dalsim vrcholem alespon
zdvojnasobuje. Casova slozitost takového algoritmu je katastrofalni: je vys$i nez
libovolny polynom, je to exponencidlni funkce n, jako je napf. funkce 2" (nebo
jesté horsi). Zde z teoretického hlediska vede délici ¢ara mezi rychlymi a poma-
Iymi algoritmy: ‘rychly’ (neboli efektivni) je algoritmus s polynomialni ¢asovou
slozitosti, ‘pomalé’ jsou ty ostatni®. Rozdil mezi polynomialni a exponenciilni
casovou slozitosti ilustruje tabulka 6.1, ve které je uvedena doba provadéni al-
goritmu s ¢asovou sloZitosti n3 resp. 2" pro riizné velikosti vstupnich dat n a za
predpokladu, ze provedeni jedné operace trva 1 mikrosekundu.

PtestozZe se obé tlohy popsané v oddilu 6.6 (rozhodovéni, zda je graf eulerov-
sky resp. hamiltonovsky) zdaji velmi podobné, narocnost jejich algoritmického
feSeni je dramaticky rozdilnd. Problém zjistovani hamiltonovskosti totiz patii
do velké tiidy tzv. NP-uplnych problémi. Jde o velmi obtizné problémy, pro

3MiiZe se samozfejmé stét, Ze je exponencidlni algoritmus pro ‘rozumné’ hodnoty n rychlejsi
nez tfeba polynomiélni algoritmus se slozitosti 1000000n8. Na druhou stranu praxe ukazuje, ze
se pro ulohy fesitelné efektivnim algoritmem zpravidla dafi postupné snizit ¢asovou slozitost
algoritmu do ‘rozumnych’ mezi. Ke vzacnym vyjimkam zatim patii tzv. problém linedrniho
programovdnti.
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‘ 10 20 50 100 200
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2" [ 1ms 1s 36let 4-1061et 5-10% let

Tabulka 6.1: Polynomialni a exponencialni ¢asova slozitost.

které neni znam efektivni algoritmus, ale zaroven neni dokazana jeho neexistence.
Otazka, zda takovy algoritmus existuje, patfi k nejvétsim otevienym problémtim
soucasné matematiky:.

O ¢asové slozitosti algoritmi se lze dozvédét vice napf. v prednasce [9] nebo
v knize [3]. My se k tomuto tématu vratime pfedevsim v oddilu 12.2, kde budeme
analyzovat ¢asovou slozitost tzv. Dijkstrova algoritmu. S dalsim NP-tplnym pro-
blémem, tzv. problémem obchodniho cestujiciho, se seznadmime v oddilu 12.5.



