Kapitola 7

Stromy

vvvvvv

Stromy jsou jednou z nejdtlezitéjsich tiid grafd. O tom svédéi i mnozstvi vét,
které je z rtiznych pohledt charakterizuji. Nékolik z nich dokézeme v této kapi-
tole. Predstavime také dvé praktické aplikace stromi: prvni se tyka vyhledavani
v linearné usporadané mnoziné, druha optimalniho kédovani symbold z néjaké
abecedy.

7.1 Definice

Definice 7.1 Strom je souvisly graf, ktery neobsahuje zadnou kruznici. List
stromu 7" je libovolny vrchol, jehoz stupen v T je 1.

-t
(a) (b) ©

Obrazek 7.1: Stromy.

Nékolik pfikladt stromt ukazuje obr. 7.1. Tyto stromy maji (zleva doprava)
3, 2 a 12 list.

Tvrzeni 7.2 Ma-li strom alespon dva vrcholy, pak md alespon dva listy.
Dukaz. Vezméme cestu P maximéalni mozné délky ve stromu 7. Necht x je

koncovy vrchol cesty P. Kazdy soused vrcholu x musi lezet na cesté P, jinak
by bylo mozné ji prodlouzit. Dejme tomu, Ze x neni list a méa tedy alespon dva

7



78 Kapitola 7. Stromy

sousedy 1, yo. Sled, ktery dostaneme, pokud vyjdeme z vrcholu x do vrcholu ¥,
dale po cesté P do y, a zpét do x, je kruznici v grafu T. Ten je ale stromem
a zaddnou kruznici neobsahuje, takze = je skutec¢né list. Dalsim listem je druhy
koncovy vrchol cesty P. O

V tomto oddilu si ukazeme tii dilezité véty, z nichz kazda charakterizuje
stromy z jiného hlediska: véta 7.3 podle poctu cest mezi dvéma vrcholy, véta 7.4
podle poc¢tu hran a koneéné véta 7.6 podle nesouvislosti jistych podgrafa (tzv.
faktori).

Z definice je graf souvisly, obsahuje-li alespon jednu cestu mezi kazdou dvojici
vrcholid. Pokud podminku zesilime a budeme pozadovat existenci pravé jedné
cesty, pak podle nasledujici véty budou této podmince vyhovovat prave vsechny
stromy.

Véta 7.3 Graf G je strom, pravé kdyz pro kazdé dva vrcholy u,v € V(QG) ezistuje
v grafu G prdveé jedna cesta z u do v.

Dtikaz. ‘=’: Strom G je z definice souvisly, takze alespon jedna cesta mezi
kazdymi dvéma vrcholy existuje. Necht P, (Q jsou dvé cesty z vrcholu u do vrcholu
v, pricemz

P:(U:p07p17...,pk:’l])7
Q:(U:qo,q1,---,QE:U>~

Necht 7 je nejmensi index takovy, Ze p; # ¢;. Vzhledem k tomu, Ze cesty P a )
jsou rizné, ale zac¢inaji v témze vrcholu, plati 1 < ¢ < k, /. Zvolme j nejmensi
takové, Ze j > ¢ a g; lezi na cesté P. Vime, Ze pfinejmensim ¢, na P leZi, proto
takovy index j jisté existuje. Definujme sled S nésledujicim zpiisobem: vyjdeme
z vrcholu p;_; po cesté P do p; a odtud po cesté ) zpét do ¢;—1 = p;—1. Je jasné,
ze S je kruznice v grafu G, coz je spor s predpokladem, ze G je strom. Mezi u a
v je tedy jen jedina cesta.

‘<" Graf G, ve kterém mezi kazdymi dvéma vrcholy existuje n€jaka cesta,
je jisté souvisly. Pokud by obsahoval kruznici, vedly by mezi libovolnymi dvéma
vrcholy této kruznice alespon dveé cesty. Graf GG, ktery spliuje nas predpoklad, je
tedy stromem. O

Podle véty 6.11 ma souvisly graf na n vrcholech aspon n — 1 hran. Nasledujici
véta 1ika, ze stromy lze charakterizovat jako grafy, u nichz v tomto dolnim odhadu
poctu hran plati rovnost.

Véta 7.4 Graf G je strom, pravé kdyz je souvisly a ma n — 1 hran.
Dikaz. ‘=’: Strom je z definice souvisly. UkaZzeme indukci podle poc¢tu vrcholi,

7ze mé n — 1 hran. Pro strom na jednom vrcholu tvrzeni jisté plati. Necht je dan
strom G s n > 1 vrcholy a necht v je néktery jeho list (existuje podle tvrzeni 7.2).
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Graf G — v je strom (jak je vidét z definice) a ma n — 1 vrcholi a m — 1 hran.
Podle indukéniho predpokladu je m —1 = (n—1) — 1 a tedy m = n — 1, coz jsme
chtéli dokazat.

‘<" Potfebujeme dokézat, ze souvisly graf s n vrcholy a n — 1 hranami ne-
obsahuje kruznici. Opét pouzijeme indukci podle n, pficemz pro n = 1 je tvrzeni
trividlni. Necht souvisly graf G ma n — 1 hran. Kdyby stupné vSech vrcholt byly
vétsi nez 1, pak jejich soucet je alespori 2n a pocet hran (ktery je piesné polovinou
z tohoto ¢isla) by byl alespoii n. Proto G musi obsahovat néjaky vrchol stupné
nejvyse 1. Stupen 0 vSak diky souvislosti miizeme vyloucit. Necht tedy v je vrchol
stupné 1. Graf G — v ma n — 1 vrcholl, n — 2 hran a je souvisly. Podle induk¢-
niho predpokladu je to strom. Opétovnym pridanim vrcholu v nemize vzniknout
kruznice, takze stromem je i cely graf G. O

Ptred uvedenim posledni charakterizace stromi potfebujeme jesté jeden po-
jem. Oboji se nam bude hodit pozdéji, az budeme hovorit o souvislostech mezi
grafy a maticemi.

Definice 7.5 Faktor grafu G je libovolny jeho podgraf, jehoz mnozina vrcholi
je V(G). Faktor je vlastni, je-li rizny od grafu G.

Véta 7.6 Graf G je strom, prdve kdyz je souvisly a nemd Zadny souvisly vlastni
faktor.

Dukaz. ‘=’: Nechf strom G ma souvisly vlastni faktor F'. Protoze F # G,
existuje néjaka hrana e € E(G)— E(F'). Podle véty 6.15 musi G —e byt nesouvisly
graf, protoze GG neobsahuje zddnou kruznici. Graf F' je ovSem faktorem grafu G—e
a musi tak byt rovnéz nesouvisly. To je spor.

‘=" Necht G je graf, ktery nemé souvisly vlastni faktor. Dejme tomu, Ze
obsahuje kruznici C. Pro e € E(C) je opét podle véty 6.15 G — e souvisly graf.
Jedna se vSak o vlastni faktor grafu GG, a to je spor. Vzhledem k tomu, Ze souvislost
grafu G predpokladame, je véta dokadzana. O

Jak lze zjistit, zda je dany graf G stromem? Stejné jako u testovani souvislosti
je to patrné ‘na prvni pohled’ u malych grafi nakreslenjch piehlednym obraz-
kem. Ptedstavime-li si vSak tfeba graf s desitkami tisic vrchold, navic zadany
matici, jak to uvidime v kapitole 9, pak s prvnim pohledem mozna nevystacime.
Snadny postup vsak nabizi véta 7.4, podle niz staci spocitat, zda ma graf n — 1
hran, a otestovat, zda je souvisly (napf. pomoci Dijkstrova algoritmu, se kterym
se sezndmime v oddilu 12.2, nebo algoritmu ze cviceni 6.7). Neni tedy potfeba
zjistovat, zda graf G obsahuje néjakou kruznici.

Cviceni
» 7.1 Kolik existuje riznych stromi na mnoziné V = {1,2,3,4}? Kolik existuje
navzajem neisomorfnich stromi na mnoziné V7
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7.2 Kostry

Definice 7.7 Kostrou souvislého grafu GG je kazdy jeho faktor, ktery je stromem.
Jinak feceno, kostra grafu G je souvisly podgraf bez kruznic, ktery obsahuje
vSechny vrcholy grafu G.

Obr. 7.2 ukazuje 3 rtzné kostry téhoz grafu. Upozornéme, ze dosti Castou
chybou je zaména pojmi kostra a strom. Rozdil je ale podstatny: konkrétni graf
miize nebo nemusi byt stromem, ale pojem kostra se vzdy vaze jesté k dalsimu
grafu, napt. v otazce ‘Je graf GG kostrou grafu H?’

Obréazek 7.2: TTi kostry téhoz grafu (zndzornény tucéné).

Ma kazdy graf kostru? Z toho, ze kazdy faktor nesouvislého grafu je nesouvisly,
vidime, Ze nesouvisly graf Zadnou kostru mit nemize. Na druhou stranu plati
nasledujici tvrzeni.

Tvrzeni 7.8 KazZdy souvisly graf md alespon jednu kostru.

Dukaz. Necht G = (V, E) je souvisly graf. Uvazme mnozinu hran M, ktera ma
vlastnost, ze
faktor (V, M) grafu G neobsahuje kruznice (7.1)

a je s touto vlastnosti maximalni vzhledem k inkluzi. (Takovd mnozina existuje,
protoze napiiklad i prazdnd mnozina spliiuje podminku (7.1).) Tvrdime, ze faktor
(V, M) je souvisly.

Dejme tomu, Ze to tak neni a uvazme komponenty A, B grafu (V, M). V souvis-
lém grafu G mezi A a B jisté vede néjaka hrana e. Pfidanim této hrany k mnoziné
M kruznice vzniknout nemiize, to by totiz vedlo ke sporu s vétou 6.15. Proto mno-

zina M U{e} mé rovnéz vlastnost (7.1) a dostdvame spor s maximalitou mnoziny
M. O

Stromy a kostry maji fadu praktickych aplikaci. S nékterymi z nich se v dalsim

textu seznamime:

e binarni a dalsi stromy slouzi jako datové struktury algoritmu (oddily 7.3 a
7.4),
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o minimadlni kostra se objevuje v tlohach, kde je cilem najit optimalni pro-
pojeni jistych objektt (oddil 12.4),

e rozhodovaci strom se pouziva k modelovani rozhodovacich procest (je po-
psan v oddilu 12.5).

Kostry grafii se rovnéz uplatiuji pfi analjze elektrickych obvodi (tzv. metoda
stavovych proménnych).

Ve cvicenich k tomuto oddilu je zaddnim spocitat kostry riznych grafi. K této
otazce se vratime v kapitole 9, kde odvodime souvislost mezi po¢tem koster grafu
a determinantem jisté matice.

Cviceni
» 7.2 Urcete pocet koster:

(a) stromu na n vrcholech,
(b) kruznice C,,

(c) grafu, ktery vznikne, ptiddme-li k C5, hranu spojujici dva vrcholy z,y
s vlastnosti, ze délka obou cest z = do y v gratu C%, je n.

(Dvé kostry povazujeme za rtzné, maji-li rizné mnoziny hran.)

» 7.3 Necht M,, je graf tvofeny n disjunktnimi hranami na 2n vrcholech. Urcete
pocet koster grafu G, ktery vznikne pridanim nového vrcholu a jeho spojenim
s kazdym vrcholem z V' (Msy,). (G je tedy n trojihelniki slepenych “za vrchol”.)

»» 7.4 Nechf G je graf na mnoziné vrcholt {1,...,n}U{v, w}, v némz je kazdy
vrchol z {1,...,n} spojen hranou jak s v, tak s w, a jiné hrany G nema. Urcete

(a) pocet koster grafu G,

(b) pocet koster grafu G + vw, ktery vznikne z G pfidanim hrany vw.

7.3 Binarni stromy

Stromy maji Siroké uplatnéni jako datové struktury pro riizné algoritmy. Ukazeme
si dva priklady pouziti tzv. binarnich stromi. Uvedme nejprve jejich definici.
Korenovy strom je dvojice (T, ), kde T' je strom a r € V(T') pevné zvoleny
vrchol, kterému budeme fikat koren. Hloubka h(w) vrcholu w € V(T) je délka
cesty P(w) z kotene r do w. Vrchol v je rodi¢em vrcholu w, pokud je jeho sou-
sedem na cesté P(w) (pak také fekneme, ze w je potomkem vrcholu v). Bindrni
strom je kofenovy strom, v némz ma kazdy vrchol nejvyse dva potomky a kazdy
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potomek je oznaden jako levy nebo pravy. Zadny rodi¢ samoziejmé nemé dva
potomky stejného typu.

V obvyklém zndzornéni binarniho stromu je kofen nahote a levy resp. pravy
potomek na prislusné strané pod svym rodicem. Ptiklady binarnich stromi jsou
na obr. 7.3.

(a) (b)

Obrazek 7.3: Binarni stromy.

Binarni stromy se dobfe hodi k reprezentaci linedrnich uspotradani. Dejme
tomu, ze potfebujeme implementovat algoritmus, ktery pracuje s abecedné sera-
zenym seznamem n osob, pricemz kazdé osobé odpovida néjaky zdznam. Seznam
je obsdhly a vzhledem k ¢astym pristuptim potfebujeme, aby ¢as nutny k nalezeni
konkrétniho zdznamu byl co nejmensi. Jako ilustraci pouzijme jména z jednoho
unorového tydne v kalendafi. (Kazdy zaznam obsahuje jesté dalsi informace, kvuli
kterym se vlastné vyhledavani provadi. Pro nas vyklad vsak nejsou dulezité.)

Apolena | Bozena | Jifina | Mojmir | Slavéna | Valentyn | Vénceslav

Jak efektivné najit zdznam odpovidajici ur¢itému jménu? Jednou moznosti je
prochézet zaznamy od zacatku jeden po druhém a hledat ten spravny. Pak ovsem
v nejhorsim ptipadé musime projit vSech n zaznami (a v praméru n/2 zaznami).

Tento ¢as vSak lze vyrazné zkratit s pouzitim vyhledavaciho stromu. Bindrni
vyhleddvaci strom pro linearné usporadanou mnozinu (X, <) je binarni strom,
jehoz vrcholy jsou prvky mnoziny X a v némz pro kazdy vrchol v plati, ze je-1i £
levy potomek vrcholu v, pak ¢ < v, a podobné pro pravého potomka p vrcholu v
je p > v. (Adjektivum bindrni zde budeme pro strucénost vynechavat.) V nasem
prikladu je mnozinou X mnozina zaznami, usporadana podle abecedy. Ptiklad
vyhledavaciho stromu pro mnozinu X je na obr. 7.4.

Ozna¢me jméno piislusné vrcholu v symbolem a(v). Jak se v nasem stromu
vyhleda zaznam pro konkrétni jméno x? Zacneme od kofene r a porovname slova
x a a(r) (v abecednim uspotradani). Je-li z = a(r), nasli jsme hledany zdznam.
Pokud = < a(r), pfejdeme k levému potomku vrcholu r, jinak k pravému po-
tomku. Pokud prislusny potomek neexistuje, vyhledavani skoncilo netispéchem:
hledany prvek x neni v mnoziné X. Jinak se test opakuje.
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Mojmir

N

Bozena Valentyn

VANV

Apolena| |Jifina| [Slavéna| |Vénceslav

Obrazek 7.4: Vyhledavaci strom pro mnozinu zaznamd.

Ve stromu na obr. 7.4 1ze libovolny zdznam vyhledat nejvyse ve tiech krocich.
Bez pouziti vyhledavaciho stromu bychom k vyhledani jména Vénceslav potte-
bovali 7 krokti. Ne kazdy vyhledavaci strom pro danou mnozinu nam vsak nabizi
takové zlepseni. Napriklad u stromu na obr. 7.5 potiebujeme v nejhorsim pripadé
rovnéz 7 krokt.

Vénceslav
/
Valentyn
/
Slavéna
/
Mojmir
/
Jifina
/
Bozena
/
Apolena

Obréazek 7.5: Jiny vyhledavaci strom.

Kolik krokt tedy trva vyhledani zaznamu v obecném vyhledavacim stromu?
Definujme hloubku vyhledévaciho stromu 7' jako maximélni hloubku h(v) néja-
kého jeho vrcholu. K vyhledani zdznamu ve stromu hloubky d je pak v nejhorsim
pripadé potieba d kroki.
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Pro danou usporddanou mnozinu ale mame na vybér z mnoha stromt. Jaké
nejmensi hloubky lze dosdhnout? Rekneme, ze vyhleddvaci strom pro mnozinu X
je optimalni, mé-li mezi vSemi vyhledavacimi stromy pro X miniméalni hloubku.

Véta 7.9 Hloubka h(n) optimdlniho vyhleddvaciho stromu pro n-prvkovou mno-
zinu X je
h(n) = [logy(n+ 1)] — 1, (7.2)

kde [logy(...)] oznacuje horni celou édst z dvojkového logaritmu.

Dukaz. Nejprve dokazme, Ze h(n) je vétsi nebo rovno vyrazu na pravé strané
nerovnosti (7.2). Necht T je libovolny bindrni strom na n vrcholech. Oznacme
jeho hloubku d. Pro 0 < i < d je pocet vrcholi stromu 7' s hloubkou rovnou ¢
nejvyse 2¢. Odtud

n< 2042l 4.yl odtl _q

takze d > logs(n+1)—1. Protoze d je celé ¢islo, plati dokonce d > [loga(n+1)—1].
Splnuje-li tuto nerovnost hloubka kazdého stromu na n vrcholech, musi platit i
(7.2).

V opacném smeéru potfebujeme zkontruovat vyhledavaci strom pro mnozinu
X, jehoz hloubka bude rovna pravé strané nerovnosti (7.2). Nejprve najdeme
strom S, ve kterém

kazdy vrchol o hloubce nejvyse h(S) — 2 mé oba potomky, (7.3)
a potom ukazeme, Ze strom S méa pozadovanou vlastnost.

Ozna¢me X = {z1,...,2,}, kde 7 < -+ < x,. Je-li n < 2, pak snadno na-
jdeme strom pro X s hloubkou 0 nebo 1, ktery trividlné spliiuje podminku (7.3).
Pro vétsi n za kofen stromu S zvolme medidn posloupnosti x1,...,x,, tj. prvek
Tm, kde m = [n/2] (medidn je obecné ‘prostfedni’ prvek monoténni posloup-
nosti). Pro uspofddané mnoziny X; = {z1,...,2m-1} a Xo = {Tma1,..., 20}

rekurzivnim zpisobem zkonstruujme binarni vyhledavaci stromy S; a Ss s vlast-
nosti (7.3). Strom S ziskdme tak, ze levym potomkem kofene x,, ucinime kofen
stromu S; a pravym potomkem kofen stromu S,. Vidime, Zze podminka (7.3)
zistane zachovana.

Zbyva uréit hloubku d = h(S) stromu S. Z podminky (7.3) plyne, Ze pro
0 < i < d — 1 obsahuje strom S pfesné 2 vrcholdl o hloubce i. M4 tedy pfesné

14+24224... 420 =921_

vrcholit o hloubce mensi nez d. Z definice navic musi obsahovat alespon jeden
vrchol o hloubce d, takze
n > 24

Po pricteni jednicky k obéma stranam a zlogaritmovani snadno zjistime, Ze plati

d < [logy(n +1)] — 1,
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¢imz je diikaz hotov. O

Dtsledkem véty 7.9 je, ze s pouzitim vhodného vyhledavaciho stromu lze v n-
prvkové usporadané mnoziné vyhledavat v poctu krokt, ktery je omezen loga-
ritmickou funkci n. (S pouzitim formalismu z oddilu 6.7 bychom fekli!, Ze podet
kroki je O(logn).) Oproti linedrnimu poctu krokd bez pouziti vyhledédvaciho
stromu jde o znacné zlepsSeni.

V nasem prikladu predpokladame, ze vyhledavaci strom je staticky: staci jej
jednou zkonstruovat a jiz se neméni. Existuji také algoritmy, pomoci kterych lze
do vyhledavacich stromt pfidavat vrcholy nebo je odebirat, a to pfi zachovani
efektivity daného stromu. Vice se o téchto tématech lze dozvédét napr. v knize [3].

Cviceni
»» 7.5 (a) Urcete soucet

Xn:k; .ok,
k=1

(b) Vyhledéavaci strom 7" o hloubce d je uping, pokud vSechny listy maji hloubku
d a kazdy ostatni vrchol ma 2 potomky. Kolik vrcholtt ma takovy strom?

(c) S pouzitim ¢asti (a) spocitejte primérny pocet krokt potiebny k vyhledani
zdznamu v uplném vyhledavacim stromu o hloubce d. (Primér se pocita
pres vSechny vrcholy stromu.)

7.4 Huffmanovo kodovani

Dostavame se k dalsi aplikaci bindrnich stromi, k tzv. Huffmanovu? kédovani.
Necht je dana konec¢nd abeceda 3. Jeji prvky budeme nazyvat symboly. Nasim
cilem bude zakédovat kazdy symbol bindrnim retézcem (posloupnosti nul a jed-
nicek, tzv. biti), tak, aby bylo splnéno nékolik podminek, k jejichz zformulovani
se dostaneme za chvili. Kodovdni pro abecedu X je prosta funkce, ktera prirazuje
kazdému symbolu a kone¢nou posloupnost ¢(a) symbola 0 a 1 (kdd symbolu a).

Necht je pevné zvoleno kédovani c. Pak 1ze definovat i kéd posloupnosti sym-
boli a; ... ag, a to jako zfetézeni kédi

C(CLl) e C((Zk).

Vsimnéme si, Ze v tomto asymptotickém vyjadieni nezélezi na zékladu logaritmu. Mézeme
jej tedy vynechat.
2DaviD A. HUFFMAN (1905-1999).
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Je z tohoto kédu mozné rekonstruovat piivodni posloupnost a; ...ax? Ne vzdy.
Uvazme naptiklad abecedu ¥ = { XY, Z} s nésledujicim kédovanim:
symbol | X | Y | Z
kéd [ 0] 1]01

Pak napf. posloupnosti Z a XY maji stejny kéd 01. Této situaci bychom se chtéli
vyhnout. To se nam podafi naptiklad tehdy, kdyz bude nase kédovani prefizove, tj.
kdyz kéd zadného symbolu nebude poc¢ateénim tisekem (‘prefixem’) kédu zddného
jiného symbolu.

Pozorovani 7.10 Prefizové kodovdni pritazuje ruzngm posloupnostem symboli
ruzné kody.

Dtikaz. Cviceni 7.6. O

Prefixové kodovani se da najit snadno: stac¢i symboliim pritfadit rtizné kédy
stejné délky /.

Nyni se dostavame k dalsimu pozadavku: chtéli bychom minimalizovat pri-
mérnou délku kédu pritazeného symbolu abecedy . Predpokladame pritom, ze
kazdy symbol a mé uréenou vdhu w(a), na kterou se mizeme divat jako na po-
mérnou c¢etnost symbolu a v ‘typickém textu’ nad abecedou X a kterd se bere
v uvahu pfi vypoctu uvedeného primeéru.

Jinak feceno, ozna¢ime-li délku binarniho fetézce r symbolem |r|, budeme
chtit, aby vdaZend délka kédovani c,

vd(e) = > w(a) - |c(a)], (7.4)

A

byla co nejmensi.

Kédovani ¢ pro abecedu ¥ je optimdlni, pokud je prefixové a ma mezi vsemi
prefixovymi kédovanimi pro ¥ nejmensi vazenou délku.

Uvazme jako jednoduchy piiklad abecedu ¥ = {A, B, C, D}. Jsou-li vSechny
vahy stejné, pak nelze pocitat s lepSim fesSenim, nez je kédovani s kédy 00, 01, 10
a 11 a s vazenou délkou 2 (obecné pro n-prvkovou abecedu bychom potfebovali
[log, n] bith). Predpokladejme ovSem, Ze symboly maji néasledujici véhy:

symbol‘A‘B‘C‘D

vaha | 0.6 | 0.3 0.05 ] 0.05 (7.5)

Pak neni vylouceno, ze se nam na vazené délce podafi usettit, pokud castému
symbolu A pritadime nejkratsi mozny kod, i za ceny prodlouzeni kédd maélo
frekventovanych symbolid C a D. Skutec¢né, napiiklad kédovani

symbol‘A‘B‘ C ‘ D
kéd [ 0 [10 110 | 111
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je prefixové a jeho vazena délka je pouze
0.6 x140.3x240.05x3+0.05x3=1.5.

S timto kédovanim tedy na jeden symbol potiebujeme primérné pouze 1.5 bitul!
D4 se ukézat, zZe je to optimalni kédovani.

Prefixova kédovani maji tzky vztah k binarnim stromtim. Necht 7" je bindrni
strom, jehoz listiim jsou vzajemné jednoznacné prirazeny symboly z abecedy X.
Oznacme list odpovidajici symbolu a € ¥ jako ¢,. Strom T urcuje kédovani
pro abecedu ¥, a to nasledujicim zpisobem. Uréime kéd c¢(a) symbolu a € X.
Oznac¢me vrcholy na cesté P(¢,) v poradi od kofene jako r = vg, v1,...,vq = {q.
Hledany kéd pak bude posloupnost c¢(a) = (b1, ..., by), kde d je hloubka listu ¢,,
v8echny b; jsou z mnoziny {0,1} a

b; =0 <= vrchol v; je levym potomkem vrcholu v;_;.

V opacném smeéru lze pro kazdé prefixové kédovani sestrojit odpovidajici bi-
narni strom (viz cviceni 7.11). Naptiklad nasemu optiméalnimu kédovani pro abe-
cedu {4, B,C, D} odpovida strom na obr. 7.6. Pokusme se preformulovat tlohu
hledani optiméalniho kédovani v fe¢i binarnich stromt.

A
B
C D

Obrazek 7.6: Binarni strom odpovidajici optimalnimu kédovani pro abecedu
{A, B,C, D} s vihami 7.5.

Optimalni strom pro abecedu ¥ = {ai,...,a,} s vdhami w(a;) je binarni
strom T s listy ¢1,...,¢, a s nejmensi moznou primeéernou vdZenou hloubkou
vh(T'). Ta je definovana predpisem

n

vh(T) = " w(a;) - h(ts),

i=1

kde symbol h(¢;) oznacuje hloubku listu ¢;. Je jasné, ze optimalnimu stromu
odpovida optimélni kédovani pro abecedu ¥ s danymi vdhami. (Pozor na roz-
dil mezi pojmem ‘optiméalni strom’ a terminem ‘optiméalni vyhledavaci strom’ z
oddilu 7.3.)

Nez popiseme Huffmantv algoritmus pro nalezeni optiméalniho stromu, za-
vedme jesté dvé definice. Vrchol v binarniho stromu T je ndsledovnikem vrcholu
u, pokud u lezi na cesté P(v). Specidlné je tedy kazdy vrchol svym vlastnim
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nasledovnikem. Levy (pravy) podstrom pod vrcholem v je indukovany podgraf
stromu 7" na mnoziné vSech nasledovniki levého (pravého) potomka vrcholu v.

Vstupem Huffmanova algoritmu je abeceda ¥ = {a4,...,a,} spolu s piitaze-
nim vah w(a;) symbolim a; € ¥. Jeho vystupem je (néktery) optimalni strom
H pro abecedu ¥, tzv. Huffmantiv strom. Prislusné kédovani se oznacuje jako
Huffmanovo kodovani.

Algoritmus pracuje s posloupnosti kofenovych stromt s vazenymi listy, ktera
se v kazdém kroku méni. Vychozi posloupnost Py = (71, ...,T},) je tvofena trivi-
alnimi stromy 7; o jediném vrcholu a; s vahou w(a;).

Algoritmus skon¢i, az bude nase pracovni posloupnost obsahovat jediny strom,
a tim bude hledany Huffmantv strom H. PopiSme k-ty krok algoritmu. Vaha w(T")
libovolného stromu 7' je definovana jako soucet vah jeho listt.

Najdeme v pracovni posloupnosti Pj_; dvojici stromt s minimalnim souc-
tem vah. Takovych dvojic mtze byt vice; abychom se vyhnuli nejednoznacnosti,
definujme mnozinu usporadanych dvojic

M1 ={(s,t) : s < t asoucet w(Ts) + w(7};) je minimalni mozny}

anajdéme v ni nejmensi prvek (¢, j) v lexikografickém usporadani (viz cviceni 3.2).
Posloupnost P, vznikne z posloupnosti P,_; nasledovné:

(1) vypustime strom 15,

(2) nahradime strom 7; stromem, jehoz kofenem je nové pfidany vrchol vy,
levym podstromem pod kotfenem je T; a pravym podstromem pod kofenem
je T; (vahy na listech zistavaji beze zmény).

Vidime, Ze pocet prvkt pracovni posloupnosti stromt se provedenim k-tého
kroku snizil o 1. Algoritmus tedy skon¢i po p — 1 krocich.
Ilustrujme jeho pribéh na prikladu. Necht jsou pro abecedu

Y ={A E G, I L R}
urceny tyto vahy:

symbol | A | E| G | I | L| R
vdha [ 0.2]0.40.06]0.1]0.1]0.14

(7.6)

Najdeme Huffmantiv strom pro tuto abecedu.

V nésledujicim schématickém znazornéni pribéhu Huffmanova algoritmu kaz-
dy radek zachycuje stav pracovni posloupnosti stromti v prislusném kroku. Pis-
mena odpovidaji stromim na jednom vrcholu. Strom S na vice vrcholech je zné-
zornén symbolem , kde S; (resp. Ss) je levy (resp. pravy) podstrom pod
kofenem stromu S. Prvky posloupnosti jsou oddéleny mezerami, ¢isla (indexy)
udavaji vahu daného stromu, pro prehlednost nasobenou stem.
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Ay Eyo Ge Lo Lio Ris
Ay Eyo 16 Ly Ri4
Ay Eyo 16 L Ry

A 26 E4o 24

AGIJ[[LR]  Eu
AlGT] E oo

Vysledny Huffmantv strom (ktery odpovida poslednimu fadku v tomto za-
pisu) je na obr. 7.7. Nasli jsme tedy nésledujici optimélni kéd:
symbol | A |E| G | I | L | R
kéd [ 000 | 1 |0010 | 0011 | 010 | 011

G I

Obrazek 7.7: Huffmantiv strom pro abecedu s vdhami (7.6).

Pomoci této tabulky neni problém zakdédovat libovolné slovo v abecedé X.
Napriklad kéd slova ALERGIE je 0000101011001000111.

Korektnost Huffmanova algoritmu zarucuje nasledujici véta, jejiz dikaz po-
nechavame jako (téz8i) problém na cviceni 7.12.

Véta 7.11 Necht ¥ ={ay,...,a,} je abeceda s vahami w(a;). Strom zkonstruo-
vany Huffmanovym algoritmem je optimdalnim stromem pro tuto abecedu. O

Cviceni
» 7.6 Dokazte pozorovani 7.10.

» 7.7 Urcete primérnou vazenou hloubku vh(7’) stromu na obr. 7.7.

» 7.8 Zakédujte pomoci Huffmanova kédovani z naseho ptikladu slova ELEGIE
a LILIE. Vyplati se pro tato slova Huffmanovo kédovani pouzit? Proc¢?
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» 7.9 Urcete slovo, jehoz Huffmantv kéd v kédovani z naseho piikladu je
01000110010000.
» 7.10 Najdéte Huffmantv strom pro abecedu {A, B,C, D, E'} s vAhami

symbol‘A‘ B ‘C"D‘ E
vdha | 0.1]0.15|0.5]0.1]0.15

a urcete jeho primeérnou vazenou hloubku.

» 7.11 Ukazte, ze prefixova kédovani pro abecedu ¥ jsou ve vzajemné jedno-

znacném vztahu s binarnimi stromy, jejichz listy jsou oznaceny symboly abecedy
3.

»» 7.12 Dokazte vétu 7.11.

[Napovéda. Necht a;, a; jsou dva symboly s minimalni vahou. UkaZte, ze pro
abecedu X existuje optimalni strom, ve kterém symboly a; a a; maji stejného
predchiidce. Z tohoto lemmatu plyne véta 7.11 indukei pfes n. |



