Kapitola 8

Orientované grafy

V této kapitole se budeme zabyvat grafy, v nichz méa kazda hrana urceny smér —
tzv. orientovanymi grafy. Smér (orientace) hran se obvykle znazoriiuje Sipkami
jako na obr. 8.1.

1 2

Obrazek 8.1: Orientovany graf.

8.1 Definice orientovanych grafu

Definice 8.1 Orientovany graf je dvojice (V) F), kde V je mnozina vrcholi a
E CV xV je mnozina hran.

Vsimnéme si, ze hrany jsou nyni prvky kartézského soucinu V' x V', a tedy
usporddané dvojice vrcholi. (Orientovany graf je tedy vlastné totéz, co binarni
relace na mnoziné V.) Dvojici (u,v) interpretujeme jako hranu, kterd zacind ve
vrcholu u a konéi ve vrcholu v. Podle definice muze byt hranou i dvojice (v, v).
Nage orientované grafy tedy mohou mit smycky. Nasobné hrany ve shodném
sméru nadale nepovolujeme (graf ale mize obsahovat dvojici ‘protichidnych’ hran
mezi dvéma vrcholy). Podobné jako u neorientovanych grafi budeme dvojici (u, v)
zapisovat prosté jako uv. Nyni ovSem symboly uv a vu oznacuji dvé rtizné hrany.

Pojmy podgraf a indukovany podgraf jsou definovany jako u neorientova-
nych grafii. Z orientovaného grafu G mtizeme snadno vyrobit neorientovany graf
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(tzv. symetrizaci grafu G) tak, Ze ‘zapomeneme’ orientace vsech hran. Pfipadné
smyCky odstranime a nasobné hrany nahradime jednoduchymi. (Viz obr. 8.2.)
Neékteré pojmy tykajici se neorientovanych grafu tak lze pfimo aplikovat na grafy
orientované. Rekneme napiiklad, Ze orientovany graf G je (slabé) souvisly, je-li
jeho symetrizace souvisla. Komponenty orientovaného grafu G jsou (analogicky
k situaci u neorientovanych grafii) maximalni slabé souvislé podgrafy. Presnéji
feceno, komponenta je slabé souvisly indukovany podgraf s vlastnosti, ze zadny
indukovany podgraf na vétsi mnoziné vrcholl neni slabé souvisly.
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Obrazek 8.2: Symetrizace grafu z obr. 8.1.

V opac¢ném sméru, u prechodu od neorientovaného grafu k orientovanému,
mame fadu moznosti, jak hrany opatfit sipkami. Rekneme, Ze orientovany graf
G je orientact grafu H, je-li H symetrizaci orientovaného grafu GG. Kazdy neori-
entovany graf ma tedy fadu orientaci. Orientovany graf na obr. 8.1 je naptiklad
jednou z orientaci grafu na obr. 8.2.

Definice 8.2 Vstupni stuperi df,(u) vrcholu u orientovaného grafu G = (V, F) je
pocet hran, které kon¢i ve vrcholu u, tedy pocet dvojic zu (kde x € V') v mnoziné
hran E. Podobné vystupni stupen dg(u) je pocet dvojic ux v mnoziné hran.

Cviceni
» 8.1 Dokazte, Ze v orientovaném grafu G = (V, E) s m hranami plati

S i) = Y () = m.

veV veV

8.2 Silna souvislost

Pro orientované grafy lze snadno upravit definice pojmu sled, cesta v grafu a
kruznice v grafu. Znéni definic je vlastné témér stejné, jediny rozdil je v tom, Ze
kazdy krok sledu musi nyni respektovat orientaci prislusné hrany. Misto pojmu
‘kruznice’ pouzivame u orientovanych grafi terminu ‘cyklus’.
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Definice 8.3 Orientovany sled z vrcholu x do vrcholu y v orientovaném grafu GG
je posloupnost vrcholi (z = wvg, vq,...,v = y), ve které je pro kazdé i =1,... k
dvojice v;_1v; hranou grafu G. Orientovand cesta v G je orientovany sled, ktery
obsahuje kazdy vrchol nejvyse jednou. Cyklus v G je orientovany sled, ve kterém
je vy = vy, tento vrchol je v ném obsazen praveé dvakrat a vsechny ostatni nejvyse
jednou.

Graf G na obr. 8.1 obsahuje napfiklad sled (3, 1,2, 3, 4,4), naopak posloupnost
(4,3,2,1) sledem neni. Tento graf obsahuje také cykly (1,2,3,1), (4,4) (délka
tohoto cyklu je 1) a (1,2,1).

Slaba souvislost ndm nefikd mnoho o existenci orientovanych cest v daném
grafu. U orientovanych grafi je proto Casto pfirozené€jsi pracovat se silnéjsi vari-
antou pojmu souvislost.

Definice 8.4 Orientovany graf G je silné souvisly, pokud v ném pro kazdou
dvojici vrchold x, y existuje orientovana cesta z x do y i orientovana cesta z y do
x.

Nasledujici véta charakterizuje silné souvislé grafy. Jak je asi zfejmé, rikame,
ze hrana xy je obsazena v cyklu (vg, vy, ..., vx = vg), pokud pro néjaké i je z = v;
ay = Vi1

Véta 8.5 Slabé souvisly orientovany graf je silné souvisly, prave kdyZ kazZdd jeho
hrana je obsazZena v néjakém cyklu.

Dtikaz. ‘=’: Uvazme hranu xy orientovaného grafu G. Ze silné souvislosti plyne
existence cesty P z y do z. Pfipojenim hrany zy za tuto cestu vznikne cyklus,
ktery hranu xy obsahuje.

‘=" Necht z,y je libovolna dvojice vrcholti a necht ) je cesta z x do y
v symetrizaci slabé souvislého orientovaného grafu GG. Cesta () je tedy posloupnost
vrcholtt (v = qo,q1,.-.,qr = ¥y), kde pro i = 1,....k je bud ¢ _1¢; € E(G)
(a fekneme, Ze jde o dobfe orientovanou hranu cesty @) nebo ¢;_1¢; ¢ E(G)
a ¢;¢;—1 € E(G) (Spatné orientovand hrana). Kazda $patné orientovana hrana
¢:qi—1 je obsazena v cyklu; specidlné existuje orientovana cesta R; z ¢;_1 do g¢;.
Nahradime-li v cesté () kazdou Spatné orientovanou hranu prislusnou cestou R;,
ziskame orientovany sled z x do y. Podle cviceni 8.3 tedy existuje orientovana
cesta z x do y. Vzhledem k tomu, ze dvojice x,y byla libovolna, graf je silné
souvisly. O

Definujme na vrcholech orientovaného grafu G relaci oboustranné dosaZitel-
nosti ~: pro vrcholy x,y plati © ~ y, pokud v G existuje orientovana cesta z x
do y i naopak. S pouzitim cviceni 8.3 je snadné dokazat, ze tato relace je ekvi-
valenci. Tento fakt mtzeme pouzit v definici tzv. kvazikomponent, které jsou
obdobou komponent pro silnou souvislost. K jejimu pochopeni mtize pomoci vra-
tit se k definici pojmu komponenta v kapitole 5.
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Definice 8.6 Kuvazikomponenta orientovaného grafu G je kazdy jeho indukovany
podgraf na mnoziné vrcholt, ktera tvoti nékterou z tiid ekvivalence ~.

Definici ilustruje graf na obr. 8.3(a) s 2 komponentami a celkem 5 kvazikom-
ponentami, znédzornénymi na obr. 8.3(b). Podobné orientovany graf na obr. 8.1
mé t¥i kvazikomponenty, jejichz mnoziny vrchold jsou {1,2,3},{4} a {5}.

Cy

" Cs -

Cs

4 ¢,
(@ (v)

Obrazek 8.3: Orientovany graf a jeho kvazikomponenty.

Cviceni
» 8.2 Najdéte piiklad slabé souvislého orientovaného grafu na 6 vrcholech, ktery
mé 3 kvazikomponenty.

» 8.3 Dokazte, ze v orientovaném grafu existuje orientovana cesta z vrcholu x
do vrcholu y, pravé kdyz v ném existuje orientovany sled z x do y.

» 8.4 Dokazte, ze kvazikomponenty orientovaného grafu G jsou pravé jeho ma-
ximalni silné souvislé podgrafy — jinymi slovy, jsou to pravé ty podgrafy H, pro
které plati, ze je-li H vlastnim podgrafem jiného grafu K C G, pak K neni silné
souvisly.

» 8.5 Formulujte algoritmus na nalezeni kvazikomponent orientovaného grafu.

8.3 Acyklické orientované grafy
Definice 8.7 Orientovany graf je acyklicky, pokud neobsahuje zadny cyklus.

Slabé souvislé acyklické orientované grafy jsou tedy z jistého hlediska obdobou
stromd, tj. souvislych grafii, které neobsahuji zadnou kruznici.
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Definice 8.8 Vstupni vrchol orientovaného grafu GG je vrchol, jehoz vstupni stu-
pent d5(v) je nulovy. Podobné vystupni vrchol je vrchol, pro ktery je dg(v) = 0.

Acyklické grafy lze charakterizovat z hlediska existence vstupnich vrcholu
v jejich podgrafech.

Véta 8.9 Orientovany graf G s konecnou mnozinou vrcholi je acyklicky, prdve
kdyz kaZdy jeho neprdzdny podgraf H C G obsahuje vstupni vrchol.

Dtikaz. ‘=’: Zvolme vrchol vy. Neni-li vstupni, vede do néj néjaka hrana, dejme
tomu z vrcholu v;. Opakovanim této tivahy ziskdme nejvyse po n + 1 krocich
(kde n je poet vrcholi) budto vstupni vrchol, nebo posloupnost n + 1 vrcholi
(vo, V1, - - ., Uy), ve které se musi néktery vrchol vyskytovat dvakrat, feknéme v; =
v; a1 < j. Ve druhém piipadé by ale podposloupnost v;,v;_1,...,v; byla cyklem
v acyklickém grafu G.

‘<" Predpokladejme existenci vstupnich vrcholid a dokazme, Ze orientovany
graf G je acyklicky. Necht obsahuje cyklus C. Tento cyklus ur¢uje podgraf H
grafu G, sestavajici z hran a vrchold, kterymi C' prochézi. VSechny vstupni i
vystupni stupné v podgrafu H jsou rovny jedné. To je spor. O

Lze ocekavat, ze podobny vysledek plati i pro vystupni vrcholy.

Dutsledek 8.10 Orientovany graf G je acyklicky, pravé kdyz v kazdém jeho ne-
prazdném podgrafu H C G existuje vystupni vrchol.

Diikaz. Otocime-li smér kazdé hrany grafu GG, acykli¢nost ztistane zachovana a
vstupni vrcholy prechazeji na vystupni a naopak. O

Nasledujici véta charakterizuje acyklické grafy jako takové, na nichz existuje
uspotradani vrcholt konzistentni se sméry vsech hran.

Véta 8.11 Orientovany graf G je acyklicky, praveé kdyz jeho vrcholy lze setadit
do posloupnosti (vy,...,v,) tak, Ze pro kaZdou hranu v;v; grafu G plati i < j.

Dtikaz. ‘=’: Polozme GG; = G. Podle véty 8.9 existuje vstupni vrchol v; acyk-
lického orientovaného grafu GG;. Necht G5 = G; — vy je orientovany graf vznikly
odstranénim vrcholu vy (a v8ech hran, které ho obsahuji). To je podgraf grafu G,
a ma tedy vstupni vrchol v,. Opakovanim tohoto postupu dostaneme posloup-
nost vrcholi (vy,...,v,). Dejme tomu, Ze v;v; € E(G), ale pfitom i > j. Pak ale
v; € V(G;) a kvtli hrané v;v; nemize v; byt vstupnim vrcholem grafu Gj, coz je
Spor.

‘«=’: Méjme vrcholy sefazeny do posloupnosti s uvedenou vlastnosti a pred-
pokladejme, ze G obsahuje cyklus (v, viy,...,0;_,,v;, = ;). Pak plati, ze
v;, vy, € E(G) a tedy ig < i1. Obecnéji dostavame

T <11 < g < -+ < ip_1 <1,
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coz neni mozné. Tim je dikaz hotov. O

V diikazu véty 8.11 se vlastné skryva efektivni algoritmus pro test acykli¢nosti
orientovaného grafu G = G1. V jeho i-tém kroku postupujeme nasledovné:

(1) Je-li G; graf na jediném vrcholu, algoritmus koné¢i. Graf G je acyklicky.

(2) Pokud graf GG; obsahuje néjaky vstupni vrchol v;, polozime G;11 = G; — v;
a pokracujeme krokem 7 + 1.
(3) V opa¢ném piipadé graf G neni acyklicky a algoritmus kondi.

V kazdém z O(n) kroku tohoto algoritmu je potfeba najit vstupni vrchol
v grafu o nejvyse n vrcholech. Pfi pouziti postupu, ktery plyne z dikazu véty 8.9,
1ze vstupni vrchol najit v ase O(n). Celkova ¢asova slozitost popsaného algoritmu
je tedy O(n?).

Cvicéeni

» 8.6 Najdéte pro acyklicky orientovany graf na obr. 8.4 posloupnost vrcholt
spliiujicich podminku véty 8.11.

» 8.7 Najdéte (nekonecny) acyklicky orientovany graf, ktery neobsahuje vy-
stupni vrchol.
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Obrazek 8.4: Acyklicky orientovany graf.

8.4 Tranzitivni uzavér

Vime jiz, ze orientované grafy s mnozinou vrcholi V' jednoznac¢né odpovidaji
bindrnim relacim na mnoziné V' (viz cviceni 8.8).

Definice 8.12 Tranzitivni uzdvér orientovaného grafu G je orientovany graf G
takovy, ze V(GT) =V(G) a

x # 1y av (G existuje orientovana cesta z = do vy,

+
zy € E(G™), pokud { x =1y a vrchol z lezi na néjakém cyklu v G.
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Vsimnéme si, Ze graf G je podgrafem grafu G* a Ze G je acyklicky, praveé kdyz
G* neobsahuje zadnou smycku. Nésledujici véta charakterizuje acyklické grafy
jako grafy, jejichZz (mirné rozsifeny) tranzitivni uzavér je grafem usporadani na

V(G).

Véta 8.13 Orientovany graf G = (V, E) bez smycek je acyklicky, pravé kdyz
graf G*, vznikly priddnim vsech smydcek k tranzitivnimu uzdvéru G, je grafem
usporddani (tj. E(G*) je relace uspordaddini na V(G*) = V(G)).

Dikaz. ‘=’: Necht G je acyklicky. Diky pridanym smyc¢kam je E(G*) reflexivni
relace. Je také slabé antisymetrickd, nebot zy € E(G*) a yxr € E(G*) by pro
razné z,y znamenalo, Zze GG obsahuje orientovany sled z z do y i naopak. Uvazme
podgraf H slozeny z vrcholi a hran obou téchto sledl; v tomto podgrafu je
vstupni stupen kazdého vrcholu aspon 1. Neobsahuje tedy vstupni vrchol, coz je
ve sporu s vétou 8.9.

‘=": Necht E(G*) je usporadani. Pro nazornost zapisujme xy € E(G*) jako
x < y. Pfedpokladejme, ze G obsahuje cyklus C' = (zg, x1, ...,z = xo). Pak pro
kazdé i = 0,...,k — 1 plati z;2;,1 € E(G), jinak fefeno x; < ;41. Z tranzitivity
je tedy xg < xp_1. Vime v8ak, Ze také x,_17¢ € E(G), takze z_1 < xo. Z antisy-
metri¢nosti relace F(G*) musi byt xo = 24_;. Cyklus C' m4 tedy délku 1 a musi
to byt smycka. To je spor s predpokladem, ze GG je bez smycek. O

Cvicdeni

» 8.8 Necht G = G(R) je orientovany graf binarni relace R na mnoziné V. Jak
z grafu G pozname, zda je relace R:

(a) reflexivni,
(b) symetricka,
(c) antisymetricka?

» 8.9 Formulujte algoritmus pro nalezeni tranzitivniho uzaveéru orientovaného
grafu.

8.5 Kondenzace

Definice 8.14 Kondenzace orientovaného grafu GG je orientovany graf G, jehoz
vrcholy jsou kvazikomponenty grafu G, a pro rtzné kvazikomponenty ()1, Qs €
V(G.) plati

1Q2 € E(G,), pokud pro n&jaké 1 € V(Q1), x5 € V(Q2) je z122 € E(G).
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Kondenzaci si lze predstavit také tak, ze kazdou kvazikomponentu grafu G
‘stahneme’ do jediného vrcholu; hrany, které vedly mezi riznymi kvazikompo-
nentami, nyni povedou mezi témito novymi vrcholy. Vynechame ovSem smycky.
V pripadé, Ze mezi dvéma vrcholy povede vice hran v témze sméru, nahradime
je jedinou hranou.

Vezméme jako priklad opét graf na obr. 8.3. Vime, ze mé pét kvazikomponent
C1,...,Cs5. Jeho kondenzaci je orientovany graf na obr. 8.5a.

Kondenzace grafu G z obr. 8.1 je zndzornéna na obr. 8.5b. U kazdého vrcholu
je zde uvedena mnozina vrchold prislusné kvazikomponenty grafu G.

G O {2}

Cl C'2 {1’ 27 3} {4}
(a) (b)

Obrazek 8.5: Kondenzace (a) grafu z obr. 8.3, (b) grafu z obr. 8.1.

Véta 8.15 (Véta o kondenzaci) Pro orientovany graf G plati:
(i) G. je acyklicky orientovany graf.
(i) G je silné souvisly, pravé kdyz G. ma jediny vrchol.

(i1i) G je acyklicky, prave kdyZ G = G..

Dukaz. (i) Necht L je cyklus v G, prochazejici po fadé vrcholy Cy, Cy, ..., Cy,
Crs+1 = C4 grafu G, (viz obr. 8.6). Pro 1 <14 < k uvazme hranu C;C;,; cyklu L.
Vrcholy C;, C;y1 odpovidaji kvazikomponentam grafu G. Z definice kondenzace
existuji vrcholy z; € V(C;) a yi1 € V(Ciy1) tak, Ze z;y;41 je hrana grafu G.
Polozme pro jednoduchost vy; := yg11.

Mame tedy k-tici hran, které vedou postupné z kvazikomponenty C; do Cs,
z Cy do U5 atd., a nakonec z C}, do (. Tyto hrany na sebe nemusi navazovat, ale
v kazdé kvazikomponenté C; jisté existuje cesta P; z vrcholu y; do x;. Nasledujici
posloupnost hran a cest tedy tvoii cyklus L' v grafu G:

T1Y2, P27x2y37 P37 R 7Pkaxky17pl‘

Vsimnéme si, Ze po cyklu L’ lze v grafu G dojit z vrcholu v, do vrcholu x1. V opac-

ném smeéru pritom mezi témito vrcholy vede hrana. Oboustranna dosazitelnost

téchto vrcholl je ve sporu s tim, ze vrcholy lezi v rtiznych kvazikomponentach.
(ii) a (iii): Snadny dtikaz pfimo z definic ponechavame jako cviceni 8.10. O
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Obrazek 8.6: Konstrukce cyklu L' v grafu G. Carkované oblasti jsou kvazikom-
ponenty Cy, Cy, C3 grafu G (vrcholy cyklu L v G.).

Cviceni
» 8.10 Dokazte body (ii) a (iii) véty 8.15.

» 8.11 Najdéte kondenzaci grafii na obr. 8.7.

(a) (b)

Obrézek 8.7: Grafy ke cviceni 8.11.
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