Kapitola 9

Matice a pocet koster

Graf (orientovany i neorientovany) lze popsat matici, a to hned nékolika riznymi
zptsoby. Tématem této kapitoly jsou incidenc¢ni matice orientovanych grafti a
souvislosti mezi jejich algebraickymi vlastnostmi a vlastnostmi ptislusnych grafi.

Ukéazeme si predevsim pozoruhodnou, az spektakularni aplikaci inciden¢nich
matic, pii které spocitame vSechny kostry libovolného neorientovaného grafu po-
moci determinantu jisté jednoduse definované matice. Mimo jiné dostaneme od-
povéd na nasledujici otazku:

Kolik existuje riznych stromid na pevné dané n-prvkové mnoziné vr-
cholti?

Zdaraznéme, zZe se jedna o riuzné, nikoli neisomorfni stromy. Na tfiprvkové
mnoziné vrcholt napriklad existuji 3 rzné stromy, ale vSechny jsou navzajem
isomorfni. (Viz také cviceni 7.1.)

9.1 Incidencéni matice

Necht G je v celém tomto oddilu orientovany graf s vrcholy V' = {wvy,...,v,}
a hranami £ = {ey,...,e,}. Budeme také predpokladat, Ze graf G neobsahuje
smycKky:.

Definice 9.1 Incidenéni matice M(G) orientovaného grafu G je redlnd matice
o rozmérech n x m, definované vztahem M(G) = (m;;), kde

+1 pokud hrana e; vychazi z vrcholu v;,
m;; = { —1 pokud hrana e; vchazi do vrcholu v;,

0 jinak.
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Obrazek 9.1: Orientovany graf.

Graf na obr. 9.1 ma tedy nésledujici inciden¢ni matici:

1 0 0
-1 1 0 0 0
0 -1 1
0o 0 -1 1 0

v niz fadky odpovidaji po fadé vrcholim vy, ..., v a sloupce hranam ey, ..., es.
Vsimnéme si, ze kdyby graf G obsahoval smycky, nebyla by jeho incidené¢ni
matice dobte definovana — smycka totiz z ptislusného vrcholu vchézi, ale zaroven
z néj vychézi. Proto nas predpoklad, ze G je bez smycek.
Zdtraznéme jesté jednu dilezitou vlastnost inciden¢nich matic, jejimz disled-
kem jsou rtzné jejich specialni vlastnosti, které uvidime v nasledujicich oddilech
(napf. Véta 9.6).

V kazdém sloupci matice M(G) jsou pravé dva nenulové pruky,
z nichZ jeden je +1 a druhy je —1.

Divodem je samoziejmé fakt, ze kazda hrana obsahuje pravé dva vrcholy, pficemz
v prvnim zacina a ve druhém kondi.

Cvicéeni

» 9.1 Urcete incidenéni matice grafii na obr. 9.2 (s danym oznacenim vrchold a
hran).

» 9.2 V jakém vztahu jsou matice M (G) a M (H), jsou-li grafy G a H isomorfni?

9.2 Radky jako vektory

Inciden¢ni matice M (G) méa n fadka a m sloupct. Na kazdy radek se tak mizeme
divat jako na wektor o m slozkach, presnéji prvek vektorového prostoru R™.
Radky odpovidaji vrcholiim grafu GG, a my budeme fadek odpovidajici vrcholu v
oznacovat jako v;. (Sloupec odpovidajici hrané e; budeme znacit jako e;.)
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Obrazek 9.2: Urcdete incidencéni matice.

Jako v kazdém vektorovém prostoru, i v prostoru R™ je definovan pojem
linearni zavislosti. Pro pripomenuti:

Mnozina vektort wy, ..., wy z vektorového prostoru W (nad télesem
realnych ¢isel) je linedrné zdvisld, pokud existuji redlné koeficienty
aq,. .., tak, ze

k
E ;W = 0
=1

a pritom ne vSechny koeficienty «; v této linearni kombinaci vektort
w; jsou rovny nule.

Jaky méa vyznam, je-li uréitd mnozina fadkt matice M(G) linedrné zavisla?
Co to tikd o odpovidajici mnoziné vrcholu grafu G? Klicem k odpovédim na tyto
otazky je nasledujici nenapadné tvrzeni.

Tvrzeni 9.2 Necht K je komponenta orientovaného grafu G, a necht

n
E a;V; = 0
i=1

je nulovd linedrni kombinace vektoriu v;. Potom pro vsechny vrcholy vy, z kompo-
nenty K jsou si koeficienty oy navzdjem rovny.

Duikaz. Nejsou-li na komponenté K vSechny koeficienty oy shodné, pak (diky
slabé souvislosti) musi existovat hrana e; € E(K') takova, Ze jeji po¢atecni vrchol
v, a koncovy vrchol v, maji rizné koeficienty a;,, # ay,.

Vzpomenme si, ze M (G) obsahuje v j-tém sloupci (ve sloupci hrany e;) jen
dva nenulové prvky: +1 v p-tém fadku a —1 v ¢-tém tadku. Odtud plyne, ze
J-té slozka vektoru )" | a;v; je rovna rozdilu a;, — a,. O zminéném vektoru ale
piedpokladame, Ze je nulovy, takZe i ay, = ay. To je spor. O
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Cviceni
» 9.3 Jsou redlné vektory (0,1, —2), (1,—1,1) a (2,—1,0) linearné zavislé? Jak
to lze poznat pomoci determinantu matice?

9.3 Hodnost inciden¢éni matice

Hodnost h(M) matice M je maximalni velikost linedrné nezavislé mnoziny jejich
fadki. Lze hodnost incidenéni matice M (G) urcit z vlastnosti grafu G7

Predevsim si vSimnéme, Ze matice M (G) nikdy nemtize mit plnou hodnost n.
Secteme-li totiz vSechny radky, dva nenulové prvky v kazdém sloupci se vzajemné
vyrusi a vyjde nulovy vektor. Jedna se tedy o nulovou linearni kombinaci radka
matice M (G) (v niz jsou vSechny koeficienty rovny jedné). Mnozina vsech fadki
matice M (G) je linedrné zavisla.

Véta 9.3 Pro slabé souvisly graf G md matice M(G) hodnost n — 1. Plati do-
konce, Ze kazdd mnozina n — 1 vddkd matice M (G) je linedrné nezdvisld.

Dikaz. Necht G je slabé souvisly a S je mnozina n — 1 fadkd matice M(G).
Ukazeme, ze S je linearné nezavisla. Dejme tomu, ze Zvi cs @ivi = 0 je nulova
linedrni kombinace fadki z S a rozsifme tuto kombinaci na vSechny fadky M (G)
tim, Ze pro (jediny) fadek v; ¢ S polozime ay, = 0. Dostaneme linedrni kombinaci

n
E Q;V; = 0
i=1

a podle tvrzeni 9.2 musi byt vSechny koeficienty «; shodné (protoZe slabé souvisly
graf G mé jedinou komponentu). Kvili koeficientu ay, jsou tedy vSechny nulové.
Dokézali jsme, Zze mnozina S je linedrné nezavisla, a specialné také h(M(G)) =
n—1. 0

Toto tvrzeni lze zobecnit i na grafy, které nejsou slabé souvislé:

Véta 9.4 Orientovany graf G ma presné k komponent, pravé kdyz h(M(G)) =
n—k.

Dukaz. ‘=’: Necht G ma k komponent C1,...,C,. Nejprve dokdzeme, Ze hod-
nost matice M (G) je nejvyse n — k. Necht S je mnozina alesponi n — k + 1 fadkd.
Musi existovat komponenta C), s vlastnosti, ze S obsahuje vSechny fadky odpo-
vidajici vrcholim C),, protoze kdyby S z kazdé komponenty asponi jeden radek
vynechala, obsahovala by jich nejvyse n — k. SeCteme-li nyni vSechny radky v;
pro v; € V(C,), dostaneme nulovy vektor: kazda hrana e; ma v C, bud oba konce
(a pFislusny soucet je 1+ (—1)), nebo ani jeden (a pak s¢itdme samé nuly). Tato
nulova linearni kombinace fadkt z S ukazuje, Ze mnozina S je linedrné zavisla.

Proto h(M(G)) <n — k.
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Vyberme nyni néjakou mnozinu fadka S o velikosti n — k, ktera pro kazdou
komponentu L; obsahuje vSechny radky odpovidajici vrcholtim L; kromé jediného.
Tvrdime, ze S je linearné nezavisla. Kdyby tomu tak nebylo, rozsifme linearni
zévislost ), .o @;v; = 0 na vSechny faddky matice M (G) polozenim «; = 0 pro

v8echny v; ¢ S:
Z a;V; = 0.
i=1

Podle tvrzeni 9.2 jsou vSechny koeficienty na kazdé komponenté L; shodné. Pro-
toze pro kazdou komponentu existuje vrchol s nulovym koeficientem, musi byt
a; = 0 pro kazdé i, takze S je vskutku linedrné nezavisla. Hodnost matice M (G)
je tedy pravé n — k.

‘=": Necht h(M(G)) = n—k. Podle dokazané implikace je hodnost incidenéni
matice grafu s ¢ komponentami rovna n — i. Graf G tedy musi mit presné k
komponent. O

Cviceni
» 9.4 Urcete hodnost incidenc¢ni matice orientovaného grafu na 3% vrcholech,

tvoreného k disjunktnimi cykly délky 3. Jak vypadaji linedrné nezavislé mnoziny
rfadkl o maximalni velikosti?

9.4 Faktory jako mnoziny sloupcu

Vime, Ze seCtenim vSech fadkt matice M(G) dostaneme nulovy vektor. Lze ji
tedy rekonstruovat z matice Mz(G), vzniklé vypusténim posledniho fadku matice
M(G). Jinak feCeno, matice Mr(G) (kterou nazyvame redukovand incidencéni
matice grafu G) poskytuje o orientovaném grafu G uplnou informaci.

Sloupce incidenéni matice M (G) odpovidaji hrandm grafu G. Pro nas bude
dtlezité, ze mnoziny sloupcii této matice odpovidaji urc¢itym podgrafim grafu G.

Pripomenme z definice 7.5, ze faktor grafu G je libovolny podgrat H C G, pro
ktery je V(H) = V(G). Kazdy faktor grafu G je tedy jednozna¢né uréen svou
mnozinou hran. Tim je také dan vzajemné jednoznacny vztah mezi témito faktory
a mnozinami sloupci matice Mg(G): faktor Fg, pfifazeny mnoziné sloupci S,
obsahuje pravé ty hrany e;, jejichz sloupec e; patii do S.

V nésledujici vété figuruji ¢tvercové podmatice matice Mz(G) fadu n — 1.
Vzhledem k tomu, ze Mg(G) mé pravé n — 1 fadkd, je kazda takova podma-
tice urc¢ena n — 1-prvkovou mnozinou sloupcii. Pro mnozinu sloupctt S oznacime
prislusnou podmatici jako Ag.

Pro neorientované grafy jsme definovali pojem kostry. Do oblasti orientova-
nych grafi jej preneseme takto: podgraf H orientovaného grafu GG je jeho kostrou,
pokud symetrizace grafu H je kostrou symetrizace grafu G a navic H neobsahuje
smycky ani protichtidné hrany.
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Véta 9.5 Necht G je slabé souvisly orientovany graf bez smycek. Potom ctver-
covd podmatice Ag matice Mg(G) Tddu n—1 je requldrni, pravé kdyz odpovidajict
faktor Fs je kostrou grafu G.

Dukaz. ‘=’: Necht matice Ag je reguldrni. Z definice plyne, ze Ag je reduko-
vanou matici incidence faktoru Fs, tedy Ag = Mg(Fs). Protoze h(Ag) =n — 1,
musi mit (neredukovand) matice M (Fs) maximalni moznou hodnost n— 1. Podle
véty 9.4 je Fg slabé souvisly. Navic urcité neobsahuje protichidné hrany, protoze
prislusné sloupce by byly az na znaménko shodné a Ag by nebyla regularni ma-
tice. Symetrizace faktoru Fyg je tedy souvisly graf s n — 1 hranami. Podle véty 7.4
se musi jednat o strom. Odtud dostavame tvrzeni véty.

‘<": Necht faktor Fyg je kostrou grafu G. Je tedy slabé souvisly a podle véty 9.3
tvofi prvnich n — 1 fadkd matice M(Fs) linedrné nezavislou mnozinu. Proto
h(Mg(Fs)) =n — 1 a matice Ag = My(Fs) je regularni. O

Cviceni

» 9.5 Kolik faktorii ma graf o n vrcholech a m hranach?

9.5 Poditani koster

Ctvercové podmatice matice incidence maji zajimavou vlastnost, které se ¥ika
totalnt unimodularita:

Véta 9.6 Je-li M(G) incidencni matice orientovaného grafu G (bez smycek) a
je-li B jeji ¢tvercovd podmatice tadu v (kde 1 < r < n), potom determinant
matice B je 0 nebo +1.

Diikaz. Indukci podle r. Pro r =1 je tvrzeni jasné z definice inciden¢ni matice.
Predpokladejme, ze r > 1. Pokud matice B obsahuje nulovy sloupec, je det B = 0.
Pokud obsahuje sloupec s jedinou nenulovou hodnotou b;;, pak z rozvoje podle
tohoto sloupce dostavame

det B = £det B,

kde B’ vznikne z B odstranénim i-tého fadku a j-tého sloupce. Podle indukéniho
predpokladu je det B" € {0,1, —1}, takZe totéz musi platit pro matici B.

Miizeme tedy predpokladat, ze kazdy sloupec matice B obsahuje praveé dveé
nenulové hodnoty (tj. 1 a —1). Seétenim vSech fadkt nutné dostaneme nulovy
vektor; to znamena, ze matice B je singularni a det B = 0. I v tomto poslednim
pripadé tvrzeni plati. O

Pfi pocitani koster grafu se neobejdeme bez Cauchy-Binetovy! véty, kterou
nebudeme dokazovat. Jeji zhruba dvoustrankovy dikaz lze najit napf. v knize

[5]-

L AucusTIN-Louis CAUCHY (1789-1857) a JACQUES PHILIPPE MARIE BINET (1786-1856).
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Véta 9.7 (Cauchy—Binetova véta) Necht B je matice o rozmérech r x s, kde
r < s. Potom plati, Ze

det(B - B") =Y (det By)?,

kde I probihd vsechny r-prvkové mnoZiny sloupci a By je ¢tvercova podmatice
matice B, uréend sloupci z mnoziny [. O

Nyni jiz mizeme vyslovit vétu, kterd dava do souvislosti determinanty a pocet
koster.

Véta 9.8 Necht G je slabé souvisly orientovany graf bez smycéek a A = Mg(G).
Potom pocet koster grafu G je roven determinantu matice A - AT.

Dikaz. Podle Cauchy—Binetovy véty je

det(A- AT) =) “(det Ag)?, (9.1)
S

kde S probiha (n — 1)-tice sloupctt matice A. Podle véty 9.5 (ve které ma symbol
Ag stejny vyznam jako zde) je det Ag # 0 pfesné pro ty mnoziny S, pro néz je
faktor Fg kostrou. Ostatni mnoziny S soucet v (9.1) neovlivni.

Je-li Fg kostra, pak podle véty 9.6 je det Ag = +1, takZe (det Ag)? = 1. Kazda
kostra tedy v souctu (9.1) pfisp&je jednickou a vidime, Ze det(A - AT) skutecné
pocita kostry grafu G. O

Priklad 9.9 Jako aplikaci véty 9.8 spocitejme kostry grafu G, ktery je definovan
jako cyklus délky 3. Jeho redukovana incidenc¢ni matice je

=4 1

takze

det(Ma(G) - (Ma(G))") = det [ g _21} _3

Graf G ma tedy 3 kostry (coz nés asi prili§ neptekvapi).

Cvicdeni

» 9.6 Spocitejte pomoci véty 9.8 kostry grafu na obr. 9.1.
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9.6 Pocitani koster: neorientované grafy

Necht je dan neorientovany graf G. Chceme-li ‘v praxi’ pocitat jeho kostry po-
moci determinantti, lze to zaridit snadnéji nez pomoci véty 9.8. K jejimu pouziti
bychom nejprve museli graf G libovolné zorientovat a ziskat tak orientovany graf
G, dale spocitat soucin Mp(G) - (Mr(G))T a koneéns zjistit jeho determinant.

Uvedeny soucin vsak (jak uvidime) zavisi pouze na grafu G, nikoli na zvolené
orientaci, a lze jej navic snadno odvodit ptimo z grafu GG. Tim se vyhneme nutnosti
nasobeni matic.

Véta 9.10 Necht G je neorientovany graf s vrcholy V- = {vy,...,v,} a G néjakd
jeho orientace bez smycek a nasobnych hran. Ddle polozme

L=M@G)- (M(G)" (tzv. Laplaceova matice grafu G).
Potom pro prvky ctvercové matice L = ({;;) Tddu n plati:

dg(v;) pokudi=j,
lij = —1 pokud viv; € E(G),
0 jinak.

Navic plati, Ze matici L' = Mg(G) - (Mr(G))T ziskdme vypusténim posledniho
radku a sloupce z matice L.

Dikaz. Polozku ¢;; matice L ziskdme jako skalarni soucin v; - v;, tedy soucin
i-tého a j-tého Ffadku matice M (é) Pokud 7 = j, pak kazd4 hrana obsahujici
vrchol v; (nezavisle na sméru) pfispéje k tomuto skaldrnimu soucinu 1, takze
v; - v; = dg(v;). Pro i # j jsou vrcholy v;, v; spojeny nejvyse jednou hranou, tj.
vektory v;,v; jsou nejvyse v jedné souradnici oba nenulové. Snadno vidime, Ze
soucin v; - v; je —1 resp. 0 podle toho, zda v;v; je hranou nebo ne.

Druhé c¢ast véty piimo plyne z definice nasobeni matic. O

Rychlejsi postup pocitani koster neorientovaného grafu, zalozeny na této véteé,
si ukdZeme na nasledujicim piikladu.

Priklad 9.11 Uvazme neorientovany graf G na obr. 9.3. NapiSme piimo jeho
Laplaceovu? matici:

2 -1 0 0 -1
-1 2 -1 0 O
L=10 -1 3 -1 -1
o 0 -1 2 -1
-1 0 -1 -1 3

2PIERRE-SIMON LAPLACE (1749-1827).
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Obrazek 9.3: Graf z prikladu 9.11.

Podle vét 9.10 a 9.8 staci z matice L vynechat posledni radek a sloupec, a deter-
minant vysledné matice L’ je pocet koster grafu G. Pfimym vypoctem zjistime,
ze

2 -1 0 0
;o -1 2 -1 0|
det L' = det 0 -1 3 _1 11.
0 0o -1 2

Graf G mé tedy 11 koster.

Vratme se k otézce, kterou jsme tuto kapitolu zahajili: kolik existuje riznych
stromi na n-prvkové mnoziné vrcholi? Lze ji formulovat také takto: kolik rtiznych
koster ma uplny graf na n vrcholech?

Véta 9.12 Uplny graf na n > 2 vrcholech md n™~2 rizngjch koster.

Dikaz. Laplaceova matice L, grafu K, je ¢tvercova matice fadu n a vypada
takto: ~ _
n—1 -1 -1 -1
-1 n—-1 -1 -1
L, -1 -1 n-1 -1
-1 -1 -1 n—1

Determinant matice L/, ktera vznikne odstranénim posledniho fadku a sloupce,
je hledany pocet koster. Pri¢téme k prvnimu rfadku matice L/, vSechny ostatni
radky, a nasledné prictéme tento novy prvni radek ke vSem ostatnim. Determinant

se nezmeéni, takze

111 1
n 0 0

det L) =det [0 0 7 0
000 n|

Matice na pravé strané ma n — 1 radkt, takze rozvojem podle prvniho sloupce

dostavame det L/, = n

O
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Cvicdeni

» 9.7 Urcete pocet koster grafii na obr. 9.4.

(a) (b) () (d)

Obrazek 9.4: Urcete pocet koster.

» 9.8 Osvézte si potfebné pojmy z linearni algebry a ukazte, Ze pro Laplaceovu
matici L(G) neorientovaného grafu G plati:

(a) L(G) je pozitivné semidefinitni,
(b) vlastni vektor pfislusny vlastnimu éislu 0 je vektor s jednotkovymi slozkami,

(c) je-li G souvisly, pak vlastni ¢islo 0 ma ndsobnost 1.



