Vysledky cviceni

Kapitola 1
1.1.

XUY ={z:2¢€ X nebo z €Y},
XNY={z:ze XazeY},
X—-Y={z2:2zeXaz¢Y}

1.3. A m4 2" podmnozin, z toho 2"~ ! sudjch.

1.4. (a)

1.5. (a) 2". (b) 0.

1.8. Pro rovnost neplati, napi. kdyz A = C = () a B, D jsou rtzné. Pro inkluzi
tvrzeni plati.

1.9. L(R) = P(R) = {3,4}.

1.10.
RUT ={(1,a),(1,b),(1,¢),(2,0),(3,a),(3,b),(4,a), (4,0), (4,¢),(4,d)},
RNT ={(1,¢),(3,a)},
R—T:{(l,a),(Q,b),(S )( )7(476 ( d)}?
RAT={(1,a),(1,0),(2,0),(3,b),(4,a), (4,b),(4,¢),(4,d)}
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1.11. 2mn,

1.12. R implikuje S, prave kdyz R C S.

1.13. Obr. 1.1a: napf. prvky L(R) odpovidaji sloupcim obsahujicim alespori
jeden vyznaceny prvek. Na obr. 1.1b odpovidaji bodtim z mnoziny X, ze kterych

vede alespon jedna spojnice.

1.14. Viz obr. 12.9.

Y
5 0000
1 000 @
1 2 3 4 X X Y
(a) (b)

Obrazek 12.9: Regeni cviceni 1.14.

1.15. Napt. pro X = {1,2,3,4} viz obr. 12.10.

Y
20 @ O 0O e )
1l @O0 00O
o loe———l
1 2 3 4 X X Y
(a) (b)

Obrazek 12.10: ReSeni cviceni 1.15.

1.16. Obé slozeni jsou rovna R.
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1.17. (a) Napftiklad relace R = {(1,2),(1,3),(2,3)} na mnoziné {1,2,3}. (b)
Relace E'x na libovolné mnoziné X.

1.18. Jedno je zrcadlovym obrazem druhého podle diagonaly.

1.19. Napiiklad: (a) prazdna relace na neprazdné mnozing, (b) relace
R={(1,1),(1,2),(2,1),(2,2)}

na X = {1,2}.

1.20. Ne, napt. pro R = {(1,1),(1,2),(2,2)} a S ={(1,2),(2,1)} na X = {1,2}.

1.21. Vztah (b) v platnosti neztistane, viz napf. relace R = {(2,2)}, S = {(2,1)}
aT=1{(1,1),(1,2),(2,1),(2,2)} na X = {1,2}.

1.24. (a) m™. (b) m(m —1)...(m—n+1) = (") -nl. (c) n! pokud m = n, jinak
0.

1.25. (a) Naptiklad f(n) = 2n. (b) Napfiklad f(0) =0, f(n) =n—1pron > 1.

1.26. (a) Je-li fog na, pak g je na, f ne nutné. (b) Je-li f o g prosta, pak f je
prosta, g ne nutné.

1.27. ‘Analogicky fakt’ je fop=gop= f =g.
1.31. Napriklad: (a) n+ n/2. (b) n+— 2n pron >0an— —2n+ 1 pron < 0.
1.33. Slabé antisymetricka zobrazeni jsou charakterizovana napf. podminkou

pokud f(f(z)) =z, pak f(z) = .

1.35. Uvadime zkratky vlastnosti danych relaci (R = reflexivni, A = slabé anti-
symetricka atd.): (a) RAT, (b) AT, (c¢) RS, (d) RST, (e) S, (f) RAT, (g) RT, (h)
SAT (plati totiz S = {(0,0)}!), (i) T, (j) RT, (k) nic, (1) RST.

1.36. Ne, viz napriklad prazdné relace.

1.37. Jde praveé o podmnoziny identické relace.

1.38. Matice reflexivni relace ma na diagonale samé jednicky, matice symetrické
relace je symetricka.

1.41. Ano.
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1.42. Relace ~ neni ekvivalence, protoze p ~ —p, ale neni —p ~ p.

2),2,HuA asS ={(23),03,2)} UA na

1.44. (a) Ne, viz relace R = {(1,2),(2,1)
1),(2,2),(3,3)}. (b) Ne, neni reflexivni. (c) Ne,

mnoziné {1,2,3}, kde A = {(1,
viz cviceni 1.45.

1.46. (a) Ano, ptimky rovnobézné s y = z. (b) Ano, piimky rovnobéiné s y = kz.
(¢) Ano, soustiedné elipsy.

1.47. Ekvivalence ~ ma n + 1 t¥id, ekvivalence ~ nekone¢né mnoho.

\ A

Obrazek 12.11: Regeni cviceni 1.48.

1.48. Viz obr. 12.11.

1.49. Matice M je v ‘blokovém tvaru’, pokud

By 0 ... 0

0 By ... 0
I T T N I

0 0 ... B

kde ‘bloky’ B; jsou ¢tvercové matice slozené ze samych jednicek, jejichz diagonaly
lezi na diagonéle matice M. V matici M(R) v blokovém tvaru bloky odpovidaji
tfidam ekvivalence R.

Kapitola 2

2.1. Grupa na mnoziné {0, a, b, c} s operaci :

*|0 a b c
010 a b ¢
ala 0 ¢ b
bl|b ¢ 0 a
cle b a O
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2.3. Nejmensi priklad tvori grupa ze cviceni 2.1 spolu s grupou urcenou tabulkou

|0 a b ¢
0/0 a b ¢
ala b ¢ 0
b|b ¢ 0 «a
clec 0 a b,

coz je v podstaté grupa Z,, definovana v oddilu 2.2.
2.4. Kdyz se x a y v i-té soutadnici shoduji.

2.5. 25.

2.6. Mnozina TeSeni je

{(4t +2,2,t+1,t) : t € Zs}.

2.7. Téleso Zs:

@10 1
00 1 Qf}
1/1 0
Téleso Zr:
@10 1 2 3 4 5 6 911 2 3 45 6
00 1 2 3 4 5 6
111 2 3 4 5 6
111 2 3 4 5 6 0
212 4 6 1 3 5
212 3 4 5 6 0 1
313 6 2 5 1 4
313 4 5 6 0 1 2
414 1 5 2 6 3
414 5 6 01 2 3
515 3 1 6 4 2
5/!5 6 01 2 3 4 6le 5 4 3 2 1
66 0 1 2 3 4 5

2.12. Necht z je reprezentant tiidy a. Pokud p déli z, pak a = 0 a inverzni
prvek neexistuje. Jinak (z,p) = 1, protoze p je prvocislo, a staci najit koeficient
x v rovnosti zz + py = (z,p). Tida [z], je inverzni ke tiidé a.

2.15. Jde o kritéria: (a) = je délitelné 3 (resp. 9), pravé kdyz mé soucet cifer
délitelny 3 (resp. 9). (b) Cislo x je délitelné 8, pravé kdyZ mé posledni trojéisli
délitelné 8. (c) Cislo z je délitelné 11, pravé kdyz je rozdil souctu cifer na lichych
pozicich a souc¢tu cifer na sudych pozicich délitelny 11.
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Kapitola 3
3.1. (a) ne, (b) ano, neporovnatelné dvojice jsou {1,2} a {4,5}.

3.2. Necht X je abeceda (mnozina symbolil) s linedrnim usporddénim <. Pro
slova @ = ay...an, ab=">0,...b, (kde symboly a;,b; jsou z X) polozime a < b,
pravé kdyz existuje k£ < min(m,n) s vlastnostmi:

(1) pro kazdé j < k je a; < b;, a dale
(2) bud k < min(m,n) a ax41 < bgy1, nebo k = m.
Relace < je tzv. lexikografické uspordddni na mnoziné slov nad abecedou X.

3.3. Je to prazdna relace.

3.4. Viz obr. 12.12. V prikladu (a) existuje jen nejvétsi prvek (60), v piikladu
(b) nejvétsi (56) i nejmensi (2), v piikladu (c) ani jeden.

60 96 2436 60

Obréazek 12.12: ReSeni cviceni 3.4.
3.5. (b) Napfiklad mnozina redlnych ¢isel se standardnim uspofadanim (viz cvi-
Ceni 3.3).
3.6. Naptiklad mnozina vsech celych cisel se standardnim usporadanim a s ptrida-
nym prvkem x, ktery je mensi nez 0 a neporovnatelny se vSemi zapornymi cisly.

Prvek * je jediny minimélni prvek, ale nejmensi prvek neexistuje.

3.7. (a) Ne, protoze (d,a) ¢ R. (b) Ano, minimalni prvky jsou b, e, maximalni
a,d.

3.8. Napftiklad mnozina {1,...,7} s uspofadanim

R={(i,j):i<2,j>3U{(i,i):i=1,...,7}.
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3.9. Existuji, infimum odpovida nejvétsimu spolecnému déliteli, supremum nej-
mensimu spolecnému nasobku.

3.12. Jediny minimalni prvek je prazdné usporadani, maximalni prvky jsou line-
arni usporadani.

3.14. Dokazeme jen neplatnost vztahu (3.1) ve svazu Mjs. Necht z,y,z jsou
v8echny tii prvky svazu M; rtzné od 0, 1, pfi¢emz y < z. Potom z A (z V y) =

2 N1 =z, zatimco (z Az)V (2 Ay) = 0V = z, takze distributivita neplati.
U svazu Nj je rovnéz tieba uvazit tii prvky riazné od 0, 1.

3.15. Vlastnost neplati napt. pro prvky svazu Nj rtizné od 0, 1.

3.16. Ano.

3.17. Nejmensi prvek je 1, nejvétsi 0. Svaz je distributivni: podle cviceni 3.9
infimum ¢isel a, b odpovida nejmensimu spole¢nému déliteli nsd(a, b), supremum
nejmensimu spole¢nému nasobku nsn(a, b). Protoze plati

a-b=nsd(a,b) nsn(a,b),

podle cviceni 3.15 snadno dostavame distributivitu daného svazu.

3.18. (b) Ne, naptiklad pro X = {1,2,3,5,30} jde o svaz Ns.

3.19.
pripad | minimalni maximalni nejmensi nejvétsi svaz distributivni
(a) 2 4,42 2 — ne —
(b) 2,3,7 42 — 42 ne —
(c) 1 30 1 30 ano ne
(d) 1 36 1 36 ne —
(e) 1 60 1 60 ano ne
(f) 1 30 1 30 ano ano

3.20. Jsou to mnoziny {1,2,3,12}, {1,2,3,4,12}, {1,4,6,12}, {1,3,4,6,12}.

3.25. Ano.
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Kapitola 4

4.1.
pripad | svaz distributivni komplementarni Booleova algebra
(a) ne — — —
(b) ano ne ano ne
(c) ano ano ano ano
(d) ano ano ne ne

4.2. Uspotadand mnozina D(n) je Booleova algebra, pravé kdyZ n neni délitelné
druhou mocninou zadného prvoéisla. (Pokud totiz p? déli n, pak p nemé komple-
ment.)

4.7. Zkratky: R = reflexivni, S = symetrickd, A = slabé antisymetrickd, T =
tranzitivni

pf‘ipad‘ R S A T  ekvivalence usporadani

(a) |ne mne ano ano ne ne
(b) | ne ano mne ne ne ne
(¢) |ne ano ne ne ne ne

4.8. Napt. prvek a nema inverzni prvek vzhledem k nasobeni.

4.9. Uvedeme pouze tabulku operace + (v obvyklém zépisu, takZe napf. mnozinu
{b, ¢} oznacujeme be).

a b ¢ ab ac be

0
0 a b ¢ ab ac bc
a a ab ac ab ac be
b ab b bc ab 1 be
¢c ac bc ¢ 1 ac be
ablab ab ab 1 ab 1 1
ac|lac ac 1 ac 1 ac 1
bec|bc 1 bec bc 1 1 be
11 1 1 1 1 1 1
(

UGy G G VTG G WU W o (W

4.12. Atomy jsou: (a) mnoziny {a}, {b},{c}, (b) jednoprvkové podmnoziny mno-
ziny X, (c) prvky 2, 3 a 5.

4.13. Atomy jsou jednoprvkové podmnoziny mnoziny ptirozenych ¢isel.

4.14. (d) Spojeni, prusek a komplement lze popsat nasledovné:

[AJA[B] = [AN B,
[A] v [B] = [AU B,

Al =[N - A].

| =
| =

—
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4.20. (a) Hasseovy diagramy téchto usporddanych mnozin jsou na obr. 12.13.
(c) Napf. néasledujici usporadani S, T: usporadani S je standardni uspofadani
ptirozenych ¢isel, usporadani T se s nim shoduje na mnoziné {1,2, ...}, ale ¢islo
0 je v ném vétsi nez vSechna ostatni ¢isla.

ooV A

Obrazek 12.13: Pét neisomorfnich t¥iprvkovych usporadanych mnozin.

4.21. Mnozinou atomi direktniho soucinu A; x Aj je kartézsky soucin At(A;) x

At(Ay).
4.22. Hodnoty ziskdme, pokud v tabulce 4.2 provedeme nésledujici nahrazeni:

0 — 00, a — 10, b — 01, 1—11.

4.23. Vysledkem jsou tyto pravdivostni tabulky:

r yYylr—y|yt+axy
0 0 1 0
0 1 1 1
1 0 0 1
1 1 1 1

4.24. Je to booleovsky polynom rovny polynomu xs.

4.25. Supremum funkeci f, g je funkee, jejiz hodnota v kazdé n-tici (aq, ..., a,) €
BY je supremem hodnot f(ay,...,a,) a g(ay,...,a,). Podobné infimum a kom-
plement.

4.26. || = 16, |F,| = 2*".

4.28. Plati
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4.29. (a) Ani v jednom, (b) jen v sou¢inovém, (c) v obou, (d) v obou.

4.30.

f(@,y,2) = 2yz + Yz + 2yz + xy2
=@@+y+2)e+y+2)(z+y+2)(T+7+2),

g(x,y, 2) = TYZ + Tyz + Tyz + xyz + xyz
=(@+y+2)@+y+2)T+7+2).

4.31. Napriklad zyz a xyz + 2.

4.32. Véta neplati, konstantni 1 mé vyjadieni v tplném souctovém, ale nikoli
v uplném soucinovém tvaru.

4.33.

x— (y — x) =2yz + 2yZ + vyz + xyZ + Tyz + TYZ + TYz + TYZ
(vyjadfeni v iplném soucinovém tvaru neexistuje),

r®(y — 2) =xyz + Tyz + Yz + Yz

=@+y+2)@T+y+2)@+y+2)(T+7y+2),
y(r + 9y2) = 2§z + 2§z + Tyz + Tyz + TYZ
= (J:—i-y—i-z)(ac—l—y—i—i)(f—i—@—l—z),
(Zy) @ 2)((z2) — y) = zyz + Tyz + TY=

=@+y+2)(c+7+2)T+y+2)(@+y+2)(T+y+2).

4.34.

r— ((y+72) ®2) =xyz + 2§z + Tyz + Tyz + Tz + 1Yz
=T4+y+2)(T+y+2),
((zg) @ (y2)) ® (%) = xyZ + xyz + xyZ + 2§z + Tyz + Tyz + Tyz
=(x4+y+2)(T+75+2).

4.35. 2".
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Kapitola 5
5.3. Jeden z isomorfismt naptiklad prifazuje vrcholim 1,2,...,6 po fadé vrcholy

b,e, f,c,a,d.

5.4. Po fadé (), 0,n — 1 an.

5.6. VSechny vrcholy grafu K,, maji stupen n—1, v grafu D,, jsou vSechny stupné
0. V grafu P, jsou pro n > 2 dva vrcholy stupné 1, ostatni maji stupen 2. Graf
P, mé jeden vrchol stupné 0. VSechny stupné v grafu C,, jsou 2.

5.7. (a) Pro p > q je skére (p,p,...,p,q,q,-..,q), pficemz p se opakuje ¢g-krat a
q se opakuje p-krat. (b) (k,k,..., k), kde k se opakuje 2*-krat.

5.8. Naptiklad kruznice Cg a disjunktni sjednoceni dvou kruznic Cs.
5.9. Pro zadné. Graf s n vrcholy nemutze mit vrchol stupné n.

5.10. (a) Viz obr. 12.14a. (b) Viz obr. 12.14b. (c) Neexistuje (soucet stupiu je
lichy).

5.11. (b) Jde o nésledujici charakterizaci: k-regularni graf na n vrcholech existuje
pravé tehdy, kdyz k£ — 1 déli n.

(a) (b)

Obrazek 12.14: Priklady TeSeni cviceni 5.10.

Kapitola 6

6.2. Napt. kazdé prosté zobrazeni mnoziny X do mnoziny Y je homomorfismus
diskrétniho grafu s mnozinou vrcholtt X do diskrétniho grafu s mnozinou vrcholi
Y a ma pozadované vlastnosti.

6.5. (a) 3, (b) 4.

6.11. Tah je hranovy monomorfismus z cesty P, do grafu G, uzavieny tah je
hranovy monomorfismus z kruznice C} do G.

6.12. Napi. (1,2,3,1,4,2,5,3,6,4,5,6,1).
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Kapitola 7

7.1. Pocet riiznych stromi je 16, pocet neisomorfnich 2.
7.2. (a) 1, (b) n, (c) n* + 2n.

7.3. 3"

7.4. (a)n-2""1 (b) 2" H(n +2).

7.7. Primérna vazena hloubka je 2.36.

7.8. ELEGIE: 10101001000111, LILIE: 010001101000111. Huffmantv kéd se ‘vy-
plati’ u prvniho slova (mé délku 14, zatimco pfi zakédovani kazdého symbolu
trojici bith bychom potiebovali 18 bit. U druhého slova je délka v obou piipa-
dech stejna.

7.9. LIGA.

7.10. Huffmantuv strom je na obr. 12.15. Jeho primérna vazena hloubka je 2.6.

A D B FE

Obréazek 12.15: Huffmantiv strom ve cviceni 7.10.

Kapitola 8

8.2. Napriklad sjednoceni orientovaného cyklu na vrcholech a, b, ¢, d a orientované
cesty na vrcholech d, e, f.

8.6. Napiiklad (5,2,3,1,6,4) nebo (5,2,1,3,6,4).

8.7. Napriklad graf GG, jehoz mnozinou vrchold je mnozina vsech celych ¢isel, a
hrany jsou vSechny dvojice (k,k + 1), kde k € Z.

8.8. (a) R je reflexivni, pravé kdyz u kazdého vrcholu je smycka. (b) R je sy-
metricka, pravé kdyz ke kazdé hrané mezi riznymi vrcholy existuje protichidna
hrana. (c) R je antisymetrickd, pravé kdyz graf G neobsahuje Zadnou dvojici
protichtidnych hran.

8.11. V obou ptipadech jde o orientovany graf se dvéma vrcholy spojenymi jednou
hranou.
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Kapitola 9

9.1. (a)
1 0 0 -1 1
-1 1 0 0 0
o -1 -1 0 0}’
o o0 1 1 -1
(b)
10 0 0 O 0 -1 0 0]
-1 1 0 O O O 0 -1 1
0O -1 -1 0 0 O O O O
o o 1 1 0 0 0 0 O
o o0 o0 -1 1 -1 0 1 -1
0o 0 0 0 -1 1 -1 0 0]
9.2. Lisi se jen poradim fadkid a sloupct.
9.3. Ano. Vektory vy, ..., v, € R" jsou linearné zavislé, pravé kdyz matice s fadky

v1,. . . , U, Ma nulovy determinant.

9.4. Hodnost je 2k, hledané mnoziny obsahuji pro kazdou komponentu praveé dva
radky odpovidajici jejich vrcholtim.

9.5. Pocet faktora je 2.
9.6. Je jich 8 (viz také cvifeni 7.2¢).
9.7. (a) 12. (b) 21. (c) 75. (d) 384.

Kapitola 10

10.2. Napriklad sjednoceni dvou trojihelnikt se spolecnym vrcholem. Faktor
obsahujici vSechny hrany je sudy, ale neni to kruznice.

10.3. Pii ocislovani hran jako na obr. 12.16 dostaneme matice, které se od na-
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sledujicich lisi jen poradim radki:

11001000

01100100
0 01 1170700 [1 1000011000 0]

10010100
001100011000

0010O0O0T1T1
11110000 000011101000
(a) , |1 11100101000

10101100
001111110000

01011100
110011011000
o001l 1111110000¢O0O0
10001111 - -

000110171

0100011 1]

686367

€4 (&)

€5 €6

€1

(a)

Obrazek 12.16: Oznaceni hran grafti z cviceni 10.3.

10.4. Napt. hvézda vrcholu stupné 3 v grafu na obr. 7.1a neni fez.

10.5. Opacnéa implikace neplati, napt. tuéné oznacena mnozina hran A na obraz-

ku 12.17 neni fezem.

Obréazek 12.17: Priklad k cviceni 10.5.

10.8. Reseni je na obr. 12.18 a 12.19.
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Kapitola 11

11.1. Na diagonéle jsou stupné vrcholt, jinde 0.
11.2. Pét: VU1 VU1 V2, UU3V2V1V2, VU1UV2V3V2, VaU3VaV3Vg, UaU3V3V3V2.
11.3. Jde o vztah

Fl=F=1
Fiyo = Fi+ Fiyq,

kde 7 > 1.

11.5. Pro sudé n je

01 2 n_1 on on_g 2 1]
10 1 19 nlq 3 2
D(Cn>: n n n : n n
nom_1 o2_9 1 0 1 n_g m_
1 2 3 oo o2 10 |
(pro liché n jsou nutné malé zmény). Déle je
0 1 2 n—2 n—1
- n—1 0 1 n—3 n—2
D<Cn): .
1 2 3 n—1 0

11.7. Graf je silné souvisly, prave kdyz jeho distanc¢ni matice neobsahuje polozky
00.

12.1. Ctvercové symetrické nezaporné redlné matice.

12.2. Priklady feSeni jsou na obr. 12.20. Vahy minimélnich cest jsou: (a) 22, (b)

e w oW

Obrazek 12.18: Fundamentalni soustava kruznic ve cviceni 10.8 (tucné).
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R S
EE L

Obrazek 12.19: Fundamentalni soustava fezli ve cviceni 10.8 (tucné).

(%
u
(a) (b) (c)

Obrazek 12.20: (Nékteré) minimélni cesty v ptikladu 12.2.

12.3. Oznacme vrcholy zleva doprava u, x1, s, ..., xg, v. Potom minimalni cesta
je: (a) (u, w3, x2,xs5,v), véha 29, (b) (u, xa, 1, T4, T3, T6, V), vaha 28.

12.4. Matice vazenych vzdalenosti jsou:

003 1 3 0815 7
102 3 9 05 3 3
(a) : (b) |4 7 0 4 10|,

320 2

s 7 6 0 6 5 2 0 8
L 6 6 3 1 0]
[0 1 2 3 4 0 2 3 6 6]
4 01 2 3 6 01 45
(c) 3 4 01 2f, (d) |8 2 0 3 4
2 3401 9 3 401
1 2340 8 5 6 2 0]

Kapitola 12

12.5. Tvrzeni neplati, stac¢i uvazit trojihelnik s hranami ohodnocenymi 2, 2, 3,
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pricemz u a v jsou koncové vrcholy hrany o vaze 3.

12.6. Minimalni kostry maji vdhu (a) 8, (b) 11. Jejich ptiklady jsou na obréz-
ku 12.21.

(a) (b)

Obrazek 12.21: Miniméalni kostry v cviceni 12.6.

12.8. Optimalni kruznice je (A, D, E, B,C, A) a ma véhu 16.
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