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4. Matice grar& a jejich vlastnostib

Seznéﬁili jémé se jié se zékladnimi'drﬁhy'grafﬁ kterd jsmé 
v mnohe pfipadech uréovall obrézkem. Jak Jli vime, véechny vzé~
Jjemné 1zomorfn1 grafy se daJl znézornlt steJnym obrézken. Gra—
fické znézornéni v pfipadé menéiho poétu uzlt a hran grafu mé
radu vyhod. Obrézek lze nakresh.t rychle a JE—ll nakresleny vhod-
ng, je prehledny, nézorny a mnohdy zvyraznuae,uréltou»vlastnost-"
grafu, takie v sobé skryvé vic, nek jen pouhé urdeni mmodiny

uzld s mno#iny hren grafu. Tak nap¥iklad graf g

mé'11.uzlﬂ,,13 hran, avé komponenty, Jjednu volnou hraﬁu,dvé‘
kva;ikomponenty;'6bséhuje t$i cykly atd. Zadat‘graf‘obrézkem"

Je véak mo#né pouze élovéku. Neni v3sk moZné zadat’ graf uvede-
nym obrézkem poéitaél. Rovneé pri obecnych teoretickyeh ﬁvahéch
a pihi Pedeni praktickych uloh se zadénim grafi obrézky nevysta=
éimé. V dalsf ¥4sti této kapitoly uvédime popisy, které pfedpoA
klédajt numeracibuzlﬁ av hékterych,pfipadech i numeraci hran,
nebo'nékterych Basts grafﬁ.‘PQjemigrafu Jje samozfejmé.na o&{slo~
véani jeh; uzld a hran nozévisly Vyjadiujeme—li graf'bbfézkem,
upoudtime vlastng od 1nd1v1duélnich vlastnostl uzld 2 hren da-

ného grafu, takZe obrdzek reprezentuae celou tridu vzégemné izo-

morfnich grafd.
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TE3istem této kapitoly Je predevdim vyklad maticovéhobpo—
pisu grafu, ktery Je sice méné vhodny prl zadévénl grafu do po-
&{tade, ale mé znaény vyznam pro teoretické Uvahy i pro tvorbu
prakticky pouzitelnych algoritmi. 7Zv143Y se zeméfujeme na moZ-~
ﬁosti élgebraického vyjédfeni rﬁznych charskteristik grafh po-
moct charakteristik pfisluénych trid matic; Ne jprve wvdak v né-
sleduaicich dvou odstavcich uvédime struény prehled rﬁznych

popisd neorlentovanych a orlentovanych grafﬁ.

4.1, Ruzné popisy neorientoveného grafu

-V pfehledﬁ uvédime rdzné mo¥nd zeddni grafu. Ve vS8ech pri-
padeéh‘pfedpoklédéme po¥adované olislovdni uzll i hran. ProtoZe
. jae o velmi jednoducﬁou zélefitost omezujeme se na Zékladni

_cHarékteristikﬁ a ilustracitzadéni pro piipad grafu G.vyjédfe-’
~ ného obrézkem k

6 5 AN 4 (6). 3

= (2) W e

1 3 2
a) Vy&tem vrcholdl a hren

GE (6,75 (1,63, 11,51, 11,2}, {236k, 12, 3%, 13,41, L4,5D).
Pred strednikem uvédime podet uzld a polet hran. Ddle uvé-

' dime jmenovitd vy&et vdech hran. Uvéifme-1i, %e mnoZinové zé-
vorky jsou pPi uvAd&ni hran’zbyteéné;‘mﬁéeme graf G zadat po~
moef 2 |H(G)| +2 ddajt ve tvaru

(6,7;1,6,1,5,1,2,2,4,2,3,3,4,4,5).
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b) VyjédPenim relace incidence ¢ hran a uzld

b1)

o
N
~

b,)

pomoci mnoZiny set(§) videch ineidujicich dveojic (hrana,

uzel);

set (¢) =1 (1,1), (1,6), (2,1), 2,5), (3,1), (3,2, (4,2),
4.4), (5,2), 5,3, (6,3), (6,4), (7,4), (T,5)}.

T{mto zaddnim ne jsou zachyceny piipadné Zolované uzly grafu.

pomoei mno¥iny suc (§) v3ech trojic (hrana, uzel, uzel),

tj. trojic kde na prvém misté& je uvedend hrana a déle dva

uzly s ni incidujfci;

suc (¢) ={(1,1,6), (2,1,5), (3,1,2), (4,2,4), (5,2,3),
(6,3,4), (7,4,5)}.

Timto zpisobem opét nejsou evidovény pi{padné izolovené

uzly grafu.

pomoel mnoZiny suc (§'1) v8ech uspofédanych x-tic,-vyjadfu-

jici relaci incidence g"i, tj. incidenci uzld a hren grafu;

suc <<"> =1(1,1,2,3), (2,3,4,5), (3,5,6), (4,4,6,7),

' (5,2,7), (6,1)}.

v pripadé obydejného grafu uplnou inciden&ni metici

M={ m; 5 1 typu (UG [iH(G), kde myy =1, je-li u;¢ b

J 3’
- _ m 5 = 0 v8ude jinde;
1 11 0 0 0 0
001t 1t 1 00
00 0 0 1 1 0
M=1y 001 0 1 1] °
01 0 0 0 0 1
1 0 0.0 0 0 O
(. -

¢) Vyjddfenim relace sousednosti w uzld grafu

él)

pomoci mnoéiny set (w) vdech dvojié (i,3J) sousednich
. L. . .
uzld pro i = j (toto zadéni se 1i3L jen nepatrné od za-~

déni uvedeného ad a};

115



"'.-”'set (w) (h"z)’ . 5>, (1 6>, @ 3>, @ 4), [CRIN
| (45)} b S
-“62) pomoci mn021ny suc @J) vy;adiuaicl vyéet véech okoli .

“_véech uzld grafu, L e RS
'1suc(an {(1 245, 6), {2, 1,3 4), (3 2 4), (4 2, 3 5),.v
(5,451, (61)} '

%
[ )
Coe 1

)‘v piipadé obyéeaného grafu matlci souaednoatl
rhau | U(G)]; kd B B
"‘Bij =1 pro {1.J} € H(G)»
Ry fsia = 0. pro {1,0},¢ H(G), -
.F'O"'l_tq---_.O»-l,, (N R
EVRRVR R THt IR RS IR B
S R0.100100. 0
S=1lo 1101 0]
1:0.0°1 0 0
' 1»_(0' 0.0 0 0

d) Vyétem uzla 8 Jeamch stupn1 a: souaedy
(1,3 245, 6 2,3,1 '3y 4 3,2, 2,4, 4 3 2,3 5 5 2 4,1 6 1 1)5
. Véechny uvedené zpﬁsoby jsou v zéeadé ekv1valentni a vybér "”
zév;ai na povaze ﬁlohy, kteroﬁ méme na grafu ieélt..

“.:4.2.‘R§zné popiey 6riéntovanéhoigrefu, 

K popisu orlentovaného grafu méme v podstaté steJné moinos-‘
L ti Jako pro popis grafu neorlentovaného Prbtoie véak pfece Jjen
- nepatrné rozdily Jsou, uvédime v tomto odstavei piehled zéklad-
nich zpﬁaobﬁ zadén1 orzentovaného grafu Omezuaeme se opét na
atruény popis zadéni v obecném pﬁipadé a piislu&ny popls ilus-
‘.truJeme v celém odstavc1 na pfikladu orlentovaného grafu G urée-

»ného obrézkem




¥

Samozie jmé ve véech'pfipadech“vychézime z daného odislovéni
mno#iny uzld a hren. } L
a) Popisy vychézejicl ze znalésti relace & incidence hren a uz-
w _ '
al) vy&tem prvkd mnoZiny set(6 ), ts. vyétem uspofédanjch tro-
jie (1, 3, k) takovych, Ze h;. = (ua, uk), ‘ ‘
C(1,4,1), (2,2 1)y (3,2,3), (4,3, 2), (5,4, 3), (6,3,4) .
v obecném pripadé je timto zpﬁsobem graf G urden aZ na ‘
pPipadné izolovené uzly. ' ‘ B
a2) v pfibadé obyégjného,grafu ﬁplnou incidendni matici{ s

i = (mg 5] typu (U@ /IH@I
- kde mg = 1, jg-li hj'= (ui,-uk)bpro‘néjeké k,
mj = -1 je-1i hj = (v, ui) pro né&jeké k,
m; 5 = 0 v3ude jinde;
| 0 0 0 0
0 1 1 -1 0 0
M=} 0o 0 -t 1 -1 1 .
1 0 0 ot -1
0 0 0 4] 0 (4]

" Podrobnéji o 1nc1denén1 matlcl pojednévéme ve 3. odstavcl
této kapitoly, kde uvéddime i jeji nekteré zajimavé vlastnostl.
Poznamenévéme, e zadéni orlentovaného grafu 3 pomocl mnoilny '

suc(6 ) a suc(& ') nent ‘mo3né.
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b‘,b) Poplsy vychéze.)icl ze Vznalostl relecew néslednostl uzlﬁ
: b ) vyét.em prvkﬁ mnoilny set(w), tJ. vyétem véech orientova-
’n,ychhran, Lo e . L
{(4 1), (@, 1), (2 3), 3 2), (4,3), (3 4)}
graf Je uréen a¥ na 1zolované uzly,
_vyétem prvkd mnozmy suc(oo), tj. souplsem véech uzlﬁ 8 udé—
'nim v3ech jejich nésledovnikﬁ, S ' ’
R Lay ey, gz, (4 1,3), (5)}
vuvyétem prvkﬁ mnoZmy suc(w ), t,J. souplsem véech uzld
) udénim véech jejich ,,predchﬁdcﬁ“'. ' '
G: { (1,4, 2),_(2 35 (3,2,4), (4, 3), <5>}
)i’v pi'ipadé prostého grafu G mat.lci sousednostl "
i1 i’-édu U@, kae. SRR
=1, je-1d (ul, 1 )6 H(G)

13’.

J_J "v3ude Jn.nde.

o O mat:.c:. sousednost:L grafu G poaednévéme podrobné.Jl ve 4.od- .‘

:"-.stavc:. t.éto kapltoly. Pro sledovany pf-:.klad Jje zreamé

0 0 0.0 0
L0 0.0

S = 0.1 0 1. 0. |.
t 0 10 0
0. 0 0 0 0

4.3: Incidendni matice

Def:.m.ce. UvaEque or:.entcvany graf G bez smyéek s - danym
o¥islovénim uzld a hran. Nechi je U(G) = {ul, Upy eeey uh} s
H(G) {h}, hy, .., bt Matici M = [ mg, ] typu n/m, definove-
nou vztehy: '
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’mik =1, je-—li"ui poddtedni uzel hrany hy ,
my = -1, je-1i vy koncovy ugel hrany'»hk .
myy = 0, jes*tliée"uzel-ul neinciduje s hranou h ,

'nazyvéme ﬁplnou incidendni - (také uzlo—hranovou) matlcl grafu G,

M = 1.0 1 -1 jé,inqideﬁéni matice grafu

2

Incldenéni matlce grafu G Je speclélnim prlpadem tzv. totélné
unlmodulérnich matic, které maji 3irsi uplatnéni iv rémcl apll-

kaci teorie grafl a proto o,nlch v tomto odstavcl struéné po-

jednéme. g L P .
" Definice. Rekneme, Ye matice A = [ 13] je 3g§g;gg )

a) ay; {01-1}
b) determlnant kaﬁdé ctvercové podmatice matice A je roven 0

nebo - 1.

Nyni uvedeme n8kterd poétaéujici'podminky, phi kterych je

matice totdlné unimodulérni.

Véta 4.3.1. Nech{ A je matice s prvky 8y {9, 1, —15

tekové, Ze Zadny sloupec nemé vice nez dva prvky nenulové. Pak
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A je totdlng unimoduldrni, prévé-kdyz mnoZinu fddkovych indexd
: lze rozlo%it na mnoéiny'N1, Ny, Ny AN, = g tak, Ze
'(1)‘jes£liié dva nenulové prvky téhoZ sloupce jsou stejné,'pek>v
¥adkovy index prvniho prvku patri do mnoZiny N] a druhého
prvku do mnoélny Ny; o
(2) jestliZe dva nenulové prvky tého% sloupce maji dpaéné zna-
meni, pak rédkové indexy obou prvkd patr1 shodné bud do N1

nebo do N2 .

.Qgggg, Nechf A je totdln# unimodulérni matice, kterd md
v kaédém'slbﬁpci'dva nenulové prvky. ProtoZe sloupce, kde je
‘nanejvyéﬁjeden prvek razny od C, nehraji v tom, co chceme doké-
‘zat, %&dnou roli, budeme pfedpoklédat, %e v kaZdém sloupci jsou
pravé dva,pp&ky»nenﬁlové. Ukéieme,’%e-ﬁnoiiny N, a N, splinji~.
ci pqiadavky'(1) 2’ (2) lze najit. 5 matici A sdruzime neorien-
~ tovany graf'G s n uzly u; @ n hrenami h;: hrena h; bude inci-
‘dovat 3 vrcholy u; 8w, kdys 8y # 0aa 3 # 0. Tekovou hranu
nazveme “speclélni", bugou-11i mit prvky aij a akj stejné zna-
men{. Nechi C = u, u, cons W, 4, Jje jednoduchd kruZnice
grafu s hrenami hi, h2, ey hk « KruZnice C bude sdruZena

’s étvercovou podmatici B matice A tvaru

b b © by

i R , Bx
u2, f51 0(2 (2 .

B = 1o 8y oy
Y [00 BEPERRSY

E &£, =L _t oC— .
kde o ta ﬁ 1a o ﬂJ,

hfana, a cfj = - &j’ kdyz hj peni ngpegiélni". Je~1li v podmatid

kdyZ hj je wspecidlni"
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B p .8pecidlnich® hran, pak mémé
det(B) =00, A, ..oty * (~1)%! byb, e By=
e, L (OETT1EP oy ey =
S(1 o+ (PP )er oy ety = T (14 -1)P*).
Z uvedeného vyplyvé, Ze p musl byt sudé, nebot Jlnak by platllo
det(B) = = * 5. Tudf# kazdé jednoduchd kruinice v matici A mé su-
dy polet specidlnich hrean.

V pitipadé nespec1é1nich hran z obou incidujfcich uzld vy-
tvorime novy uzel a hranu zenedbdme. V nové vytvoleném grafu Jiz
nebude ¥4dné kruZnice liché délky a tudi% graf je dvoubarevny.
Definujme mnoiinu.Nh ={ ilvi mé barvu h} » Pro h'=.1, 2. Vrcho-
1y ptvodniho grafu,vkteré byly spojeny Vv novy‘vrchol, budou
pat¥it do mnoZiny Ny, do které prislusi tento novyvrchol. Je jas~
né, %e mnoZiny N, a N, spliuji pozadavky .(1) a (2) v&ty.

K dtkazu v opalném sméru (v dikazu postaditelnosti) pfed-
poklédde jme, %e plati (1) a (2) a B je &tvercovd podmatice mati- .
ce A. Matice B tudi# také splruje pozedavky (1) a (2). Je-1i B
#8du 1, pak det(B) = 0 nebo % 1. Tvrzeni véty dokéZeme indukci
podle #édu p podmatice B. Ppedpokléde jme, Z%e det (Bp—l) =0
nebo = 1 pro v3echny podmatice Bp—t yadu (p-1) a necht Bp Je

libovolné podmatice PFddu p matice A. Mohou nastat t¥i p¥ipady:

(i) v8echny sloupce podmatice Bp maji{ prévé dva nenulové prvky
a tud:) pro v3echna j plati (jak plyne z podminek (1) & (2)):

T b= 2 b,
:|.€N1 1d 16N2 19
a tudiZ Pddky podmatice Bp Jjsou llﬁeérne z8vislé a det(Bp)~ 0,
(ii) existuje nulovy sloupec podmatlce Bp ‘a tudiZ det (B )= 0,
(iii) existuje sloupec napt. j-ty ve kterém je prévé Jeden pr-

vek nenulovy, nap¥. bsj’ pak ale
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= (_11y5%dy
det(Bp) = (-1) +bsj det(Bp_1)
a tvrzenf (det(Bp) = 0 nebo - 1) plati podle indukénfho pied~
pokladu. Tim je dlkaz véty quonéen,

Bez dikazu uvedme je§té_hésledujici 3 tvrzent.

V&te 4.3.2. Nechf A je matice s prvky 8 5 e{o, 1, -1},

pek A je totdlnd unimoduldrni matice, plati-1i zéroved:

() 855 = By # 0= 8% 8 nebo 2> 8
(2) 855 F ~8kj # 0= a,> -g nebo g > -8; .

(Usporédéni > rddkd matice A definujemevtekto:

8, > By Jestllée pro vdechna j plati a # 0= a, 15 = akj)’

V&te 4.3.3. Nechf matice A, B méji stejny podet sloupcl
'a prvky 0 nebo 1. JestliZe ob& matice splnuji podminku (1) vé-
ty 4.3. 2, pek blokové matice
(B) Je totélné unimodulérni.
Véta 4.3.4. Nechf A = {AT’ A2] je blokovéd tot&lng unimo-

dulérni matice, pek blokové matice

A

1 72

n

- +I, O
je také totdlné unimoduldrnt.

Tim jsme ukondili strulny pPehled n&kterych postadujicich pod-
minek p¥i jejichZ splnéni je matice A totdln& unimodulérni.
Nyni ji¥ miZeme dokdzat tvrzeni, JjehoZ zévaZnost se .projevi

‘v deldim textu.
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Véta 4.3.5. In01denén1 matlce M typu n/m grafu 3 Je totél—' i

né unlmodulérni.

. Dikaz. Matice M splnuJe ev1dentné poéadavky véty 4.3. 1,
poloZime-1i N, = {1, 2, ...,‘n} aN, = f.

Inciaenéni matice M Je podhopitelné'zévislé na poradil, v jakém

Jjsme oéislovall uzly i hrany grafu. Zmdna oéfslovéni uzld véak .
zpligobl pouze permutaci Padkyd’ mat1ce M, zatimco zméne- oélslové-
ni hran zp&sobuJe pouze permutaci sloupcﬁ matice M, takZe Je

moénévformulovat nésledujici tvrzeni.

Véta 4.3.6. Dva grafy. 31, 8 o stejném podtu n uzld a m
hran s 1nc1denénim1 matlceml L M2 Jsou 1zomorfni prévé kdyz

exlstuJi permuteén1 matlce P (¥8du n) a Q(rédu m) tak, ie platli

M, =PM, Q.

Na z4k1adé nutné a postadujici podminky uvedené ve vEtd je ‘mo%~
né rozhodnout poéetné (a to je dﬁ1e21té) o) 1zomorflsmu dvou
grafi. Uvdifime-1li véak %e v8ech permutaénich matic fédu k je
k!, vidime, %e k rozhodnuti o 1zomorflsmu dvou’ grafﬁ on uzlech
a m hrandch m&Zeme vyzkouset az m! n! mo¥nost? soudind typu.

P M, Q. To je prekticky evidentn¥ netnosnd. ' '

- Je. zfeamé e viechny charekterlstlky 1nc1denén1 matice M,
které zlstdvaji zechovény nésobenim permutaéniml matlceml P a Q,
popisujt svym zplisobem i néaakou vlastnost: prislusného,grafu
nezdvislou na odislovéni uziﬁ'a hran. Takové charakteristiky
pak prisludfl celé t¥idé izomorfnich grafd. Jednou z takovych
charakterlstlk Je hodnost matlce M, ktersd pak je hodnosti grafu G-
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Véta 4 3.7. Je—11 M- 1nclden5ni matlce grafu G on uzlech
: pak pro JeJi hodnost plati '
hod(M) 1.

Dﬁkaz. Podle def1n1ce 1ncldenéni matice M Je soudet viech
JeJich fédk& roven nulovému Padku -a tedy Jsou Jegi Pédky linedrné .

zév1slé.;,"'

Véta 4. 3 8. leovolny rédek incidendni matice M grafu G

lze psét ve.: tvaru - n
' ' vm = - Z .
=k =t 9
- J#k

' D&kaz plyne z ev1dentnihotvrzeni ?E mJ 0.
ST S =177 -

o fVéta 4.3.9. MnoZinae r Fédkd- incidendni matice M typu n/m"
?Je l1neérné zév;slé prévé kdyZ v ni existuje s rédk& ‘

3(1 3P é r) takovych, Ze Jeglch souéet Je nulovy.

'D&kaz; Prdtoée postaéitelnost vyplyﬁé‘z véty‘4 3.8, ome~ . .-
) zime se na dﬁkaz nutnostl uvedené podminky Nech{ pro soulet

uvazovanych r fédkﬁ—oznaéme Jje 24y a2, cees ar -.plati:

Z =}.z'.’..

j=1 8;

kade 2z Je féde; ktery mé p prvk& nenulovych (- i) a ‘m~-p

prvkﬁ nulovych. Podle predpokladu llneérni zév;slqstl-rédkﬁ
811 855 .;., g Je‘.p & r. Vypustime-li viechny ty fédky,ikte—"'
“ré pﬁsobi~v_rédku -2 vznik ﬁeﬁulového prﬁku;mé_zbyvajicich r-p
' iédkﬁ nﬁiovy soudet. Stedi polo¥it s = r - p & dikez je ukonden. -



Vats 4.3.10. Je-1i § souvisly graf o n uzlech a 0< r €

n - 1, pak libovolnych r Fadkd incidenéni matice M grafu [

[t

je linedrné& nezdvislych.

Dikez provedeme sporei. Predpoklédejme, Ze né&jeké iédky’
v podtu r jsou linérn& zévislé, tj. podle véty 4 3.9 existuje
mezi nimi s(1 £ g £ r) r4dkd, jejich? eoudet je nulovy. Pak ale

existujl permutadni matice P (¥4du n), Q (Fddu m) tskové, Ze

PM = |--- a PMQ = |-

kde metice S odpovidd s Fédkom s nulovym soudtem;

matice Z odpovidéd zbyvajicimn - s fédkﬁm a mé nutnd teké
nulovy soudet; .
_ matice [S ! 0] = SQ vznikla permutaci sloupcld matice S tak,
aby sloupce S byly nenulové; pak z¥ejmé ZQ -L 0! Z‘].
Mohou nastat pouze dva p¥ipady ( s< n ):

‘a) Matice E'je nulovd, pek ale v grafu.a existuji izolo#a—
né uzly, co? je spor se souvislosti grafu. _

b) Matice 7 je nenulovd, pak ale neexistuje iédné hrana mezi
uzly, které odpovidaji Fédkim matice S a uzly'uréenyml matxci 2,
tj. v grafu existuji alespon .dvé komponenty. To je opé&t spor -
s predpokleadem souvislosti grafu. Tvrzeni véty tudi¥ plati.

- .
Disledek 1 (véty 4.3.10). Je-li G souvisly gref o n uzlech
a M jeho incidendni matice, pak plati:

hod{M) =n - 1.

Disledek 2 (vity 4.3.10). Je-1i G graf o n uzlech &}l jeho
jneidentni matice, pek ndsledujici tvrzeni jsou ekvivalentni:
t. hod(M) = n - k, ‘ R '

2. graf [ mé k komponent. .
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"Ddkaz. Nechi mé graf % x komponent. P#i vhodném o&islovéani
uzld @ hren grafu lze ziejmé incidendni matici M grafu G psét ve

tvaru

My, O, veees O

]1
W= 0, N, 0 ’

eteo0ssse ®eeceo

0, 0, seeee M|

kde M. je.incidenéni matice j-té komponenty (jeko samostatného
X

J
grafu) o n. uzlech. Ziejmd je Z n. =n, hod(M;) = n; -1
J 3=t J J J x
(xomponenta je souvisly graf) a hod(M) = Zlhod(Mj) = 2 (nJ. -1) =
. : J= J:]

=n - k.

A% dosud Jjsme se zabyvéli hodnosti celé incidenéni matice

M (typu n/m) grafu 3. Nyni se zamé¥ime na grafovou interpretsci
hodnosti jeji podmatice, kterd odpovidd faktoru B grafu @. Ome-
. zime se na’irozbor situace»x; krajnich piipedech, kdy: .

(1) ( H(T’)[ =m -1, tj. piipad kdy fektor .I” vznikl z grafu
g vypudténim jediné hreny; »

(ii) lH(_lg)l =n -1, tj. piipad kdy faktor 2 m’é o jednu hranu
méné neZ uzld, tak#e mi%e byt stromem.

Véta 4.3.11. Je-1i Mg matice .typu n/m-1, kterd vzﬁikla
- -
vypusténim s-tého sloupce incidenéni matice M grafu G s danym
o&fslovénim uzld a hren a hod(Ms) = hod(M) - 1, pak hrena hs

je volné hrena grafu 3

Didkaz. Matice Ms je incidendéni matice faktoru P grafu,
. >
ktery vznikl z grafu G vypuSténim hrany hs‘ Nech¥ hod(m) =
= n - k., Podle piedpokladu Jje hod(Ms) = hod{(M) -1 =n-k~-1=
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=n - (k + 1) To véak podle véty 4.3. 10 znamené Ze graf G mé
k komponent, zatimco: faktor 3 chh mé k + 1. 0dtud plyne, te
hrana.hs Jje volné hrena grafu»G.

Uvedend viéta je formulo(réna ‘jako implikace a nedd se obréatit

.-jak ukazuje ndsledujici pfiklad. -

Priklad. UvaZujme graf 3 s danym oéJ’.sl_ov'énim}uzlﬁ a hren

& s incidendni matici M, kde

o a0 v 1 o]
- (2) . :

2

. 2 v
V deném piikledd je:

hod(M) = 3, coZ odpovidd skutecnostl, ze G ‘je'souvisiy;

hod(M,) = 2 & rozdil hod(M) = hod(M,) =1 signelizuje, %e h, je
volné hrane; : ' o

4 je také volné hrensa, nebot nepf-isluéi %4dnému cyklu grafu

G, ale rozdil hod(M) - hod(M ) #&dnou volnou hranu nes:.gnal:.zu.]e,

nebot je nulovy Je to déno tim, Ze po odstranéni této volné

" hrany h4 zistal faktor ? souvisly. ‘

, T e . v
Véte 4.3.12. Necht G je obyfejny orientovany graf a R matice
tvoi-ené 11bovolnym1 n = 1 sloupci mc:.denéni matice M typu n/m

grafu G. Pak plati .
(1) hod(R) n -1, prévé k:dyz faktor R (grafu ‘c’) uréeny mcl-

dem‘.ni mata.ci R Je strom e tudié kost.ra grafu G,
(2) hod(R) < n - 1, préavé kdyZ faktor ﬁ (grafu 3 neni souv:.sly,
(3) je-1i R pod.mat:.ce, které vzm.kla Z matlce R vyﬁkrtnutim
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s-tého Pddku, pak v
(1) det.(R ) =0, prévé k'dyé ve faktoru R Je aleapon ‘jedna

_ "kruZnice; '
PPN ; + 2 . . 4
©(id) det(RB) = «~ 1, prév® kdyZ fektor R je kostra grafu G.

Dﬁkai"tvrzeni uvedenych ad(l) a (2)"vy‘p1y'vé z didsledki 2, apliko~
veného ne faktor R. My3lenku didkazu tvrzeni ad (3) ilustrujeme
nésledujicim pﬁkladem. '

>
Pi‘iklad. Uvaiu,)me obyéegnj souvisly orientovany graf G:
(2) i ' ‘ :

1 0 0 1 0

o T 00 0 -t 1 0 1
e incidendnf matici M= 0° .0 1 0 0 0. <1 .

0 1 -1 0 0 -1 0

-1 =1 0 0 -1 0 0]

Necht R jé matice tvoFens te, 3., 4. @ 7. sloupcen matice M, tj.

1.0 1 0. 5 4
070 =1 1 - ‘ '

R=]0 1 0 =i . Matice R odpovidd 3
0 -1 0 o0 fektoru R: (1)

=t 0 0 o

M
@y 2
Hodnost matice R Je rovna 4, coZ algebraicky vyjed¥uje podle
dﬁsledku 2.4 %e faktor R Je souv:.sly. Protoze soudet vﬁech Péa-
k& matice R je roven nulovému i‘édku, Jje libovolny s~-t¥ i‘édek
kombmaci ostatnich f-édk&. Tudiz je hod(R) hod(Re), kde mauce
R8 vzm.kla z matice R vynechénim e-tého i‘édkﬁ. V nadem p¥ipads
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(0 0 -1 1] ' 1 0 1t -0
0 1 0 = 1o 1 o =
Ry = 1 o0 ofr Bl o -1 0 of
-t 0 0 0 -1 0 0 O
v o0 1 o]
_ o 0 -1 1 ' :
R3’= 0 =1 0 0 a ddle Jje
-} 0 0 0

det(Ry) = =T,. det(Ry) = 1, det (R, ) ==l

V obecném piipadé je zde hod(R ) = 4, “tudf} je to regulérni ma-

tice. Proto¥e viek Rs Je podmatlce totdlng unmodulérm’. matice

M je det(Ry) = RS , ,
Uva¥ujme déle jiﬁou metici R tvoFenou 2., 3., 5. & 7. aloup=

cen incidenéni matice M.

Pak je o
o 0o 0 0 5
Lo, 0 1 1 o '
R=]0 1t 0 =t incidendni matici
1 -t 0 0 faktoru R:

Hodnost matice R ‘je rovna 3, coi podle d&ﬂedku 2:. je algebraic—
kym vyjédrenim skuteénost:., %e faktor R mé dvé komponenty. Pro-
to%e soulet v3ech f‘édkﬁ mauce R je nulovy f‘édek, je libovolny v
a-ty Pédek mat:.ce R lineérn{ kombinaci ostatnich F4dki. Matice
Rs’ kterd vznikle z matice R vynechénim s-tého f4dku, md tudi% =
atgjnou hodnost jeko matice R. Je tedy hod(R) = hod(Rs) =3

a viechny matice Rg jeou singulérni (det(Rs) = 0). V nadem pPi-

psad® je nap¥.

o o 1 1 0 0 0 O
o 1 0 -1 o o0 1 .1

Ry=| 4 -0 02 Be=| o0 1 o0 =+| °
1 0 - 0 . 1 0 -1 0

127



a det(R,) = det(R,) = det(R;) =

_ Poznémka. Cheeme-1i vyu3it vysledkd tohoto odstavce p¥i
v&éeti‘ovéni neorientovenych grafi bez smy¥ek, pak mdme &r& mo%-
nostd : ' v - ' '

a) grafu G prifsdime libovolnou 6rien£ac:( hren gref G a za inci-
denéni‘ matici grafu G prohlésime. inciden&nit matici grafu g.
b) grafu G pFifadime matici M =[m ] typu m/n, kde m =|U(G)},
=]8G)\ a mg 5 = 1, :je-h{ui, uj} € H(G) a mg = 0 viude
j,inde; V tomto pripadé viek musime uva¥ovat matici M nad
_ t&lesem zbytkovjch tf1d mod 2, (uvaite, Set+ 1 =01 = -1).

4.4, Matice gsousednosti

V¥ tomto odstavei se zaijéme mat:.cem sousednos:t::. oriento-
vanych i neovmentovanych grafli. Spolelnym znekem metic soused-
_nosti Jg, "#%e u nich - na rozdfl od incidendnf matice ~ sloupce
i rédky. lﬁati'ce odpovidejf uzlim grafu; hodnota prvku na mistd
(i,j) v matici pek vyjadfuje skuteXnost, zda jsou i-ty a j-ty
-uzel spojeny hranou (tj. jsou sousednf). V literatude se té%
miZeme setkat s terminem uzhlb-‘uzlo{ré‘ matice. Budeme se zabyvat
ziésleduj:[c;(mi specidlnfmi p¥{pady matic sousednosti: o

A) Meticf sousednosti neorientovaného grafu,

B) Matici sousednosti orientovaného grafu,

C) Laplaceovou matic{ sousednosti,

D) Zneménkovou matief.
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A) Maticc sousednosti neorientovaného-grafu

Deflnxce. Matlci aousednostl obyéeaného neorlentovaného

grafu G o n uzlech s danym o&islovénim rozumime matici S —[ Blk]
#4du n takovou, ze: '

i = ! ; Je—ll {ul, uk} e H(G) a
85k = 0 . v opaném p¥ipedd.

Teak napfikiad matice

0 1 0 1
1 0 1 0 : 1
S = 0 1 0 1 je matici sousednosti
1t 0 t 0 grafu G 3

Podle definice je matice S symetrickéd (S = ST) a ziejmd plati:

y&ta 4.4.1. Necht G,y G, jsou dva'obyéejnélneorientované
grafy se stejnym podtem n uzld a St’ s, jejich matice soused-
nosti. Pek nésledujici tvrzgni jsou ekvivalentni. . .
(@) GrafY'G1, a, vjsou izomorfni. -

" (ii) - Existuje permutalni matice P »du n tek, Ze S, P 32 PT.

V§znem uvedené v&ty spolivé v tom, Ze umo¥nuje algebraick&
rozhodnout otézku izomorfismu grafi. Skutelnost, Ze vdech riz-
nych permutadnfch matic F4du n Jje nt, véak.znaéné oslsbuje prek-
tickou moZnost vyu¥iti uvedené nutné a postadujlct podﬁinky

izomorfismu grafd pro vétdi n. o

Poznémka. P¥i po¥iténi s matici sousednosti jé nutné uvé-
zit, v jekém smyslu budeme chépat s&{tén{ a nésobenf na mnoZing
{ 0,1}. Uvedené operace je totiZ moZné chépat 3 zplsoby:
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a) jeko b&¥né siiténi a nésobent na mno%in¥ celych ¥isel;
b) jeko operace na té&lese zbytkovych tfid mod (2);
¢) jako booleovské spojeni a prasek, tj. jako logicky soudet
a souéin.
Ka%dy uvedeny piipadvmé i své praktické oéré?néni, im:délé uké-

Yeme.

Véta.4.4.2. Nechi S je matice sousednosti oby&ejného ne-
orientovaného grafu G s n uzly ; s¥{tsni a ndsobeni .na mnoZin&
[0,1} chédpe jme jako bé&Zné operace né’mnoiiné celych 6igel.
Potom prvek s{;) matice S’ udévd podet sledl délky v mezi uzly

uy a‘}uk grafu G.

Dﬁkaz.provedeme indukeci podle v.
Pro v = 1 tvrzen{ platf{, nebof sé;)= 8;y = 1 prévé gdyﬁ.{eé,ukB
je hrana & to je sled délky 1 a graf G je prosty.
Necht tvrzenf plati pro v 2 1, pek je

n
(v+1) |y (),

v+ 4
=8 S a tedy s; S -
83k 3= ij aak

S

(v
ij
uzlu uj délky v. Existuje-1i hrana (uj,uk} v grafu G, pak»ség)

Podle induk¥ntho piedpokledu jé& s poéet sledd z uzlu uy do

uddvéd podet sledd z uzlu uy do uzlu u, délky v + f specifikova~
nfch vliestnostl, %e posledni ve sledu je hrana‘{uj,uk}. Eviden-
tné soultem p¥es viechny moZné posledni hrany ‘dostaneme celkovy
podet sledd délky v + 1. ' '

Priklad. Pro graf G
1 (1)

je




0. v 0.1 0 ij2 02 00
1.0 1 0.0 S o2 0. 21
s= o 1.0 1 1|, s=1]2 0 3 o of,
10 1.0 0 e 2 o 2

0--0-"1. 0 0 o t. 0 .1 1
[0 4 0 4 2]
147 0.5 0 .0
s¥= 10 5 0 5 3
' 4 0 5 0 0}
‘ 2.0 3 o 0]

a_proto‘ie 835 = v3', exiétu-ji tfi rizné sledy 2z uzlu u3 do uzlu
ug, @ tot., uy "‘2»_‘5 us : ' e
' uy ug ug Ug
R T 4 3 Y5

Véta 4 4.;. Necht G Je obyée;nj neorlentovanj graf 8 danym
oéialovénim uzld a hran, M jeho inciden¥ni mauce typu n/m a S
Jeho mata.ce sousednosti P#édu n. Pek, poéitéme-h v télese zbyt- -
'kovych t¥{d mod 2, plati: B

 sepemu® , A
kde D = dij] je diggonélni matice F4du n a a5 = -Jj;'

{j znadi stupefi uzlu.u.

4 Pro G =1, 2, eiey Be

Dikaz. Nechi B = [b ] aB=D+HN MT, zf-e,)mé Je by =2 cs-
a tedy p¥i poéiténi mod 2 ,}e b.. =0pro j=1, 2, «o., m, Déle

JJm
pro i # j je by —Z_ ik mka =3 m;, m sie AvBek my, Jk

- k=1
prévé kdy% hrana hk :mc:.duae gak 8 uzlem ul, tak 8 uzlem uJ, tJ.
{u.,ua} h,. Graf G je viak podle pf'edpokladu obydejny a tudil

v uvaZfovaném souétu, ktery vytvéi‘i prvek b,

ij je nutn& nenejvys .

‘;jeden- souéin_nénulov:{'. Je:-tedy
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By =1 ,'préw'/é..kdy'é‘ fug,usbe H(@),
pij = 0  _ yéude_a1pde. .
Tvrzeni véty tudi? plati, nebof skutedn& B = S.

P¥ikled. th%ugme graf G:
s (3.

8 inciden&ni maticf

(1 0 0 0 0o 1 0 1 o
0 0 0 0 1 1 1 0 0
0 0 0 1. 1 0 0 -0 1
¥=1o 0o 1 1 0 0o 0o 1-0
0o 11 0 0 0 1.0 0
it 1 0 0 0o 0o 0 0 1]
Z¥ejmd je p¥i poditéni mod 2
11 0 1 o 1]
1T 11 0 1 0
P |0 1 1 1 0 1 ' ' .
M=y 5 11 1 o+ D=1I, nebol viechny uzly jsou
o 1 0 1 1 1
t. 0 1 0 1 IJ

-stupn& 3. Jek se lehce presvédiime, je D + M ¥T skutend matici
-sousednosti S grafu G. Mstice S vznikne z matice M MTvynulové-

nim diagondlnich prvkd (1 + 1 = 0).

Vsta 4.4.4. Nechl S je ma;ice soﬁsednosti«obyéejného ne-
orientovaného grafu G s n uzly. Chépeme~li sditdni a nésobent
5ak0‘losické operace, Jje-li vk= (I + S)k =[ véﬁ)]'a znaéioli
,'d(“ii uj)‘vzdélénost uzld u;, u; v grafu G, pek plati:
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||I~

(1) atuy, uy) & k, prévé xays vy ﬁ)— 1

' (k) - .
() a(uy, uj) mln{ x Iv 1} |
(3) graf G je souvisly, prévé kdyz v~ =T = B, tj. n - 1 mocnina

matice vV mé v3echny prvky rovny Jjedné.

Dﬁkaz. Pfl logickém sdf{téni (spojeni) je 1 + 0 =0+ 1 =

=t+1 =1, 0+0=0, pil logickém nésoteni (prﬁseku) Jje:
(1) (1) . 1

ir rj
- prévé kdy¥ exlstuae 1ndex r tak, Ze $;) =1a zéroven v()

rJ
tj. {ui, uf} H(G) a zéroven {u ’ uJ} ¢ H(G). To vdak znamend,
¥e d(u;, u; )

dukeil podle k. Tvrzeni uvedend ad (2) a (3) Jjsou pak ddsledkem

0.0 = 0.1 = 1.0 =0, 1.1 = 1. 2¥e jud je- v(2) §: v!
r=

= "’

un ™

2. Dtkaz ad (1) lze dokonélt steanou dvahou in-

»tvrzeni aed (1).
_ P¥{kled. Pro gref G: | PR
| | 342:::::::?: |

je

N 11 0 v oo 11T 10

1 1t 1 0 0 111 1
veres=lo 1 1.1 1,v¥=l 1 1 v 1 1],

1t 0 1 1 0 "m o111

_ o 0o 1 0 1 ot 1 1 1

vap=v=.., _
e protoie VIS)- 0, ale v(3)~ 1, je acuy, us) = 3.

Protoﬁe posloupnost matzc v, v2, ooy an1 plné popisuje
metrlku grafu,ae mo¥né z uvedené posloupnoat1 ZJlstlt i ostatni
metrické vlastnostl grafu G, Jjako Je excentrlclta uzlﬁ, pr&mér

grafu, polomér grefu i stbed grafu.
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B) Matice sousednosti orientqvaného grafu = .

Definice. Mechi G je obyZejny orientovany graf s danym
» RAaRRSee TR : . .
odiglovénim uzll a U(G)_={155 Uy, eisy U }. Matic{ gousednosti

- .
grafu G nazyvéme étvercovou matici N = 13 Pddu n takovou, Ze
n; 5 =1, aeet11§e (u., uy Ve H(G),
13 =0 v kaidém Jlném pfipadé.

ProtoZe orlentované grafy li8fc{ se pouze olislovénim uzld asou
1zomorfni plati evzdentné nésledujici tvrzeni,

Véta 4.4.5. Jsou~-li 31, 3 dve grafy a Nl’ N2 Jechh ma-
tice souaednostl, pak nésledujici tvrzeni jsou. ekvivalentni.
(1) 8 G Jsou izomorfni grafy.

- {2) Exlstuae permutadni matice P tak, %e P Ny PT = Ny.

»Véta dévé principidlini moZnost rozhodnout algebraicky
o izomorfismu orientovanych grafi é zéroven ukazuje, které cha-
rekteristiky matice sousednosti N mohou byt charakteristikemi

.grafh. Jsou to charakteristiky spoleéné t¥idd matic ‘ |
,{X( X =P NPT, kde P jé libovolnd permutadni matice Fadu n}.
Takovymi charakterlstlkaml jsou nap?¥. hod (N), det (N), vlaatni
’_ éisla matzce N, atd. Vlastnost1 grafu g které nezévisi na-
orientaci hran (nap¥. souv1slost, podet koster, podet kompo-
nent atd) 1lze zjistit zruSenim orientaée»hran a vyéetfovénim
neorientovaného grafu G. Z¥ejmé matice sousednosti S-grafu G
‘ je déna vztehem
S=N+N,
kde séiténi Jje chépéno booleovsky
v V dgl3{im ukéZeme, jak lze ze znalostl matice N rﬁznym
‘chépénim s&itdn{ e ndsobeni na mnoiiné{ 0, 1} a vhodnymi pos-
".'tupy -elgebraicky charakterizovat nékteré vlastnosti.grafu 8}’
zévislé na orientaci, . ' C A .
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- Véta 4.4.6. Necht g jevoﬁyé-é;jnj;o:ientovany graf, N =vl-n'i".j
’Jeho mat:.ce sousednosti a séfﬁén:f; i nésobb'eni» na mno%iné { 0, 11; '
-uvaiuame Jeko béiné operace na mnoi:mé celych &isel. Pak. plati
(1) prvek n( -)matz.ce Nk udévé poéet orientovanjch sledﬁ délky

I: z. uzlu uwy ‘do uzlu u; : .

() poloiime-l:. d(ul, uy ) = mn{ kin(k) 7 0}, je @ ne,;mené:’.

délka omentované cesty z. uzlu u do uzlu uje
Dikez 1ze provést obddbné jakb ‘iz _vét.y' 4.4.4."_

véta 4 4.7. Necht G Je obyée;;nj onentovam}' graf, N Jjeho

' met:.ce sousednosn a séiténi a néeobeni na mnohné{ 0, 1} uve~ . .
_ 2u,]me Jako logické operace (booleovsky) Nechl ddle
R= Z N¢ —[r- ]y kde v = mm{m((})l, lu(a)\ - 1‘, aR= [;131
mat:.ce takové, %e r T mmn{ 540 ral\ Pek pleti‘ '

(1) R Je maticové reprezentace refleané tranz:.uvniho uzévé- .

' ru relace néalednosn uréené grefen G,

N
L]

'-(2) Je-la. ri. = 1, pek uzly u 19 u pati‘i do téﬁe kvazlkomponen— -
‘ ty grafu G, AT o
(3 ), Je~1i = E, tJ.';ij' =z 1 pro v3echne Li, j, e’ graf a‘sil'n_é

'sbuvisly .

“P¥iklad misto ddkazu. UvaZujme orientoveny graf G: - -

" 8 metict
aquaednost.i N =

- - -
oooo.-‘.
o oo -vc‘>4,‘. )
-.'-O'o.-'oj
vo-ooo"

'V tomto pripedd je



0 o 1 1.0] ~ ~}Jr o 0o o0 1
11 o o o 1 . o1 0 1 0

M=1lo 1t o0 0 of, MW=}o0o 0o 1 1 of,
Jo 0. 0 1 0 ' 0 0 o0 01
0.0 0 0 1] Lo 0 0 1 0
o0 1 -0 1 ow

_ 00 11T

Ma=|1 00 0 1], e
‘00 0.1 0
’_ovo o 0 1]

né“ = na(“ n2(4)- 1, exlstu:je tedy orlentovany sled z uzlu

: u2 do uzld Uy, Uy, Ug déll:y 4, ,
protoie nepiiklad n(“- 0, neex:.stuae or;entovany sled 2z ul do
ug délky 4. Délka or:.entované cesty z u, do u5 Je rovna '3, ne~
bo{ mn{kln(k) # 0} = 3. Déle je-v = 4.a tudfZ :

1 1 1 11 i 1 1 0 o
11 110 1 1. 1.0 0
N o~

R=}1 1 1.1 1}, R 1 1 1 0 0],
0 0 0 1 1 o 0o o 1 1
0.0 0 ) 6 o0 0o v 1

" Vidime, Ze _G? mé @vé kvazikomponenty s mnoZinami uzld {ul,uz,u_.;&

8 }{“4'?_5}

Vite 4.4.8. Necht G je obydejny orientoveny graf 8 matict v
sousednost1 N Fédu n. Pek nésledugici tvrzeni jsou ekv:.valentn:f.. |
(1) je acyklicky. ,
- (2) N je milpotentni maticé.‘

'¢3) Vdechna v'lastni. #{sls matice N jsou nulové.
(4) det (xI - N). = |
(5) Existuje k< n tek, Ze je (I -N) =1+ N+N2 + . + Nk,
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Dikez. (1) & (2): Je-1i & acyklicky, je keidy or. sled or.
cestou, tekie podle vty 4.4.6 nutné existuje k < n tak, Ze .
Nk =0, tj. N je .nilpotent_ni_matice,.v . i
(2) = (1): Je=1li N nilpotentni, pek pro né&jaké k je‘l\lk = Q.

To viak podle. véty 4.4.6 znaéi, %e neexistuje mezi Zédnou avo-
jic{ uzld or.sled délky k a del3{i. To viak znamené Ze v grafu
. G nemiZe existovat Z4dny cyklus.

Ekvivalenci vlastnostf (2), (3), ~(4i);, (%) ponechdvéme ¥tendii ‘
jeko cvisent. - o

¢) . Laplaceove matice sousednosti

Definice. Pro dany oby%ejny neorientoveny graf G e olis~

lovanymi uily' ’ul, Uy eeey Uy définujeme Lapleceovu niat.ici‘
L ={1, ix) i‘édu n vztehy: '
a) 1, = -1 pro{uv;, w e HIG),
b) 15, = 0 pro i # k a zéroven {ug, w ¢ H(G),
c) 144

"

i

d(uiv) ‘(? stupen uzlu “i)‘~

Definici ilustrujeme maticf L, kterd pf?i_aluéi grafu G na _obréz_ku.
. 5 3 =1 -1 =1 .0
L 4 ' 1 a4 2 -1 0 o0
' L= | =1 =1 3 =1 0
. -1 0 -1 3 -t
2 3 ' . 0 0 0 -t 1

Podle definice mé matice L tyto »zélgladni vliastnosti:

(1) 131(14 = LT, t.j. je symetrické; ;

(2) T 1;, = 0 pro ka¥dé i e{1 2, ..., n}, tj. soulet prvki
k=1

v keZdém Fédku (i sloupcl, nebof je L= T) je roven nule;
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3 det’ (L) : B
: (4): o¢ Y(L), t.]. 0 je vlastn:[m éislem matice L; -
'(5) s _Vlastnimu &islu 0 odpovidé vlastni vektor e = [1,1 ,...,,I]T.

P Né‘sledu’jic_i: tvrzeni je pv_if{imo‘u'_ah_alosivi{vé_t 4.4.1 a '4‘.4.5'.' '

Vét.a 4.4, 9. Jsou-l:. G1, G2 dva obyée.)né neonent.ované ’
'.,grafy 0. steaném poétu m. uzld e L', Ly. pi‘isluéné mat:.ce soused-
. nostl, pak néaledu.]ici tvrzeni Jsou ekv:walentni' '

4"(1) Gy, G,.jsou izomorfni grafy. _

i (11) Ex:.stu.]e permutaéni matice P ¥édu n t.akové, ie N

PLZPT

o Nésledu,)ic:( véta ukazu.]e souva.slost Lapleceovy mauce s :mc:.denéni ‘

matmci. ‘

Véta 4,4.10. Je~li M incidentni matice grafu G s n uzly, :

i ktery vzmkl k4 obyée.)ného neoment.ovaného grafu G 11bovolnou :
. or:.ent.aci hran, pak mat:.ce L = llxk] M H Je Laplaceova ma~.

e tice souaednosu grafu. G,

A Dﬁkaz. Podle def:.m.ce souému mat:.c Je 111: Z (T),—
m"
jg, ij ’“ka

. Odtud pro is= k snadno plyne (uvézime-ln., ﬁe nL_L .] =1
,,kdyz uzel . Uy :|.nc1duae s hranou h:j v grefu G a m? =0, kdy% u;

ne:mc:.du.]e 8 h.) vztah c) z definice mat:.ce L, nebof
v J

=Zm1a. Je-li i # k, pak mlJ ka Jje nenulové prdvé kdyz

'-'hrana h;] 1nc1du:je Jak s uzlem u1 tek i s uzlem “k \'A tomto pf':[- B

pad& podle pi‘edpokladu véty. je Jedno z &f3el o, J, mk.) rOoVvno T

a druhé -1. Séitéme-ll soudiny mi J

'vztahy a) a b), z def:.n:.ce matlce L.

ka podle J dostaneme zf‘egmé

-1‘3'8-"
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Poznémka. Matice L = M MT je nezévisld na otislovéni hren
v grefu G. Jsou=li totiZ M a M avé incidendni matice téhoZ gre-
fu 8 pPi stejném ofislovéni uzlt a rizném odislovéni hran, pak
existuje permuteini matice Q (jeji réd Jje roﬁen podtu s;oupc&
matice M a tedy i M) tak, Ze M = M Q. Ddle z¥ejud:
u = (i) @)T = ()@ 1'""") = M(QQT)M - H W,

nebot Q ot

V&te 4.4.11. Je-1i L Laplaceova matice sousednosti obylej-
ného neorientovaného grafu G s n uzly, pek nésledujiel tvrzeni ‘
jeou ekvivalentni: '

(i) graf G mé k komponent;
(ii) hod (L) =n - k.

Dikaz. Podle vEty 4:4.10 je L= MT, tek¥e L je Gremova
matice. #4dkd matice M (1 T) a tudii hod (L) = hod o).
Matice M je viak 1ncldenén1 matlce grafu G, ktery vznikl z gra-
fu G libovolnou orientaci hren, 2 tedy cbe grafy maji stejny po-
det kompdnent; ‘dokezované tvrzeni vyplyvéd z véty 4.3.10 (d&sle-
dek 2). : ' |

'Dﬁsledek.'Je—li L Laplaceova matice aousednésti Pédu n,

pak piislﬁ§ny gref G je souvisly, prévé kdy% hod (L) =n-1.

Stanoveni po¥tu riznych koster grafu G umonuje nésleduji~
el véta. Ukazuje se opdt, Ze Laplaceova matice sousednosti ne-
jenom graf G urduje (a% ne izomorfismus), sele iéroveifobsahuje
poéethé zpracovatelné algebraické udaje, které lze grafové inter

pretovat.



Véte 4.4.12. Nechf L je Leplaceova matice sousednosti oby-
e jného neorientovaného grafu G s n uzly =a o hrensmi. Pek v3ech-
ny hlavni minory f-édu n-1 matlce L si jsou rovny a libovolny
% nich udévé podet: rﬁznych koster grafu G,

Dikez. Necht :[..B znat{ ‘matici, kterd vznikla z matice L vy~
nechénim s-tého Fédku & s-tého slouvpce° Znati-li déle M matiei,
kterd vznikle vydkrtnutim s-tého Fédku incidendni matice M gre-
. fu 3 (vznikl 2z G libovolnou orientaci hran), pek z¥ejm& podle
VELy 4.4.10 je '
B L= My
Podle véty Bmet-c'auchyovy viak je

det (rg) = Z det (M Lac]) det (Mg 7T = ZdetP(M £%l),

kde s&itéme pres véechny moZné kombinace( %) slouped (n-i).tH{- .
dy zm albupcﬁ matice My a kde Msfoc] znadl podmatici tvo¥enou
véemi Fédky matice M a p#{sludnou kombinact () slouped mati-~
ce Mé. ‘Podle v&ty 4.3.12. je vSak det (ldsf_x]) =%, praveé kdy%
sloupce v kombinaci (¢ ) odpovidaji hraném n&jské kostry.

V ostatnich pi'ipadech je det (, ) = 0. Odtud plyne tvrzenf

dokazované v‘éty .

Pi‘:’.klad. UvaZujme neorientovany graf 8 danjm oéislovénim :
uzld a hran. Pro graf

" Je pii orienteci hren z uzlu s niiéim indexem do uzlu s vy3%im

indexem matice



©
-

o - o o
]
—h

-~ 0o o o

inciden¥n{ matieil. Snedno zjistime, %e plati

2 <1 -t 0 0

|-t 2 -1 o 0

uMl =) -t =1t 4 =1 -1.]| =1L,
’ 0 0 -1. 2 =1
0 0 =t -t 2

" col je p¥islusné Laplaceova matice sousednosti. V nalem ptipa-

d% nap¥iklad
-1

= det (L,) 'de't_'_(;?)v -
det (L,) = det (Lg).

=00
]
fVe}
[|

‘ 2
Y - -1
dét ‘L3) = det »g

Graf G mé tudi¥(podle vEty 4.4.12) 9 rﬁznich koéteé, ato i

2) . (3)

(5) (6)

e 6l g~ |©

(6) . (5) 6)

Inudem‘.n:( mauce uvedenych koster vzniknou vyékrtnutim 2 sloup-

ed incidencni matice M, a to %é&ch, které odpovidaai vypuﬁténym
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hranén; grafu G. Zddrszhujeme, Ze vSechny incidendni matice kos-'
ter. v tomto p.i‘ikladé niaji hqdnost"_rovnu 4. _Vyﬁbtévénimé sloup-
¢t v matiei M vznikne daldich 6 podmatic. Jejich spole&nd hod-

nost Je viak 3 a jim odpovidajici fakvtory Jjsou nesouvislé. Ovéd-

te s8i to!

P¥{kled. Urdime polet kbstérv P vliplného_obyéejné'ho grafu G

on uzlech. V tomto p¥ipadé je Laplaceom matlce sousednosti L

i‘édunaae
n-1, =1, =1, ¢oo, =1
. - ‘, n - 1‘, - T, ceey - T
‘L= -1ty =1,n=1, cee, =1/

® o o o . 6 * o o @ s e & o o

-1, =1, =1, «.oy,n

]
-

Samozfé;jﬁxé Jje det (L) = 0. Podet p riznych koéter uréuje hodnota
‘lib'ovolného hlavniho subdeterminentu ¥4du n - 1 matice L. V tom-
to pi¥ipadd Jsou véechm/ hlavni podmatice ¥d4du n - 1 stejné a t.e-
. _"dy p= det. (nI = ) kde In-t Je Jjednotkové matice iﬂédu
n-1%a En-1. Je matice senwch jednidek tého? Hddu. 2 algebry vi-
me, Ze pro metici A ¥ddu r je:
a) dét () =jlj'.1:>‘ i kde bY i Jesou vlastni &isla matice A (opakuji
‘ se s algebraickou nésobnosti);
b) Je-ll AjeFB) Je @y +p)eY(aa + BI), ti. ae-—l:.')\
| vlgstn;( 6:(510 matice & nésobnosti k, pak &fslo o()si + o Je
vlestnim &islem matice oA + 5 I stejné nésobnosti k, a to
' pro libovolnd &dsla &, /.
V nafenm prfkladd je Y(En_l) ={n-1, 0} » kde 0 je n - 2 né-
“gobné, podle b) je tedy Y(-E + nl) = {1, n} a podle a) je

 p = det (- + nI) = "2,
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ﬂplny graf G v 7o é'tyiﬁecn’ ii'zlec_h né "'nésleau,ji-
- 1 30 o -
: cich 16 rﬁznych koster, které. pf:isluﬁi do dvou 1zomorfnich tf-idv

D) Zneménkové metice =~

Dvefi.rnice.v_Pro obyéejn&neorientovan& gréf 'G., pii deném

-oéislovéni uzld (U(G) = Uy, Uy, ..;, un ), zavddime znemén-

,.%sk;-‘ f_r » Ky {ug, uk}e G,
i = - 1, kdyZ {uj,,uk} §.H(‘G)i, :
‘zkk_=‘0." ' e

Zneménkovd matice Z je zi‘éjmé.‘aymetrické (Z = ZT).-Byvé-
zvykem v matici 2 uvédst >pouze : znexﬁénka a. nulév»é» diagonélni prv-

ky. Ték‘napf-iklad' pro grafyAG 'a,lfa uréené obrézkeni D
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0+ = + = 4] + =]
+ 0 + - o+ - -0 -+ - *
- 4+ -0 4+ - - B R : T .
JeZ2= |, _ 4 0 + =|2Z=_ 4 - 0 - 4
- = =+ 0+ + + 4+ =0 =
;’L+ - e = %0 -v+'+<+ - o

Gref G Je zi‘eamé doplnkem (hranovym) grat‘u G, nebof {ua, uk'}eG
- prévé kdy% {u g uk}¢-_ G. Zéroves viak je Z = - 2.
Zoddni grafu zneménkovou matici umoZnuje popsat velm:. Jjed~

noduchym zpﬁsobem i nésledug:{ci nepnllé prehlednou operaci

s grafem G. V grafu vaybejreme p¥i daném ofislovéni uzel uJ- a vy-
tvorime novy graf G‘j tek, Ze plat:’.: .
1. U(G ) = U(G), tj. oba grafy majl stejné uzly.
2. Je-lx (s # Inl # j) e {us, uk} € H(q) prévé kdyz

{ue, uk} é H(G), tj. hrany, které nelnc:LduJi v Gs uzlem uss
Jjsou beze zmény iv G-.
'3. Pro k¥ J e {u } e H(Gj) préve kdyz Je {u., w éH(G).
Znaménkovou matici Z grafu G dostaneme nésobenim J-tého Péd-~
ku a zéroven J=-tého sloupce mat:.ce Z grafu G éislem -1 , Co%

1lustruaeme pfikladem. UvaZujme graf

0 + = = = o]
G = se zneménk. | T 0 0t o+ - -
- o+ 0 + = '+
cmatdel Z=| |, 4 o 4 o
- - - o+ o
- e 4 = a0
- 4
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Zi"ejnié pro i=

0 = + "+ 4+ '+
- 0+ v = =
+ -4 0 + =+
ZI‘ = + v+ 0 " - -a'tedy _Glﬁ‘_'
+ = = + 0 - '
+ - o+ - =0
- J

Obdobnd pr'o 'j>_'= 3> je z¥ejmé&

0 + + - = =] !
+ 0 - + - =
. + - 0 - + - znaménkovou maticf
37 |- + = 0 % = grafugy =
- - + + 0 - .
- - - - - 0
L o

véta 4. 4 13. Pro obydejny graf s n uzly Jsou nésledu.]ici
tvrzeni ekvmvalentni. |
(1) G je pravidelny graf stupné k.
'(2) Existuje celé ¥islo r takové, %e pro znaménkovou matici 2

grafu G plati:

Ze=re,

kde e [l, 1, cvey I]T Je n-rozmérny sloupec Jedméek.

Navic je r = 2k = (n - ).

Dikaz. Nechf, z={ zak'] je znaménkové matlce ¥adu n - popi~-
sujici gref G. Oznatme 2Ze = 8 -[51 ) By sees sn] . 2 vyznamu
soudinu matice Z a sloupce e plyne

8 -Z z (stupex'i uzlu u;) - (n-~stupes uzlu 'u'-) + 1.
k=1
Z pf‘edpokladu o pravidelnosti gram a Jeho stupm. plyne Ze

sj=2k-(nb- 1) = r pro v§echna3atedy29= .
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Nabpak, je=li Ze = re,; je gref G pravidelny se stupném
: kvé%{_(rv'#-n- 1De - ' . '

* Obssh uvedené véty ilustrujeme. pFikledy. Nech{
:26 . - R L 24 6
Se= > SRR SR

. jsou pravidelné grafy o stupnfch k =3 a k = 2, Pro‘ jejich .

znamén_kobé matice z¥ejm& je:.

o o+ - + = +1 [ [ 1]
+. 0 + e+ e| | ® 1
-0+ -+ 1 1 ' :
. ZGF ‘. - & 0 . i il = T y tedy r =1 ‘
-+ - + 0 + B 1 ak=%-;(1 +5) = 3;
L e ; 1 i SR |
| * oOf LN |
[0+ = - = +][1 K
f o +’ - - - 1 1
. wL 0 e - 1 . 1 :
Ze»___. - . + 0 + - 1 = (-]) 10 tedy r = =1 -
- e - -’o-" 0+ 1 1| ak= 71;(-1 +5) = 2,
+ = - a4+ 0 1 T
4L |

ité'ta 4.4.14. Pro obylejny graf G s n uzly jsou ndsledujfcd
_t_.vrzehi ekvivalentni: ' o .
(1) Bxistuj{ redlné &isla s, t (s > t) tekové, Ze je
(2 ~8I)(2~-1tI)=(n-1+8t)E,
Xde I je jednotkovéd matice ¥4du n 2 E je metice $4du n,

. jejf% vSechny prvky Jjsou rovny 1.

146



(2) Graf G neni ‘eni- dlskrétni eni \iplny a vehkost symetrlcké
dlference uzlovych okoli (vzz ocst. 2.1) llbovalnych dvou uzlﬁ
X a'y zévisi pouze ha tom, Je—ll {x,y} hrana grafu nebo ne.

Nevic plati:

1}

- (s + 1)t + 1),
(11) q(x. y) =~ (s~ \)(t-- 1,
kde p a q ;jsou pi‘isluéné mohutnostl symetrlckych dz.ferenci okoli,

(1) plx, ¥)

t,jn ' ' .
p(x, y) =| u(x) ® u) | pro {x, y}_e H(E),
a(x,y) = | Ux) @ U) | . pro{x, y} ¢ H(@.

Dﬁkaz. Pro pi"isluénou matici- Z a libovolné redlns &isla

a, r poloéme.
(2 - 8INZ - tI) =3° - (8 4 t)Z 4 8tl = P

i

(pix ]
" podle definice soudinu a souétu_ matic z¥ejmé je: s
g‘zl-) Ol*’ﬁt»'{nw 1 + st,
Ly

k= (a'-&‘ t)zyy - pro i# k. Ta.}cﬁe;r

N pro{ s uk}.e_ H(G) je pj =n - 2 - plu; uk) - (s -'r.,t);_ _ S
pro {uy, uk}é_H(G) je Pix = B - 2-qlu; w)+e+t .
Piedpoklédéme-ll nyni, ie vel:.lcost symet.rlcké d:.ference okoli
‘llbovolnjch dvou vrcholﬁ X, y zdvis{ pouze na tom, je-11 { X, y}
hrana nebo ne a plati-l_.l pro &isle 8, t vztahy (i) a (ii), pak
evidentn& je - . R » N '
(n -1 + 8t)E. .

Naopak,_je-li P=(n-~-1+ st)E,musi platit nutné i vzt.ahy (1),
(ii) a teké tvrzeni véty ad 2. ' :

P¥{kled. Uvaiujme pravidelny gref G se zneménkovou matied

Z, kde
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Fo

+ o+

R
bt

+ + o+

-+

+ + o+ +

S+t o
‘+ o + +

+ o+

4

v neSen ﬁi‘ipédé je. p(x, .y) =4 .pr'§ {x, v} e 'H(G)._é adle je
*alx, 3= 0, je-li{x, y} € H(G). Tok nepFiklsd |
opty, 2) =1{2,3,5,6) \}1,3,4,6}) u({1,3, 4,5)\{2,3 5, 6})|-‘
C o =lfaselnel =1 12,480, o
at, ) =I(2,3,5,6)7{2,3,5,6) _U(i2»3,»5»6}-\{2:3’5’6}5.“

- =lg=o. -
- Pro Eisla s, t méme tedy podmink'y

4me (s,

‘ ='(B-1)(t-1), tak¥e je s = 1, t'= =3.
Pro uvedené hodnoty tisel s a t skuteéné platt
(Z-8INZ-tD) = - (s + )2+ 6t = (n=1+stE,
ivhgbof’jezz+2z-31 S

5 o o 4 o o] [o 2 2 -2 2 2]
05 0 0 4 0 2 0 2 2 -2 2
0 05 0 o0 4| |2 2 0 2 2

=14 0 05 0 o]tz 20 270 2 21*
0 4 0 -0 5 0 2 2 2 2. 0 2
0 0.4 0 0 5| |2 2 -2 2 2 0
(3 0 0 o o0 o]

0 =3 0 0 0 o0
0 0 =30 0 0

*10 o0 0 -3 0 of=%E-

0 0 0 0 -3 0
© 0 0 0 0 -3




4. 5 I\atlee kruémc

A celém tomto odstevcl terminem "graf" minime obyée.]ny sou~ .
visly ,neor_lentovany graf o n uzlech a m hranéch. Je-1i T
kosffé grafu G, pek symbolem T + {h} ozngéu;eme faktor grafu G,
Ktery vanikl z T pfidéntm bremy h. . B '

- V&ta 4.2. . Nechf T je kostra grafu G a h 11bovolné tétival)
_ grafu G vzhledem ke hosti‘e T, Pak fektor T + {h} obsahuae prévé

Jjednu kruin:.c:..

Didkaz. Mezi krajnimi uzly w, v hreny h existuje v kostie T je- .
diné cesta. Doplinénim hreny h vznikne tedy. jedind. kruZnice.

~ Definice. Necht hy, hé, sees hc je mnoZina vvéech.tévt‘i\.r
grafu G vzhledem ke kost¥e T, kde ¢ Jje cyklomatické éislol) grafu
"G, necht K; jeprodi =1, 2, ecey © krugnice grafu T +{ h;Y.

Pak mnoﬁinu XkruZnic K1, Koy seey K, nazyvéme. fundamentdlni

..-——_-__-—_—-_

Riznym kostrém grafti Go v:(ce neZ n hranéch mohbu semozie j=-
mé odpovidat rizné fundementélni soustavy, ale v3echny fundemen-
t4inl soustavy krufnic tého¥ grafu maji stejny polet prvkﬁ a to"
Ce Oprévnénost uvedené definice vyplyvé 2z vBty 4.5.1.

Definice. Necht G je graf s hrenemi h1, hyy eeey B8
kruZnicemi K,, K2, ey Koo Uplnou matici krunic grafu G nazy-

véme matici K = k.. typu p/m, jeji% prvky Jjsou dény vztahy:

ij
Y Je-ll h; eH(K]_\,
T kij = 0 v kaidém :j:mém pi‘ipadé tj. h ¢“(K

?) viz .odst. 2.2.. IR
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Matici Kp f‘tmdanientélni,sousta,vy_ krunic F nazyvéme paek podme-
tici matice X, jejiz Fadky odpov:[daj:( kru¥nicim ze soustavy F.

P¥{klad. UvaZfujme graf G a jeho kostry Ty, T,, kde je

- ST 7 - ()
5 (3) 4 4L 1
@) NG @ T SRR PO 2 @
(1) 2 ' M )
Fundamentélni eouatavu kruZnic F odpovida;)ici kostie '1.‘1 tvori
krunice (63 : )
Kie ey 2k s @)
(1)

teke mauce KF fundement&ln{ soustavy kruZnic F, Jje pi¥i daném

o&1slovant hran a2 kruZnic urdena vztehem
11 1 0 0 1
*r, = [o P10 1 o:] ’
Fundamentdlni soustavu kru¥nic » F2 odpovidajief kostie T2 tvorl

kruZnice
‘ {3)

K @ ) s Ky (5 )

o t 0 o o 1 1}
&, - :
2 0 1 1 0 t 0
Z¥e jmé K;» K5, K3 (»K3 = 'fc",) Jjsou vSechny krufnice grafu G
a tudiz

K= 0 1 1 0 1 0| Je \plnd matice kru¥nic
L 1 0o 0.0 1 .1 grafu G.



Pro motlvacl daléiho poatupu sl vé;mneme, fe v tomto

'pripadé Je

je incidenén{ me-

a) MKT = 0, kde M =
’ : : tice grafu G

o = o.=o .
- =000
teeoa

- @ kde po¥itéme mod 2; . ,
'b) hod(K) = ¢ =_hod(Fi) ac = n = hod(M) = 6-4-=
"e) 3. Pédek matice K je soudtem l.,a'z; F4dku (mod 2).

vita 4.5.2: Matice KF 1ibovolné fundementélni soustavy

kruén1c F oby&ejného souvialého. grafu o m uzlech & n hranéch mé

plnou fédkovou hodnost a plati:

(T) hod(KF) = ¢, kde ¢ je cyklomat1cké gislo grafu G,.

(2) Ppi vhodném o¥fslovéni kruZfnic a hren je KF -[ I Lal‘;
‘kde I je Jjednotkové matmce y4du c. )

_ Dikaz. Hodnost matice Kp nezévis{ evidentnd ani na oéié; .

" lovéni kruénlc ve fundementdlni ‘soustavé ani na o¥islovéni
hran. grafu G. Uvazujme tedy fundamentélni aoustavu kruinlc
F= K,, K2, cees Ky» odpovidagici kost¥e T. Necht ddle h1,
h,, ceey By Jaou viechny  t&tivy grafu G vzhledem ke kostie
‘T @ 'hc+r, cesy By zbyvaaici hreny grafu, ‘tedy vétve grafu
G vzhledem ke kostie T. Je-11 oéislovéni kruinlc provedeno

~ tak, zé Ki jepro i=1,2, veey € Jedlné.kruinxce grafu
T’*{lﬁ}’ pek podle definice matice fundementélni soustavy
krufnic méme: o ' o N

| Kp =[»I ! x12] . kde I, je jednotkové matice fé@u c
a tudfz hod(KF) ¢ a zreamé také plati (3) '
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véta '4.5.3. Je-1i G obyde jnj, neorientovany, souvisly
 graf s dangm o¥fslovénim uzli u, W, . .., w ; hren b, hy,
Ky ooy Kp’ ¥ jeho incidenénf matice,

cony h a kruZnic Kl’

K uplné matice kruZnic a ¢ cyklométické éislo, pek plati:
(1) » MKT = .0, poéitéme-ll mod 2'
(2) hod(K)

3) . cépﬁ-z“}- 1.

. Dikaz. PoloZfme-1i R = MK® ={ri5],pak R je matice typu

n/p a ziejm¥ podle definice soudinu matic je

. -
Saudin ,vmj,.a: kjs Jje vSek nenulovy prévs kdy% hrane h, inciduje
s uzlem u; a zdroven je-li hssﬁ(KJ-) - to viak nastane bulto
prévé pro dvd hrany {pokud ul‘z'U(K :) ), nebo pro ¥édnou hranu
(je-11i. uy ¢U(K ) ) a tedy, po&itéme-ll v aritmetice modulo 2,
je VEG‘Y T3 = O .

ProtoZe meximéin{ potet linedrn& nezdvislych Yedeni sous-
tevy Mx = O  je roven defektu matice M, kde def(M) = m - hod(M) =
=m-n+ 1 = ¢, méme pro hodnost matice KT (a tedy také X )
hornf odhad hod(K) = hod(k™) < c. Podle vity 4.5.2 md visk
podmatice Kp matice K hodnost ¢ & tedy ¢ = hod(K) , odkud

_dos{évéme hod(K) = ]

Dolni odhed pro po¥et kru¥nic’ p je z¥ejmf. Rédky matice K

Jsou véek kombinacemi (mod ‘2) c ‘i‘édkﬂ matice Kp a tudty

p—()*(2)+ooo“'(c"c-1.

P¥{kled. UvaZu,jme graf»G s -danym o&islovénim uzld a hran



1 0.0 00 0 0 10

01 00 0 1t 1 11
. . 00100000 1
s incidendni|, 4 110 0 1 00|,
matict M=. |00 0 1 1 1.0 0 0
o 11001 0000

'Naademe hneérné nezév:LsJ.é i'eéeni homogexmi goustavy Mx = 0
b&Znou elm:.naéni metodou(ovéem po&itat budeme mod 2) Posledndt »
Féadek matlce ‘M nebudeme uvaZovat, nebot .)e soudtem ostatnich.
Déle k Ktvrtéma Fédku phiSteme Fédek treti a k pétému novy &tvr-

ty¥. P{m dospdjeme k matici:

'

%
O O O O -
O OO0 - O
o O - O O
o ~ 0 OO0
-~ oo oo .
~co - o
e mo =0
OO O = -

e

Z¥ejmé je hod(M) = nod(M) = 5 = ted.y ¢ =9~-5= 4, Hreny hys
hz,_ 3 h4\, 5 jsou vétvem grafu a hrany h&’ h.,, ha, h9 Jsou
tétivami grafu vzhledem ke kostie T,urdené podmatici P prvnich
p&ti sloupcd matice M. ' '
Protoie existuji 4 nezévislé i‘eéeni aoust.avy Mx 0 a podma~
" tice P mé hodnoat 5, miZeme posledm’. Sty¥i neznémé volit. Vole-b
‘né hodnbty podtrhujeme vlnovkou a ostatni neznémé gpod&itédme; .
tak dosteneme: ‘
x, =[0;1,0, 0,1 1,00 0%,
x, =[0, 1, 0, 1,1 0, 1, 0, ¢ )%,
=1, 1, 0,0 .°_,."93~.9.1J~’.-‘-)]T
oz = Lo, 1, 1, 1,1 "o, o,voL_ﬂT;
matlce \_x1 , ‘2’ X3, x4] je‘ t'udiz:» transponovenou mgtic:( ,_Mda?
mentélni soustavy kruén:tc K‘, K> K3 K4, ‘
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By, hs,'ha} = H(K,), -
" { By By, b, h,} = HEK),
~{hys hy, hg} = H(K3),
{b,, hy, by, g, h9-1,= H(K, ). 5
‘ Véechny 4 uvedené kru%nlce odpovidaai

-kost¥e grafu T; na obrézku
- je kostra T siln& vytazena.
anibovolny Pédek vplné matice kru¥nic dostanemevseétenim ndk~
terych F4dkd matice Kp. Tek neprfklad Fédek i1, 0,1, 1,1,
’-O, 0, .1 E t] ktery odpovidé kruinici urdené hranemi h;, hé,
9, 3, h4, h5,3e roven souétu xT + x4. ‘AvSeak nékteré aouéty

F4dkd matice Kp fundementdlni soustavy kruZnic neodpovidagi

$danému Padku Uplné matice kruZnic; tak nap¥iklad x? + xg * xg =
=[1,1,0, 1,0, 1,1, 1, 0] ,co¥ nenf %4dny rédek Uplné me- -
tice kru¥nic, nebol hrany h;, h,, h, bg, ho, hg nepatf{ spo-

" le¥n¥ do %4dné kru¥nice.

V pFfkladu byl neznaSen moZny elgebraicky postup steno=-
ﬁeni matiqe Kf fundementdlni soustavy ;ovnic, a to.z inciden-
$ni matice grafu G (poditénim mod 2). Zéroven jsme ukézali, Ze
hornfho odhadu pro polet krufnic p z véty 4. 5. 3 nemusi byt

.v&dy dose¥eno. Obecnd vdek nelze tento horni odhad zlep8it,
'jak vyplyvé z 1. p¥ikladu tohoto odstavce.

Poznémka. Naznaleny postup, umefnujfci nalezeni matice
- fundamentdlni aoustavy kruZnic 2z inciden&ni matice grafu G,
vyplyvé v obeeném pﬁipadé z #éty 1.3.3 o izomorfismu grup
« ZH ,®) a (M, + mod 2),“doaadime-li za H mno%¥inu v3ech hran
gréfu G. Déle je nutné provést nésledujici uvshy:

14



: 1. Je=1i K mnoZina véech hran kruimce g,:;e K_‘_ 3 2H .
2.“Je—l1 K mno¥ina, jeji% prvky Jsou ‘
a) mnoZiny. hrean Ki v3ech _kruim.-c'grafu G,
b) sjednoceni disjunktnich mnoZin ’Ei’-
..e) prézdné mno%ina, e
pek K € 28 . ‘ ‘

3. .Operace ® symetrické d:.ference je uzavf'ené na mn021né K a te-
dy (K,eﬁ) Je podgrupa grupy (ZH ;&) ‘

4. Podgrupé (K, ® ) odpovidé izomorfni’ podgrupa (\Ma + mod 2),
kterd je generovéna c Fadky dplné matice kruinic takovych,
.#%e soutet libovolngch z nich je nenulovy i‘édek.

5. Existuje ¢ nenulovych ¥edeni homogenni soustavy Mx = 0 (fe~
${me nad. télesem zbytkovych t#id mod 2) takovych', Ze sou-
,éet 11bovolnych z nich je nenulové FeSeni. ' B

6. Razné soudty Padkd z \M, odpovida.}i jednozne¥n¥ r&znym symet—
rickym diferencim na mno%iné K, kterd v3ak neni tvoiena

pouze ,je'n mho%inami ?{i‘

4.6. Matice hrenovych Fezl

V tomto odstavci se budéme zabyvat maticovym popisem hra-
novych Fezl obyée.)ného souvislého neor:ent.ovaného grafu G- .
- adle jen grafu G. UkéZeme, jeké vyhody takovy popis pﬁnééi.
V paté kapitole pek uvidime, Jaky vyznam maji hrenové Fezy
v aplikacich. Pro zjednodudeni zépisd (Je-lz. P faktor grafu G)
ozne¥ujeme symbolem P :{ 1, hz, seey hk} faktor grafu G, kte-
ry venikne ‘z grafu G odebrénim (~) nebo pi':.dénim (+) uvedené ‘
mno%iny hran grafu G.- . ‘ ‘
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Definice. Hrenovym Fezem grafu G rozumime  takovou minimdl-

- n{ mnoZinu R Jeho hran, pro niZ plati
' hod(G - R) = hod(G) -1,

Prikled. Uvaique graf G urdeny obrézkem a zéroven fak-

tory G1, Gy,
: 6) . __(6) ,
| ( | NG (1), |
‘ @) X&) i5) o | & (5) (9 (5)
G: H :
T (8) (3) G‘ (3) 2" ¢8) .
(N A2) (N A2) (2)

“kde Gy = G ~ {h.,, hg}, 6, =6 ~{ny, hy, by, hel. Gref G je
souvisly a jek jif vime je hod(G) = |U(®)| -1 =6 -1 =45

" aviek ke¥dy z faktord G, G, mé avé komponenty, tekie hod(G,) =
= 4 = hod(G,). Ob¥ mnoZiny hren R, ={hq, ng}, R, ={ by, hy,
hvhdjmuWprhdwmuemeékw."

2 pfikladu a z definice vyplyvé, Ze: .
_ i. Rizné hrenové Fezy grafu G mohou mit rizny podet prvkd.
- 2. Je<li K kru¥nice grafu G a R jeho ¥ez, pek | H(K) n R| = 2k.
pro néjaké k € No’ tj. keXdy fez grafu mé e mnoiinoﬁ hran
kruZnice grafu sudy polet spoleénych hran (pFipouStime i 0).

: 3. Je=li R Tez grafu G,pak exlstuae d1saunktni rozklad mno%iny

uzld U(G) = UI(G) L U, (G) tekovy, Ze:

) n={u, w}eR préve kay¥ (3, € U, (G)A (u, € U, (a)).
Neopek, je-li U(G) = U, (G) U U,(G) disjunktni rozklad mno-
Ziny uzlG U(G) a R je mno%ina hran s vlastnosti (i), pak R
‘je Pezem grafu G.

Del3{ ménd z¥ejmé tvrzeni vyslovime jako samostatnou vétu.’
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Véta 4.6.1. PodmnoZina hren R souvislého grafu G je hra-
novym Fezem grafu prévé tehdy, je-1i miniméini mnoZinou hran,.

kterd obsahujebalespoﬁ jednu vdtev ka%dé kostry grafu G.

ggggg. Nutnost'podmiﬁky je ziejm4, nebo¥ faktor G - B gre-~
fu G, ktery obsshuje néjekou celou kostru grafu G ‘je souvisly
a mé tedy stejnou hodnost jako graf G. Aby mnoZina R byla fe-
zem,musi nutn& obsehovat alespon jednu vétev ka?dé kostry gra-
fu G. ,

Pfedpoklédéjme, %Ze R je minimélni mno%ing obsahujici
slegpon jednu hranu ka¥dé kostry grafu G. Pek v3ak fektor G -R
neobsshuje #4dnou kostru grafu G a tudiZ neni souvisly. ProtoZe
R je minimdln{ takovéd mnoilna, musi mit faktor G - R préve dvé
komponenty a’ tedy

' hod(G) = hod(G - R) + 1.
Mno¥ine R je tedy podle definice hranovym fezem, &im¥ je do-
 kézéna i postafitelnost podminky.

Vyjdeme-li z uvedené v&ty, miZeme pomoci libovolné kostry
T grafu G konstruovat hrenové Fezy giafu nésledujicim'zpﬁsobema
(i) Najdeﬁe néjakou kostru T grafu G o n uzlech - 8 hrenami
h,, h2, esey hn-1; uvédomime si, Ze jednoprvkové.mnoZina
{hi} =1, 2, vesy n -1 Jje hranovym Pezem kostry ¥. o
(ii) Ur&ime rozklad mnoéiﬁy uzlt kostry T indukovany rezem.{hi};
Faktor T --{hn)- kostry T mé dv& komponenty; oznalime-1i
Jechh mnoZiny uzld U(l)(T) j =1, 2, pak z¥ejms .
u(e) = U(lg @ v o m,

vt (m) o withm =g,

v £ g pro =1, 2.
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'--(111) Stanovime fez R grafu G takto.'
By ={ny] ollay, }/{u“ w} ¢ a(@)/\ u, € U(l)(‘l‘) A, € ufi ),
. tj. k hrang h priddme véechny ty hreny grafu G které maJi

Jjeden uzel v 1 komponenté i’aktoru T - {h } a druhy uzel

v komponenté druhé.

‘ Definice. Nechf T je kostra obydejného souvislého grafu
G o n uzlech. MnoZinu - R; v3ech ¥ezd zkonstruovenyeh pro

mentéln{ goustavou hranovych Fezl grafu G pi‘isluée.]icich kost-

e T,

Definice. Nechi G Jje gref s danym oéiélovénim hren,
H={ Byy eeey hm}, s danym o¥fslovénim v3ech hranovych Fezl
Rys By, «eey R,. Matici Q = ['qij]_typu s/m, kde
‘ =1, prévé kdy% h. € Ry,

qi .
= 0. v3ude jinde (h ¢ R;),

q:.

J
3

e R R e S S ST - o e o 2 2

mentélni soustavy hranovych tezl T nazyvéme podmatici QF nea-
tlce Q tvoienou i‘édky, kt.eré odpovidaji f-ezﬁm soustavy F.

P¥iklad. UvaZujme graf G a jeho kostry T1 » Ty, kde je

3 3
5 ) 4 W 5 (3)-4%“
@l @@ T ey T
1 () 2 () 2. o) 2

(Srovnejte s prikladem za vétou 4.5.1.)
Fundamentélni soustavu Pezd §1 grafu G vzhledem ke kostde '1‘1
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tvo¥d hranové fezy R ={n hy, helBy = {hy, b, By %,
'R3 -1h3, h5’ } R, -{h }» které postupn? odpovidagi dig~:
~ junktnin rozkledim ,{u13 {“2" 30 Yy u5!’,

fuys up} Ulugs Wy usds {usulvys my U3 U,

a {u3‘] .u{u1 y Ups By, us} _ ‘mnoi.inyv uzld grafu G.

V tomto p¥ipadé pro dané odislovani i'ezﬁ a hran je

v 0o 0 0 01
o der o 01
%, = joo 1 0 11
‘ 000 1 00

matice bﬁmdementélni soustavy. hranoﬁych- Fezu giafu G vzhledem . -
- ke kost¥e Ty. ' e _
. Fundamentélni soustavu Pezd grafn G vzhledem ke kosti‘e T2 tvo-
#1 hrenové rezy{h1, h6'} {hz, } {h4} {hs, h3, h6}
_V tomto p¥ipadé pi‘m zi'eamém odislovéni Fezl a hran ae

1 0.0.0 0

0 1 1
Qrz = 1o 0 o0
v . 0o 0 1
' matice fundamentélni soustavy hrenovych f-ezﬁ grafu G vzhledem

-0 O =

0 0
1 0
0 1
ke kostle T2
V&imneme gi, %e v tomto pf‘ipadé platdi
a) KQ-f 0 ateké mf = 0, kde K je uplné matice ‘kruZnic grafu
G (v:.z pi‘-:f.klad za vétou 4. S5e1);
b) hod(Qz ) = 4 =n - 1.= hod(Qg ); :
c) QF -(_I : I] kde 14 je jednotkové matice Iédu 4.
a) Souéet nékterfch radkd mat:.ce QF mdZe urdovat:
(:l.) hranovy ez - stac‘.i eeéist 1. 8 2. Pédek matlce QF ’

(ii) s,Jednoceni d:.s.)unktnich ‘hranovych Yezl - stad{l seéiat
‘3. 8 4. i‘édek matice QF nebo 2. a 3. ¥bdek matice QF
) -1 o T2
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' vite 4 6.2. ijlné matlce K kruénlc a t.iplné mat:.ce hrano-
v"‘vych i'ezﬂ Q téhoZ- grafu G .)sou ph shodném oélslovani hran a pf~1"
poéitén:. v aritmetice mod 2 vzagemné ortogonélni tie plat.:.
o () ‘Y =0 , ' '

(11) QKT O.Tg )

W

Dﬁkez vyplyvé z toho, Ze Yez R mé s mnoilnou hran kruz-’g

nice H(K) sudy pot‘.et spolecnych hran, tj. RN H(K)I 23 pro - v

né,jaké J pi-:.rozené (pi‘lpouétime i 0) Vztah (11) dostévéme ze .
vztehu (1) pouhym transponovénim. : : S

s Véta 4. 6 3. Je-h Q dplné matice hranovych i'ezﬁ obyée,)né- o
" ho “souvislého’ grefu G o n uzlech, M 1nc1denéni mat.:Lce téhoi gra~'
. ’ Qf‘ mauce ‘1ibovolné fundementdlni’ aouatavy hranovych Fezd,
 pek plati: o o ' L
AT hod(Q ) hod(Q) hod (M) = ‘n - 1.

* Dokaz. Podle dtsledku 1. (véty 4.3.10) je hod(M) = n = 1. -
vDéle podle véty 4.5 je hod(K). = -'-" mn=-n+ 1. Maxmélni poéet
“v8ech ex:.stu;j:f.cich lineérnd nezévislych .i’-eéeni homogenni sous- :

‘,"tavy ,Kx 0" v8ek urluje defekt mat:.ce K (a(¥) =m ~ hod{K))a
’ zf‘eamé je: _ ’ ‘

- 'd(K)-—m-c=m-(m-n'+1)=‘n-1..

Avﬁak podle véty 4.6.2 plati KQ =0, takZe Je hod(QT) €5 -1,
“ProtoZe je hod(Q) = hod(Q.) aQp je podmatici matice Q;evident-
‘n& méme: ‘ '

hod(QF) = hod(Q) n =1,

Uvaiuame ddle 11bovolnou kostru T grafu G a o&islujme hrany

'grafu G tak, aby{h,, h2' ceey Ry 1} = 'H(T). HRezy nechf Jsou

160



: oéislovény tal:, Zé Ry, Rz, ..;, Rn] tirof-i fundementélni sousta-
va F hranovjch f'ezﬁ grafu G pf‘lsluéeaicich kostfe T.
_ Pak zf'eamé - '

1~

Q= l-.x_F. , kde Q~ LIn 1 Y] ,)e mauce soustavy F a kde

In 1 Jje Jjednotkové mat:.ee I'édu n - 1. 2 uvedené tivahy plyne, '

Ze pro lz.bovolnou kostru T Jje hod(Qﬁ) =n-=1, 8dm¥ je cely du-.
kaz véty ukonlen. ' , -

VEta 4.6.4. Je‘-‘li ’Ebodmnoéina poten¥ni mno%iny o : hran -
srafu G, tvorend v ' s S '

(i) hranovymi i'ezy grafu G, _

(ii) sjednocenim d:.a;junktnich hranoiy’ch fezl,

"(iii) prézdnou mmnoZinou, ' '

" pak operace symetrické d:.ference Jje uzavi‘ené na mnoi:l.né R. :

- Dikeaz Jje zelo¥en na tivahéch enalog:.clq’ch k tém, které o

.)sou uvedeny v poznémce na konc:. odstavce 4.5.

| Vét.a 4'6».2. Je-1i M incidenén?( ‘matice grafu 'G'o:n Iu-z‘-‘
lech a Q uplné matice hranovych i‘ezﬁ graru G, pek plati
L =L@, | L
kde —\C(X) znedl linedrnf obsl i‘édl:ﬁ matice X, ti.
’jﬁ(X) —-{rlr 2':1'— x.,kdea’. e{o, 1}avaepoéet

_ i‘édkﬁ mauce x}

D&kaz_ plyne Z Vét 4.6.20,"406.3- .
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‘ Poznémka. Incidendni matlce M neni semozfeamé shodné

' s matiei hranovych fezl, ale obsahu,)e snadno algebralcky zZpra-
.covatelné informace o viech hranovych ¥ezech. K nalezeni me-
tice n&které ﬁmdamentélni soustavy hranov:}ch Pezl stadéyt

T totil vyékrtnout libovolny fédek matice M a tak vzniklou

matici M typu (n-1)/m upravit- (séiténim $4dkd mod 2 & jejich
permutacem) na tvar[ S x] Pro podet s rdznych hranovyeh.

 fezd ziejmé plati: m - 1 é. € 2% . 1, Sta¥f si totiz uvido-

m:.t, 'Ze pro mnoZinu R (v1z ‘vdta 4.6.4) plati: [R b=
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5. Aplikace t'eorie_ grefd

V této kapitole si v3imneme nékterych z mnoha aplikaci
~ teorie grafl, pritem% Jednotllvé odstavce predstavujl pouhy
K vybér z mnoha rdznorodych oblastl, v m.chﬁ teorie grafd na-
chézi upletndni. Podle povahy jednotlivych splikaci, z nichZ
n¥které jsou praktického charakteru, jiné spi¥e teoretické,

‘budeme pracovat s orientovenymi i s neorientovanymi grafy.

5.1, Minimdlni kostra

Predstavme si, Ze ohodnocény neorientovany graf G nea
61;5..'5.1,1 piedstavuje silniéni a1¥, spojujict \méstg_ A, B,
¢, D, E, F, G, H n¥jekého fiktivnfho okresu, pPiem# ohodno-
ceni hran interpretujeme jako néklady, potfebné k provéd.éhi :
-zimn{ Gdrzby (protehovéni, posyp) jednotlivych silnic . Vedou-
¢l precovnici sprévy silnie majf za Okol rozhodnout, které
silnice ma.viii byt v zim¥ udrfovény, tek, aby z kteréhokoliv
mésta bylo moZno d_ojet. do vSech ostatnich m¥st okresu a aby
celkoiré néklady byly minimélnf{. Oznadime-1li 6" podgraf g-afu G,
tvoreny 'témi hranami, Jez odpov:[daji udrfovangm silﬁicim‘,
pak 2z poﬁadavku vzéaemné dosahtelnoau v g’ véech mést okresu
(tj. uzld. grafu G) ihned vyplyvé, %e G° musi byt souvisly
faktor grafu G; s uvéZenim véty 2.3.1 z,]:Lstime » Ze hledany
podgref G je minimilnf kostrou grefu Go
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obry 5.1e 1.'

Sto,]ime tak pred otézkou, Jak v daném ohodnoceném ne-_, ;
s omentoveném grafu G jeho minimélin{ kostru prakncky najit.
__..C‘asto se lze v podobné situaci setkat s nézorem, -%e vzhledem -
_" ke konednosti grafu G bude v3ech jeho koster koneény poéet |
,(ex:l.stence alespon Jedné koatry vyplyvé. ze souuslost:. Ga
:.'_z véty 2 2 3) & tedy. s pouiltim dobrého poéitaée nebude .pro~ -
'blémem kostry probrat & vybrat z nich tu, pro kterou Je SOU~
et ohodnocent m;nlmélnL Tvrzeni o konedném podtu k_oster Je
sice pravdivé, ale pfesto je Fedent ulohy metodou "probiréni '
vEech moZnosti" v praxl neschﬁdné iv nep¥f1is komplikovanych

pf‘ipedech - ukéZeme si to ne nésleduaicim p¥ikladu.

! Pi"iklad. Méme za Gkol navrhnout rozvod elektrlcké ener-
_g:Le mez:L rozvodnou a 19 obceml tak, aby . celkové néklady na vy-

' "stavbu vedeni byly mlnlmélni, predpoklédéme pf-ltom, Ze stéavae-
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Jici veden:( JSOU natol:.k zastaralé, _ze Jechh pouz:.tl v nové

sit:. neni moiné Musime tedy vzit v uvahu moinost propoaem . G e

o 'véech dvoam z naélch 20 mist (tim ziskéme hrany grafu), _

Cu ka%dé dvoalce provést odhad nékladﬁ ‘na vystavbu primého .

:  vedeni (zfskéme ohodnoceni hran) s ve vzmklém grefu - bude &
“to ohodnoceny uplny @af K20 Q hledat mmméln:( kostru.,

B Poéet hran naéeho grafu (t;., poéet vstupnich uda:yﬁ pro

poéitac‘.) Je , = R

| lH‘Kzo)l ( ) = 190 E | y S
vco! nent{ nlaak mnoho. Potf% nastane dee., 2 poznémky pied

. v&tou: 2, 203 vyplyvé, te v prﬁbéhu vypoétu bude nutno vyhodnot:.t_
" 2018 koster - kdyby néé poéitaé byl schopen vyhodnot:.t 28 l

'.)ednu aekundu 106 koster , ‘tak by né§ vypoéet trval (rok 4~

'f31 356 000 2 32010 sekund)
ole

| 32.100.106
__Vldime, Ze ani podstatné zvyéeni rychlosta. vypoétu ném nemﬁze

213.10'-’5' éciog'let;‘
‘pomoci a musime hledat vhodné;éi metodu Fedeni.

Algoritmus 5.1.1. (minimélnf kostra grafu G) .

1. Polof G, =G, i1 =0 .
24 Exlstuae v Gy kruémce c.

- ano. v C najdi hranu h 8 maxméln:(m ohodnocenim,
ozna& . Gy, = ( uley), H(G; )\{hl'g ),
ii=ifl- e opakua bod. (2),

- ne: ‘Gi. Je hledané,.mlpmélni-kostra.“.: ;
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' Ddkaz. V ka¥dém kroku algoritmu obdrZime podgraf G, »
“ktery je faktofem G a podle vdty 2.2.1 je souvisly. Vysledny
graf je tedy souvislym fektorem bez kruZnic, tj. kostrou

grafu G. Minimalite vyplyvé ihned z vty 2.3.2.

Algoritmus 5.1.2. (miniméln{ kostre grafu G)
1.  Zvol libovolnd uzel u € U(G) & poloZ
G, = ( {u} , ¢ )y i:i=0,
2, Je G; faktor grafu G 7
- ne: mezi vSemi hrenami {x,93 , pro nd% x € U(Gi)
K vy & U(Gi) , najdi tu, ktersd mé nejmensi
vohodnoceni, a poloZ
Gy, = (UG VLY, HEU {[x,y}}. ),
.4 := i+l a opakuj bod (2) , '

- = ano: Gy je hledand minimdlni kostra.

gx_i_k;g_z_._v Z popsaného postupu je zPejmé, Ze kaZdy z postup=
' n& sestrojovanych podgrafd G, € G Je souvisly (coZ je za-
‘pudeno poZadavkem x € U(Gi) ). a bez kruZnic (dfky podmince
¥ ¢ U(Gi) ); vysledny graf je tedy souvisly faktor bez krui- v
nic, tj. kostra grafn G. Ozna¥ime-li takto sestirojenou kosiru
K, zbyvd dokézat, Ze K je minimélni.

7 konstrukce je z¥ejmé, Ze p‘ré kaZdy uzel u € U(G)
existuje &fslo i tak, %e u € U(G;), ale u ¢ U(Gi;l) - toto
#islo oznadfme i(u) a analogicky pro ka¥dou hranu h & H(K)
definujeme ¥fslo i(h). Zvolme libovolnou hrenu h €H(G)NH(K),

sestrojme piisludnou kruZnici Cy. (ﬁz v&ta 2.3.2) & oznalme
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Y, mno%inu véech hran h € H(Ch), pro n¥% plati
I k L wp’) = mex {w(k); keH(Ch)}

(t;;., v Mh JSO\I viechny hrany kruimce C s mexim&lnim ohodno- :
cenim), o Co o

: Kdyﬁy hg’lﬂh y tak by pro tuhranu ‘h’e Mh , ktera

mé Ze vSech hran z M, ne;vétéi i(H), nutnd pi"l i(h’) -tém
kroku algor:.tmu byla v ch k dlsposlcl pro pi‘lpoaeni k Gl(h )
jiné hrena s ni%3im ohodnocenim (neboi h je posledni nep¥ipo-
jené hrena ‘s maximélnim ohodnocenim v Ch), tj, v i(h") -tén
kroku by byla pripojens jiné hrana ne# h”; co’ nenf moZné. -
Tedy nutnd h €Y, a podle vEty 2.3.2 je kostra K minimélini, -

Prfklad. Pomoct algoritmd 5.1.1 a 5.1.2 najdéte mini-
mélni kostru grafu na obr. 5.1.1. (jsou-dvé =~ ob¥& maji sou-
et ohodnocen{ hran 18). ‘ ’ -

Pognémka - Algoritmus 5.1.1 nalezne min‘i.‘méln:( Kkostru
souvislého ohodnoceného grafu v - c(G) krocich, ‘alfgo'ritmus '
5.1.2 splni stejny dkol v - h(G) krocich. Pouzi jeme-1i
" algoritmus 5.1.2 na Fe¥eni ulohw 0 elektrlf:.kacl 19 obci,
‘pak algorltmus probZhne ve 20 kr.ocich a p¥i ka%dém kroku
_bude probirat (horni odhad) 190 hran. P¥i dené rychlc>st1
stro,]e Je vypoéet otézkou zlomku sekundy. ' ‘
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" De2 Minimdlni cesta:_ 

Vrétime-ll se nyni k 1nterpretacx ohodnoceného neorlento-’
vaného grafu jako silniéni, telekomunlkaénl apod. sité&, pak
dalsy pfirozenou otdzkou je nalezeni: mlnlmdlnl cesﬁy, spo ju-
jief dané dva uzly - apliksce typu nejlevnéjii, nejrychlejsi
apod. tragy.jsou zPejmé. UkdZeme éivnyni_ﬁlohu 0 nalezeni
>minimé1ni cesty v'ohodnocqnémvgrafu v pon&kud jiné situaci. ‘

Je dén libovolny éystém, ktery je moZno prevdd&t riznymi
‘operécemi,z vychoziho stavu do jinych stavﬁ, z nich% jeden je .
-ciloyy; operace maji pritom rdznou dobuvtrvéhi (resp. cenu apod.).
Okolem je nalézt takovou posloupnost operaci, kterd systém pie~
vede z vychoziho do cilového stavu v minimdlnim &ase (resp. s mi-
) nimélni cenou). Pfifadime-li kaidému stavu systému uzel a ka¥dé
operacl hranu grafu (orlentovanou, Je-ll operace nevratné a ne-
orzentovanou, je-1i operace vratnd), s ohodnocenim danjm dobou.
trvéni, cenou apod. prislu3né operace, je uloha pfevedena na
nelezen1 mlnxmélni cesty v- ohodnoceném grafu. Pro llustracl
zde uvedeme Jednu k1a31ckou hriéku, znémou z pblastl rekreaént

matematiky ("v43n¥jsi" aplikace jsou obdobné).

P¥fklad. - Ne levém biehu feky se nachézi pPevoznik (s lod- .
kou), koéa, vlk e zelf. Pred prevoznikem stoji kol prevézt
kozu, vlka 8 zell ne pravy bfeh - d§nlo&ky sg:véak vejde
" s pfevoznikemfpouze_jeden ”cestﬁjici” (koza, vlk nebo zelfl)

& kozavnesmi zistat ns biehu bez dozoru s vlkem (nebol by jim
byla seréna) eni se zelfm (nebot by ho se¥rala). Prevoz prézd--
né lodky trvé prevoznikovi 1 hodihu, pievoz zeli 2 hodiny,
-pfevoz kozy 3 hodiny a prevoz vlka 4 hodiny. Hleddme odpovad
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x na tyto otézky

a) zda 1ze pfevoz uskuteén1t,v‘
. b) Jestllae ano, v Jakém m1n1mé1n1m éase,'

",.c) kollk,mé;ulcha celkem mlnlmalnich feéeni;:

Stav naéeho systému Je Jednoznaéné uréen Etveflci élselv

. p,k,v z, kde P (respu k, v z) Je poéet pfevoznikﬁ (resp° koz,;;"»lf
”'hvlkﬁ, zeli) ne’ levém brehu feky, éiala Prk,v,s nabyvaal hod-:5  

:"not 0, le Vychozi stav' syatému Je 1111, cilovy stav Je 0000“
'stavy 0111 0110, 0101, 1000, 1001, 1010 Jsou podle podminek
ulohy nepfipustné Vﬁechny operace Jsou vratné a tedy budeme

L pracovat s neorlentovanym grafem.

Ve stavu 1111 mé pfevoznik tfl moénostl' pfevézt pres
‘_feku zelf (za 2 hod.- vznikne nepfipustny stav 0110), pfevézt o
. vlka (4 hod.» vznzkne nepripustny stav 0101) nebo prevézt ‘
. kozu (za 3 hod. - vznlkne pfipustny stav 0011). Obdobné pokra~v.

‘“éu1eme dsle a obdréime ohodnoceny graf ne. obr. 5.2. 1,z néhoi ¥1. v

  “‘1hned v1dime, Ee naée uloha mé dvé mlnlmélni feéeni 8. celkovou'\
')ﬁ‘dobou trvani 17 hodzn., Tt o ' "




Ve slbéitéjﬁch pFipadech samozie juné ‘nalezeni minimgint
cesty neni. tak jednoduché, jako na obr. 5.2.1 - - situace je‘
dbdobné, jeko u 6ioh,y na nalezenf mihiméln:i kostry. Aigorit-

‘mus, ktery zde uvsdime, je forﬁﬁlovén. pro orientované grafy,
v ale §tenéf' snadno ‘nghlédne, Ze algofitmu_s Jje moZno poufit
i pro nelezeni minimdln{ cesty v neorien‘tovaném grafu tak,

%e zkoumany graf nshradime jeho symetrickou orientaci.

_ Algoritmus 5.2,1. (minim&lng :ceste z uzlu u do uzlu v
v grafu @) - '
1. Uzlw u  p¥ifed trvalou hodnotu th(u) = 0, ostat-
nim uzlim doZasnou hodnotu oo . _
2, Je-li x posledni uzel, jemuZ ‘byle-‘pf'iif'azena trvald
. hodnota ih(x); pek ‘véem ¥, pro n&% (x,y) € (e )‘
a ktefé je3t& nemajL trvalou.hodnotu, pf*ifaﬁ novou
.. do&asnou hodnotu ‘ .
dh(y) := min {dh(y), thix) + w(x,y)} .
. 3.' Pro uzel z s ne,jmehéi dodasnou hodnotou_polo'é.
| th(z) = an(z) . |
| 4. M4 uzel v trvalou hodnotu?
- ne: vral se na (2),

ano: th(v) je délks minimélni cesty z u do v v G;

minimdlni cesta je kaZd4 cesta z u do v v podgrefu
urdeném t¥mi hrenemi (x,y), pro n&: plati
wix,y) = th(y) - th(x).

Dﬁkaz sprévnost_i algoritmu pouze naznadime: dolesné hod-
noty, pfirfazovené jednotlivym uzlim ve 2, &ssti algoritmu, pied-

stavujl horni odhady jejich w-vzddlenosti od uzlu uj v bodd (3)
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de vyuzivd té skute;énoati,' te _v‘uzrlu., v némi»jbe' odhad w-vzds-
lenosti (doéésné hodnota) né,jniiéi’ uﬁ tento odhad nemiZe byt
: ‘zlepéen peo Zédné cesté vedouci pres uzly s vy§é1 doéasnou
‘hodnotou, a tedy Jje roven w—vzdélenost:. od uzlu u (trvala
hodnota). Rovnost w(x,y) = th(y) - th(x) tedy plat{ prévé na
. t&ch hrandch (x,y), _které leZ{ na minimélnich cestéch z u- do

ostatn:(ch uzld grafu '5

P¥fklad. Nélezneme minimslni cestu z uzlu u do uzlu v

v grequna obr.,522.
‘& S S c

obr. 52,24

~Postup pFifazovéni doSasnych a trvalych hodnot p¥i jed--
notlivych krocich algoritmi je zfejmy z ndsledujfct tabulky
(podtrZend &isle jsou trvalé hodnoty).

u a. b c a v

1. krok 0 oo o e e . oo
2. krok" 0 5 ‘1 °°  oo oo
3. krok o 4 1 e 7 e
4. krok 0 4 1 10 6 e
5. krok - o 4 1.9 6 10
6. krok 4. 1 9 6 10

[}
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Hodnota th(v) = 10 je (_lélkavmin‘imélni cesty z u do v;
‘ a - C i

‘ obr. 5.2.3,
hrany minimadlni cesty jsou na obr. 5.2.3 vyznadeny 8ilné
(rovnost wix,y) = th(y) ~ th(x) pléti kromd hran minimdinf

cesty té% na hrand (d,c) ).

Poznémka, Algoritmus 5.2,1 je moZno pouZit také pro
nelezenf nejkratdi cesty, poloZime-li ohodnoceni v3ech hran

rovné jedné.

5.3, Kritickd cesta

Uvedme si jeko pFiklad akci, spodivajici ve vystavié
rodinného domku. Celou akei si miZeme ve velmi zjednodusené
podobd rozilenit na tyto operace:

A zemn{ prace

B hrubéd stavba
c montéZ krovu a krytiny
D montdZ oken
E ingtalatérské préce
F vnitPni omftky a podlahy
G nétéry

H fagdda .

Vzhledem k tomu, Ze projekt naSeho domku pofité s atypickymi
okny, pribude je3td operace I - vyroba oken.
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VzéJemné névaznostl Jednotllvych ‘operaci 1ze popsat
pomo¢i chodnoceného orlentovaného orafu. ‘KaZdé operec1 pii-
Faddime orientovanou hranu (operace Jsou ‘nevratné) a ka¥dou
hranu ohodnotime pfedpoklédanou dobou trvéni operace (napft.

'y tydnech); névaznost operaci stanovime zésadou, podle.niZ
Zédnd operace nesmi byt zshdjena, dokud nejsou ukondeny: v3echny
operace, které vedou do jejiho poddte&niho uzlu (jinak redeno:
v ka%dém uzlu mohou opérace 2 uzlu vychéze jici byt‘zahéjeny aZ
po ukonZeni viech operaci do uzlu vchézegicich).

v_ V nafenm p¥ipad® lze névaznostl operaci A-I popsat pomoei
grafu na obr. 5.3.1 (v technické praxi byvd pouZivén termin

"gitovy _graf*projektu).

obr. 5.3.1.

PovEimnéme ai zejméha hran s nulovym ohodnocenim - jedns

se o tzv, fiktivni ¥innosti. nulového irvéni, bez" jejichZ pou~

%2it{ by n&kterd névaznoéti nebylo moZno postihnout (napfiklad
skutednosti, %e zahéjeni D je podmin¥no ukoncenim B i I, za-
timco zahsjeni C je podmindno pouze ukondenim I; obdobné

s Sinnostmi F a H).

Kdybychom podobﬁé jako v odst. 5.2 zkoumali minimélni
cestu v nadem grafu, dosp8li bychom k- evidentn& absurdnimu
vysledku, podle néhoz postadt provést ‘operace-I, D a H (v cel-
Xové dobd. 9 tydnd). Zasadni rozdil oproti situaci z odstavce
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5.2 je v toﬁ, Ze zde musi byt hro“realizaci celé akce provedeny
ﬁéechny operace. - ﬁiﬁimélni doba trvénf projektu je pak déna
cestou maximdlni w-délky V'Ei je¥ se nazyvé kritickd cesta.

U operaci, je% se nachdzeji na kritické cest®, neni Zddné Zaso-
. V4 rezerva & jejich zpoZdéni.mé za nésledek zpoZdéni celého
projektu, zatimco u operac! mimo kritickou cestu je zpoZddni
mo¥né. Celsd zdlefitost mé roiumny smygl jen v acyklickém gra-

v fﬁ - snadno v3ak nahlédneme, ¥e v praktickych situacich musi
spravné sestaveny "sfiovy graf" byt acyklickym ohodnocenym
Orientévahym grefém s. jedinym vstupﬁim 8 jedinym vystupnim .

uzlem.,

‘Definice. Bud E'chklicky ohodnoceny griéntovany graf

8 jedinym vstupnim & jedinym vystupnim uzlem. Crientovand

grafu C.
: L > - . - .
Pozndmke, Je-1li P € G kritickd cesta, pek P obsahuje

vstupnf i vystupni uzel grafu G.

. Algoritmus 5.3.1. (kritickd cesta acyklického ohodnoceného

orientovanéhobgrafu?n :
I. 1.Polez i=1 e G =73,
2. Pro i = l,.e4,n~1 najdi v ?§ vstupni uzel, oéisluj ho
&islem i o poloZ
T = CUEDNLY 5 )N G005 5<) )
3.:Jediny uzel grafu Gn odigluj &islem n. .
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II. '1. Uzlu 1 pFifad t(1) = O
2. Pro i = 2,..4,n uzlu i prlfaa

t(i) = mex {t(J) +. wJ i (3,1) € H(G)} .

IIT, 1. Uzlun prlraa T(n) t(n) .
2, Pro. i = n-1, n-2, eeey if'uzlu,i_pfifaa
T(i) = min {T(‘j)-- w,s e Bo)} .

IV. Kritické ceste prochdz{ t&mi uzly, pro nd% T(i) = t(i) .

. Poznémiy. 1.>varvni E4sti élgbritmu,se kbnétruuje gislo-
vén! uzld pbdle tvrzeni (5) Vétyv3.2.3 a tedy se soubééné ové-
Fuje acyk11énost G (existence cyklu v G by se proaev1la neexis~
‘tenc? vstupniho uzlu v nékterém G ).

2. Bisla t(i), pPirezovand uzlﬁm v 2. kroku II. &4sti
«aigoritmu, jsou definovéne pomoci t(j) pro (j,i) 5D ;
oz odislovéni uzld vyplyvé; Ze musi byt j<i e tedy vSechra
Jpotfebné t(j) jsou ji¥ v i-tém kroku urdene (obdobn& s &isly
T(i) v IIT. &8sti). Ohodnoceni hrany (i,j) znadfme Wigc
3. Cisle t(i), sestrojené ve druhé dsti, byvaji nazyvina

minimdlni éasové ohodnoceni uzlﬁ a predstavuji minimdlni Zasy,

v nichZ je moZno dosshnout stavu, popsensho uzlem.
Bisla T(1), sestrojend ve tietf ¢4sti, byvajfl nazyvina

naximdlnf Zasgové ohodnocent uzld a predstavuji nejpozdéjsi &as,

kdy je nutno uzel opustit, aby nedo&lo ke zpoZdéni celého pro- -

‘Jektu.
"Rozdfl T(i) = t(1) byva nazyvén gagové rezerva uzlu, kri-

tickéd cesta prochdzi uzly s nulovou &asovou rezervou.

Kritick4 cesta v © nemusi bji urdena Jjednoznalné - obecnd
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je kritickou kaédé'orient.-cgsta,'které obsahuje vstupni i vy-

“stupni uzel o prochdz{ uzly s nulovou &asovou rezervou.

Priklady. 1. Ne obr. 5.3.2 je graf'z obr. 5.3;1, vyhodno~

ceny pomoci algoritmu 5.3.1; horni ¥isla jsou &isla uzld, vlevo

(resp. vpravo) dole je ohodnocenf t{i) (resp. T(i) ).

obr. 5.3.2.

2. Dal¥f p¥fklad grsfu, vyhodnoceného podle algoritmu
5.3.1, je na obr. 5.3.3.

obr.A§.3.3.‘
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‘.oznémgy 1. Je vypracovéno mnoho metod flzeni sloZitych
Einnosgti, ma;iclch svlj prlnclp ve vyhodnocovani kritickych
cest grafd. NejznsmdjSimi ndzvy v této souvislosti jsou: CPi
(angl._Critical~Peih Method) & PERT (angl. Program3Evaiuation
- and: Review Technique); metody'byiy vynracovény v UsA vlletech
1957-58 pr1 vyvoal raketavych aystémﬁ. V metoddch typu CPM
.ge predpoklédé, %e doby trvéni Jednotllvych ginnosti jsou pie-
:dem‘znémy, u metod typu PERT Jsou ;yto doby trvani néhodnym;
prom&nnymi se znémym rozdéleﬁim prava&podobnosti. U metod obou
typd se'feéi otézky minimelizace celkové doby -trvéni prdjektu,.
optimalizace harmonogrami. jednotlivych &innosti atd. 2 tohbio
hlediska je n&% slgoritmus 5.3.1 jen elementérnim dvodem do »

problematiky, j{%Z jsou vBnovény celé kniZni publikace.

2. Zatimeo vyhodnocen "siiového grafu* je‘eléoritmicky“
‘uspokongé zpracovéno, je sestaveni “tohoto grafu vyaoce odbor-
nou §1nnosti jeZ vyZzaduje dﬁkladnou znalost konkrétniho vy-
robniho procesu; tato &innost je dosud odkézéna pievding na
| "rudnf préci", cof souvisi s kombinatorickou éloiitoéti
problému -  je nepiiklad dokdzéno, Ze problém‘miniﬁalizace

po¥tu fiktivnich ¥innosti je NP-uplny (viz odst. 5.5).
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5.4,  Distendn{ matice grafu -

V tomto odstavel. uvedeme, Jak Je moZno urélt mat1c1 vzdé-
lenostf o w-vzdélenost:( daného ohodnéceného | grefu. Pro Jedno-
. "; duchos_t budeme. pi?ltom v c-elém odstavei vpo,]ednéva‘t vyhradné o
'qhodnoéenych ofientovahjch grafeqh.;j Ctendr se snadno presvéd-
'Ei, _Zle_.véechzw' pojmy a. vysledky. jsou pouﬁitelhé i pro neorien-
,tévané grafy, jestliZe misto -daného neorientovaného. grafu uva- .
“Zujeme ,jehp symetrickou qrientaci a ize; je pouZit i:pro neohod~- -

. :nocené’grafy,- jestliZe vechny hrany ohodnotime &islem 1.

Definide.' Nech{ <1 je ohodnoceny omentovany graf s ohodno-
cenim w: H(?)‘—”(O =2 ); nechl L(*) {ul,... ,un}

1. Gtvercovd matice W(u) = [wla] ?4du n, definovand

w.

15 m((ui,uj)), jestliZe - (ui,uj)é'HF_G)‘ a

0, jestliZe (u;,u; )'¢ D),

J
se nazyvé matice ohodnoceného grafu G z.

2. Btvercovd matice D(B) = [o ] radu n, def‘lnované
) predmsezr d d#(u ,u Dprol1£i,j €n se nazyvd

 distendni matlce grafu 'G’

3. Ctvercové matice D¥(B) = [dw ] P4du n, definovand

predpisem di; dé(ui,uj) pro 1£i,j4n se nazyva

w-disten¥nf metice grefu g.

Letodu, umoinu;ic:. nalezem matlce D('a) uz v podstaté

’znéme z odst 4 4:
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V&ts 5.4.1. Prvek d'iJ- matice D(B) je pro i # j roven
ne jmendimu p¥irozenému ¢islu k, pro které je prvek na misté

i,j v k-té mocnin& matice W(8) nenulovy.

Dikaz v&ty je obdobny dtikazu v&t 4.4.2 a 4.4.6.

 Definice. Gtvercové matice C(8) = [cij] $4du n, defino-

1J
cij
cij = Wy pro i £j a (ui,uj) € D

vané predpisem: c;: = 0 pro i.=J,

ll

oopro i = (ui,uj)vff,ﬂ('G')_ ,

» Matici DY(®) ohodnoceného grafu’@' je 'mdino urdit poxﬁoci
‘mmem.n cenové matice C(T) grafu G, ale je prltom nutno pouiit
) pozménénych operact: definujeme "nové" nésobeni vztahem

a ® b=a+b a “nové" stfténi vztahem & @ b= mln{e,b}
‘Tak napfikiad je 3 © 5=8 a 3 ® 5 = 3. Se symbolem =2
se pracuje podle obvyklych pravidel, tj. nep¥. 3 ©@o0= oo,
1 @ oo = 3 co ® co= 0, 0 @ o0 = 00, a'e témér okamzit& vi-
a&t, %e operace ©® a @ jsou komutatlvnl a asociativni.

Je~1i k pPirozené &islo, pak k-tou moeninu @:('G) matice ¢(B)
d__eflnuJeme obvyklym zplsobem, ele s pouZitim pozm&né&nych ope-

réci ®@ a & .

Véta 5.4.2. _Bua, r nejamen$i prirozené &islo, pro nd% ple-

w Bd - D@, rek jo A =@ .
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. Qg}_%: Pro r =2 jé prvek’ ®°ij matice @%(3) roven
v¥razu . ‘ o Lo T R
v ®°ij = @ e © ékj ‘= min {cik #oys s k=1,...,n}',
‘co? _je minim4lni w—délk'a‘ orientované cesty vdéllqy nejvyéé 2
2 u; do_':’uj; pro libovolné r snadno indukei ukéZeme, Ze prvek
®§- .. matice @:('G’)- Je 'ro‘ven minimélni w-délce orientované

ij ‘
cesty délky nejvySe r z ui_do uJ..

Nésledujfci algoritmus je zaloZen na mySlence vty 5.4.2 ¢

s: tim, %e vhodnym zptisobem vypodtu matic Dy ‘je sniZen cel-

kovy pofet operaci.

Aléoritmus 5.4.1. (w-distan¥ni matice ohodnoceného orien~

tovaného grafu T)

1. Poloz D, = ¢@ ; n = ju@l .

2. Pro k = 1,...,n postupnd vypoditévéme matice
‘ . k’ kK _ . k-1 k- k—l
Dy = [dij] ,  kde dij = mln{dij , d + d }

o 5T
3Dy =D @ .

Dlkaz. Indukei podle k dokéZeme, Ze: dl-i' Jje minimdlni

ij
w-d41lks orientované cesty T takové, %e pro jeji uszly pleti
u® < {ui,,uj.gu{ul,...,uk}
1. Pro k = 0 je tvrzeni zPejmé.
2. Nechl tvrzeni plati pro k-1 € n; zvolme pevnd indexy
i,§ tek, Ee 1 4 i »j &€ n. Je-1i P orientovand ceste z u; do U5
: -mlnllmélm w-délky takovs, %e U(P)»C{ui,ujs U{ul","’uk}.
pak budto u, & u(®), a pek je podle indukdniho predpokladu
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1, nebo . uke U(P) ,a pak je Jjeji.

. ij.
w-délka (opét podle mdukén:{ho predpokladu) d * digl Lo

'JeJl w-délks rovna d

Pi"ikl‘e‘dx. 1. Pro graf na ‘qb'x'." 5.4.1 postupng. vypodits-
‘véme matice Dy, +--y Dy =¥ (@.
v R

T oobr. S5.4.1 =
0 4 ww'wq ' o fo 4‘05 = o)
© 0 3 8 , © 0.3 w 8
D, = eo"wibobp4_ ; Di-.»eneooco4 5
|7 e 0 3 711 = 0 3|
|3 83 9 3 7 % 3 9
0 4 T 12 [0 4 7 emn
» % 0 3 e 8. © 0 3% T
D, = ® o 0 4 : na_.o‘o‘oo‘o_m_4 s
71114 0 3| o 71114 0 3|
{3 710 3 9 13 710 3 9
0 4 7 e 1] 0o 4 71411
om0 3 o 7 . ] 100 ¢ 310 7
Dy = [0 4 i Dy =0¥(6) = | 711 0 ¥ 4 .
71114 0 3 St 61013 .0 3
b 710 30 3 71 3:0

2. Pro graf na obr. 5,4;2 obdobn¥ nelezneme distendni

matici D"(G) :
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QO .o & 1 oo
301'31
;Dw(-(":) = |2 e O 3.00' R
o S oo () °°
13 e w2 0

obr. 5.4.2.

" Pozndmka. Znalost distandni a w-distensni matice grafu je
u¥itedns nejen v aplikacich (tim, Ze znéme délky ninimdlnich
cest pro viechny dvojice uzld grafu), ale i pro snad.né vySet~
.Yeni dal¥ich vlastnosti grafu: umoiﬁuvje ovéieni souvislosti .
) silné souvislosti, acyklidnosti (graf z prvniho pf‘ikladu
jé silng souvisly, gref z druhého piikladu je acyklicky -

- pordvnejte jejich w-distenéni matice), urdeni kombdnént
a kvazikomponent atd.Nahradime-1li napiiklad v matici DW@)
ovbyé_vejného oriehtovaniého grafu <4 symbol ee nulo‘u a nenulové
. prvky .éislem 1, obdrzime maticl tranzitivniho uzdvéru

relace (tj. orientovaného grafu) T.
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5.5 Problém obéhodnfho cestujfetho; NP-iplné problémy

Priklady. 1. Na viéeﬁéeiovém strbji mé byt poétupné
>provedeno n raznych operaci Upy ey Ups pfléemz pfl sefigent -
strOJe z 1-té operece na J-tou operac1 vznlkne prostog le
mlnut. NaJdéte takové potadl operaci, pr1 ném? Je soutet
'véech prostoaﬁ minimdlngt. ‘ ,

2. Uvezugme graf na obr. 5. 1 l,_v némz uzly predstavuai
mésta a hrany silnice mezi nimij; ohodnocen1 hran mé yyznam
vzddlenosti v kllometrech. Obchodnl cestujicl né 28 ukol
postupné navétivit'véechna mésta, n nabidnout v nich. vzorky
zboZi a vrétlt se zpét do podniku. Cestu mé podnlknout tak,a
aby celkova uJeté vzdélenost byla mlnlmalnl. B

7 druhého piikledu ihned dostévime formulecl nésleduaici
_ulohy ’

Problém obchodniho cestujiciho. " V ohodnoceném neorieﬁto~'

vvaném grafu G negdéte hemlltonovskou kruznlcl c, pro kterou

je gislo w(h) mlnzmélnl.
. h €H(C)

Snedno zjistime, %e znadi-1i v prvnildléze.operaCé.uzly
a ser1zovén1 stroge hrany grsafu, pak se Ulohe- pfevede na

problém obchodniho cestualclho v ohodnoceném uplnem grafu K .

PPi Jednom z moznych zpusobﬁ reéeni ulohy 51 proces roz-

hodovéni cestuaiciho znazornlme tzv. rozhodovaclm stromem ' -

- takto Jje mozZno znézornlt kaZdy rozhodovaci - proces, v némg
v kazdém kroku rozhodugeme mezi konecne mnoha moznostml. Roz-
hodovaci proces znazornime stromem, v némz Z: kazdého uzlu vy-

" chdzi tolik hran, kolik mé cestujici moznosti dalsiho pokra-
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E .

A C(31)
DereeC :
C——D——4 ~  (28)
Ho—G -
G- A (27)

govéni v cestd (aby .pf'ijel v G d6 uzlu, v némZ jedtd nebyl).
{dst vzniklého stromu vidime na obr. 5.5.1; zbyvajici Cast
stromu si pilny &tend? snadno doplni. Z obrézku ihnéd vi- .
.dime hemiltonovské kruini__c‘e,A jich? md graf na obr. 5.1.1
. sedm (v rozhodovacim stromu jich vyjde &trndct, nebol kaZdou
kruinici obdréime ve dvou "exémpléf-ich“, 1isfcich se "orien-

taci ob&hu". Vyhodnocenim &isel z Y3 (v obr. 5.5.1 Cisla
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v zivorkéch) ziskdme feseni ulohy.
Vidime, Ze {atovmetoda'feéeni neni v ppdstaté nidiz’
vjinym ne% “"organizovanym" probirdnim viech mozﬁOSti.'Siﬁuace
je. vBak takovd, Ze podobné&, jako neni znémavpﬁ;fék;éfizeéni :
véta.pro.existenci hamilionc&ské"kruénice (viz p6££2mg& pféd
v&tou 2.4.2), neni ani z_ném’éfektivn:( algoritmus ,pro‘f-eéeh‘i
problému obchodniho cestﬁjiciho.(ale neni. ani -dokédzdna - jeho
neexistence). ‘
Kdyby m&l né3 cestujici-Fedit svoji ﬁlohh_v grafu na
" obr. 5.5.2, zjistil by, Ze graf . v ’ -
" neni hamiitohoVskj. V praxi by.
ovSem cestujici véc vyPreSil tak,
#e by do nékterého méste zajel
a. vratil se zpét. MiZeme tedy

" formulovat modifikovany problém

obchodnino cestujiciho jako dlohu

_néiéztvv G uzavieny éled obéahu-

~ jici v8echny uzly s minimélnim : obr. 5.5.2.
soudtem ohodnoceni hran. Z grafu na obr. 5}5{3 vidime, Ze
v gituaci, kdy G je hamiltonovsky,
maji Pedeni oba ﬁroblémy, a Te-
égni modifikovaného problému

"miZe mit men3i w-délku neZ Pe-

Senf problému pivodniho. Situece

s algoritmickym feéenim‘je zde -

~ obdobni jéko u "oby&ejného™

problému obchodniho cestujiciho: obr. 5.5.3..
efektivni algoritmus neni zném,ale neni ani dokdzéna" jeho

neexistence. .
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-Zde- Je ovéem‘treba ricl, co minime pod oogmem "efektlvni"
'élgorltmus.,NeJéastéal se pouﬁlvé pristup, zalozeny na nésle—ﬁ
dujfeim pozorovanl.' '

Algorltmy, které byvaai povazované za rychlé, potrebuJi
:;znrav1dla ke zpracovéni vstupnich dat vellkostl n 6as, ktery
i»Je shora omezen funkcem1 typu nz, n3; n logrl apod. - k hor- .
f nimu odhadu éasové néroénostl vypo&tu Je tedy moino pouZit

'1-vhodny polynom. 0 algorltmech tohoto typu budeme hovo#it Juko

o polynom1élnich alporltmech. haprotl tomu algorltmw, které pra- 

vlbycugi metodou probiréni véech moznosti (Jako nepfiklad postup,
:_fnaznaéenv ne obr. 5 5 1 nebo v pffkledu v odsts 5 1), potrebu;i
Jopro; probréni véech t5chto moinosti alespon 2 kroku (pokud
.\fprobiréme v§echny podmn051ny dené n-prvkové mnoilny) nebo Je :
.3:dolni odhad poétu krokd Jeété p931mzst1ctéa§i (n' pfl probiréni ”_ 

:"v§ecb permutaci dané n-prvkové mnoixny, resp. n® prl probzra-f”: s

_ i véech Jeaich zobrazen1 do sebe). U t¥chto algoritmd Je tedJ. 
'I'zév1slost poétu “krokd na rozméru vstupnich dat vyaédfena ales-‘

v clélni algorltmyt

Rozdil mezi polynomlélniml a exponenclélniml algorltmg né-- .
'_zorné vynlkne v tabulce 5.5.1, v nii Jje .vyjddfen das,. potrebnj
ke zpracovéni ‘dat velzkostx n , pro rﬁzné funkce f(n) 28 pred-"t
‘.pokladu, e provedeni Jedné operace- trvé Jednu mlkrosekunuu. ,
. Tabulka 5.5.2 11ustruae danou’ skutaénost moina Je§té nézori
néal. Vychézime v ni z pFedpokladu,. Ye jsme schopnz danym algo
frltmem s Easovou néroénosti £(n) zpracovat v daném gasovém
limitu.véthpni dete velikosti “n = 100 a ptéme se, jak. se
zvétéiivelikoét.ﬁlbh;'které‘jsmé_schépﬁi zpracovat ve stejném

- Zagovén limitu, jégtliie-zvy§ime'rychlost vypostu 10x, 100x,
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resp. 1000x. Nézorn& -zde vidime; ‘i.e vp‘ro exponenciglni algoritmﬁ
je typlcké, Ze nad jistou mezni vellkostl vstupnich dat naré-
" %{me na bariéru, nad ni# ani zvyéenl rychlostl vypodtu o né&ko-

lik P4d8 nemiZe znstelnd zvétélt vellkost zpracovetelnych uloh.

velikost -~ poget operaci f(n)

vstupnich ; = ) — )
dat n n2‘ n3‘ n4 2" ni
10 0,lms| 1 ms | 10 ms 1ms | 3,6s .
15 0,2ms| 3. ms | 50 ms| 33ms | - 15dani
20 0,4ms| 8 ms 0,2 s8] 1 s |77000 let|
40 || 1,6 ms| 64 ms 2,6 s| 12 dn{ -
70 | 4,9ms| ©0,3s| 24 s|3720%%t| . -
100 10 ms| ‘I s | 100 Y " -
500 0,25 s |125 s 17 hod | = -
1000 ‘1 s| 17 min | 12 dnt - -
tab. 5.5.1
zrychlent podet Operaci £(n) -
vypodtu nl w3 nf‘ 2R cont
1x 1200 | 100 100 | 100 | 100
S 10x. 36 | 215 | 177 103 [ 100
100x || - 1000 * 464 [ 316 | 106 . 100 |
1000% 3162 1000 | 562 109 C10L -

tab. 5.5.2

Bylo by zde moZno namiiet, Ze u elgoritml, jejich¥ Casové

néroZnost je vyjédiena polynoméin ;nloo i 2100

n & pod@bné, se
jeiné‘ o oolyhomiélni algoritmy o presto budou v praxi. népouzi—
telné - 2kulenost viak uvkazuje, Ze u uloh u mchz se. podari .

na,]:{t polynommlri elgorltmus, se znrav1dla daléim vyvojem
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podafi enfZit stupeh polynomu.ha "pozunnou® hodnotu (zpravidla
nejyyée.3b- 4) e i'koeficienfy nébyvaji_pfilié velké. Jedinou
" dosud znimou vyjimkou zde je ulohs reélnéhb linedrniho progra-
"movéni - v praxi béiné'pouéivany simpléxovybalgoritmus mé
v_nejhor¥im mo¥ném piipadd exponencidlni &asovy odhad, a p¥esto
jehpro ulohy 52 praxe" vyhodn2j3i neZ neddvno nelezeny polyno-
-miélﬁi'(Chaéijanﬁv) algoritmus. Kelze v3ak vyloudit, Ze se tato
situace zméhi's éalﬁim §yvqjem a 2dokonalovénim zatim'pomérnéb
nového algoritmu;v v

78 'efektivni slgoritmy budeme tedy povaZovat algoritmy,

braéﬁjici v polynomidln& omezeném &ase a problémy, Pelitelné
-oolynoﬁiélnimi (efektivnimi) algoritmy budeme nazjvat problémy
-sud - pred,odst. 5,5 - poznali: minimdlni kostra, minimdlni a
kriticka césié, distandni matice. Viimndme si, Ze elgoritmy, .
. Pedici tyto Ulohy, precuji vesmds deterministicky, tj. v kaZ-
‘dém~kroku jé jednoznadné urden krok nésledujici.
' Ne' druné strang, existuje tPida uloh, pro které prostd

'z principidlnich divodd neni mozné ziskat efektivni algorit-
.mﬁs.'UvaZme napi. problém generovéni viech koster daného soﬁ-
visléhbihéorientovaného grafu: polet koster miZe dosahovat

"2 g tryé-1i generovéni jedné kostry c éasoﬁych jednotek,

pek pro genefovéni viech koster mi%e byt tfeba a% con™?
éasoﬁﬁch jédnétek. Podobnd situace jé u problémi generovani
“cyklt, kruZnic, cest, Pezl atd. k
Vedle t&chto dvou skupin je tretd skupina uloh, pro
které ‘dosud neni nalezen algoritmus, prequ1c1 v polynomlalné

omezenémvéase, ale neni také dokszéna jeho neexistence. Pro

tyto ﬁ1ohy-je charakteristické, Ze podaFi-1li se ndm "néhodou”
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nalézt Peleni, pak je moZné v polynomiélnim dase provéfit
jeho spravnost; oviem k nalezeni tohoto FeSeni jsou znamy

» pouze. algoritmy nedeterministické (tj; v podstaté'probirajici
v3echny moZnosti), jejichiz polet krokl je ne jméné exponen—‘
cisdlnd. Stejnou nérodnost mé ovSem i zodpovézeni otdzky
existence Pefeni v pPipad&, kdy odpovdd je zépornd.

Snadnost d&kézu sprédvnosti Pesent Je zfejmé u ﬁioh, které
me ji konstruktivni nebo rozhodovaci charakter (nap#. Gloha
nalezeni hamlltonovské XruZnice), nenf v3ak tak zfejmébuﬂopti-
malizadnich (loh typu "nelezndte piipustné reéenl s mlnlmélnl
hodnotou" (napt. Uloha obchodniho cestujiciho). KaZdé takové
uloze Jje viak mo%no pfifadii rozhodovaci Ulohu typu."rozhod-
néte, jestli\existuje piipustné Pedeni s hodnotou nejvyse k"

" a 'z jejf slozitosti usuzova{ na sloZitost plvodni tlohy -
- tato rozhodovaci Uloha jiZ vlastnost snadného dikazu spfév-
nosti mé.

Trida téchto ﬁloh, feéitelnych nedeterministicky v poly-
mlélni) a obecnd plati P & NP . Neni ale dosud znémo, Jestll
je P = NP nebé.jestli plati P # NP . A co vice: ve t¥1a& NP
existuje celd Pada Uloh, o nich# je dokézéno, ¥e v pripadd,
kdyby se ndm podarilo najit polynomidlni algoritmus pro nékte—.
rou z nich, pak bychomvbyli‘schopni z n&j zjistit v polyno-
mi4lnim dase FeSeni véeéh_ostétnich uloh. Ulohy této” podsku-
piny t¥idy NP jsou tedy co do efektivnosti.feéeni ekvivalentni '
- budto jsou vSechny Pe3itelné v polynomidlnim Case, nebo
jsou v8echny exponencidlni. Dosud véak ﬁeni znémo, - ktery

'z téchto dvou pfioadﬁ nastévé. Tyto Ulohy ée nazyvaji
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naleZd problém existence hamiltonovské kruznlce, problém
obchodniho cestujiciho s modifikovany problém obchodrlho cestu-
jiciho. V soutasné dobé je zndmo pres 300 NP-uplnych problémb
a jejich podet stéle roste. Patfi sem ﬁiohy‘z ne jrizné j$ich
oblasti: z kombinatoriky a tebfie'grafﬁ (napf. problém nale-~
zeni maximélniho dplného podgrafﬁ, problém na;ezeni cesty maxi-
mélnd w-délky bez piedpokladu acykliénosti, problém nalezeni
cesty minimdlni w-délky v grafu s ‘obecnym redlnym - tj. i zé;
‘pornym - ohodnocenim hran a vSechny analogie té&chto problémi

v orientovanych,_resﬁ. neorientovanych grafech), dédle \ulohy

z operadni snalyzy a teorie rozvrhovént, z teorie kddovsni,
celoélselného linedrniho programovéni (pro ulohu redlného

* linedrniho nrogramovénl je zndm polynomlélnl algorltmus)

-z teorie élsel aj. Problém efekt1vni Peditelnosti t&chto Gloh,
tj. otdzka, zda je P = NP nebo P # NP, zvany gg:gggpggg ,

je zarazovdn mezn»neodﬁlez;tégéi oteviené problémy v celé
modefni matematice a pPes velké usili 20s tavd dosud- nevyfeden.
Véeobecné se ale piedpoklddd, Ze tyto t¥idy rovny ne jsou,

nebol jinak by existovaly pro stovky dosud pobsanych NP-Upl~
njch?pfqbiémﬁ efektivni algoritmy. N&kteif autofi dokonce ho-

- yo?f o NP-liplnyeh problémech jako o Ulohédch z praktického hle-
”dlska nefe¥itelnych. ' »

v optlmallzaénich ulohdch (jako napr. problém obchod-~
niho ‘cestujiciho), mé smysl hledat ‘alespon aproximaci optima.
Takovy éproximaéni algoritmué byvé nazyvan téZ heuristicky
né& jakém krlterlu, na z#kladd kterého pii probirani rozho-
dovaciho stromu jsou pfi feééni ﬁlohy nékteré sméry probi-

réniv(tj. nékteré g8sti stromu ?géeni) zavrhovény JjakoZto
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"neperspéktifhi", élmi obdrzime determlnlstlckJ dlgorltmus
a casové néroénost algorltmu se velml podstatng sniZi.

' Je ovéem zreJme, Ze neméme—ll k dlsp021c1 charakterlzaénl
‘vétu, coi jeu NP—uplnych problémﬁ prav1dlem, mﬁie se nam
‘.1stét Ze’ zavrhneme Jako neperspektlvni tu éast stromu, Jei ;
_ Lvede k' ont1méln1mu ieéenl. Heurlstlcky algorltmus nam tedy
A‘Jako vysledek poskytuae n1k011v skuteéné optlmum, ale Jen
 .Jeho anroxlmacl - Je vSak evzdentni Ze nalezen1 heurls-p
tlky, které by tuto- “nectnost“ neméle, by bylo ekv1valentn1
s dﬁkazem, Ze P = NP, tJ s kladnym Tedenim NPjproblemu._ )

TS R




5.6 Toky v _gitich -

Teorie tokd v sitich je motivovéna (lohami z .kategorie’
tzv. dopravnich problémﬁ,'v nichz je cilem optimalizovat pre-
pravu n&jakého produktu v transportni siti', ale nachézi fadu ~

aplikaci i v jinych oblastech.

A) Existence toku v siti

Definice. Si% je orientovany graf f}"s ohodnocenim hran’

r:H(@)~>(0,%*) & s ohodnocenim uzld a:u(@—>R .

» S:{’E.,bje tedy orientovany gref s kladnym ohodnocenim hran
a rea‘inm’ b(pf*ipouétime i zéporﬁé ‘hodnoty) ohodno,cenim uzld.

V tomto odstavei budeme vzdy. povaZovat uzly grafu G za
otislovené &isly 1, ..., n (kde n = [U(®|) . Ohodnocent
a(i) uzlu i€ U(T) budeme kratce znadit a; a obdobn& ohodno-
cent r((i, i vhran,y (i,5)€H(®) budeme krdtce znadit r. .

ij

(i,j = 1,...,n). Obdobny je i vyznem &isel x,. v ndsledujici

J
definici,

Definice, Bud G sil s ohodnocenim' uzld a; & ohodnocenim
hran rij' Tok v siti je nezdporné hranové ohodnoceniv
x:H(Q) =»{0,°¢), spliujici ndsledujici podminky:
1. pro kaZdy uzel i € U(®) plats
T RS S
33, e 33 (5,1)eH@)

2, pro ka%dou hrenu (i,j)€H(Z) plati 0 éxij érij .
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Pf-ikiaq. Mdme ,jisto.u"mndﬁihu._mést‘oéislovanych 'éisiy
1, ., & -tato mdsta j’sﬁu spojena: Jelezniéni siti. Sestro-
jime graf'3 na n ﬁleech'tak’,;ie' (i,j) & d(é) pravé tehdy, jest-
liZe i-té m&sto je bezprosti’-edné s'poj'eno' 2eiezhici- s j-tym
»'méstem (pPedpokléddme-1i obodsmérhost trati, dostaneme vidy
dvojici hran (i, J) a (§,i) ). Ve zminénych néstech se vyrébl
a »spot;f-ebové\v(éj.tentyﬁ'prjodukt._ Velikost vyroby v i-tém m¥sté

za- jedn.otku éasu ozngtme b y velikos_t spotieby za jednotku

‘&asu oznalme c; a polozme ay = by ~c; (i= 1,..'.',n) Y
Oznatme rlJ celkove mno%stvi produktu, Které lze- prevézt
: ’po trati (1,j) za Jednotku 8asu (obecnd nemusi byt ri5 = rji).v

Jestlize &isla x, . maji vyznam skute&ného mnozstv:L produktu,

i
“Které se za jedno’iku gasu. prepravi po trati (1,3), tj. z i-tého
méste do j—tého mésta, pak evidentn pro ksZdou tréi (i,4)€H(@)
bude'platit» 0= le 3' , c§§ Je podminka‘ (2) z definice;
v kazdém uzlu pak musi plata.t "zékon zachovéni" s podle néhoZ
‘rozdil celkového mnoZstvi prroduktu vyvezeného ("vytéka,];l.ciho") .
z uzlu i po viech hrandch (i,j) e H®) a _celkov_ého mnoZstvi
produktu’pf'ivezeného ("vtékajiciho") do uzlu i po véech hra-.
‘nécl;z (j,i.) 8:{(3) musi byt rovno’ nmoés@vi"produktu, jes se ‘
Vv i-tém uzlu "nedostdvd" pii ai< 0, resb. jez v“‘i«-tém‘ uzlu

“pPebyva" phi ai> 0, cof je podminka (1) na%f definice.

Definice. Je-li 1 e U(‘a), pak se éislo al nazyvé inten-

gggg_\_lg.y_l i; pro (i,3) € H(®). se &islo T nazyvé propustnost . -
hrany (i,j). Pro a; > 0 se nzel i 'nazyvé zdroj, _prlhei< 0

se uzel ’i’nazyvév stok. Je-1i a; =>0,' budeme i"ikat,. %e uzel i
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. Poznémka. PPiklady siti na obr. 5.6.1 ukazuji,. 3¢ v da-
né siti obecn¥ nemusi tok existovat. Nad¥im prvnim Ukolem  tedy

bude vy jesndni podminek existence toku' v siti.

2 L 2
- O——2—>0

A

‘Qbr.‘ 5.6.1..'

Definice. Pro kaZdou mnoéiim uzld ‘A.c U(@) oznatme
U(E)\A . MnoZina hran
. (4,K) = {(x,y) x € A, ye A}

 se nazyvé Fez sité..

| Poznémka. Utendf se snadno pf'esvédéi, ze naée definice .~

o i"ezu je orientovenou analog:.i po;;mu hranového rezu, zavedeného

‘v odst. 4.6: Je-ll G symetmzaci souvislého omentovaného gra-.

fu ae Je-ll R hranovy i‘-ez G, pek 2 podmlnk;y |
_ hod(G -R) = hod(G) - l :

: vvplyvé, Ze graf G - R mé prévé ‘ave komponenty a oznaélme—ll

Jegnlch‘mnozm,y uzld A a A, bude R = (A,A)U(A,A) .

Oznaéem. Bud G sii Ac U(®) mnoZina uzll.

U Je=li £:U()—R funkce na U('(?), “oznadime

f'(A) £, .
1€A
Je-11 g H(a)—’R funkce na H(E), oznaélme
_ g»(A A)'— ‘ gij_"_‘ .
(i, j)e(a,n)’
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VEta 5.6.1. V siti-‘exis‘c‘uje't.ok"pr_é\ré kayz  a(u(@) =0
& pro keZdou mno¥inu A C'U(E)f Jje a(a)Y£ r,3) .
Dﬁkéz._ 1. Dokdzeme, Ze podminky véty JSOU pro ex1stenc1

Ktoku nutné. PredpoklédeJme tedy, Ze v sltl ex1stuJe tok. Pak

- pro kazdou ‘mnozinu - A € U(G) .platl. ,

WSS L s ).

i€4 - i€a §;(i,5)eH®) L3 (8,1)eH@)
ST D> >
ieA §;(i, J)EH("') iea J,(J,l)cH(G) ,

V tomto vyrazu Je prvni &len roven celkovému soudtu tokd, .
vytékaglcich ze véech uzlf mnoZiny. A - 2z tdchto toki n¥které
smdPujl do jingch uzld z A, n¥kteréd do. ﬁzlﬁ z &; prvni' vyraz -
je tedy roven x(4,A) + x(4,4). Obdobné druhy vyraz je roven
celkovému soultu tokd, vtékajicich do véech uzld A, z niéhz
' 'nékteré pflchézegl z uzll-z A, Jlné Z uzlﬁ z &, takze Je roven
virazu x(A,4) + x(A A) . 0dtud dostavéme '
cala) = x(A 4) + x(A,A).) - ( x(4,4) + x(B,A) ),

odkud -

a) = x(4,3) - x(E,A) . ")
" Protofe O Sxijf i3 Je x(a, A) P r(A A) a x(&, A)—\—' 0;
z (*) tedy vyplyvé» al) &)

a speuélné pro A = = U@ je X = @, tek¥e a(U(®)) =
- 2. Tvrzeni. o tom, ié»’podminkyny}éty.jsou postaéujici',
doksZeme pozdéji po vyéétf‘enﬁ Jjednoho dlleZitého speci&lniho

piipadu. .



B) Maximdlni tok

Jako speciélﬁi pripad uvéﬁujme sit s jednim zdrojem z
2 Jjednim stokenm s; véechny‘bstatni uziy sité-nech{ Jjsou neut-
rélni;iJe—li intenzita zdroje rovna &islu a=Q, pak nutné musi
mit stok intenzitu -a. Je-1i a = 0, pak poioéime-li X35 = o,
jsou splnény obé podminky z definice toku avtédy xij‘je tok.
Polo¥ime si ndsledujici otdzku: jakd je maximdini hodnota a ,

pro-kterou v dané siti existuje tok. Takovy tok se nazyva

e e s . s, S o

o o o 0 o

~ Definice. Buld (4,A) fez sitd C. 8islo r(A,K) se nazyva

_ propustnost pezu (A,X), Pez s nejmensi propustnosfi se nazyvé

minimdlni rez.

o e e o . i vt 4 e e a

Jsou-1i u,ve U(E) dva uzly, pek Pekneme, Ze Yez (A,R)

‘odd¥luje_uzly u,v (v tomto poredi!), jestlife u€ A ave X .

V&ta 5.6.2 (Fordovs-Fulkersonova). Bud G s1¥ & jedinym

zdrojem z e jedinym stokem s. Velikost maximélniho toku ze 3z
do s Jje rovna propustnosti minimdlnfho Fezu, odd&lujiciho
uzly z a s . ‘ ‘

. Specidlng, je-1li (i,j) hrena minimdlniho Fezu a x Je

meximélni tok, pak X, = rij .
Poznémka. JestliZe pro hranu (i,j) platd Xys STy

pek Pikéme, %e hrane (i,j) je nasycend.



Priklad. Naleznéte maximélni tok ze z do s v siti na

obr. 5.6.2.

 obr. 5.6.2. -

‘ Hledanv maximélni tok lze v jédnoduchych pfipadéch najit
"ruéné" tzv. metodou horniho obrysu, p¥i nii vy jdeme 2z nulové-
. ho toku a stiidavé provédlme dva kroky v prvnim kroku ZVy §u-
Jeme predchozi. tok po cestd, predstavovane hornim obrysem sité
a% do nasyceni nékteré hrany‘tété cesty & .ve druhém'krokﬁ vy-
pudt&nim nasycené hrany (nebo hran) prechézime k nQQému "hor-
nimu obrysu". Postup FeZeni je ukdzén na obr. 5.6.3 a) - g) ,
kde je hornivobrys vyznaéen'silné; vysledné Pedeni je na obr.
5.6.4, nasycené hrany minimdlniho Pezu jaou vyznééeny 8ilné.
Velikost ﬁaximélniho toku je 14 a shadno se presvéddime, Ze
feSenf neni jediné (ale v3echna FeSeni meji stejnou velikost
toku 14). Pro rozlifeni éisél xij a rij piSeme na obrézcich
hodnoty propustnosti,rij Qo zavorek.

. obr. 5;6;3.

st



obr. 5.6.4.
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Poviimnéme si jedtd této skutednosti: jestli%e v okamZi-
ku, kdy se v procesu vypoudténi nasycenych hran stane graf -3
nesouvisiym (to je na obr. 5.6.3 g) ) oznadime A mnoZinu uzld

komponenty ,” obsahujici zdroj z, pek (A,R) je minimdlni Fez.

Dikaz véty 5.6.2., Je-1i a velikost maximdlniho toku a
(a,) libovolny tez, pak z v&ty 5.6.1 vyplyvé, Ze plati
a = r(A,K) . Mezi.véemi Pezy, oddélujicimi z a s, najdeme
takovy, pro ktery nastévé rovnost a = r'(A,K) ; takovy Pez Je
nutnd minimélni. Rez (4,K) sestrojime rekurentng nésledujicim
postupem: ‘

a) z€A, ‘

b) je-1i i€ A a pro n&které je U(3) platd xij<rij s

pak také ,je"A y . C
“e) Jje-li. i€A a pro nZkteré ‘je (3 plats xji'> 0,
pak teké jE=A . ‘ . :
Proces pokrafuje, dokud je v sitl n&jaké hrana, splhujici
phedpoklady kréku b) nebo kroku c). ‘

Pro takto sestrojenqﬁ mnoZinu A nutné s#A . Kdyby totiZ
bylo s &€ A , tak by v symetrizaci & existovela neorientovand
cesta P ze zdroje 2z do stoku s, kterd mé tyto vlastnosti:

- hrany orientované od z k s (v P) jsou nenasycsné,

- hrany orientované od ‘s k =z (v P) maji nenulovy tok.

Oznafme:
8, = min {rij - Xp5% {i,j}e H(P) a (i,J) je oriento-
vané od 2z k s} .
®, = min {Xij ;{i,j}GH(P) a (i,)) je orientovans

od s k z} ,
eb = min {81 s 62} ..;
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Definujme novy tok x~ predpisem
’x{j'= X553 * e», jastliie {i’j}ie H(P) a (1,3) je
. orientovéna od. z k s 4

xj’_‘j = Xp5 - o, jestliie__{i.,'j}é H(P) =a (i,}j) je
B orientovéna od s k 2z ,
X35 7 %33 ,_Jestllée {i,q} ¢VH(R)_.

Pak takto definovany tok x”  m& vt velikost ned x , COZ

je spor s maximalitou toku ' x s Tim je dokézéno,_ée E ng .
Zbyvé dokézat, ¥e a = r(4,K) , ale to je zfejmé z toho,

%o x(a,5) = r(4,1) (nebo¥ pro (i,3) € A,K) je x;5.= 1,5 ),

x(Z,A) = 0 (nebol prov(i,j) & (E,4)  je Xy5 = 0) a ze

vztahu (%) z dlkezu véty 5.6.1.

Na my8lence, pouZité v dikazu v&ty 5.6.2 je zaloZen
algofitmus umoZnujici nalezeni meximélniho toku. Algoritmus
vychézi z n&jakého vychoziho soku (napriklad nulového) a pra-
cuje stiidavé ve dvou etapéch. V prvni etapé posﬁupné od zdroje
ke stoku prohledévé nenasycené hrany orientované od z k s '
a hrany s nenulovym tokem orientované od s k z,tvyhodnocuje
"rezervy" pro zvétéehi toku a2 pomoci oénaéovéni uzlt dvojicemi
&isel (Ni, éi) hledd cestu od z k s, umo¥hujici zvySeni toku
-8 Je hédnota, o kterou lze tok ze 2z do i zvét¥it a
N; Jje uzel, pPes kterjy vede prislusns cesta. Ve druhé etapé
Jje po takto nalezené cesté 2v§éen pPedchozi tok a cely proces
se opakuje, dokud v siti existﬁje‘cesta, umoZnujici zvydeni
toku. Algoritmus se zastavi v.okémiiku, kdy nenalezne cestu
umo¥nujicl zvySend toku, a oznaime-1i A mnoZinu uzld, kters
pii zastaveni algoritmu majﬁ oznaleni, pak (4,8) je minimdlnd

Pez.
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Algoritmus 5.6.1. (meximélni tok v siti)

SEZNAM = §
%= 0
: .} Zrud oznafeni
nzl&& dnt | o
vyprézdn <
SEZNAN

Uzluz dej oznafeni {0,«':9: ),
pridejZ do SEZNAMU

___-.___——-.i N
[ vezmi / ze sxzmm J v

Viachny neoznaEené uzly j pro né% ()i }EH @ Xe >0
oznad(- /, wuin(€;, x;Je pFidej do SEZNAMU

Viechny neoznadené uzly ; »spro néi (i j)aH a. x5
oznad (+/, nin(q;,;r;‘cya p¥idej do SEZNAMU

<
&y,

e uze
S oznaden

ano

" Pognémka. Algoritmus 5.6.1 pochézi odiEdmondse.,é'bK‘arpa'
(1972) a je zdokonalenim p&vodniho Fordova~Fulkersonova
algoritmu. Lze ukdzat, Ze v siti s n"uzly’ nalezne maximdlnd
tok v nejvySe n’ Xrocich. Nejlepé’i’bznémé algoritmy. jsou '

scho;ﬁny ‘nslézt maximélni tok v n? krocich.
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P¥{klad. Nalezn&te maximélni tok ze 2z do 's. v siti

e obr. 5.6.5. >

obr. 5.6.5.

Ozna¥eni uzll a hodnoty toku xij' které v jednotlivych
krocich algoritmus 5.6.1 konstruuje, jsou shrnuty v ndsledu~

Jjici tabulce.

Oznadeni uzld Hodnoty toku
X 2 3 4 X15 X4 Xp3 Xo4 X4 %43
1.krok | (0, (1,1) (2,1) (1,3)| 1 O 1 0 0 0
2.krok | (0,%) (4,1) (4,1) (1,30} 1 1 1 o0 0o 1
3.krok | (0,) (4,1) (2,1) (1,2)} 1 2 2 0 11
4.krok | (0,%) (1,1) ‘

Minimélni Yez je (A,X), kde & = {1,4} .

Piiklad ("Uloha diﬁerzanta")° Graf‘f?popisuje telegrafni
si¥, A, B jsou dva uzly. Jeky minimélni potet kabeld je nutno
prerusit, aby z A do B nebylo mo¥no poslat telegram?

PriY¥adime~1i v8em hrandm grafu g propustnost ry; = 1,

J

. pak .je ziejm& hledany podet kabeld (tj. hran @) roven velikos-
ti meximdlniho toku z A do B a hledand minimdlni mno¥ina hran,
kterd popisuje pFisludné kabely, je mnoZina hran minimélniho

Fezu, odd&lujiciho A a B.
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Dokonéehi dﬁkazu véty 5.5.1{,Vrétimé sé nyni k obecnému
pfipadu a dokééeme‘tvrzeni o tom, ie.podminky vEty 5.6.1
' jsouipostaéujici pro existenci tokg v 8iti s vice zdroji
a vice stoky. Tvrzeni dokéééﬁejtak, Zé tok sestrojime pieve-
denim nalvétu 5.6.24 ‘ : .. o (

Nechl tedy v eiti € je aU@)) =0 a pro kaidy Pez
b(A,K) je a(a) = r(4,4) . Sestrojime novou sit s jednim
zdrojem a jednim stokem tak, 2elsf?pfidéme noij ﬁfiktivnjv,‘
zdroj z a novy ﬁfiktivni" stok s a .spojime je s uzly -
s1t8 T podle téchtp pravidel: o

- je-1i a;> 0, pak pFidej hnénu (z,i) s propuétnosti

a: a.ugly i dej novou intenzitu a

i =0,

i _
'-f_jefli a; <0, pek pridej hranu (i,é)'s_propgstnosti
-8y a uzlu ‘i dej novou intenzitu a; =0,
- Je-li ai = 0 , pak ned&lej nic;
i=1, +o., [U@] (viz obr. 5.6.6).

zdroje

obr..5.6.6;»
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Z piedpoklédu‘ a(a) £ r(A>K) vypleé, ze Pez ({z}, éﬁ)
Je- mlnlmalnlm fezem, oddelualclm z a s 3 podle véty 5 6.2
- tedy exlstUJe v nové siti tok ktery nasyque hrany fezu
({z},{b}) ‘Je v3ak zPejmé, Ze restrlkce takto sestrojeného

toku na e Jje hledany tok v G._

Poznédinka, V dikazu véty 5.6.1 je ukdzéna metoda, kterd
umohuje pouzit algoritmus.5.6.1 k nalezeni toku v siti s vige'
zdroji a vice stoky v pfipadé, kdy intenzity uzld jsou pevné
dané‘éisla'(pfi pevné danych intenzitdch ovSem nezkouméme maxi-
malltu, nybr# existenci toku). '

Pro sft8 s vice zdroji a vice stoky je vSak také mozno
formulovat analogii Ulohy o maximdlnim toku - v takovém
pi{pad? nejsou intenzity zdroji a stokd pPedem dény, nybrs
se naopak'ptéme na jejich makimélni.moéné hodnoty, p#i nich?
v siti existuje tok. Je z¥ejmé, Ze se Uloha prevede na ulohu
o_maxiﬁélnim toku v siti s jednim zdrojem a stokem stejnym
obratem jen s tim rozdilem, Z¥e propustnosti novd pridanych’

hran se uvaZuji nekonedné (v praxi dostatednd velké &islo).

C) Optimdlni tok

|V této ¥4sti budeme uvasovet sil s vice zdroji a vice

_stoky s pevn¥ danymi-intenzitami a budeme pF¥edpokladat, Ze
v giti ekistuje tok. Obecnd takovyeh tokd existuje vice & Je

moZno- hledat tok z nékterého hiediske'optimélni. Pritadime
proto kazdé hrané‘grafu T dalss éislo'cij, které budeme podle

jednoho zplisobu jeho interpretace nazyvat cenou.
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Definice. Bud G si s propustnostmi hran rijas inten-
zitami uzld a;. Nech pro kaZdou hrenu (i,3) € H(®) je déno
gislo €13 € R, nazyvané cena. Je-1i x tok v G, pak se
g¢islo ‘ .
e(x) = S5 %;g
(i,3)eH(®

»

Priklad (planovéni pfepravy‘nékiadﬁ). JestliZe v situaci,
uvaZované v p¥ikladu na str. 171, maji &isla cij vyznam ceny
za prepravu jednqtky produktu po hren& (i,j), pak mé cena toku
clx) vyznam'celkovych prepravnich ndklady; optimélni tok pred-
stavﬁje'rozvozni plén, ktery uspokoji dané prepravni néroky

s minimélnimi celkovymi ndklady.

Piiklad (plénovéni vyroby a skladovéni). UvaZujme pod-
nik, ktery musi kazdy m&sic plénovat svoji vyrobu tak, aby byl
schopen zabezpelit vyrobu podle zadaného grafikonu, jehoZ hod-
noty jsou kolisavé. V této situaci jsou rﬁzné(zpﬁsoby Peseni;
Jje nspfiklad_moino kaZdy mésic vyrobit presnd tolik, kolik
Zédé grafiken - v-tom p¥ipadé vsak naristaji ztrdty, zplsobené
kolisénim vyroby. Je té%Z moZno udriovat konstantni vyrobu
a koliséni poptévky zabezpedovat poﬁoci skladu - pPi malé
" poptévce vyréb&t pro sklad, p¥i velké sklad vyprézdnit. V tom-
to p¥fpadd nartstaji ékladovaci néklady. Ukolem je nalézt ‘ta-
kovy plén vyroby, aby celkové ziréty byly minim&lni.

‘Predpoklsdejme, Ze se na zaddtku ve skladu nachdzi 4,
Jjednotek produktu a oznadme:

x,-produkci zdvodu v m-tém mésici,



b mnoistvi produk{u,'pdtfebné v m-tém m¥sici,
d. . mno¥stvi produktu, nepouiitého na konci m-tého
mésice (tj. zasobu) _ '
c naklady na rozsiren1 vyroby mezi m-tym & (m+1l)-tym
mésicem,
Pp ndklady na skladovéni'jednotky produktuvmezi m-tym
2 (m+l)-tym m&sicem.
Pak se snadno presvdddime, Ze PFeSeni na3i Glohy se pre-
vede na ulohu o optimdlnim toku v si{i na obr. 5.6.7, kde
gisla X, @ dm interpretujeme jako hodnoty toku a disla e, @

P interpretujeme jako ceny; cena toku (kterou minimalizu~

jeme), Je déﬁa’vygfzem »
en (Xpan~ xm) + medm 3
m=4 m=4

_ propustnosti vdech hran se uvazuji- nekoneéné.

~b, by ~b, ~b, b’ ~bgp 6" ~bpz

.‘L‘
obr. 5.6.7.

Inten?ita 2 uzlu, z ndho¥ vychdzeji toky Xyj,eeerXyp » J€

. 12 .
déna vyrazem @& = :E:b- _ a3 v i-tém neutrdlnim uzlu plati
= o
x, +d - d; =b; , coZ je v soulsdu s Fformuleci Gilohy.

i i-1



v p"edcho 1ch dvou prlkladech z podstaty ulohy vyply-

- yéib,‘ie ceny»vqij musi byt k}adn<.c1sla.b\.naslednglc;m

| pfikladv uvidiie; Ze v praktiékych“éitﬁécich se mohou'vyskyt;
’nout i Zonrne ceny. a tedy nés piredpoklad Cij €R 2 défiﬁice
optlmélnlho toku mé opodstatnenl. : '

~ P¥fklad (Gloha o skladu)‘ Ve skladu, do n¥ho% se vejde
’._negvyée kX vyrobkﬁ, Je k dlSDOZICl vk . vyrobku. ) prubéhu
n 4dnd se reallque prodea a nékup téchto vyrobk&. Predpoklé-
' deJme, Ze jsou znémy ' ' )

' Pi. - cena. prl DrOdeJl Jednoho vyrobku v 1-ty den,

9y - kupni cena (Qd~dodavatele)-aednoho_vyrobkp v i-ty

~den pro doplnéni skledu,

s; = néklady na skladovani JeanhO vyrobku v i- ty den,“ .

Qg  - celkovy poéet vyrobkﬁ které Je moZno 06 dodavatele

‘ obdrzet za uvazovanych n dnﬂ.
ﬁkolem je urélt

“i  - pofet vyrobku, prodanych v i- ty den,'

.vﬁi’ - pocet vyrobkﬁ koupenych od dodavatele v 1—ty den, :
vy - podet skladovanych vyrobkd po prodegl starych ' .
& - Doéet skladovanjch vyrobkﬁ po koup1 novych,»

phidemi mé byt max1mallzovén,ce1kovy 21sk
i(pi“i - 94 "sifi-)» o
. i=1 - e T ERPRE
coZ je'zfejmé-ekvivalentni,s minimalizaci.vyrazu;
:E:(—p.d.’+ qmﬁ. + slri .
Pro- zgednodu°en1 oredpokladegme,_ze se poiaduge, aby v n-ty

den bylo ve skladu opét k vyrobku. Uloha se preveoe na

ulohu ooptimélnim- toku v 51t1, Jez Je pro n = 4 na obr, 5.6.8.

e
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ﬁzly 1,...,8 odoovideji stavim, v nichZ se sklad nachézi

v Je_not11vé dny: uzel 1 poplsuge vychozi stav a2 mé proto

intenzitu 8, = ko, uzel 2 popisuje stav po prodeji gasti vyrob-‘ "

k& v.pfvni den atd., a% uzel & popisuje koneény stav skladu

a mé prbtb inténzitu ag = —ko 5 intenzity uzld 2,...,7 Jjsou
vrovny nule. Uzel 9 bdnovidé dodavateli, uzel 10 zdkazniku,
Protpze‘ ai = '58 , musi také byt ag = -8;4 = & . Vzhleden

‘ k'iomu, Ze "je moZné, aby se koupilo a prodaio i méné. nei G
vyrobkd, je v.siti fiktivni hrana (9,10) s, nulovou cenou

a nekonednou propustnosti. Propustr»xosbti hran (i,i+1) pro

i= 1,;..,7 jsou k, ostatni hrany)maji.nekonéénou propustnost.
Hiedané'éisla o ‘Oi’ .X& intérpreiujeme Jako hodnoty toku,

¢isla “D;» Q3 @ 55

zuje cenovou funkci

jako ceny a hleddme tok, ktery minimali- -



Véta 5.6.3. Tok Xij je optimdlni prévé kdyZ existuje

takové ohodnoceni uzlh ¥isly V. , 1 = 1,...,n, Ze

- V.= CL jestli® N
Vj Vl== clJ , Jestli e‘ le o , _
Vj -V o= i jestliZze O <:xij < rij ’
- =c. j i% L E DL L .
Vj Vi _,__cla ’ Jestllze. xla rlJ

fisla Vi jsou uréena jednoznadng aZ na aditivni konstantu

a 1lze je udinit nezépornymi.
tisla V; , o nichZ hovoli véta 5.6.3, se nazyvaii

Pred dlkazem véty dokszeme jedno pomocné tvrzeni,

. - 5 o .
Lemma. Pro kaZdy tok x;; @ pro kazdé élslg Vi aﬂij__—_-o,

pro kterd platd
Yim Vi T = cag
plati nerovnost

. .
g SERIY = - E v;oa; - E ERITIE
_ i=1 _

i i
(i,3)eR®) (1,3)eH®

Dikaz lemmetu. Z pfedpokladu lemmatu a z definice toku

vyplyvé, Ze -
=
. =

o Ksos
1y "1

(i, j)eH(T)-
s Xas V. X.. =

=
= Vi ®ig T i %3 iy Xij
(1,59e8@ (1,909e8@ 0 (1, en® :

= 'yn‘n-"i' ( §— "ij" 7 x i) ‘(Z K‘ijﬁj%

v _ 5
=1 . LG, 5T 33 (3,1)eH(®) i,J)eH(@)

1 1
T i B



Dakaz véty 5.6.3. l.'Dokéieme, e jestliZe pro tok

x.é existujf potencidly uzld v, s vlgstnostmi, danymi
vé;ou 5.6.3, pak je tok xij_optimélni; Optimélnost toku doké-
Zeme pomoci lemmatu: nerovhqst, kteréd je v ném koézéna,‘dévé
dolni odhad ceny toku .pro iibovolny'tok v siti a tedy tok,
pro ktery v nerovnosti nastévé-révnOSt, Jje nutné optimélni.

Nech{ je tedy dan tok xij'a pPisludné potencidly Vi <
'Z vliastnosti potencidll vyplyvéa, Ze definujeme-li pro kaZdou
hranu (i,3)€H(T) &islo

f;; = max {0 —eqy = Uy +vj} ,
pak :

LA A R :
a tedy éislé’r.- vyhovuji predpokladim lemmatu. ProtoZe vsak

pro Je rlJ = J -V - y3 s platd
,J)GH . C
= _ E E X‘l,_‘j XiJ- =
(i,j)éH(G) (1,J)GH(G) : (1,j)<H(@)

= -zx V a )
1 J)EH(;)

podle lemmatu tedy pro tok X5 dosahuje cenovd funkce své
nejmendi moZné hodnoty a tedy tok 5 5 Jje optimdlni.

2. Nyni budeme.naopak pPedpoklddat, Ze tok x.. Jje opti-

1)
mélni a nalezneme potencidly uzld Vi , spliujici tvrzeni .

v¥ty. Oznadme. H(x) mno¥inu viech hran (i,3), pro které

=

plati 0< X5 3 <’Tij . Fektor G = (U(®),H(x)) grafu G

nazveme opora toku x: .. Vidy lze bez jmy obecnosti predpoklé-

ij
dat, Ze opora je souvisly graf (¥fkéme-1i, Ze orientovany graf

Je souvisly, minime tim ov8em slabou souvislost). Kdyby tomu
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tek hebvlo mG¥eme sit pondkud rozd3ifit tek, ié 1ok ve staré
"siti se nezméni.a opora toku v rozulrnné iti»bude jiﬁ Sou~
viS]é°’V‘kaéde komponente opory ZVOllmb jeden uzél, jehoi in-
b\tenz1tu zmeniime O dostatecne malé c1slo &’ zavedeme'nﬁvy
’flktlvnl uzel s 1ntenz1tou K £ (kde k Je pbéet komponent
opory) a vybrané uzly s t1mto novym uzlem spojime hranami
‘_s nulovou cenou a nekoneénou propustnostl.vJe ziejmé, Ze opti~
mélni toky v. obou Sltlch se na pﬁvodnlm grafu shodqu-a opora
noveho toku Jje jiz souv1sly graf.
Poten01ély uzld sestrojime nyn1 naaledu31c1m postupem.

‘ "'Zvolime jeden uzel i € t@ a poloiime Vi' =0.
Pro vdechny uzly J € (D), pro nd% je (1 ,J) & H(x), polo—

e U5 Vs, tCigs L
a pro viechny uzly é'U(fﬁ,'pré néz je (j,io) € Hx) ,
poloZime 'Vj _ Vio _ cjio . |
Timfp zpGsobem lze na zdkladé hodnoty potencidlu kaidého‘uzlp
uréit hodnoty potencidlu pro vdechny uzly, které s-n;ﬁ jsoﬁ
v oﬁofe sppjenyvhranég a pro které jedté neni_uréeh; Protoie.
opora je,souvisly’faktorAgrafu Ez Jjsou tim uréeny boténéiély'
pro viechny uzly sit&. » ,

DokéZeme, Ze pPi takto definovahych éislech vy plati
pro. kazdou hranu (i,j) &€ H(x) vztah

_ Vj - Vi = cij .. ] .

»Nech{.tedy existuje hrana . (s,t) € H{x) takové Ze .
Vo= Vg Foogy . Jestliie‘spbjime vhppdfe (Q(E),H(x))' uzly
s a t s uvzlem io cestami Ps' Py pomoci nichZ by1>poteh—
ciél'definbvén, a uvééime—li,'ié hrana (s,t)'nemﬁﬁebpatfit

zédné 2 téchito cest (nebol pak by bylo Ve - vy o= cst), zis—'
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kdme v symetrizaci grafu E’ kruZnici,: obsahujici hrany técﬁto
dvouvcest‘a hrenu {s,t} 3 tuto kruinici oznafme C. k
a) Nechi V{ —‘Vsj> ¢y + Pro kaZdeu hrenu (i;j)é}lﬁi
~ definujeme &islo yij takto: _
Y15 T *ij + 6., jestliZze {i,j}.é H(C) a orientace hrany.
(i;3) v C souhlasi s orientaci (s,t) ,
R xij -0, jegtiiée:{i,j}é H(C) a orientace hrany
’ (i,3) v C je opa&nd ne% orientace'(s,t),
Y35 = ¥ij C o, JestliZe {i,j}¢H<C) ,
“kde®0je dostatetnd melé &islo (1ze je definovat obdobng jako

v. dBkazu vEty 5.6.2). Je zPejmé, Ze 'y, je teké tokem v na-

v ij
81 siti; pPitom v8ak plati . C

Cis Xoo = Cos ¥is =
iJ 1) 13713
(i, j)eH(T) - (i,j)sH
= CCu: Xes - Cozs Ya: =
ij *1ij ij vij
(i,3)eu(C) (i, j)eH(C),
= . Clj(:e) =
(1,5)en(C)
= g 0;50) + e 0 - E c;5(6) =
L (i,j)éH(.P ) » (i,j)EH(Pt)
=~ (Vo0 +cgy -vO)_e<vt-vs-cst)>o,
coZ Jje spor s optlmalltou toku x.. .

“b)  Jestlize Vi = Vg < cgy » pak definujeme tok i

" analogicky pro ® < O a dostaneme obdobny spor.

Pla?i tedy Vt - Vs = ¢cgy  PTO viechny hreny (s,t) opory toku.

Obdobnym zplsobem lze ovdFit, %e potencidly Vs maji i

v8echny daldi vlastnosti, o nich% se hovoii ve vit& 5.6.3,
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: Postup, kterym Jsme v dﬁkazu thy sestroalll potenc1a1y o=
Vl., ‘ndm poskytuJe metodu pro praktlcke sestrogenl optlmalnlho
toku. v 31t1. » _' o R

o Zname-ll v siti négaky vychoz1 tok (Jenz se da

sestroalt naprlklad postupem ukézanym v druhé atl dﬁkazu’
'vety 5 6.2), pak deflnuaeme postupné (za predpokladu souv1s—

fflostl .0pory: = .0 Jeho splnltelnostl Jsme hOVOPlll v dukazu

'fi’véty 5.6, 3) potenc1ély Jednotllvych uzlu site a nar321me—ll I

"prl ]echh konstrukcl na hranu, na niz nerou splnény podmln—
ky optlmallty, pak tok podle nékteré kruznlce "vylepélme .
vY takto vylepsenému toku pak opét sestrOJuJeme potencxély a
cely pogtup opakuaeme tak dlouho dokud W 31t1 nachazime :

“.:hrany, na nlchz nerou aplneny podmlnky optlmallty Vysledkem R

;:tohoto 1teraén1ho postupu Je tedy optlmdlnl tok Popsana me- L

7toda nelezen1 optlmalniho toku se- nazyva metoda potenc1alﬁ.h 2

Prlklad V siti na: obr. 5.6. 9 naleznéte optlmélni tok

'(u kaﬁdé hrany (1,3) pieme do zavorky gisla (c i,_bez

iTig

zavorek piéeme hodnoty toku)

.intepzityf»al'=vlbv
8p = =3
53 ==12
ceny: ¢y, = 2 propustnosti: r.
€13 T 4
02'3 .= 1
4o =2
043 =1

v sit1 na obr. 5 6.9 je- nakreslen vychozi tok x12—4,

23




'x13é6,.x23=4,x42=3, x43=2. Pro}die ve v3ech hrandch je nenulo-
vy tok a #4dné neni nasycend, jg.oporou toku cely graf. Budeme
definovat:potenciély uzld: zvolime V, = O a ddle d&stévéme
V; =0 2>V, =2 (nebol cqp=2) > 'v3 = 3 (nebol cyy=1),

ale to je spor, protofe V3 - V; =3, ale ¢33 = 4 . Na hrand
(1,3) je tedy rozdfl potencidlt men3i neZ cena, a tedy tok
‘toutd hranou je ‘t¥eba sniZit pomoci zmény podél kruZnice

s uzly 1, 2, 3, 1. To lze provést nejvyse o 1, neboi pak u¥
se hrana (2,3) nasyti. VylepSeny tok vypadd takto:.x12 =5,
Xyy = 5? X5y = 5; Xgp = 3, Xyq = 2 (viz obr. 5.6.10; hrany o-

pofy nového toku jsou kresleny silné).
- (-3)

(~4z)
obr. 5060100

Pro tento tok op&t definujeme potencidly:

Yy

=0 =V, =2 (pomoci hrany (1,2))
= .
vy =4 (pomoci hrany (1,3)) .

Na hrang (2,3) plati V; -V, =2 & c¢py = 1, coZ je v sou-

3
ladu s podminkami optimality (V3 - Vzé o3 nebol hrana

Ji% je nasycend a tedy nepat¥i do opory). Definujeme tedy
déle pomoci hrany (4,2) Vv, =0 . Ne ﬁrané (4,3) tak ziskéme
V3 - V4 =4 a ¢y = 1 ,‘coi je opdt spor. Tok x,4 je tieba
zvét3it (rozdil potencidld je v&t31 ne¥ cena) - podél krui-
nice s uzly 1, 2, 4, 3, 1 zm¥nime tok o 1 (o vic nelze, nebol

hrana (4,3) se nesyti). Dosteneme tak tok Xy, =6, X153 =4,
xp3 = 5, Xpp = 2, %43 =3 ~ viz obr., 5.6.11; hrany opory
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‘_‘-‘JSOU opét kresler\y s:.lne. L‘h‘izeme opét defmovat potenclély

=0V, =2 ;> v, s 0o
v v3 =4

"

* obr. 5;6.11;}g S

' a podminky opt:.mahty Jsou le nym splném', takie tento tok
- i.Je opt:.mélni. e S '
‘ o _ Pové:.mnéme 31,v Ze celkova cena vychoziho toku byla
8+24+4+6+2-44, prvmho opraveného toku 10+20+5+6+2-43, celkova ‘ .
' ‘.cena vysledného opnmélm’.ho toku je 12+16+5+4+3"40. , o

A Poznémlqr ‘1. Na ulohy 0 toclch v sitich je moino prevést
. }1 radu grafovych uloh ve kterych "mkde m.c neteée". Jestl:.ie‘ o
’ _napi'iklad v ohodnoceném omentovaném grafu ﬁ (ve smyslu odst. ’."

‘ 3.3)" 1nterpretu3eme ohodnoceni hren Jako ceny ) propustnost:.  {:

o novaZu,)eme 28 nekoneéné dva zvolené uz],y u, v ohodnotime in-’

'tenzltaml la-=-la vﬁechny ostetm uzly nulovymi 1ntenz:.tam.1,

pak, Je—ll X3 .’ optmélm tok, uréuge ﬁmoima hran (i, j),

v pro ﬁéi x5 5 # o, mlmmélni cestu z’ u ‘4o -V .

‘ 2. Metodu potenclélﬁ zde uvédime pro.jeji na‘zornosfv..‘ _v

Jsou znémy i jiné metody nalezem opumélniho toku, Jechh

vyklad v¥ak presahuje rdmec tohoto textu. ZaJemce odkaqueme

.‘ne specidlnd l;teraturu - napr.,.[}@’_] P [12] s [_18] .




Prehled literatury

V prehledu uvadime kﬁizni publikace v éeském a slovens-
kém jazyce a z cizoﬁazyénYch publikaci dila nejzdkladnéjsiho
vyznamu nebo relativné nejdoétupnéjéi.

Zakladnimi ucebnicemi vSeobecného charakteru, zahrnuji-
cimi vice oblasti diskrétni matematiky,  Jsou publikace
[28], [22], [42] a ponékud aplikac¢néji zanérena [6]. Vyhrad-
né smérem Xk obsahu 1. kapitoly téchto skript jsou zaméreny
publikace [29], [15] a [48].

Z publikaci, zabyvajicich se thradhé nekbo prevazné
teorii g}afﬁ, jsou elementarnimi ucdebnicemi,; poskytujicimi
zadkladni pouc¢eni, nap¥. knizky [45), [8}, (36], [53]
a [14]. Kniha [37) je monografii, v niz je moZno nalézt za-
kladni informaci o véts$iné témat a mnoZstvi odkazu na dalsi
literaturu pro = hlub$i studium. Charakter udebnice ma
1 publikace [27]. Z cizojazyéné literatury jsou pracemi za-
kladniho vyZnamu'napf. publikace [20], [55], [(56]), [52],
(3831, {2], [i3], [51, (4], [10), [(47), [32], [50] a mnohe
jiné. Mnoho zakladnich vysledkl v prehledné formé lze nalézt
v obsdhlé knize [33]) a ve velmi pékné uéebnici [7].
V nékterych 2z téchto publikaci 1lze kromé definici a vét
najit i jiné informace: napr. >[8] obsahuje struény
rusko-slovensky, anglicko-slovensky a &esko-slovensky slov-
nik odbornych termind z teorie graft, [33] obsahuje poznamky
2z historie teorie grafl a v [20] éteﬁéf nalezne seznam véeéh
neizomorfnich neorientovanych grafi do 6 uzld, orientovanych

grafh do 4 uzld a stromd do 10 uzlu.

-
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Zakladni pougeni o grafech se zfetelem na aplikace 1zeﬁm
nalézt v knihach [12], [19], [46], [26], [24] a [40) a Vv jiz-"fiﬂ'
citovanych’ [sj. a: [451.,‘Hldb§iv pouéoﬁi o algoritﬁiokych
aspektech grafovych problémi. Véétné otazek NP-tplnosti &te~
nat- nalezne napf. v t30], Iél], {35], (21}, [39], [34]
a [43]. Specializovanou.knihbu o NP-problému s dosud'nejﬁpl—
néjsim seznamemvNP—ﬁplnYChvprcb;émﬁ je [18].

Specializovanymi. publikaceni, 'zavaajiqimi se teorii
“toku v sitich, jsou pfedevéiﬁ klasické monografie [17] fjei
je véak vyborna i jako ucebnlce) avdéie'flsj, [23]o a [3):
‘kapltola o této problematlce je vsak obsazena v témér kazdé
ucebn1c1 -,namatkou {273, {30}, (12}, [6], {44],... Algorit-
ﬁické‘,aépekﬁy' toka v sitich jsou podrobné dlskutovany .
v [36] Publikace [51] o {54] se zabyvaji vyhradne otazkam1
souvisejicini s planovanlm pom061 kritické cesty. '

Prace typu [93, [(25], [1]  Jjsou speclallzovanyml mono-
grafleml, Jejlchz studium pfedbokladé jiste predbezne zna-.
losti. Pouziti teorie grafu v 11neérn1 algebre 3sou venovany~
noktere pasaze knlhy {16}, naopak ] apllkaclch algebraickych
- metod. v teorxl grafi se lze poucit napr._ v [11], [49]), (3]

a [31].
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