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Predmluva

Tato skripta jsou uréena predevéim posluchatim FAV, FEL a FSI Zipa-
doteské univerzity jako doplitkovy text k pfedmétiam, zabyvajicich se poé-
tem pravdépodobnosti a matematickou statistikou, tj. k pfedmétim ,,Prav-
dépodobnost a statistika® na FAV a FEL a pfedmétim ,,Matematika IV* a
»Statistickd analyza“ na FSL.

Skripta jsou prvnim dilem zamy§leného dvoudilného celku. V prvnim
dflu se zabyvdme zdkladnimi pojmy poctu pravdépodobnosti a jsou zde ob-
sazeny téz zakladn{ statistické tabulky, druhy dil, ktery je v soucasné dobé
pripravovan, bude vénovdn matematické statistice. Text je koncipovan jako
sbirka pifkladid a nikoliv jako uéebnice. Piehled definic a vét, uvadény v
uvodni &dsti kazdé kapitoly je proto nutno chipat skutetné jen jako pfehled,
slouzici k pfipomenuti potfebnych pojmi a vét - pouze u prvni kapitoly je
vyklad ponékud podrobnéjii, nebot obsazend litka by meéla mit charakter
opakovani a prohlubovan{ stfedogkolskych znalost{ a v nékterych z uvede-
nych pfedméti je proto probirdna jen na cvitenich. Navic je ndm zndmo,
Ze na nékterych stiednich skoldch nenf uvedend latka probirdna vibec nebo
jen velmi povrchneé.
kde si ¢tendF miZze samostané provéfit stupeil pochopent uéiva z prednasek;
nékteré pifklady, majici teoreticky charakter, slouz{ navic ke zdliraznénf né-
kterych zdvaznych souvislosti. Kazd4 kapitola je potom ukonéena kratkou
¢asti nazvanou Kontrolni otdzky a cvieni, kterd by méla slouZit ke zopa-
kovéni si zédkladnich pojmii a typt piikladd. Vétsina uvedenych otézek a
cviGeni je tudiz bez vysledki.

Je nasf milou povinnosti podékovat RNDr. Jifimu Reifovi, CSc. za cenné
pfipominky a ndméty, které podstatnou mérou pfispély ke zkvalitnéni textu.
Rovnéz dékujeme RNDr. Svétlang Tomiczkové a sekretdikdm katedry mate-
matiky Jané Lepic¢ové a Ivé Sulkové za neviedni pili a pééi, kterou vénovaly
prepisu rukopisu skript. Jsme si védomi toho, Ze Zadny text nenf a nemi-
7e byt dokonaly, a proto uvitdme jakékoliv pfipominky & ndméty, které by
mohly prispét ke zkvalitnéni skript v jejich pfipadném dalsim vydani.

Plzen, duben 1992

Autori







Kapitola 1

Elementarni pocet
pravdépodobnosti

Piehled definic a vét

1.1 Nahodny pokus, ndhodny jev

U nékterych pokust se pii dodrzeni stejnych podminek pokusu dostavi vidy
ty7 vysledek. Pocet pravdépodobnosti se viak zabyva témi pokusy, u kterych
nelze vysledek predpovédét ani pfi tychz podminkdch p¥i jeho provadéni z to-
ho prostého diivodu, ze vysledky mohou byt riizné. Jednd se napi. o hazardn{
hry, jejichz studiem ostatné byly polozeny zéklady poétu pravdépodobnosti,
ale také napiiklad o jakost namdtkou vybraného vyrobku ze zasilky, pocet
telefonnich hovorli na tistfedné za jednotku Gasu apod. Z této vlastnosti ta-
kovych pokust vychézeji dvé zdkladni definice po¢tu pravdépodobnosti.

Definice Nshodny pokus je kaZdd dinnost, jejiz vysledek nent predem jed-
noznaéné uréen podminkami, za nichs probihd, a kterd je, alespori teoreticky,
neomezené opakovatelnd. ‘
Néhodny jev je jakékoli turzend o vysledku ndhodného pokusu, o kterém lze po
skonéeni pokusu 7ici, jestli nastalo nebo ne. U terminu ndhodny jev budeme
v dal§im textu vét§inou slovo ndhodnif vynechdvat a budeme mluvit pouze o
jevu. Jevy znacime vétdinou velkymi pismeny latinské abecedy.



U ndhodného pokusu tedy nelze dopfedu ¥ici, jaky bude vysledek a o
vét3iné jevl nemuzeme dopfedu Fici, zda nastanou nebo ne. Ke kaidému
jevu lze ov8em prifadit ¢islo, které ndm udavd, jak Casto asi dany jev na-
stava. Tomuto &islu se ikd pravdépodobnost jevu. Tuto pravdépodobnost je
viak tfeba presné definovat. V minulosti, prakticky az do minulého stoleti,
se pouzivaly dvé definice, které vychdzej{ kazd4 z jiného ptistupu - pravdé-
podobnostniho nebo statistického.

Pravdépodobnostni piistup spoéiva v tom, ze na zdkladé tivahy o podsta-
t8 jevu usuzujeme o vysledku experimentu. V minulosti vedl tento pistup k
tzv. klasické definici pravdépodobnosti. Naproti tomu pii statistickém pifstu-
pu usuzujeme na podstatu jevu na zdkladé experimentu. P¥i tomto p¥istupu
se dostaneme ke statistické definici pravdépodobnosti. Cili pFi pravdépodob-
nostnim uvaZovani postupujeme od teorie k praxi, p#i statistickém od praxe
k teorii. Podivejme se nynf na to, jak to vypadd ve skuteénosti. Ndhodnym
pokusem pro nds bude hod kostkou a ndhodnym jevem, budeme jej znadit
jev A tvrzeni ,padlo sudé Eislo“.

Statisticky pristup: opakujeme ndhodny pokus a sledujeme vyskyt jevu A.
Oznaéme nyn{ '

N poéet opakovani{ ndhodného pokusu,

N4 poéet vyskytl jevu A, tj. pocet pokust, pFi kterych jev A nastal.

Pomér h(A) = %i‘- se nazyva relativni éetnost vyskytu jevu A. P¥i mnoho-
ndsobném opakovéni se potom mohou relativnf éetnosti vyvijet napt. takto:
7 12 23 53 256 482 P omfzniied p o i T
167 20 50 100 500 T00G" Pii zvétsujicim se .poctu pokust zji§tujeme, Ze re-
lativni cetnosti ¢im dile tim méné kolisaji kolem jistého &isla, které pak
nazveme pravdépodobnosti jevu A, pfesnéji

Definice (statistickd definice pravdépodobnosti:) Pravdépodobnost P(A)
jevu A je rouvna
Ny
P(A) = lim —.
( ) Nooo N
Pravdépodobnostnd pristup: provedeme myslenkovy experiment. Oznadme
n pocet moznych vysledkli pokusu,
n4 potet vysledki pokusu, pfi nichZ nastane jev A.
Predpoklddejme, Ze moznych vysledkii je koneéné mnoho a Ze vSechny
jsou ,stejné pravdépodobné® (zatim v intuitivnim slova smyslu). Potom mu-



zeme zavést nadsledujici definici.

Definice (Klasickd definice pravdépodobnosti)

P(4) = £

Tato definice se populdrné vyslovuje ve tvaru zlomku

podcet piipadu pfiznivych

P(4) = pocet piipadii moinych

Historicky nejstarsi je klasickd definice pravdépodobnosti, bohuZel se
v8ak zdhy ukdzalo, Ze na jejim zakladé nelze feSit zdaleka vSechny situace,
které praxe pfindgela. Divody jsou naznadeny jiz v predpokladech uvede-
nych pied touto definici. Poéet véech moznych vysledkil totiz koneény byt
nemusi a i v piipads, Ze koneény je, nemus{ byt tyto vysledky ,stejné prav-
dépodobné”.

Tyto problémy se pokusila v 19. stoleti Fesit statistickd definice, kterd
mé viak také velmi vazné nedostatky. Predevsim pfedpokldda ,,nekoneéné®
opakovani pokusu, coZ samoziejmé neni mozné a dale existence limity ve sta-
tistické definici nen{ nijak zarucena a tato definice nemtze tuto otdzku sama
0 sobé vyfesit. Navic tuto limitu nelze chédpat jako limitu posloupnosti v ob-
vyklém smyslu, nybrz se jednd o tzv. konvergenci podle pravdépodobnosti.
K této problematice se vrtime ve &tvrté kapitole.

1.2 Operace s nahodnymi jevy

Operace s ndhodnymi jevy pfipominaji mnoZinové operace. Maj{ také ob-
dobné vlastnosti, nebot jakykoli jev lze interpretovat také jako ,mmnoZinu
vsech priznivych vysledkid pokusu®.

Definice Rekneme, Ze jev A implikuje jev B nebo také, %e jev A je podje-
vem jevu B (znadfme A C B), jestlize jev B nastane vidy, kdykoli nastane
jev A.

Rekneme, Ze jevy A, B jsou si roviy nebo Ze jsou rovnocené, jestlize A C B.
Znacdime A = B.



Jev, ktery nastane nutné pii kazdém opakovani ndhodného pokusu, se
nazyva jev jisty a zna&f se (2.
Jev, ktery nemize nastat pii Zddné realizaci ndhodného pokusu, se nazyva
jev nemozny a znaéf se 0.
Jev opaénif (nebo téz doplikov) k jevu A (znageny A), je takovy jev, ktery
nastéva pravé tehdy, kdyz nenastavd jev A.
Prinikem jevi A, B (znatenym A N B) rozumime jev, ktery nastane pravé
tehdy, nastanou-li oba jevy A, B zaroveil.
Sjednocenim jevi A, B (znaenym AU B) rozumime jev, ktery nastane, kdy-
koli nastane alespoil jeden z jevi A, B.
Jevy, pro které AN B = {) nazyvame jevy nesluditelniimi.
Rozdilem jevli A, B (znatenym A\ B) rozumime jev, ktery nastane prévé
tehdy, kdyZ jev A nastane, ale jev B nenastane.

Vy8e uvedené operace s jevy majl obdobné vlastnosti jako analogické
operace s mnozinami. Shrneme si je v nésledujici vété.

Véta 1.1 Pro prunik o sjednoceni jevi a pro jev opacny plati ndsledujict
vztahy

(a) bNA=0,0UA=A,

(b)) QNA=AQUA=Q,

() I=0,0=0,4A= A, AUA=QANA=0,

(d) de Morganovy vzorce

N
C
t
Il
N
e

N

D

=

i

Al

Cc D
o

(e) distributivnd zdkony
(AuB)NC=(ANnC)u(BNC),
(AnNBYUC =(AUC)N(BUCQC).

Pojmy priniku a sjednocent jevii mazeme, obdobné jako u mnoZin, roz-
§Fit na vétsi poéet jevi. V nésledujici definici budeme uvazovat (koneénou
nebo nekoneénou) posloupnost jevit Aj, Aa, ...
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Definice Sjednocenf jevti A1, As,... (znadime A1 UA3U. .. nebo .OO A;) je
jev, ktery nastane prdvé tehdy, kdyz nastane alespoti jeden z jevi Azjiélg, e
Prunikem jevi A1, Aa, ... (znaéime A1NAzN... nebo ﬁ A;i) rozumime jev,
ktery nastane prdvé tehdy, kdyZ nastanou viechny jevZ 1Al,A2, .... Rekne-
me, Ze jevy A1, Ao, ... jsou neslucitelné, jestlize ﬁ = (. Rekneme, e jevy
A1, As, ... jsou parové neslucitelné, jestlize pro kazz“zdléi # j plati A;nA; = 0.

o0
JestliZe pro parové nesluéitelné jevy navic plat{ |J 4; = Q, pak o jevech
i=1
Ay, Ao, ... fkdme, Ze tvoll dplny systém neslucitelngjch jevi.

Nisledujici definice bude hrat kli¢ovou roli pfi tzv. axiomatické definici
pravdépodobnosti.

Definice Jev E se nazyvd elementiarnim jevem, jestliZe plat{
PAACE=A=EF

(tj. elementdrni jevy jsou minimdlnd jevy rizné od jevu nemozného). MnoZi-
nu Q = {E1, Ea, ...} budeme nazyjvat prostor elementérnich jevi. Jevy, které
nejsou elementdrni, se nazjvaji sloZené.

Pro elementdrn{ jevy plati nasledujici jednoduché, ale dulezité tvrzeni.

Véta 1.2 Elementdrni jevy jsou pdrové neslucitelné, jingmi slovy: jestliZe
Ey, By jsou dva elementdrni jevy, pak budto By = E nebo E1 N Ey = ().

Dikaz Je-li E1NEy # 0, pak z (B1 N E2) C By vyplyvda E1NEy=FEj az
(E1 N Ey) C Ey vyplyva Ey N Ey = Eo neboli By = Ey.
B

Disledek Préavé jsme dokdzali, Ze elementarn{ jevy jsou parové nesluéitel-
né. Jejich sjednocent je viak evidentné jev jisty. Elementdrni{ jevy tudiZ tvo-
i diplny systém nesluéitelnych jevi. Elementdrni jevy rovnéZz tvoii rozklad
mnoziny Q (je to nejpodrobnéjsi mozny rozklad této mnoziny, totiz rozklad
na jednoprvkové podmnoziny mnoziny ). Obecné se dé Fici, Ze jakykoli
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fiplny systém nesluéitelnych jevi tvoif rozklad mnoziny 2 a naopak jakykol
rozklad této mnoZiny definuje Uplny systém neslucitelnych jevi. Navic ja-
kykoli jev A je podmnoZinou € , je to mnoZina viech elementdrnich jevi,
které maji za ndsledek nastoupeni jevu A. Proto zdpisy typu ANB,A\ B
atd. znamenaji mnozinové operace v obvyklém smyslu, tudiz tvrzeni uvede-
né v ivodu tohoto odstavce je oprdvnéné. Nemozny jev {§ potom nenf ni¢im
jingm ne? prazdnou mnozinou, jisty jev je potom cely prostor (1.

1.3 o-algebra jevi

Definice Necht 2 je neprdzdnd mnoZina.
Systém (tj. mnozina) A podmnoZin mnoZiny 0 se nazyjvd o-algebra pod-
mnoZin mnoziny 2, jestliZe plati

(a) Q€ A,
(b) je-li A€ A, paki A=Q\ A€ A,

o0
(c) jsou-li A; € A,i=1,2,..., pak i |J € A.
i=1

Pro o-algebry déle plati

Véta 1.3 Necht A je o-algebra podmnoZin mnoZiny 1. Potom
(a) A1,...,Ap e A=> A U...UA, € A,
(b) A, Be A= ANB € A,
(c) A, Be A= A\ Bc A,

(d) Aie Ayi=1,2,...= [ A € A
g=1

Dikaz viz piiklady.
[ |

o-algebru tvori napt. systém vsech podmnozin mnoziny £2, ktery budeme

znac¢it exp Q. V piikladech a v dalsich kapitolich se potom seznamime i s
dal&imi piiklady o-algeber.
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1.4 Axiomaticka definice pravdépodobnosti

Jak jsme jiz uvedli, klasickd definice pravdépodobnosti je pouZitelnd pouze
v nékterych piipadech. Je tedy nutné jejl zobecnéni, které viak nesmf byt
s klasickou definici v rozporu, 1épe fedeno, klasickd definice bude za jistych
podminek ekvivalentn{ definici axiomatické. Proto ne? uvedeme axiomatic-
kou definici, provedeme nejprve nékolik jednoduchych pozorovani.

Predevsim je zfejmé, Ze pravdépodobnost jakéhokoli jevu nabyva hodnot
pouze z intervalu (0,1). Dédle je evidentné pravdépodobnost jistého jevu
rovna jedné.

Uvazujme ddle neslucitelné jevy A, B. Necht jevu A je pFiznivych ny
piipadu, jevu B potom np piipadd. Potom jevu AU B je piiznivych ng+np
pifpadi a plati

P(AUB)="AT"B _TA B _ payy p(B),
n n n

¢ili pravdépodobnost sjednoceni dvou disjunktnich jevd je rovna soudtu
pravdépodobnosti jednotlivych jevi. Klasickd definice ndm umoziiuje roz-
&irit toto tvrzen{ na libovolny koneény poéet nesluéitelnych jevi, nenf viak
schopna rozsifit ji i na nekoneény pocet disjunktnich jevi. Ukazuje se, Ze
pozorované t¥i vlastnosti, tj. pozadavek aby pravdépodobnost jakéhokoli je-
vu byla z intervalu (0, 1), pfitom pravdépodobnost jevu jistého rovna jedné
a pravdépodobnost sjednoceni nesluitelnych jeva rovna souétu pravdépo-
dobnosti, postacujf ke vhodnému definovan{ pravdépodobnosti.

Definice (Axiomatickd definice pravdépodobnosti) NechtQ je mno-
Zina a A C exp$Q je o-algebra podmnoZin mnoZiny Q. Necht P : A — R je
redind funkce na A, magici ndsledugict vlastnosti:

(a) 0< P(A)<1lproVAec A
(b) P(Q) =1

(¢) Pro kazdou (konednou nebo nekoneénou) posloupnost {A;} takovou,
Ze Aje Aji=1,2... a A;NA; = ¢ pro i # j, plati

P(Al UAU ) = P(Al) + P(AQ) + .

Funkce P se potom nazyjvd pravdépodobnost a usporddand trojice (2, A, P)
se nazyvd pravdépodobnostn{ prostor.

13



Pravdépodobnost je tedy funkce, kterd kazdé mnozing A € A piifazuje
realné ¢islo.
Déle, nefekneme-li jinak, vidy pfedpokladdme, Ze je pevné zvolen pravdé-
podobnostn{ prostor (2,4, P). Nésledujicf véta shrnuje zdkladni vlastnosti
pravdépodobnosti, které vyplyvaji pfimo z definice.

Véta 1.4 Pro kazdé jevy A, B € A plati
(a) Je-li A C B, pak P(A) < P(B).
(b) Je-li A= B, pak P(A) = P(B).
(c) P(A) =1— P(A).
(d) P(#) =0.
(e) P(A\ B) = P(A) — P(An B).
(f) P(AUB) = P(A) + P(B) — P(AN B).

Dikaz (a) B=AU(ANB) a A, AN B jsou nesluéitelns, tedy
P(B) = P(A) + P(AN B), a tedy P(B) > P(4).

(b) A=B=AC B= P(A) < P(B),
A=B= BC A= P(B) < P(A), atedy
P(A) = P(B).

(c) AUA=Q,ANA =0, tedy
P(A) + P(A) = P(Q) =1,
P(A)=1- P(4).

(d) QUO =0 a QNP =0, (neslucitelnost), tedy P(Q2) + P(0) = P(2),
1+P0) =1,
P(0) = 0.

() A=(ANB)U(A\ B)
a jevy AN B a A\ B jsou neslutitelné, tedy
P(A)=P(ANB)+ P(A\ B) a odtud
P(A\ B) =P(A)— P(ANB).

14



(fy AUB=BU(A\ B) ajevy B a A\ B jsou neslucitelné, tedy
P(AUB) = P(B)+ P(A\ B) a podle e) dostaneme
P(AUB)= P(B)+ P(A) — P(AN B).
B

Poznimka Termin,mnozinové funkce,“ tj. zobrazeni, jez libovolné mnozi-
né prifazuje redlné ¢islo, se muze zdat dost nezvykly. OvSem bézné pouzivané
terminy jako délka, §ifka, obsah objem, nejsou ni¢im jinym neZz munoZinovymi
funkcemi. Navic tyto funkce splituji axiom (3) z definice pravdépodobnosti.
Pro nezdporné mnozinové funkce s touto vlastnosti byvd pouZivin termin
,mira®.

Pred vyslovenim dalg{ véty uvedeme nejprve jeden pojem z matematické
analyzy, se kterym se ¢tendf dosud nemusel setkat.

Definice Rekneme, Ze posloupnost {x1}2°; redlnych &isel konverguje mo-

noténné k éislu xg, jestlize je monotdnni a jestlize lim z; = xg. Pokud je
T—00

posloupnost {x;}32, neklesajict, znacime tento fakt x; / xo, pokud je neros-
touct, pak x; \, Tg-
Véta 1.5 Necht A; € A,i=1,2,....

(a) Je-li A; C Aiyq pro viechna i =1,2... a A = |J A, pak P(4;) /
=1
P(A).

(b) Je-li Aj D Aiy1 pro vSechna i = 1,2... a A = () A, pak P(A;) \,
i=1
P(A).

Dikaz (a) Oznaéme B; = A;y1 \ 4;. Pak plati

UAi =AU (UBZ)
=1 =1

ProtoZe na pravé strané rovnosti je sjednoceni disjunktnich mnozin,
dostavame déle

P(A) = P(DAi) = P(A1) + iP(Bi)
i=1 =1

15




a nyni podle definice souc¢tu fady
P(A) = P(A1) + nlglgo(P(Bl) + ..+ P(By)) =
= lim (P(A1) + P(A2\ A1) + ... + P(4z\ 4p-1)) = lim P(A4y).
(b)

o0 [o0]
Jestlize A; D A1 a ﬂAZ— = A, pak A; C Ajy1 a UZZ- = A, a proto
i=1 i+1

P(A) = P(ﬁ A;) = P(G A)=1- P(G A)) =1- lim P(4) =
i=1 i=1

i—1 1—00
=1-— lim (1 — P(4;)) = lim P(4;).
00 72—00
|

Nyni jsme schopni pfesné vymezit podminky, za kterych je mozno po-
&ftat pravdépodobnosti podle klasické definice. Oznagéme |M| pocéet prvku
mnoziny M.

Véta 1.6 Necht pravdépodobnostni prostor (2, A, P) spliuje ndsledujici pred-
poklady:

1.
|2] = n < o0,

2. pro kazdé dva elementdrni jevy wi,ws € Q je P(wy) = P(we).
Potom pro kazdij jev A € A plati
A
P(A)=—=
(4)="4,

kde
na = |A|.

Diikaz Protoze Q = {wi} U... U {w,}, nutné P(w;) = 1,0 =1,...,n.
Necht A = {wi,, ... ,w;,, }. Potom

P(A) = P({wi,} U ..U {wi }) = P(wi,) + ...+ Plws,) = —

" .
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Poznédmka 1. n je vlastné pocet téch elementdrnich jevd, které im-
plikuji jev A, neboli ,poéet pfipadh piiznivych®,

n je vlastné pocet viech elementdrnich jevid, neboli ,pocet pifpadi
moznych*.

2. Pravdépodobnostni prostor, spliujici pfedpoklady véty 1.6, se nazyva
klasicky pravdépodobnostni prostor.

Pii uréovdn{ pravdépodobnosti pomoci klasické definice je nezbytnd zna-
lost kombinatorickych vzorci. Nez uvedeme jejich piehiled, uvedeme nejprve
dva piiklady, kdy prostor elementdrnich jevii neni konetny, a tudiZ neni
mozné tyto piipady pomoci klasické definice fesit.

Piiklad 1.1 Hézime opakované minci a sledujeme, na kolikdty pokus se
ndm podaif hodit poprvé lic.

Provedme rozbor, jak budou v nasem piipadé vypadat elementdrni jevy. Lic
mutZeme hodit hned napoprvé. Oznacme tento jev Eq = L. Pokud se ndm
lic podak hodit poprvé az druhym pokusem, znamend to, Ze napoprvé jsme
hodili rub. Tento jev oznatme FEo = RL. Postupné takto muZeme oznaéit
v8echny elementérn{ jevy:

E3=RRL

E,=RR...RL

Ex =RR,...,RR... (tuto situaci také musime pfipustit.)
Prostor elementérnich jevu tedy je Q = {E, Ea, ..., Ex}. Potom miZeme
pomoci klasické definice pravdépodobnosti uréit pravdépodobnosti jednotli-
vych elementdrnich jevi s vyjimkou jevu Eu, o kterém se zminfime zdhy.
Vyjde P(E1) = 1, P(Ey) = 1,...,P(E,) = 5. Polozime-li A = expQ (sy-
stém viech podmnozin Q) a pro A C Q2 definujeme P(A) = > P(E;), pak
1, E;€A
(Q,.A) je pravdépodobnostni prostor. 2 je tedy spoéetnd nekoneénd mnozi-
na.
Uvedeny piiklad obsahuje je§té jednu zajimavost, jiz je jev Euo. Jeho prav-
dépodobnost mizeme najit pomoci pravdépodobnosti opacného jevu, neboli
jevu 2\ Eg. Protoze plati
o0
P(Q\ Ex) = Y 5= = 1, musf nutné platit P(Es) = 0. Oviem jev Foo
n=1
nen{ nemozny. Vidime tedy, Ze zatimco pravdépodobnost nemozného jevu
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je nutné rovna nule, obrdcené toto tvrzeni neplati, neboli z nulové pravdé-
podobnosti jevu nevyplyvd nutné jeho nemoznost. V dalsich kapitolach se
ostatné s jevy tohoto typu setkdme pomérné &asto.

O

Priklad 1.2 Necht @ C Ry (resp. R1,R3) je mnozina kone¢ného ,obsahu®
(délky, objemu) (), bud A systém vsech podmnozin, jejichz obsah (délku,
objem) ,umime spoéitat® (presnéji se takové mnoziny nazyvajl méfitelné).
Pak A je

g-algebra a polozime-li

1(A)
P(A)=—<%rpro Ac A4,
W= @
je (22, A, P) pravdépodobnostn{ prostor.
O

Poznamka 1. Skute¢nost, ze (£2,.4, P) je pravdépodobnostni prostor,
nefikd nic o tom, pro které praktické situace se jednd o vhodny model.
P#islusnou podminku odvodime pozdéji.

2. Termin ,umime spoéitat“ je nutno chapat velmi obecné. PouZijeme-li
totiz Riemannova integralu, dostaneme se velmi snadno do rozporu.
Necht napf. Q@ = (0,1) x (0,1) a ai, as... je posloupnost viech bodi z
2 s raciondlnimi soufadnicemi. Potom obsah kazdé jednobodové mno-

oo
ziny {a;},7 = 1,2..., je roven 0, ale obsah mnoziny |J {a;} ,,neumime

spocitat®, takZe se zdé, Ze A neni g-algebra. Obtize l;e pfekonat pouzi-
tim obecnéjstho Lebesgueova integralu, ze kterého také vychaz{ termin
méfitelnd mnozZina.

Uvedeny pfiklad je ptikladem pravdépodobnostnfho prostoru, kdy €
je nespodéetnd mnozina.

1.5 Kombinatorické vzorce

Jak jiZz bylo feCeno, pii uZiti klasické definice pravdépodobnosti je nutnd
znalost kombinatorickych vzorca. Vzhledem k tomu, Ze tyto vzorce by mély
byt zndmé ze stfedn{ 8koly, uvddime pouze jejich pfehled.

Pravidlo soudinu
Necht {a11,a12, ..., @1n, },{G21, 022, ..., G2ny }-- {ak1, G2, .oy Gkn, } je k skupin
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libovolnych prvki, pficemz poéet prvki ¢-té skupiny je n;. Potom pocet
raznych k—tic {a14, , a2, }, které maji na prvnim misté prvek z prvof skupiny,
na druhém misté prvek z druhé skupiny, na é-tém misté prvek z i-té skupiny,
je roven éislu nq.19...1k.

Variace s opakovdnim
jinak té% uspofddany vybér s opakovanim. UvaZujme skupinu n prvka. Z této
skupiny vybereme k-krét po sobé jeden prvek, pfi¢emz vybrany prvek pied
dalsim vybérem vracime. Potom pocet vech ruznych (uspotddanych) k-tic,
které lze takto utvorit (pocet variaci k-té t¥idy z w prvki s opakovdnim) je
roven &islu

Vi(n) = nk.

Variace bez opakovdni
jinak téz uspofddany vybér bez opakovdni. Od pfedchoziho piipadu se lisi
tim, Ze vybrany prvek do skupiny nevracime. Zde jiz tedy musi platit £ < n.
Pocet ruznych k-tic (variaci k-té t¥idy) je v tomto pifpadé roven

Permutace
jsou vlastné variaci n-té tiidy z n prvki bez opakovani. Skupinu n riznych
prvku lze uspofddat v posloupnost

P(n) =n!
zpusoby.
Kombinace

jinak téz neuspofddany vybér bez opakovini. Polet rdznych k-prvkovych
podmno#in n-prvkové mnoziny (kombinac{ k-té t¥idy z n prvki) je roven

1.6 Podminéna pravdépodobnost

Méjme dény dva ndhodné jevy A, B. Casto se zajiméme pouze o ty situace,
kdy vime, Ze jev B nastal a zkoumdme potom pravdépodobnost jevu A.
Podivejme se nynf opét na dva mozné piistupy.
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Statisticky pifstup: Opakujme ndhodny pokus a vypustme p¥ipady, kdy
jev B nenastal. Pocet zbyvajicich p¥ipadl, kdy jev B nastal oznatme n(B).
Z nich potom vybereme ty, kdy nastal i jev A (tj. nastaly oba jevy soucasné)
- jejich poéet oznaéme n(A N B). Podil

n(AN B)

hAIB) = =

se nazyvé relativni éetnost jevu A, podminénd jevem B. Nasledujici tvrze-
ni ndm Fikd, Ze podminéné relativni éetnosti maji vlastnosti ,,obycejnych®
relativnich éetnosti.

Véta 1.7 (a) 0 < h(A|B)<1VA,Bec A

(b) Jsou-li Ay, A, ..., pdrové neslucitelné, pak
h(|J 4i|B) =) h(AiB)
i=1 i=1

(c) Jestlize B C A, pak h(A|B) = 1.

Dikaz je snadny.
|

Pravdépodobnostni piistup: Vyskytu jevu B odpovidajf jisté elementarni
jevy, z nichz nékteré jsou priznivé i jevu A - jsou to ty jevy, které implikuji
vyskyt obou jevii A, B zéroven. Pravdépodobnost, Ze nastane jev B, je P(B),
pravdépodobnost, ze nastanou oba jevy A, B zdroveii je rovna P(AN B).

Definice Necht A, B € A jsou libovolné jevy, necht pro jev B plati P(B) #
O. Potom podil
P(PN B)

P(B)

se nazijvd pravdépodobnost jevu A, podminénd jevem B.

P(A|B) =

Poznamka Je-li (Q, A,P) pravdépodobnostni prostor a B € A, pak B =
(AN B)|A € A) je o-algebra a funkce P(:|B), definovana na B vztahem

P(A|B) = Pgég;?) je pravdépodobnost na B. Ovéfeni viech axiomi je snad-

ne.
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7Z definice podminéné pravdépodobnosti vychdzi dalsi dilezity pojem, a
to pojem nezdvislych jevt. Tento termin vychaz z nasledujici uvahy: Casté&ji
nei o pouhou podminénou pravdépodobnost se zajimdme spiSe o to, zda
pravdépodobnost jevu A je ovlivnéna vyskytem jevu B ¢i ne. Jako ndhodny
pokus napiiklad uvazujme tah libovolné karty z balicku 32 karet. Necht jev
B predstavuje jev ,na prvni pokus jsme vytdhli eso,“ jev A potom ,na
druhy pokus jsme vytdhli eso.“ Necht ddle jednou prvné vytazenou kartu
vratime zpét do balicku a podruhé nikoliv. Intuitivné se zdd byt ziejmé, Ze
pokud prvné vytaZenou kartu vratime do balicku a karty zamichdme, pak
pravdépodobnost vytazen{ esa ve druhém pokusu nenf nijak ovlivnéna tim,
zda jsme vytdhli eso v prvnim pokusu nebo ne. Jind je situace v pifpadé, Ze
vytazenou kartu do balicku vracet nebudeme. Potom vytazen{ esa v prvnim
tahu ndm pravdépodobnost vytazeni esa ve druhém pokusu zmén{ (v nasem
piipadé snizi) z toho prostého diivodu, Ze v balicku zbudou jiz pouze tii
esa. Nezdvislost jevi je tudfz intuitivné chdpdna jako fakt, Ze vyskyt jevu
B nijak neovlivn{ pravdépodobnost jevu A. Proto je pfirozens ndsledujici
definice.

Definice Jevy A, B nazveme nezdvislé, jestlife P(A) = 0 nebo P(B) =0
nebo

P(A|B) = P(A).

Uveden4 definice je zd4nlivé nejasna. Na prvn{ pohled bychom v pfipadé,
7e P(A|B) = P(A), méli fikat pouze, Ze jev A nezdvisf na B a v piipade,
7e P(B|A) = P(B) bychom méli hovofit o nezdvislosti jevu B na A. Misto
toho pouZivdme ,,symetricky“ pojem ,,jevy A a B jsou nezdvislé.“ Néasledujici
tvrzeni ndm viak iikd, Ze uvedend definice je korektni.

Lemma Jestlize P(A|B) = P(A) a P(A) # 0, pak téZ P(B|A) = P(B).

Diikaz
P(BnA) PANB) PANB)
PEBIY="p@y = Plam) ~ zn = P(B).

Nésledujicf véta je sice velmi jednoduchd, zejména jeji tvrzeni b), ale mé
velky vyznam, nebof ndm umoziuje ovéfit nezdvislost jevili, aniz bychom
museli poéitat podminéné pravdépodobnosti a umoziiuje také jednoduchym
zpiisobem rozsffit definici nezévislych jevu na vétsi pocet jevi nezli dva.
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Véta 1.8 (o ndsobeni pravdépodobnosti)
(a) Pro libovolné dva jevy A, B € A,P(B) # 0, plati

P(ANB) = P(A|B) - P(B).

(b) Jevy A, B jsou nezdvislé, prdvé kdyz

P(ANB) = P(A) - P(B).

Dikaz (a) Plyne pfimo z definice podminéné pravdépodobnosti.

(b) Necht A, B jsou nezévislé. Pokud P(A) = 0, pak z toho, Ze (ANB) C
A, vyplyva P(ANB) = 0 a véta plati, v pfipadé P(B) = 0 postupujeme
analogicky, a jinak

P(ANB) = P(A|B) - P(B) = P(4) - P(B).

Necht naopak P(AN B) = P(A) - P(B). Podle a) viak rovnéz P(AN
B) = P(A|B) - P(B), a proto P(A) - P(B) = P(A|B) - P(B), z ¢ehoz
budto P(B) = 0 a A, B jsou nezévislé, nebo P(A) = P(A|B) a A, B
jsou opét nezavislé.

B
Nynf jiz mtiZzeme pristoupit k definici nezdvislosti vice jevil.
Definice Rekneme, Ze jevy A1, As. .., A, jsou nezdvislé, jestlize pro libo-
volnou skupinu riznych indext (k1,ka, ..., k), kde r < n platd
P(Ap, NAg, N .. N A, ) = P(Ak,) - P(Ag,) - ...+, P(Ag,).

Je nutné upozornit, ze dilezitym slovem definice je slovo ,libovolnou®.
7 definice je ziejmé, Ze jestlize jsou viechny jevy nezavislé, pak je nezdvisld
také libovolné dvojice téchto jevii. Obrdcené to v8ak neplati! Podobné tak
nelze uvazovat na nezavislost jevil pouze z toho, Ze pravdépodobnost pri-
niku véech téchto jevil je rovna souéinu jejich pravdépodobnosti. Pro mensi
skupinu jevil to uZ nemusi platit a jestlize tuto mensf skupinu tvoif jevy za-
vislé, pak nemohou byt nezdvislé ani viechny jevy dohromady. Ukazky obou
pripadt viz Priklady.
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1.7 Dvé véty o pravdépodobnosti

vvvvv PR

V tomto odstavei uvedeme dvé uz ponékud slozit&jsi véty, které nAm umoziiu-
ji fesit obtizngjsl piiklady, jejichz FeSen{ by bez znalosti téchto vét ¢inilo
potize.

Véta 1.9 Necht B1,Ba,...,B, € A je dplng systém nesluéitelnych jevi,
necht navic P(B;) > 0 pro kaZdé i = 1,2,...,n. Nechl A € A je libovolny
jev. Potom plat{ '

P(4) =Y P(A|B)P(B;).

i=1

Diikaz Vzhledem k tomu, e A C Q a jevy By, ..., B, tvoil iplny systém
nesluéitelnych jevil téhoZ prostoru 2, nutné soucasné s jevem A nastane
prévé jeden z jeva Bi,..., By, neboli

A=(ANB))U(ANB)U...U(ANBy).

Na pravé strané této rovnosti je zfejmé sjednoceni disjunktnich jevi.
Proto

P(A) = Zn: P(ANB)
i=1

a nynf staéi pravou stranu této rovnosti rozepsat podle véty 1.8, ¢imz je véta
dokézéina.
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Tato véta je zndma pod ndzvem véta o uplné pravdépodobnosti. Jevy
By, ..., B, se bézné nazyvajl alternativy nebo hypotézy. Jejim jistym proti-
pélem je ndsledujici véta.

Véta 1.10 (Bayesova) Necht By, Bs,..., B, € A tvofi uplny systém ne-
slucitelnijch jevi, nech? P(B;) > 0 pro kaZdéi = 1,2,...,n. Pak pro libovol-
ny jev A € A, pro ktery je P(A) > 0, plat{

P(A| By)P(By)

P(By | A) = L k=1,2,...,n.

)

> P(A| B;)P(By)
i=1

Dikaz 7 definice podminéné pravdépodobnosti dostavame

P(AﬂBk)

Nyni dpravou éitatele podle véty 1.8 a jmenovatele podle véty o Uiplné prav-
dépodobnosti obdrzime Zadany vyraz.
|

Poznamka 7 hypotéz Bi,..., B, nastane pii provedeni pokusu pravé jed-
na; jejich pravdépodobnosti pred provedenim pokusu jsou P(B;) - pravdé-
podobnosti a priori. Vime-li viak, zda pfi provedeni{ pokusu nastal jev A &
nikoliv, pak tento fakt mén{ pravdépodobnosti alternativ na P(B; | A) -
pravdépodobnosti a posteriori.

Z pocéetniho hlediska véta obraci smys! podminénosti. Nékdy se j{ fikéd
LWUeta o inverznd pravdépodobnosti“ nebo ,véta o pravdépodobnosti hypotéz“.
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Piiklady

1.1

1.2

Jako ndhodny pokus uvazujeme hod kostkou. Jev jpadla jednotka’budeme
znadit {1} apod. UvaZujeme nésledujicf jevy:

A={1,2,4,5},B=1{2,3,5,6},C = {1,4,6},D = {2,3,6}, E = {2,6},

F={4},G ={1,3}.

Procviéte si na téchto jevech zdkladni definice.

Reseni Jisty jev je v nasem pifpadé
0 =1{1,2,3,4,5,6}.
Elementdrnim jevem je jev F, ostatnf jevy jsou sloZené. Nyni napf.:

ANB=1{2,5}, AUB=Q, AUE ={1,2,4,5,6}, EC B.

Jevy C, D jsou k sobé vzdjemné opaéné, tj.

C=D,D=C.
Jevy F, G jsou neslucitelné. Jevy A, C, E jsou nesluditelné, nejsou viak
parové neslucitelné. Jevy E, F, G jsou parové nesluéitelné. Ovéfme nyni
napf. na jevech A, C platnost deMorganovych pravidel:

AUC ={1,2,4,5,6},AUC = {3},

A=1{3,6},C =1{2,3,5},AnC = {3},
ANC =1{1,4},AnC ={2,3,5,6},AUC = {2,3,5,6}.

Necht A, B, C jsou libovolné ndhodné jevy z téze o - algebry A. Roz-
hodnéte, zda potom jevy

ANB,C\B,AnC,ANBNC,ANBNC

tvoii tiplny systém nesluéitelnych jevi.

25




Re3eni Nejprve musime ovéfit, Ze uvedené jevy jsou parové nesluci-
telné. Pro zjednodugeni si uvédomme, Ze

C\B=CnNB.
Ovéfeni parové nesluéitelnosti nyni nenf obtizné. Napi. pro prvni dva
jevy plat{
(ANBYN(CNB)=(BNBNANC)CcBNB=10

a analogickym zpisobem se ovef{ nesluditelnost zbylych dvojic jevi.
Pii ditkazu, Ze uvedené jevy ddvaji po sjednoceni jisty jev, je tfeba si
uvédomit, ze C U C = 2, a proto

ANB=(ANnB)n(CuCl)
a podle distributivnfho zdkona
ANB=(ANBNC)U(ANBNC).
Po dpravéich nyn{ dostaneme
ANB)UCNBUUANC)UANBNC)UANBNC) =
= (ANBNC)U(ANBNC)U(CNB)U(ANC)U(ANBNC)U(ANBNC) =
= (ANBNC)U(ANBNC)U(ANBNC)U(ANBNC)U(CNB)U(ANC) =
= ((AUAN(BUCHU(BUBN(ANC)U(CNB)U(ANC) =
(BNCYU(ANCYU(CNB)U(ANC) =
=(BNC)UBNC)UANC)UANC)=CUC =Q.
Dokazte vétu 1.3
Reseni

(a) Pouzijeme vlastnost (3) z definice o -algebry na posloupnost
Al,Ag,...,An,(ZJ,@...

(b) AABc A= ABec A= AUB € A; podle de Morganova
pravidla pak
ANBe A= ANBcA
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1.4

1.5

(c) A\B=ANDB

@ () 4i=(

38

A)
1

Il

Necht Q = {1, 2, 3,4, 5}. Najdéte minimdln{ o — algebru takovou, ktera
obsahuje jevy A = {1,2}, B ={1,3}

Reseni M4-li o —algebra A obsahovat jevy A, B, musf podle véty 1.3
obsahovat i jev
C=A\B=/{1}.

Podle téze véty musi obsahovat i jevy

A\NC={2},B\C={3},AU(B\C)U(A\C) = {1,2,3},

AU(B\C)U(A\C)=1{4,5}.
Uréité tedy obsahuje jevy

Al = {1},A2 = {2};143 = {3}’144 = {4,5}

a mus{ obsahovat libovolnd jejich sjednoceni. Dostdvame tedy nésle-
dujicf systém mnozin

Ao =10,A; = {1}, A2 = {2}, As = {3}, Ay = {4,5},
As ={1,2}, Ag = {1,3}, A7 = {1,4,5}, As = {2,3},
Ay ={2,4,5}, A10 = {3,4,5}, 411 = {1,2,3}, A12 = {1,2,4, 5},
Az ={1,3,4,5}, A1s = {2,3,4,5}, A1s = {1,2,3,4,5}.
Snadno se jiz ovéfi, Ze tento systém tvoif o—algebru (poviimnéme si

toho, #e o—algebra vSech podmnoZin téze mnoziny 2 mé |exp Q| =
25 = 32 prvki), zatimco tento systém pouze 2* = 16 prvki.

Necht ndhodnym pokusem je hod kostkou. Spoététe pravdépodobnosti
jevi A,B,B, ANB,AU B, A\ B, jestlize

jev A — padne liché &fslo,

jev B — padne é&fslo vétsi nez 4.

Reseni Q= {1,2,3,4,5,6}, elementdrnimi jevy jsou
En = {1}, B, = {2}, B3 = {3}, By = {4}, B5 = {5}, B = {6}
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Platnost podminek pro pouziti klasické definice je splnéna, plati |Q] =
6, a proto

P(A)=P(EyUE3UEs) = %,
P(B) = P(Es U Eg) = %
P(B) = P(E;UE;UE3UEy) = %,
P(ANB)=P(E5) = %

4
P(AUB)ZP(E1 UE3UE5UE6)= -6—,

2

P(A\B) = P(ElUE;),) = 6

1.6 S jakou pravdépodobnost{ padne pfi jednom vrhu dvéma kostkami
soudet, 87

ReSeni Budeme uvazovat rozlisitelné kostky. Je to z toho diivodu,
abychom mohli pouzit klasické definice. Pokud bychom pracovali s ne-
rozlisitelnymi kostkami, nebyla by splnéna druhd podminka o stejné
pravdépodobnosti elementdrnich jevi. Prostorem elementédrnich jeva
Q je tedy mnozina vsech uspofddanych dvojic (¢,7), pro které i,j =
1,2...6. Plat{ || = 36. Hleddme tedy pravdépodobnost jevu A =
{(i,7);1 + 7 = 8}; snadno se pfesvédtime, Ze elementdrnimi jevy pii-
znivymi jevu A jsou jevy Ey = (2,6),FE2 = (3,5),FE3 = (4,4),E4 =
(57 3)7 Es = (6) 2) a tedy

5

1.7 Obchod m4 dva dodavatele, ktef{ jej zdsobuji kazdy den. Prvni z nich
prijizdi mezi 6.00 a 7.30, druhy mezi 6.00 a 7.00. Skuteénd doba pii-
jezdu v tomto intervalu je zcela ndhodnd a tyto doby jsou v daném
intervalu rovnomeérné rozloZeny. S jakou pravdépodobnosti pfijedoun
oba dodavatelé do 6.30 hod? :

Reseni Klasické definice nelze pouzit, nebot skutetny cas piijezdu
muzZe nabyvat nekonetné mnoha hodnot. PouZijeme geometrické prav-
dépodobnosti. Oznatéme

28



1.8

X - 1. dodavatel pfijede z minut po Sesté,

Y - 2. dodavatel piijede y minut po Sesté.

Je ziejmé, Ze X miliZe nabyvat libovolnych hodnot z intervalu (0, 90),Y
potom z intervalu (0, 60). Prostor €2 je tedy vhodné interpertovat jako
obdélnik (0,90) x (0,60). Elementdrn{ jev je pak reprezentovan kaz-
dym bodem uvnitf nebo na hranici tohoto obdélnika. Elementarn{ jevy
piiznivé ndmi sledovanému jevu jsou pak vSechny ty, které z < 30 a
zéroveil y < 30.

60

307/

O 20 ‘ 90

Hledan4 pravdépodobnost bude nynf rovna poméru obsahu vysrafova-
né éasti a celého obdélnika, tj.

play= 3080 _1

9060 6
Buffonova tloha
Na mnoZinu rovnobézek, jejichz vzdélenost je rovna 1, hodime jehlu
délky I < 1. Jakd je pravdépodobnost, Zze jehla protne nékterou z
rovnobézek?

Redeni Oznatme y vzdilenost stfedu jehly od nejbliz&f rovnobézky a
x odchylku jehly od rovnobézky. Ziejmé z € (0,7),y € (0,1). Proto
mizeme volit = (0, ) x (0; ). Jestlize m4 jehla protnout rovnobéz-
ku, mus{ platit

[

Oéygisinm.
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Nynf na Q vyznaéme mnozinu, vyhovujic{ nagim nerovnostem.

LY

Dostdvdame

=
=
Il
NI

o

Prol = % tedy specidlné dostdvame pfevriacenou hodnotu éisla . Pri
pouziti statistického p¥istupu, tj. mnohonasobného opakovin{ pokusu,
tak muzeme experimentdlné ovéfit velikost &isla .

1.9 Kolik existuje moznych vysledki

(a) Sazky,
(b) Matesa,
(c) Sportky veetné dodatkového &fsla.

Reseni
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(a) vysledky Sazky muzeme interpertovat jako 13 Elennou posloup-
nost slozenou z éisel 0, 1, 2. Na pofadi, v jakém se uvedend ¢isla
vyskytuji, zdlez{, jednd se tedy o variace, a to variace 13. t¥{dy ze
3 prvku s opakovanim, kterych je

Vi3(3) = 313 = 1594323.

(b) V Matesu se losuje 5 ¢&isel z 35, vylosované &islo se jiz do osud{
nevraci, na potadi, v jakém byla &isla vytaZena, nezdlezi. Jedna
se tedy o kombinace a pocet moznych vysledkii Matesa je roven

(D)= <55 = 324632,

(¢) Pfi kompletnim tahu sportky nejprve vylosujeme 6 &isel ze 49.
To miZeme provést (469) zpusoby. Poté jesté vylosujeme dodatko-
vé ¢islo, na které ndm zbyva 43 moznosti. Celkovy mozny podet
ruznych vysledkd je tedy roven

(%9)-43 = 600000000.
1.10 S jakou pravdépodobnost{ vyhrajeme ve Sportce 5. pofadi?

Reseni 5. poradf vyhrdvame, jestlize jsme sprévné tipovali 3 &fsla. Na
dodatkové &islo nemusime bréat zietel, v tomto pifpadé nehraje Zddnou
roli. Rozdélme si 49 &sel na dvé skupiny - v prvnf skupiné bude 6
nami tipovanych &isel, ve druhé 43 ostatnich. Paté pofadi vyhravime
v piipadé, Ze tfi vylosovand &isla budou ze skupiny ndmi tipovanych
6 ¢isel, zbyld tfi vylosovand &isla pak ze skupiny ostatnich 43 cisel.
TFi ¢isla ze Sesti je moZno vybrat (g) zpusoby, ze 43 pak (433) zpusoby.
Podle pravidel sou¢inu dostdvame tedy (6) (43) piiznivych vysledki.
Moznych vysledki je ( ) a hledand pravdépodobnost

6y 743 6'4'3____
P(A) — (3)(3) — 31313140 _0 01765 =~ _]‘__

(469) ﬁf‘ 56°

1.11 U kulatého stolu sedi N lid{, 2 z nich jsou agenti StB. S jakou pravdé-
podobnosti budou sedét vedle sebe?

Reseni

(a) 1, nebot vréna k vrané seda.
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1.13

(b) Predpoklddejme, Ze mista u stolu jsou losovdna. N lidi se mize

na N mist posadit N! zpisoby. Pii uréovdn{ ,pFiznivych‘pfipadi
vyjdeme z nasledujici ivahy:
Nejprve posadime 1. agenta. To mizeme udélat N zptsoby. Dru-
hého mlizeme posadit 2 zpusoby tak, aby sedéli vedle sebe. Zbyva
N-2 zdjemcti o N-2 mist. Ty uZ mlzeme rozesadit libovolné, coz
Ize provést (N-2)! zptisoby. Celkem tedy méme 2N(N-2)! piizni-
vych pfipadd a hledand pravdépodobnost je

ON(N-2)! 2
N! TN-1"

P(A) =
Poznamka Pro N = 2 nenf vzorec spravny. Proc?

V urné je 5 bilych kouli. Kolik musime ptidat ¢ernych kouli, aby prav-
dépodobnost, Ze pii ndhodném tahu 2 koulf budou obé vytazené koule
¢erné, byla aspoii 0,57 VytaZzené koule nevracime.

Reseni Oznacme pocet Cernych kouli n. V urné tudi{Z mame n+ 5
kouli. Celkem muzeme 2 koule vytahnout (n;rs) zpusoby. Dvé ¢erné
koule muzeme vytahnout (Z) zpusoby. Nage tloha tedy spoliva v feeni
neroviuice

(2)

2

("3")
n{n—1)

2
[EHEDR
2

n? - 11n - 20> 0.

20,5,

Kofeny této rovnice jsou n1 = 12,59 ang = —1,59, z ¢ehoz pro nerov-
nici vychézi n > 12,59 nebo n < —1,59. Protoze n je pfirozené ¢islo,
nutné v naem piipadé.n > 13.

(paradox narozenin) Necht je v mistnosti n lidi. Uzaviu sdzku, Ze ales-
poil dva z nich maji ve stejny den narozeniny. Pii jakém n je sdzka
Gestnd, tzn. pravdépodobnost vyhry je pfiblizné 0,57 Pfi jakém n je
pravdépodobnost faktu, Ze dva lidé ve skupiné maji narozeniny ve
stejny den, alespoin 0,997

Reseni Nejprve vyslovime dva piedpoklady, které ndm podstatné
zjednodusi vypoéet. Budeme pfedpoklddat, Ze ve skupiné neni nikdo
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narozen 29. 2. a také to, Ze pravdépodobnost narozeni je pro viechna
data v roce stejnd. (Nenf to pravda, skuteéné se dé statisticky doké-
zat, Ze napi. 9 mésich po Silvestru je tato pravdépodobnost vyssi, ale
rozdily nejsou tak podstatné, aby je bylo nutno brét v potaz.)

Tento piiklad se nazyvd paradoxem narozenin z toho divodu, Ze vy-
sledky jsou velmi piekvapujici. Nechdme-li kohokoli spravny vysledek
odhadnout, vétsinou hdd4d n podstatné vyssi, nez je skute¢nost. Piitom
sézka, je nejspravedlivéjsi pii n = 23 a k tomu, aby s pravdépodobnos-
1 0,99 se ve skupiné nachdzeli dva lidé s narozeninami ve stejny den,
statl, aby bylo pfitomno 55 lidi. Provedeme nyni pfesny vypocet. Rok
ma 365 dni. Pro zjednoduseni vypodctu budeme lidi ve skupiné vybirat
podle piedem stanoveného pofadi. Budeme tedy pocitat s variacemi.
Necht je ve skupiné n lid{. Poéet v8ech moznych piipadl dat narozeni
je roven podtu variaci n-té t¥{dy z 365 prvki a s opakovanim, neboli
365™. Poéet pripadi, kdy maji v8ichni riizné datum narozenf, je oviem
roven poctu variaci bez opakovani, neboli (?%Q%!ﬁﬁ.Nés zajimé piipad,
kdy alesporni dva lidé majf totéz datum narozenti, coz je ovem jev opac-
ny k jevu, ze vSichni majf ruzné datum narozeni. Oznaéime A, jev ,ve
skuping n lid{ existujf dva se stejnym datem narozeni“, potom pro jeho
pravdépodobnost plati

Vi (365) 365.364...(365 —n+1)

P(A)=1—PAn)=1— —/m—= =1 )
(4n) (A4n) V,.(365) 365™

Pravdépodobnosti tohoto jevu pro riznd n jsou uvedeny v nasledujici
tabulce

n P(A)
10 0,117
20 0,411
21 0,444
922 0,476
23 0,507
25 0,569
30 0,706
40 0,891
50 0,870
60 0,994
100 0,999 997
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1.14

1.15

1.16

Skutetné vysledky tedy doopravdy neodpovidaji ofekdvanym piedsta-
vam.

120 studentt absolvovalo zkousky z matematiky a z fyziky. 30 z nich
neslozilo obé zkousky, 8 nesloZilo pouze zkousku z matematiky, 5 neslo-
zilo pouze zkousku z fyziky. Uréete pravdépodobnost toho, Ze ndhod-
né vybrany student slozil zkousku z matematiky, vime-li, Ze nesloZil
zkougku z fyziky a pravépodobnost toho, Ze sloZil zkousku z fyziky,
vime-li, Ze neslozil zkousku z matematiky.

Reseni Oznatme jev A - student slozil zkousku z matematiky,
jev B - student sloZil zkougku z fyziky.
Mdme vlastné ur¢it podminéné pravdépodobnosti P(B | A) a P(A |

B). Pritom podle definice

L
Proto 5 5 o
P(A|B)=—15§3§=£, P(B|4)= .

Necht A, B jsou neslucitelné jevy. Mohou byt i nezdvislé?

Reseni Podle véty 1.8 pro nezévislé jevy plati
P(ANB)=P(A) - P(B).

Pro nesluéitelné jevy z toho vyplyva

P(A)-P(B)=0 (= P(ANB))

neboli P(A) = 0 nebo P(B) = 0.

Pouéeni Tento jednoduchy pifklad jednoznaéné ukazuje, Ze nelze za-
mériovat nezdvislost a nesluéitelnost jevi. Jsou to pojmy, které se do-
knce prakticky vzdjemné vylucuji. Uvedeny fakt se vétsinou uvad{ ve
formé nésledujiciho tvrzent:

Jsou-li A, B nesluéitelné jevy s nenulovou pravdépodobnosti, pak jsou
zdwislé!

Uvazujeme hod kostkou a nésledujici jevy
A - padne sudé &islo
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1.17

1.18

B - padne liché &islo

C - padne 1 nebo 6

D - padne ,,velkd“, neboli jedno z &isel 4,5,6.
Které dvojice uvedengch jevl jsou nezévisié?

Reseni Budeme brat jednu dvojici po druhé.

A, B: Jedn4 se o jevy neslutitelné, oba s nenulovou pravdépodobnosti,
podle piedchoziho pi‘ﬂ(ladu tudiZz nejsou nezdvislé.

A,C: P(A) =1}, P(C) =}, ANC = {6}, P(ANC) = z = P(4)- P(C),
jevy A, C jsou tedy nezawsle

A,D: P(A) = L,P(D) = %,AmD = {4,6},P(AND) = } # P(A)-
P(D), jevy A,D tedy nejsou nezavislé,

B,C :P(Bn C’) i P(B) P(C) =%, jsou nezévislé,

B,D: P(BND)= % P(B) - P(D) = 1, nejsou nezévislé,
C,D:P(CND)=4%, P(C)-P(D)= ¢, jsou nezévislé.

Necht A, B jsou nezévislé jevy. Dokazte, Ze i jevy A, B jsou nezévislé.

Reseni Jestlize P(B) = 1, pak P(B) = 0 a jevy A, B jsou nezavislé.
Jinak

P(A[B):%)ﬂ:
_P(AUB) 1-P(AUB) 1-P(A)-P(B)+PANB) _
~ PB) = PB) 1 - P(B) B

_1-P(A)—P(B)+PA)PB) . PAQA-PB)) _ (3
_ ~ ) === g = 1P = PA)

a jevy A, B jsou opét nezdvislé.

Hézejme dvéma mincemi. Oznadme

A - na prvn{ minci padl lic,

B - na druhé minci padl lic,

C - lic padl na pravé jedné minci.

Rozeberte tyto tfi jevy z hlediska nezédvislosti, nejprve jednotlivé dvo-
jice a poté v8echny t#i jevy najednou.

Reseni Strana, které padla na prvnf minci, evidentné nezdvisi na
strans, kterd padla na druhé minci. Jsou mozné 4 vysledky pokusu,
a to LL, RL, LR, RR, v8echny s pravdépodobnosti %. Jevy A, B jsou
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1.19

zfejmé nezdvislé. Uvazujeme jevy A,C : P(A) = %, P(C) = %, pfitom
ANC = {LR} atudiz P(ANC) = £ = P(A) - P(C). Jevy A,C jsou
tedy nezdvislé. Obdobnym zptsobem dojdeme k zdvéru, ze i jevy B,C
jsou nezdvislé. Vidime tedy, Ze jakdkoli dvojice jevu A, B; A,C; B,C je
nezévisla. Pfitom vSak z vyskytu libovolnych dvou jevi miZeme usou-
dit, zda tiet{ jev nastal ¢i ne! Viechny tii jevy A, B, C tedy nezdvislé
byt nemohou, mimo jiné i z toho divodu, Ze jsou téZ nesluditelné.
TudfZ z toho, Ze libovolnd dvojice z jisté mnoziny jevd je tvofena z
jevll nezdvislych, jesté nevyplyvé, Ze se jednd o mnoZinu nezdvislych
jevi. Zde dokonce vyskyt tfetfho jevu na vyskytu zbylych dvou zdvi-
s naprosto plnd. Pravé pro tuto svou extrémmost byvd tento piiklad
nazyvén paradoxem nezavislosti.

Z osudi s ¢isly 1,2, ..., 16 ndhodné vylosujeme jedno éfslo.
Rozhodnéte, zda jsou nezdvislé ndsledujici jevy:

A - vytdhneme jedno z &fsel 1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8,

B - vytdhneme jedno z ¢fsel 1, 2, 3, 4, 9, 10, 11, 12,

C - vytdhneme jedno z &fsel 1, 2, 7, 8, 13, 14, 15, 16.

Reseni Tento pifklad je v jistém smyslu protipélem k piikladu pied-
chozimu.

Vezmeme-li totiz v8echny tfi jevy najednou, potom
ANBNC=1{1,2},

1

P(A) =3, P(B) = 3, P(C) = 3,

B | =

P(ANBNC) = -;- — P(A)- P(B) - P(C),

a zd4lo by se tedy, Ze jevy A, B, C jsou nezdvislé. Ov8em rovnost prav-
dépodobnosti pruniku a souéinu pravdépodobnosti musi platit pro li-
bovolnou podmnozinu mnoZziny jevii. Snadno se v8ak pfesvédéime, Ze
pro dvojici jevi B, C dostdvame

BNC ={1,2} = P(BNC) # P(B) - P(C).

Jevy B,C tedy nejsou nezdvislé a tudiz nemohou byt nezdvislé ani
jevy A, B,C.
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1.20 V XVII. stoleti byla oblibend nésledujici hra: Hrd¢ A mél 4x hodit

1.21

jednou kostkou. fIspéénjr byl v pi{pads, Ze alesponi jednou hodil Sestku.
Hri¢ B mél hodit 24x dvéma kostkami a uspésny byl v piipadé, Ze
alespori jednou hodil kombinaci {6,6}, mél tedy 6x vice pokusi, ale
pravdépodobnost dspéchu v jednom pokusu byla Sestkrat mensf. Je
tato hra spravedlivd nebo md jeden z hraéd vyhodu?

Reseni Na prvnf pohled je vie v porddku. Oviem jiz v dobé, kdy tato

hra byla velice obliben4, si hraci stézovali, Ze piili§ éasto vyhrdva hrac

A. Jak je to tedy ve skutetnosti?

Oznaéme A; jev ,hrda¢ A byl v i-tém pokusu tispésny*.

Bj jev ,hra¢ B byl v j-tém pokusu Usp&ny“.

Pak hrié A je spésny v pifpadé, Ze nastane jev A; U Ay U A3 U Ay,
24

hra¢ B potom v pifpadé, Ze nastane jev |J B;. Jevy A;, A; a podobné
=1

B;, B; nejsou neslucitelné, proto poécitat pravdépodobnost sjednoce-

nf je dosti problematické. Jsou viak evidentné nezdvislé, a protozZe

n n o o___
U A4; = N A4, je vihodné piejit k dopliku. Dostédvame
i=1 i=1

1 . 5 1 _ 35
P()= 1, PA) =2 P(B) = & P(B) = 2,
P(AlUAzUA3UA4)=1—-P(A10A20A3QA4):

=1— P(A;)-P(4y) - P(A3) - P(Ay) =1— (-2—)4 = 0,518,

P(By)=1-(=2)"=0,491

a hriac A tedy skuteénd md véts{ Sanci na dspéch. Zajimavé je, Ze by
oba hrééi méli prakticky stejnou Sanci na dspéch, kdyby hra¢ B mél
26 pokust.

Pristroj se sklddd z 500 souddstek. Spolehlivost kazdé soucdstky je
rovna

(a) 99%
(b) 99,5%
(c) 99,9%
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Pristroj funguje, jsou-li véechny soucdstky v provozu. Poruchy jedno-
tlivych souédstek jsou na sobé nezavislé. S jakou pravdépodobnost{
bude piistroj v poirddku?

ReSeni Oznalme A; jev ,, i— td souddstka je v pofadku®. Jedna se o
500

nezévislé jevy, necht B = [ A; je jev ,piistroj je v pofddku*. Nynf
i=1

(a) P(B) = 0,99°% = 0, 0066,
(b) P(B) = 0,995°% = 0, 0816,
(c) P(B)=0,9995% =0, 606.

To jsou prekvapivé vysledky, kdyz zddnlivé malé zvySeni spolehlivos-
ti souédstky podstatné zvysuje spolehlivost celku. Je vSak nutné si
uvédomit, Ze zvySen{ spolehlivosti z 99% na 99,9% je vlastné desetind-
sobné, nebot v prvém piipadé je vadnd v pruméru 1 soucdstka ze 100,
kdezto ve druhém 1 z tisice.

ProtoZe nelze spolehlivost souédstek zvySovat donekoneéna, mohlo by
se zdat, Ze pFistroj, ktery obsahuje pifili§ mnoho souédstek nebude
fungovat prakticky nikdy. V téchto p¥ipadech je nutno pfistoupit ke
zdvojovan{ soucdstek. Predstavme si piistroj sklddajici se opét z 500
soucdstek, kaZdd z nich je oviem zdvojena. Lépe Feéeno se tedy pfi-
stroj skldd4 z 500 blokn, kazdy blok pak ze dvou souéédstek. Blok je v
poradku, jestlize funguje alespoii jedna z jeho soucéstek, cely piistroj
potom funguje, jestlize fungujf vechny jeho bloky. Necht spolehlivost
kazdé soucdstky je 99,56%. Urcete spolehlivost celého pifstroje.

Reseni Je ziejmé, Ze spolehlivost viech blokn bude stejns. Urteme
tedy spolehlivost 1. bloku. Nechf jev A; znamend ,i-t4 souddstka 1.
bloku je v pofddku®, jev B; znamend 1.,, blok je v pofadku”. Potom

P(A4;) = P(42) = 0,995, P(4;) = P(A2) = 0,005,

P(B1) = P(A1 U 42) =1 — P(Ay) - P(A2) = 0,999975.
Pravdépodobnost, Ze cely pfistroj bude v pofddku, je tedy

P(C) = 0,9999755° = 0,988,

neboli proti pfedchozimu pfikladu nesrovnatelné vyssi.
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1.24

Zafizen{ se skldd4 ze &ty sousdstek, které jsou uspofdddny podle né-
sledujictho schématu.

Ps P«

Pravdépodobnost, Ze souddstka A; bude v pofddku, je p;. Blok, ve
kterém jsou souldstky Fazeny v sérii, funguje, jestlize fungujf vBechny
jeho soutétky. Blok, ve kterém jsou souédtky Fazeny paralelné, funguje,
jestlize funguje aspoil jedna z jeho souédstek. S jakou pravdépodob-
nosti bude fungovat celé zafizeni?

ReSeni ZaF{zen{ se sklddd ze dvou paralelné vedenych blokd, kazdy
blok pak ze dvou sériové fazenych souédstek. Hornf blok bude pracovat
s pravdépodobnosti pi;py, spodni pak s pravdépodobnost{ psps. Pro
vypocet celkové pravdépodobnosti pfejdeme k dopliitku a dostaneme

P =1—(1—-pip2)(1 — p3ps) = p1p2 + P3P4 — P1P2D3P4-

Pravdépodobnost, Ze tkanina nevydrzi zkousku pevnosti v tahu, je 0,1.
Kolikrét je nutno zkousku opakovat, aby pravdépodobnost, Ze tkanina
aspoil 2x nevydrzi, byla nejménég 0,97

Reseni Opét je vhodné prejit k doplitku. Otézku v zaddn{ je moz-
no formulovat také ndsledovné: Kolik je nutno provést zkousek, aby
pravdépodobnost, Ze tkanina nevydrz{ nejvyse jednou, byla maximél-
né 0,17 Provedeme n zkouSek. Pravdépodobnost, Ze tkanina vydrzi
viechny zkousky, je rovna 0, 9". Pravdépodobnost, Ze nevydrif pravé
jednu zkougku, je rovna n - 0,1-0,97! (v libovolné z n zkoudek ne-
vydrz{, pravdépodobnost je 0,1, ve zbylych vydrif, pravdépodobnost
je 0,9). Dostdvéme tedy nerovnici

0,9"+n-0,1-0,9"1<0,1

Pro n = 37 na levé strané dostdvime 0,104, pro n = 38 pak 0,0953. Je
tedy nutno provést alespon 38 zkousek.
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1.25

1.26

Jsou déna t¥i stejnd osudi.

V 1. osud{ jsou 3 bilé a 5 ¢ernych kouli,
v 2. osud{ jsou 4 bilé a 2 Eerné koule,
ve 3. osudf{ je 7 bilych kouli.

Z nidhodné voleného osudi vytdhneme jednu kouli. Jakd je pravdépo-
dobnost, Ze bude bila?

Reseni Pouzijeme vétu o tplné pravdépodobnosti. Oznatme
jev B; - tdhneme z ¢ - tého osudy,

jev A - tdhneme bilou kouli.

Jevy Bi, Bq, By spliiuji pfedpoklady véty 1.9, takze

P(A) = P(A|By) P(B1) + P(A|By) - P(B;) + P(A|Bs) - P(B3) =

31 + 4 1 41 149

8 3 6 3 372
Na Sachovnici postavime ndhodné dva jezdce. S jakou pravdépodob-
nost{ se budou napadat?

Reseni Na sachovnici jsou celkem 4 pole, z nich# jezdec ohroZuje
dalsi dvé pole, 8 poli, z nichZ ohroZuje 3 pole, 4 pole ohrozuje celkem
z 20 poli, 6 poli ze 16 poli a konecné ze 16 polf ohroZuje 8 polf - viz
zndzornéni na Sachovnici.
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1.27

Oznaéme B; jev ,jezdec ohrozuje ¢ poli“. Polozime-li
)= By UB3UB4UBgU Bg

pak viechny uvedené jevy spliiuji pfedpoklady véty o tiplné pravdépo-
dobnosti a podle nf pak

4 2 8 3 20 4 16 6 16 8 1

Pl =51 53761 63" 60 63" 60 63 16 5 12
Lehkomyslny ¢len poroty
V soutéZi rozhoduje t¥{clennd porota. Dva porotci jsou seriéznf a sprav-
né rozhodnut{ pfijmou s pravdépodobnosti p. T¥et{ porotce haz{ minci.
S jakou pravdépodobnosti porota pfijme spravné rozhodnuti? Rozho-
duje vétsina hlasu.

Redeni Pouzijeme opét vétu o dplné pravdépodobnosti, pficems v
tomto pFipadé mdme moznost dvoji volby alternativ, bud podle roz-
hodnut{ obou seriéznich porotcti nebo podle rozhodnuti lehkomysinéhio
porotce. Probereme si oba pfipady.

1. zpiasob: Oznatme

A - porota pfijme spravné rozhodnuti,

Bj - oba seridzni se rozhodnou spravng,

By - minénf seriéznich poroteil se rozchdzi,

Bj - oba seriézni se rozhodnou nespravné.

Potom

(a) P(Bi) = p?, na minén{ tfettho nezdlezl, P(A|B;) =1,

(b) P(Ba) =p(1—p)+ (1 —p)p=2p(1-p),
celkové rozhodnut{ poroty pak zdvisi na rozhodnut{ lehkomyslné-
ho porotee, P(A|Bg) = %,

(c) P(B3) = (1 —p)?, na minén{ tfettho nezdlez{, P(A|Bs) = 0.
Celkové tedy

1
P(A)=1'p2+§-2p(1—p)+0-(1—p)2=p2+p(1—p)=p

2. zpusob: Oznaéme

A - porota pfijme spravné rozhodnuti,

B - lehkomysly porotce se rozhodne spravng,
By - lehkomysly porotce se rozhodne nespravné.
Potom
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1.28

1.29

(a) P(B1) = %, rozhodnut{ poroty je sprédvné, jestlize sprévné roz-
hodne alespoiil jeden se seriéznich porotct, pfes doplitkovy jev

dostaneine
P(A|By) =1~ (1-p)* =2p—p,
(b) P(Bz) = 3 rozhodnut{ poroty je spravné, jestlize se rozhodnou
spravné oba seri6zn{ porotci, ¢ili P(A|By) = 2.
Celkové tedy mame

1 1
Z . (2p — )+ Zp? =p.
2(1) p)+2 P

Oba postupy nutné musely vést k témuz vysledku. Zajimavé je, Ze
takovdto porota je stejné spolehlivd jako jediny seridzn{ porotce.

Jsou dédna tii stejnd osudi.

V 1. osud{ jsou 3. bilé a 5 éernych kouli,
v 2. osudf jsou 4 bilé a 2 &erné koule,

ve 3. osudf je 7 bilych kouli.

ocoo 0000 ocoo
0o ® oo coooO

7 nédhodné voleného osud{ tdhneme jednu kouli a ukize se, Ze je bila.
Jak4 je pravdépodobnost, Ze tazend koule pochézi z prvntho osud{?

Reseni Oznatme
B; - koule byla taZzena z 7 - tého osudi,
A- vytdhli jsme bilou kouli.
Pouzijeme Bayesovou vétu (ve jmenovateli je pouzit vysledek pitkladu
1.24). Dostaneme
3.1
P(Bl/A) — P(A/BI)P(Bl) — 8493 — 3

s p/ypB) 7Y
7=1 ‘

Pristro] hledd vady materidlu. Vadu najde s pravdépodobnosti 0,95,
naopak s pravdépodobnosti 0,01 oznaéi bezvadny materidl jako vadny.
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1.30

Je zndmo, e pravdépodobnost vyskytu vady je 0,005. Pi{stroj ukazuje
vadu. S jakou pravdépodobnosti je zkouSeny materidl skuteéné vadny?

Reseni{ Oznaéme

By - material m4 vadu,

By - materidl nema vadu,

A - piistroj ukazuje vadu.

Zajimé nés jev Bi|A. Podle Bayesovy véty dostaneme

P(By) = 0,005, P(A|By) = 0,95,
P(BQ) = Oa 9957 P(AlBZ) = 0,01, )
P(B1]4) 0,950,005 0,32,

~0,95-0,005+0,01-0,095

To neni nikterak velkd pravdépodobnost, nebof vyfadime-li vSechny
vyrobky, které zkouskou neprojdou, pak pifibliZné dvé tfetiny vyta-
zenych vyrobkl budou vyrobky bezvadné! Pfedpokldddme-li v8ak, Ze
piistroj ukazuje chybné vadu u bezvadného materidlu zcela nahodile,
pak muZeme vyrobky oznadené jako vadné pfezkouSet jesté jednou,
pficemz pravdépodobnosti a posteriori se nyni stanou pravdépodob-
nostmi a priori. Dostaneme tedy

P(By) =0,32, P(A|B1) = 0,95,
P(By) = 0,68, P(A|B,) = 0,01,
.0,32
P(B1]|A) = 0,95-0,32) = 0,978.

©0,95-0,3240,01-0,68

neboli vyrobky dvakrdt za sebou oznacené jako vadné uz skuteéné s
vysokou pravdépodobnosti vadné jsou.

H

Pienos diskrétnich zprav kanalem,ve kterém pusobi rusivé vlivy. Vy-
sfldme prvky z1,...,zs (tzv. abeceda), pfijimdme prvky y1,...,Ys.
P#i bezchybném pienosu je pii vyslani z; pfijat y;. Na vysilani vSak
vétsinou pusobi rusivé vlivy, které pifjem zkresluji. Nasledujict tii pii-
klady jsou na toto téma.

Vysilejme prvky 0 a 1. Oznaéme

By - vysilan{ 0,

By - vysilan{ 1,

Ay - pijeti 0,
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Ag - pfijet{ 1.

Je-li vysldn 0, pfijme se sprdvné v 97% piipadi,
je-li vysldn 1, pfijme se spravné v 80% pifpadu.
Zpriva obsahuje 45% jednicek.

(a) Jaké je pravdépodobmnost, Ze vyslany prvek bude §patné piijat?
(b) Prijali jsme jedni¢ku. S jakou pravdépodobnosti byla skutecné
vyslana?
Reseni
(a) Oznaéme C jev ,prvek byl sprévné piijat“. PouZijeme vétu o tpl-
né pravdépodobnosti a dostaneme
P(B;) =0,45 P(C|By) = 0,03
P(B;) =0,55 P(C|B2) = 0,20
P(C) =0,03-0,45 40,2 0,55) = 0, 1235

(b) Zajima nés pravdépodobnost jevu P(Bs|Asz). Pouzijeme Bayeso-
vu vétu.
P(By) - P(A2|B2)
P(By|Ag) = =
(Baldo) = BBy P(ALBs) + P(Ba) - P(A2)Ba)
B 0,55-0,8
~0,45-0,03+0,55-0,8

=0,97.

1.31 Pro sniZen{ rizika chyb v p¥{jmu, zvl4sté pfi vyssi pravdépodobnosti
chybného pifjmu, lze misto jednotlivych znaku vysilat skupiny vice
znaki. Vysilejme kédové skupiny 11111 a 00000. Oznacme
By - vyslan{ 00000
By - vyslanf 11111
Pravdépodobnost spravného pfijet!{ prvku 01 1 je 2/3, chyby v pfijeti
jednotlivych prvkil jsou nezdvislé, vysiland zprava obsahuje 25% sku-
pin 00000 a 756% skupin 11111. Kterd skupina byla pravdépodobnéji
vysldna, jestlize byla pfijata skupina 010017

Reseni Oznagme A jev ,piijata byla skupina 01001¢. Uréeme potieb-
né podminéné pravdépodobnosti pro pouZzit{ Bayesovy véty.
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1.32

P(A|By): (vysldna 0 a piijata 0) N(vysldna 0 a pifjata 1) N..., ¢ili

21 2
PABl)==-=-=-=+.= = 329
Obdobné 12 1 1
—__-.Z.-.-.Z - 1
P(A|B3) 333 0,0165

Chceme porovnat P(Bj|A) a P(By|A). Vzhledem k tomu, Ze jmeno-
vatel je stejny, stadi porovnat ¢itatele.

citatelP(By|A) : P(A|By) - P(B;) = L -0,0329 = 0, 0082,
CitatelP(Bz|A) : P(A|By) - P(B3) = % -0,0165 = 0,0123.
Pravdépodobnéjs{ je tedy vyslan{ skupiny 11111. Tento zdanlivé pfe-
kvapujici vysledek vychézi z toho, e pravdépodobnost §patného ptijeti
je mimofddné vysoké a Ze skupin 00000 je ve zpravé podstatné méné
nez skupin 11111. Na druhé strané je viak tieba si uvédomit, Ze pod-
le vypoétenych pravdépodobnost{ je pravdépodobnost pfijeti skupiny
01001 pouze

P(A) = P(A|By) - P(B1) + P(A|By) - P(By) = 0,02

a podobné je to s pravdépodobnosti pfijet! napt. skupiny 11010. Nej-
Cast&ji pFijimanymi skupinami budou skupiny obsahujici étyfi nebo
pét stejnych prvki a u téch je pravdépodobnost $patného dekédovani
(jak si miZe ¢tendf ovérit) velmi mal4.

Necht abeceda je tifprvkové, ve vysilané zpravé necht je

40% prvku z1,

50% prvki zg,

10% prvki zs.

Pfijimdny jsou prvky yi,y2,y3. V ndsledujici tabulce jsou uvedeny
pravdépodobnosti, s jakymi bude p¥i vyslani prvku z; pfijat prvek
Y5

Y | Y2 | U3
z1105402]|0,3
z2 |1 0,106 (0,3
zz | O 0 1

Byl piijat prvek y;. Ktery prvek byl nejpravdépodobnéji vysldn?
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Reseni Oznaéme A; - pfijetf y;, B; - vyslani z;.

Potom P(B;) = 0,4, P(Bs) = 0,5, P(B3) = 0,1. V tabulce jsou uve-
deny pravdépodobnosti P(A4;|B;). Pro zjednoduseni dalsich vypoctl
nejprve spoéteme pravdépodobnosti jevi A;.

P(A1)=0,4-0,5+0,5-0,1+0,1-0=0,25,

P(A3)=0,4-0,2+0,5-0,6+0,1-0=0,38,

P(A3)=10,4-0,3+0,5-0,3+0,1-1=0,37.
(a) Byl prijat prvek yi, tj. nastal jev A;. Potom
P(A|B1)P(B1) _0,5:0,4 _

P(By/A;) = =
(Bi/A1) P(A7) 025 0%
P(A1|By)P(Bz) 0,1-0,5
(BalA) P(A) 025 0
P(A1|B3)P(Ps)
P(B = =
i 3|A1) PlA) 0,
tj. nejpravdépodobnéji byl vyslan prvek z;.
(b) V tomto pfipadé nastal jev Ap. Nyni
P(Ag|By)-P(By) 0,2-0,4 .
P(B1|As) = = =0,21
(B]42) P(Ay) 0,36 b
P(A3|B,)-P(B2) 0,6-0,5 .
(Ba|42) P(As) 0,38 O
P(B3|A2) =0
a tedy nejpravdépodobnéjsi bylo vyslan{ prvku xs.
(¢) Zde nastal jev As. Dostdvame
P(As|B1)P(B1) 0,3-0,4 .
(B1]4s) P(As) 037 3
_ P(A3|By)-P(By) 0,3-0,5 .
P(By|A3) = P(A3) =037 0,41,
P(As|Bs) - P(Bg) _ 0,1-1 .
(Bs|As) PAy) 5 =02
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a tedy prijaty ys je nejlepsi vyhodnotit jako vyslany zo, piestoze
se tim dostaneme do situace, kdy po vyhodnoceni se ve zpravé
prvek z3 nebude vibec vyskytovat. PFitom jesté navic se vyslany
prvek xs pfijme vzdy jako ys, a tudiz v tomto piipadé zname-
nd vysldn{ z3 automaticky chybu ve vyhodnocen{! Piesto pokud
pouzijeme vyse doporuéeného postupu, dopustime se mensgtho po-
¢tu chyb. Tato na prvnf pohled neuvéfitelna skutecnost je opét
zpusobena tim, Ze pravdépodobnosti poruch jsou u prvka zi, zo
velmi vysoké a Ze se ve zpravé vyskytuje prvek x3 jen sporadic-
ky. V praxi by v podobném piipadé bylo namisté zvazit vysflan{
prvku z3 opakované jako kédové skupiny z pfedchoziho piikladu.
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Kontrolni otazky a cviceni

1.1
1.2

1.3

1.4

1.5

1.6

1.7

1.8

1.9

1.10
1.11

Jaky je rozdil mezi relativn{ éetnost{ a pravdépodobnosti?
Jaké m4 nedostatky klasickd a statistickd definice pravdépodobnosti?
Zjednoduste vyraz

(ANBNC)U(BNCYU(ANBNCQC).
Necht A, B,C tvoif uply systém nesluéitelnych jevl. Sestavte uplny
systém nesluéitelnych jevii, ktery bude obsahovat mj. jevy A\ B, B\C.

Necht A je jev ,,dané ¢islo je délitelné dvéma',
B je jev ,,dané &islo je délitelné ti¥emi”,

C je jev ,dané &fslo je délitelné étyfmi“.
Zformulujte pFesné nésledujic{ jevy:

ANB,ANC,ANC,ANBNC,AUB.

Plyne z nesluéitelnosti jeva jejich pdrové nesluéitelnost? Demonstrujte
na piikladeé.

Jak vypadaji elementdrni jevy, jestlize ndhodnym pokusem je

(a) hod dvéma mincemi,

(b) opakovany hod kostkou, dokud nepadne poprvé Sestka,
(c) doba ¢ekdnf na tramvaj,

(d) tah Matesa,

(e) zkouska bezvadnosti vyrobku?
Lze na vysledky Sazky pouzit klasickou definici pravdépodobnosti?

Necht Q = (0,1). Najdéte piiklad o - algebry, kterd obsahuje mj.
mnoziny A = (0, %%B - (%, % _

Uvedte priklad jevu, ktery m4é pravdépodobnost 1, ale nenf jisty.

Uvedte priklad posloupnosti, pro kterou plati z; — x¢ pro néjaké wxo,
ale neplati z; " xg ani z; \, 2o.
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1.12

1.13

1.14

1.15

1.16
1.17

1.18

1.19

1.20

1.21
1.22

1.23

Do taneéniho krouzku chodi 15 divek a 20 chlapcii. Kolik riznych para
lze v tomto krouzku vytvofit?

Fotbalové liga m4 16 tiéastniku. Kolika zpiisoby lze vybrat
(a) vitéze ligy, vitéze pohdru a ucastnfka pohdru UEFA, jestlize to
musi byt riznd muzstva,
(b) tfi sestupujici?
Deseticlenné predsednictvo mé ze svého stfedu vybrat pfedsedu, mis-

topredsedu a tii tajemniky. Kolika zptusoby to mtze udélat?

Nihodny pokus pfedstavuje hod dvéma kostkami. Uréete pravdépo-
dobnost néasledujicich jevi:

(a) na prvnf{ kostce padne sudé &fslo,

(b) na obou kostkidch padne stejné é&fslo,

(c) soucet cifer bude alespoii 10.
Hodime tfemi kostkami. Je pravdépodobnéjsi soutet 10 nebo 117

Ty¢ dlouhou 1m zlomime ve zcela ndhodném misté. S jakou pravdé-
podobnosti bude kratsi konec del3{ nez 40cm?

Dva ptéatelé se dohodnou, Ze se sejdou na jistém misté mezi 12. a 13.
hodinou s tim, Ze ten, kdo pfijde prvni, poc¢kd na druhého 20 minut.
S jakou pravdépodobnost{ se doopravdy sejdou?

Je nutny pfedpoklad P(A) # 0 ve vété 1.107

S jakou pravdépodobnosti vyhrajeme 2. pofadi ve Sportce?

Mohou byt nezivislé jevy, pro které plati A C B? Kdy?

Dokazte, Ze jestlize jsou nezévislé jevy A, B, pak jsou nezévislé i jevy
A B.

Necht v urné jsou éisla 6, 10, 15, 30. Uvazujte nédsledujici jevy:

A - tazené &islo je délitelné dvéma,

B - taZené &islo je délitelné t¥emi,

C - taZené &islo je délitelné péti.

Ukazte, Ze tyto jevy jsou zévislé, atkoliv libovolnd dvojice téchto jevi
jsou jevy nezdvislé.
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1.24

1.25

1.26

1.27

1.28

1.29

Najdéte piiklad &étyf jevi, které dohromady jsou zavislé a pfitom li-
bovolné trojice téchto jevi jsou jevy nezdvislé.

Z balitku 32 karet ndhodné vytdhneme jednu kartu. Jev A necht je
definovan tak, Ze karta bude zaludovd, jev B znamend, Ze vytaZzend
karta bude eso. Rozhodnéte, zda jevy A, B jsou nezavislé. Zménf se
situace, jestlize do bal{éku bude pfimichdn jeden Zolik?

7 balitku 32 karet vytdhneme postupné dvé karty. Kartu vytaZenou
na prvnf pokus do bali¢ku nevracime. Necht A je jev ,na prvnf po-
kus vytdhneme eso“, jev B ,na druhy pokus vytahneme eso“. Urcete
pravdépodobnost obou jevil a rozhodnéte, zda jsou tyto jevy nezdvislé.

Necht jevy A1, Ag, ... Ay jsou nezdvislé, necht P(A;) = p;.
Urcete pravdépodobnost toho, Ze

(a) nastane alesponi jedna z udélosti A1, Ag,... Ap,

(b) nastanou vdechny udélosti Ay, Ag,...An.

Linka se sklidd4 ze 3 ¢dst{, pravdépodobnosti poruch téchto ¢asti jsou
p1, P2, p3. Poruchy jsou na sobé navzdjem nezévislé. Linka funguje jen
tehdy, funguji-li viechny jeji ¢dsti. Mame k dispozici dvé tyto linky. S
jakou pravdépodobnosti bude alespoii jedna v pofddku?

Spoététe pravdépodobnost toho, Ze z bodu A bude do bodu B pro-
tékat elektricky proud, je-li elektricky obvod véetné pravdépodobnos-
t{ prichodu proudu jednotlivymi soudstkami vyznaden na obrdzku.
Reste jednak obecné a jednak numericky pro py = 0,7,p2 = 0,8,p3 =
0,9,p4 =0,6.

pi P2 P

Pu
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1.30

1.31

1.32

1.33

1.34

1.35

1.36

1.37

1.38

1.39

Jak by vypadal vysledek v p¥ipadé, Ze hodnoty by naopak znacily
pravdépodobnosti poruch jednotlivych souc¢astek?

Hézime minci tak dlouho, dokud nédm dvakrit za sebou nepadne stejnd
strana. S jakou pravdépodobnost{ ukonéime experiment béhem prv-
nich &tyf pokusi?

Jak dlouho musime sédzet sportku, aby pravdépodobnost, Ze alespoil
jednou vyhrajeme (v libovolném poradf) byla nejméné 95%7

Jakd je pravdépodobnost, 7e jestlize z balitku vytdhneme 4 karty, bu-
dou mit v8echny riiznou barvu? Reste jak pro pfipad, kdy vytaZenou
kartu vratime do balicku, tak pro pfipad, Ze ji nevracime.

Hodime Zesti kostkami. S jakou pravdépodobnosti budou alespoil na
dvou kostkdch stejnd ¢isla?

Porovnejte spolehlivost poroty 3 seriéznich porotct s porotou &tyf se-
ridznich a jednoho lehkomyslného porotce.

7, domina obsahujiciho 28 kostek vytdhneme dvé. S jakou pravdépo-
dobnosti pijdou piilozit k sobé&?

Na achovnici ndhodné postavime

(a) bilou a ¢ernou ddmu,

(b) bilou véz a Cerného stielce.
S jakou pravdépodobnosti bude alespon jedna figurka ohroZovat
druhou?

Hodime Sesti kostkami. JestliZe na né&kterych z nich padne Sestka, pak
tyto kostky odlozime stranou. Se zbylymi kostkami hodime znovu. S
jakou pravdépodobnosti hodime timto zptlisobem alespoii dvé Sestky?

Hrajeme poker. Po obdrzeni prvnich 5 karet miZeme podle vlastnf
Uvahy nekteré z nich vyménit. S jakou pravdépodobnosti budeme mft
po vyméné v ruce alespoii t¥i karty stejné hodnoty? Najdéte nejlepsi
strategii vymeény.

Podélny stl ma na kazdé strané n mist. Rozesadime k nému 2n lidi. S
jakou pravdépodobnost{ nebudou dva agenti StB sedét ani vedle sebe,
ani proti sobé&?
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1.40 V nésledujicim obrazku je zakreslena pravdépodobnost, Ze jednotlivd
ulice bude prijezdnd a prikdzany smér jizdy. S jakou pravdépodobnost{
bude tato cast mésta prijezdnéa z bodu A do bodu B?

— - Oa

|08 |
A
Gs| - SR | QS'::
— Mo

1.41 Kédovans zpréva obsaliuj'e munulan jednotek.' Pravdépodobnost spriv-
ného pfijet{ nuly je p,, spravného pfijeti jednotky pi. S jakou pravdé-
podobnosti bude vyslany prvek sprévné prijat? '

1.42 Zahon je oset dvéma druhy semen. Semeno prvntho druhu vzkliéf s
pravdépodobnost! 90%, semeno druhého druhu s pravdépodobnosti
80%. Semen prvnfho druhu bylo vyseto 60%, druhého 40%. S jakou
pravdépodobnosti bude vyklitené semeno prvntho druhu?

52



Kapitola 2

Nahodna proménna

Prehled definic a vét

2.1 Zakladni pojmy a vlastnosti

Definice Necht (2, A, P) je pravdépodobnostni prostor. Redlnd funkce
X : Q — R se nazgvd ndhodnd proménnd, jestlie pro kaZdé z € R je

X H(~00,3)) ={we| X(w)<z} e A
Pozndmka Defini¢nim oborem ndhodné promeénné je vidy celé €.

Nahodné proménné budeme znaéit vétdinou velkymi pismeny latinské abe-
cedy, méné malymi pismeny fecké abecedy.

Definice Rekneme, e je ddn zékon rozdélenf ndhodné proménné X, jestli-
Ze pro kazdy interval J € R (koneéng nebo nekonecény, otevieny nebo uzavie-
ny) je zndma pravdépodobnost jevu spotivajici v tom, Ze pri ndhodném po-
kusu proménnd X nabude hodnoty x € J. Napt. pro J = {(c,d) budeme
prislusny jev
A={weQ|c<Xw)<d}eA
znacit .
{c< X <d}

a jeho pravdépodobnost
Ple< X <d)

(obdobné napr. P(X < ¢), P(X = z) atd.).
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Definice Necht X je ndhodnd proménnd. Redind funkce F rediné proménné

definovand vztahem
F(z)=P(X <z)

se nazyvd distribuéni funkce ndhodné proménné.

Pozndmka Definiéni obor funkce F' je celé R nezdvisle na tom, jakych
hodnot proménnd X nabyva.

Definice Necht F je redlnd funkce, definovand v okoli bodu zo. Rekneme,
Ze F je zprava (zleva) polospojitd v bodé zg, jestlize plati

lim F(z)= F(zg), resp. lim F(z)= F(x0).
a:**ﬂ?o.ﬁ

Z—'KEO.{_

Rekneme, Ze F je zprava (zleva) polospojitd, je-li zprava (zleva) polo-
spojitd v kazdém bodé svého definicniho oboru.

Véta 2.1 Necht F(z) je distribuéni funkce ndhodné proménné X. Potom
platd

(a) 0 < F(z) <1, Vz € R,

(b) F(x) je neklesajict funkce,

(c) F(z) je zprava polospojitd,

(d) lim F(z)=0, lim F(z) =1,
z5—00

T—00
(e) F(z) md nejvyde spocetné mnoho bodi nespojitosti.

Poznamka

1. Nékdy se distribuén{ funkce definuje pfedpisem F(z) = P(X < z).
V tom pifpadé je zleva polospojita.

2. D4 se ukézat, Ze naopak kaZd4 redlnd funkce s vlastnostmi (a) — (e) je
distribuéni funkci néjaké ndhodné proménné.

Véta 2.2 Nechf a,b € R,a < b. Potom

Pla < X <b) = F(b) — F(a).
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Véta 2.3 Pro kazdé xp € R platd
P(X =x9) = F(z0) — lim F(z).
CL'—)ZDO—
Definice Rekneme, Ze X je spojitd ndhodnd proménnd, jestlize jeji dis-

tribuénd funkce je spojitd. Rekneme, Ze X je diskrétni ndhodnd proménn4,
jestlize nabyvd nejvyse spoletné mnoha hodnot.

Véta 2.4 Necht F(x) je distribuénd funkce diskrétni ndhodné proménné X
a M = {z1,%a,...} mnoZina (koneénd nebo nekoneind) vsech jejich bodd
nespojitosti. Pak

PX=u1z)>0 pro i=1,2,...

P(X=2)=0 pro x & M.

Poznamka Disitribuéni funkce diskrétni ndhodné proménné je ve vSech
praktickych piipadech po téstech konstantni.

Definice Necht diskréini ndhodnd proménnd X nabyvd hodnot x1,xa,. ..
Funkce P(z), definovand predpisem

P(z;) PX =), i=12,...,
Pz) = 0 Jinak,

se nazjvd pravdépodobnostni funkce diskrétni ndhodné proménné X.

Pozndmka Graficky se pravdépodobnostni funkce vétdinou zndzoriiuje tzv.
halkovym diagramem — viz Piiklady.

Véta 2.5 Bud’' X diskrétni ndhodnd proménnd, F(z) jeji distribuéni funkce
a P(z) jeji pravdépodobnosint funkce. Potom plati

(a) F(z)= Y Pz,

{#;z:<z}

(b) ZP(“) =1,
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(c) P@<X<b)= D Plz)

{ia<w;<b}

Véta 2.6 Je-li X spojitd ndhodnd proménnd, pak pro kazZdé xzo € R plati
P(X = xo) = 0.

V dal§fm piedpokldddme, Ze distribuéni funkce spliiuje pfedpoklad, Ze
F'(z) existuje vSude az na koneény pocet bodil.

Pozniamka Tento predpoklad nenf nezbytny, pro nase ucely viak je pl-
né vyhovujici. Jeho odstranéni by si vyzddalo specidlni prostfedky (napf.
Lebesguetv integral).

Véta 2.7 Bud F(z) distribucni funkce spojité ndhodné proménné X. Pak
existuje funkce f(x) takovd, Ze pro kaZdé x € R plati
T
F(z)= / f(t)dt.
-
Definice Funkce f(z), jejiz existenci zarucuje véta 2.7, se nazjvd hustota

pravdépodobnosti (nebo krdtce hustota) spojité ndhodné proménné X.

Véta 2.8 Bud’ X spojitd ndhodnd proménnd, f(z) jeji hustota. Potom plat{

(a) /f(:v)d:z:zl,
(b)) P@a<X<b)=Pa<X<b)=Pas<X<b=Pa<X<
b

b) / f(z) dz.

2.2 Charakteristiky

Uplné poznénf ndhodné proménné predpoklidda vymezen{ hodnot, jichz mize
néhodnd proménné nabyvat a znalost pravdépodobnostf, s nimiz ndhodnd
proménnd nabude urcité hodnoty nebo hodnoty z urcitého intervalu. ['Jplny
popis davéa distribuéni funkce a ve specidlnim piipadé diskrétni ¢i spojité
ndhodné proménné téz pravdépodobnostni funkce nebo hustota. V praxi
gasto postaéf informaci shrnout do nékolika &fsel — charakteristik.
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2.2.1 Charakteristiky polohy

Popisuji ,stfed”, kolem néhoz kolisaji hodnoty ndhodné proménné.

Definice Necht X je diskrétn{ ndhodnd proménnd s pravdépodobnostnd
Sfunkei P(z) a k > 0 celé éislo. Clislo

(X)) = Y a"P(x)

se nazjvd obecnym momentem k-tého fddu ndhodné proménné X (nebo téz
k-tiym obecngm momentem,).

Necht X je spojitd ndhodnd proménnd. Obecnym momentem k-tého fddu
budeme rozumét ¢islo

o0

i) = [ o*4(z)da.

—00

Definice Prun{ obecny moment ndhodné proménné X se nazyvd stiedni
hodnota ndhodné proménné X a znaéi se E(X).

Pozndmka Z definice momenta tedy plati
E(X)= Z zP(x)
T

pro diskrétni proménnou,

[e0)

E(X)= / zf(z)dx

—00

pro spojitou ndhodnou proménnou.

Véta 2.9 Nechtf X je ndhodnd proménnd a necht a,b jsou redlnd &isla .

Potom
E(aX +b)=aE(X)+b.

Disledek Je-li k konstanta, pak
(a) E(k) =k,
(b) E(kX) =k E(X).
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Stfedn{ hodnota nemusf pro kaZzdou ndhodnou proménnou existovat.
Charakteristikou polohy, kterd pro kazdou proménnou existuje, je

Definice 100p% kvantil ndhodné proménné X je éislo zp,, pro néz plati

F(zp)>p a lim F(z) <p.
T —
D

Definice Pro ndsledujici kvantily se pouZivaji specidlni terminy

Z0,5 medidn,

T0,25 dolni kvartil,
Zo,75 horni kvartil,
Zr/10 k-ty decil,
Z/100 k-ty percentil.

2.2.2 Charakteristiky variability

vyjadiuji ,,miru kol{sdni“ hodnot nidhodné proménné kolem stiedu.

Definice Bud’X ndhodnd proménnd, pro niz existuge stiedni hodnota E(X)
a necht k > 1 je prirozené ¢&islo. Centrélnim momentem k-tého fadu, resp.
k-tym centrdlnim momentem, rozumime ¢&islo

me(X) =Y (2~ B(X))"P(x)

xz

pro diskrétni ndhodnou proménnou a

o0

) = [ (o= BC0)* f(a)da

—o0
pro spojitou ndhodnou proménnou.
Véta 2.10 Pro kaZdou ndhodnou proménnou plati
p1(X) =0.
Prvnim zajimavym centrdlnim momentem je tedy druhy centrdln{ moment.

Definice Druhy centralni moment ndhodné proménné X se nazgvd rozptyl
ndhodné proménné X a znaéi se D(X) resp. 02(X), nekdy té Var(X). Od-
mocnina z rozptyly se pak nazjvd smérodatna odchylka ndhodné proménné
X a znadi se o(X).

58



Véta 2.11 Necht X je ndhodnd proménnd s koneénym rozptylem a necht
a,b jsou redlnd ¢isla. Potom plati

D(aX +b) = a’D(X).
Disledek Je-li k konstanta, pak
(a) D(k) =0,
(b) D(kX) = k?D(X).

Centralnf momenty se dajf ze znalosti obecnych momentti uréit podle nésle-
dujict véty.

Véta 2.12
0 = 317 (F)u 0B C0)
j=0

Disledek D(X) = E(X?) — E?(X) (tzv. vypoétovy tvar rozptylu).

Dal3f moznou charakteristikou variability je

Definice Podil 9(X) = g(é)) se nazyvd variacni koeficient ndhodné pro-
ménné X.

Poznamka Vyhodou variaéniho koeficientu je jeho bezrozmérnost, t.j. jeho
hodnota nezavis{ na zvolenych jednotkéch.

Pokud rozptyl ndhodné promeénné neexistuje, lze variabilitu charakteri-
zovat opét pomoci kvantili.

Definice Kvantilovym rozpétim rozumime éislo xp, —xp,, kde p1 > pa jsou
vhodné kvantily. Specidlné se pouZivd

(a) kvartilové rozpét{  zo75 — %025,
(b) decilové rozpéti z9 — 0,1,

(c) percentilové rozpéti x99 — 0,01
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2.2.3 Dalsi charakteristiky

Definice Necht X je ndhodnd proménnd. Ndhodnd proménnd X, defino-
vand vztahem

. X —EB(X)
- e(x) 7

se nazyvd normovand (resp. standardizovand) ndhodnd proménné.

Véta 2.13 Pro momenty normované ndhodné proménné platf
(@) p(X) = (X)),
(b) BE(X) =0,
(c) D(X) = 1.

Definice Momenty ndhodné proménné X se nazgvaji normované momenty
ndéhodné proménné X.

Definice T¥eti normovany moment ndhodné proménné X, t.j. éislo

se nazyvd koeficient Sikmosti ndhodné proménné X.
Poznamka
(a) a(X) = 0 pro symetrickd rozdéleni,
(b) a(X) > 0 pro rozdélen{ sesikmend doleva,
(¢) a(X) < 0 pro rozdéleni sesikmend doprava.

Definice Cislo b(X) = pa(X) — 3 se nazjvd koeficient Spicatosti (exces)
ndhodné promeénné X .

Poznamka
(a) Pro normdln{ rozdéleni je b(X) = 0.
(b) Je-li b(X) > 0, pak je rozdéleni ve srovndn{ s normélnim Spicat&jsi.

(c) Je-li b(X) < 0, pak je rozdéleni ve srovnéni s normélnim plossi.
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2.2.4 Momentova vytvorujici funkce, charakteristicka funkce

Definice Funkce rediné proménné t, definovand vztahem
px(t) = B(e™),

se nazjvd charakteristickd funkce ndhodné proménné X.
Funkce redlné proménné t, definovand vztahem

Mx(t) = E(e),
se nazjvd momentova vytvorujici funkce ndhodné proménné X.

Poznamka Pro diskrétni, resp. spojitou ndhodnou proménnou tedy plati
Z et P( $),
T

px(t) =4 %

[ =@

> € P(x),
Mx(t) = -

/ e f(z) de.

—0o0

Véta 2.14 Nech? ndhodnd proménnd X md k-t obecny moment uj(X).
dk Mx (t)

Pak ezistuje derivace —x

a plati
t=0 P

d* Mx (t)
we(X) = — 74—

t=0
Véta 2.15 Pro charakteristickou funkci plat{

dk

—zpx(t)

t=0

Véta 2.16 Je-li px(t) charakteristickd funkce ndhodné proménné X, pak
jeji hustota je ddna vzorcem

o0
1 —itx
= — e ¢ (t) dt.
f@ =5 [ <ot
—00
Véta 2.17 Dvé ndhodné proménné maji stejny zdkon rozdélend prdvé kdyz
maji stejnou charakteristickou i momentovu vytvorugict funkci.
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2.3 Néktera dulezita rozdéleni

2.3.1 Rozdéleni diskrétni ndhodné proménné

V celém odstavei budeme predpokladat, Ze ndhodnd proménnd je diskrétni.

1. Vibér bez opakovdni — hypergeometrické rozdéleni HG (N, M, n).

Rekneme, Ze ndhodni proménnd X mé hypergeometrické rozdéleni
s parametry N, M,n, kde 1 <n< N al <M <N, jestlize

(M) (N—M)
~EARTT L pro z celé, pro které 0 <z <n,z <M,

P(X) = (1,\{) n—xz<N-M,
0 jinak.
Charakteristiky:
M
E =n=—
() =n,
M M\ N-—-n

Typické pouziti: Celkovy rozsah souboru je N prvki, z nichz M mé
ndmi sledovanou vlastnost. Provedeme vybér n prvki, pficemz
vybrany prvek zpét do souboru nevracime. Ptdme se, kolik vy-
branych prvka bude mit sledovanou vlastnost.

. Vijbér s opakovdnim — binomické rozdélend Bi (n,p).

Rekneme, #e ndhodnd proménnd mé binomické rozdéleni s parametry
n ap, kde n > 0 je celé &islo a 0 < p < 1, jestlize

n Z _ n— _
P(X) = (w>p (1-p) proz=0,1,...,n,

0 jinak .
Charakteristiky:
E(X) = np,
D(X) = np(1 —p),
a(X) = 1-2p

Vrp(l—p)’
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_1-6p(l—p)

b(X) = np(1 —p)

px(t) = (1 —p+pe)".
Typické pouziti: Pravdépodobnost, Ze pokus bude tspéiny, je p. Ptd-
me se, kolik bude tspé&snych pokust pii n nezdvislych opakova-

nich.

. Alternativng rozdéleni A(p)
je specidlnfm pifpadem binomického rozdélen{ pro n = 1(tj.z = 0,1).
Rekneme, #e proménnd mé alternativni rozdéleni s parametrem p,

jestlize

P(1)=p.

. Poissonovo rozdéleni Po(\).
Rekneme, Ze ndhodné proménnd mé Poissonovo rozdéleni s paramet-
rem A, kde A > 0 je redlné &islo, jestlize

e proc=0,1,2
P(X):{Ee prox=0,1,2,...,
0 jinak.
Charakteristiky:
E(X)=A,
D(X) = A,
1
a(X) = —,
W=7
1
b(X) = —
(0 =7,
it
(PX(t) — e)x(e -1)'

Typické pouziti: Uvazujme zcela ndhodné se vyskytujicf udalosti, pfi-
¢em? pramérny pocet vyskytl je A za Casovou jednotku. Ptdme
se, kolikrat se udélost v ¢asové jednotce skuteéné vyskytne.
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Pozndmka: Pro velké hodnoty parametri byva vypocet konkrétnich
hodnot p¥i pouziti hypergeometrického ¢ binomického rozdéleni
velmi komplikovany, neziidka prakticky nemozny. Proto se v praxi
provadi aproximace.

(a) Hypergeometrické rozdélen{ s parametry N, M,n lze dobfe
aproximovat binomickym s parametry p = %, n, pokud
& <0,L

(b) Binomické rozdélenf s parametry n,p lze dobfe aproximovat
Poissonovym rozdélenim s parametrem A = np, pokud n >

30ap<0,l.

(c) Hypergeometrické rozdéleni lze dobfe aproximovat Poissono-
vym, pokud n > 30, A}\i, < 0,1, ¥ < 0,1, piicemz volime
A= n%

5. Geometrické rozdéleni G(p).

Rekneme, 7e ndhodnd proménnd mé geometrické rozdéleni s paramet-
rem p, 0 < p < 1, jestlize

px) = {

p(l—p)® proz=0,1,2,...,

0 jinak.
Charakteristiky:
1-p
EX)=——,
(X) »
1-p
D(X) = ,
(X) po
WP
R (R E

Typické pouziti: Pravdépodobnost dspésnosti pokusu je p. Ptédme se
kolik nedspésnych pokust bude pfedchdzet prvnimu tspéSnému
pokusu.

. Negativni binomické rozdéleni NB (n,p).

Rekneme, Ze ndhodnéd proménnd ma negativnd binomické rozdélendiroz-

délen{ s parametry n,p, kde n > 0 je celé &islo a 0 < p < 1, jestlize

x+n—-1\ , - ] B
P(X) = <n_1 >P (1-p)* proz=0,1,2,...,

0 jinak.
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Charakteristiky:

B =222,
n(l —
pox) =022,
9033(t) = (_1 — (1p— peit )

Typické pouziti: Nechf pravdépodobnost Gspénosti pokusu je p. Pté-
me se, kolik netisp&snych pokusi bude pfedchédzet n-tému spés-
nému pokusu. Geometrické rozdéleni je tedy pouze specidlnim
piikladem negativniho binomického rozdéleni.

2.3.2 Rozdéleni spojité ndhodné proménné
V tomto odstavci budeme uvazovat spojitou ndhodnou proménnou, nebude-

li vyslovné fedeno jinak.

1. Rovnomérné rozdéleni R (a, ).

Rekneme, 7e ndhodné proménnd mé rovnomérné rozdéleni's parametry
a, B,—00 < a < 3 < oo, jestlize jeji hustota m4é tvar

————1 oa<x<pf
T 3
f@)={f-a ©
0 jinak.

Distribuéni funkce rovnomérného rozdéleni mé tvar

0 pro z < «,
F(z) = %—E—a proa <z <pf,
1 pro z > .
Charakteristiky:
Bx) =222
(8- a)?
D —
(X) 13
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2. Ezponencidlni rozdéleni E (A, ).

Rekneme, 7e ndhodné proménnd mé ezponencidini rozdéleni s para-
metry A a A, —oo < A < 00, A > 0, jestlize jeji hustota je tvaru

@) = Ae =4 pro x> A,
0 jinak.

Distribuén{ funkce mé tvar

= Az—A) .
F(x)z{l e proz > A,

0 jinak.
Charakteristiky:
EX)=A+ %,
D(X) = 33,
ox(t) = 3 i iteAit'

Typické pouziti: Zivotnost zai{zen{, kterd nepodléhaji opotieben.

3. Weibullovo rozdéleni W (c, 9).

Rekneme, e ndhodns proménnd mé Weibullovo rozdéleni's parametry

Jac, 6 >0,c> 0, jestlize jeji hustota je tvaru

C:]?C_l

fla) = 5 e_(%)c pro = > 0,

0 jinak.

Distribuén{ funkce ma tvar

l—e_(%')c rox >0
F(z) = p ’
0 jinak.

Charakteristiky:
E(X)=46T(1/m+1),

D(X) = <r<1 + %) = <F<1 + %)>2> 52,
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Typické pouziti: Pro ¢ > 1 Zivotnost zaifzenf, u kterého se s Casem
pravdépodobnost poruchy zvétsuje, pro ¢ < 1 Zivotnost zaifzenf,
u kterého se pravdépodobnost poruchy s asem snizuje.

. Rozdélens gama T'(m, 6).

Rekneme, Ze ndhodnd proménnd mé rozdélenf gama s parametry m >
0 a & > 0, jestlize jej{ hustota je tvaru

1 -£2, m-1 "
@) = I‘(m)5me sx pro = > 0,
0 pro z < 0.
Charakteristiky:
E(X) =méd,
D(X) = mé?,

ex(t) = (T——lzé—t)"f

Typické pousiti: zivotnost zaifzeni s m-nésobnym zalohovanim, maji-li
zivotnosti jednotlivych slozek exponencidlni rozdélenf (viz téz pitklad
3.26 — exponencidln{ rozdélen{ s parametrem A = 0 je specidlni pifpad
rozdéleni [' pro n = 1). Pro piirozené m se rozdélenf I'(m,d) nékdy
nazyvé Erlangovo rozdélent.

. Normdlni (Gaussovo) rozdéleni N (u,0?).

mé zédsadn! vyznam. Rekneme, Ze ndhodnd proménnd ma normdini
rozdélend s parametry p, 02, —0o < p < 00, o2 > 0, jestlize jejf hustota

je tvaru
2

1 _ (m—ﬁé)
f@)=—=e %

Distribuén{ funkci nelze vyjadfit pomoci koneéného poctu elementdr-
nfch funkef.

Charakteristiky:
E(X) =p,
D(X) = d?,
a(X) = b(X) =0,

px(t) = W37
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Definice Normdind rozdélens s parametry 0,1 se nazjvd normované
normdln{ rozdélenf. Jeho distribucni funkci budeme znacit ®. Hodnoty
této distribucni funkce jsou tabelovdny.

Pozndmka M&4-li ndhodné proménnd X rozdéleni N(u, o2), pak pii-
slugnd normovans ndhodnd proménnd ms normované normalni rozdé-
leni.

Véta 2.18 Necht F(x) je distribuénd funkce normdlniho rozdéleni o pa-
rametrech p,a?, necht ® je distribuéni funkce normovaného normdl-

niho rozdéleni. Potom
T
Flz)=0 .
@ -2 (=)

Typické pouziti: Normalnim rozdélenim se v praxi pfiblizng f{di né-
hodné proménné, jejichz hodnota je souétem velkého mmnoZstvi
nezévislych vlivii (viz té2 pozndmka 5 za vétou 4.2), z nichz zad-
ny nemd dominujic{ vyznam.

. Logaritmicko — normdlng rozdéleni LN (u, a?).

Rekneme, 7e ndhodnd proménnd mé logaritmicko — normdini rozdélent
s parametry o2, —00 < p < 00,02 > 0, jestlize jeji hustota je tvaru

1 1
— —oxp| ——=(lnz — p)? ro x > 0,
f(x) =19 zov2rm p( 202( 2 > P
0 pro z < 0.

Charakteristiky:

02
E(X)=e'"T,
D(X) = 220" _ 2uto®,

Véta 2.19 Md-li ndhodnd proménnd X logaritmicko — normdind roz-
déleni s parametry p,o%, pak ndhodnd proménnd Y = In X md nor-
mdlng rozdéleni s tymizZ parametry.

. Specidin rozdélend.

Nésledujici rozdélenf maji vyznam predevsim v matematické statistice.
Uvedeme vidy hustotu, stfedn{ hodnotu a rozptyl.
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(a) Rozdéleni x? o n stupnich volnosti, x*(n).

]_ n_l _Z
—'E—TQ?E e 2 pro x > 0,
f(z) =4 22T(3)
0 pro x < 0.
E(X)=p,
D(X) = 2p.

(b) Rozdélenit (Studentovo) o n stupnich volnosti, t(n).

G A

f()“l“%)m<” )
E(X)=0, n>1,
DX)=—2—, n>2

(c) RozdéleniF (Fisher — Snedecorovo) o n1 ang stupnich volnosti,
F (’)’Ll, n2)

T n]+n2) 1121_ m_ _n1-|2-n2
1) - { momrey () " =1 (1 e) T poe>o

0 pro z < 0.

E(X) = n:i 5 m2>2
2n3(ny +ng — 2)
D(X)=—2 4.
( ) nl(ng—2)2(n2—4)’ m2 >
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Piiklady

2.1 Nahodné proménnd ndm udava

(a) kolik jsme hodili Sestek pii hodu 6 kostkami,

(b) dobu &ekénf na tramvaj s intervalem 5 minut,

(c) vék ndhodné vybraného ¢lovéka,

(d) poget hovorl na telefonn{ tstfedné za jednotku Casu,

(e) poget hodi kostkou, které piedchazely hodu, pfi kterém se nam
poprvé podafilo hodit Sestku,

(f) celkovou vyhru v ruleté pfi jednoduché jedné sézce ve vysi 1.

Jakého druhu jsou jednotlivé ndhodné proménné a jakych hodnot mo-
hou nabyvat?

ReSeni

(a) diskrétn{ proménnd, nabyva hodnot 0, 1, 2, 3, 4, 5, 6,

(b) spojitd proménnd, v Japonsku nabyvaj icf hodnot z intervalu (0; 5),
v CSFR hodnot z intervalu (0, 4+00),

(c) diskrétn{ proménnd nabyvajici hodnot od 0 do cca 120,
(d) diskrétn{ proménnd nabyvajici véech celych nezédpornych hodnot,
(e) jako priklad (d),

(f) diskrétni proménnd nabyvajici hodnot 1 nebo —1 (podle toho,
zda vyhrajeme nebo prohrajeme).

2.2 Hizime tfemi mincemi. Ndhodn4 proménnd ndm udéva, na kolika min-

cich padl lic. Najdéte jejf pravdépodobnostn{ a distribuéni funkci.

Reseni Elementédrn{ jevy, kteréd mohou nastat, jsou jevy LLL, LLR,
LRL, LRR, RLL, RLR, RRL, RRR. Kazdy z nich mifiZze nastat s prav-
dépodobnosti 1/8. Hodnoty 0 ndhodnd proménnd nabyvd v pifpade,
7e nastane jev RRR. Proto P(X = 0) = %. Hodnoty 1 v pfipadg, ze
nastane jeden z jevii RRL, RLR, LRR. Proto P(X = 1) = 2. Podobné
dostaneme P(X = 2) = ,P(X = 3) = %. Pro pravdépodobnostni
funkci tedy mame

3

Q! p(3) = é

p(0) =5, p() =3, p(2) = 3
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Hilkovy graf pravdépodobnostn{ funkce mé tvar

A

s ;
Ysk A ‘ T
0 4 2 3

7 definice pak dostaneme pro distribuén{ funkei

F(z)=0 pro
f-1
F(z)= % pro
F(z) = g pro
F(z)=1 pro

a graf distribuéni funkce

z € (—o0,0),
z € (0,1),

z €(1,2),

z € (2,3),
z € (3,00)

1 ] e
-?/8.: L e 13
4 - —_— o

U §——o

o 1 2 3

2.3 Néhodnd proménnd ndm udéva, jaké &islo padlo pfi hodu kostkou.

Najdéte jeji stfedni hodnotu, rozptyl a Sikmost.
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Reseni Stadf zndt pravdépodobnostn{ funkci. V nasem pifpadé plati

p(1) = p(2) = p(3) = p(4) = p(5) = p(6) = 7.

Proto

1 1 1 1 1 1 21
E ==-14=-24-" -4+ =54+ =-6=—.
(%) 6 + 6 + 6 3+ 6 + 6 + 6 6
Rozptyl miizeme spoéitat dvéma zpusoby. Budto z definice 2. centrél-

nfho momentu

6
ua(X) = Y (@i — BX)) pla:) =
g=1
1 1 1
=5~ 3,5)2 + 523 5)2 + 56— 3,5)% +

1 1 1 35
Z(4—3,52+=(5—-3,524+=(6-3,57°==
nebo z vypodétového tvaru
1 1 1 1 1 1 95
EX3)=2-14+>-44=-94+>-16+=>-25+=-36="—
(X%) R R R 6’
7\? 49
2
X)=(=] ==
EA(X) <2> 1
95 49 35
XY F(X)=—— — =—.
E(X% - F4(X) T

Pro vypocet Sikmosti pouzijeme tietiho centrdlniho momentu
1
6

1 5 1 1 1
'(_2’5)3+'é'(“1’5)3+6'('0’5)3+ 0’53+€'1’53+6'2’53 =0

| =

p3(X) =

a tudiz
a(X) =0,

co? je oéekévany vysledek, nebof tato ndhodnd proménnd je evidentné
symetrick.

2.4 Hrajme nésledujici hru: Hra¢ vsadf sdzku na jedno z &isel 1,2, 3,4,5,6.

Bankéf potom hodf tfemi kostkami. Neobjevi-li se vsazené ¢islo, vklad
propadé4. Objevi-li se, pak hri¢ za kazdé objeveni dostane hodnotu
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své sdzky a pritom dostane vsazené penize zpét. Jaky je stfedni zisk
bankéfe pii jednotkové sdzce?

Reseni{ Nghodns proménnd X necht predstavuje zisk herny, ptdme
se na jejf stfedni hodnotu. Tuto hodnotu proménnou miZeme urcovat
dvéma zpusoby.

1. zptisob Rozlidme t¥i piipady:
(a) na kostkdch padnou vesmés riznd ¢isla,
(b) na dvou kostkéch padne stejné &fslo, na tiet{ jiné,

(c) na v8ech kostkdch padne stejné &fslo.

Véech moznost{ je 63 = 216. V pifpadé (a) je pHznivych 6-5-4 =

120 moznosti, v pifpadé (c) 6 moznost{, na ptipad (b) zbyva 90

moznost{. Zisk herny je:

(a) T¥i ¢isla vyhrdvajf, t¥i prohrdvaji, vyhry a prohry jsou tudiz
v rovnovaze, zisk je 0.

(b) Na jedno ¢fslo herna vyplati dvojndsobek sdzky, na jedno
jednoduchou sizku, celkem tedy vyplati sdzky na tfi cisla.
Prohrévaji ¢tyti &fsla, tudiz jedno &islo ze Sesti tvoff zisk her-
ny, ktery je roven %.

(c) Jedno &fslo bere trojndsobek vkladu, zbylych pét prohréva.
Vyhry na tfi &fsla jsou vyhry, prohry zbylych dvou ¢isel jsou
na zisk herny. Zisk je v tomto pfipadé roven %

Dostdvame tedy

e s pravdépodobnosti % zisk 0,

e s pravdépodobnosti %

e s pravdépodobnosti 2% zisk %.

Colo

(1 1
zisk g,

el

Stiedn{ zisk je tedy roven

120-04+90-1+6-2 17
6 6= — = 8%.
216 216

2. zpisob Vsadme na libovolné &fslo, tfeba 1. Mohou nastat ¢tyfi piif-
pady:
(a) Jednicka nepadne ani jednou. To nastane v 5-5-5 = 125
pifpadech, zisk herny je v tomto pifpadé 1.
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2.5

2.6

(b) Jednicka padne pravé jednou na libovolné ze tif kostek. Moz-
nostf je 3-1-5-5 = 75. V tomto pifpadé herna zaznamens,
ztritu 1, neboli zisk —1.

(c) Jednitka padne pravé dvakrat, na jedné libovolné kostce pad-
ne tedy jiné &fslo. MoZnost{ je 3 - 5 = 15 a zisk je roven —2.

(d) Jednicka padne tfikrat. Zde je jen jedna moZnost a zisk herny

je —3.
Takto konstruovand proménné tedy nabyvd hodnot
e 1 s pravdépodobnosti %%—g,
e —1 s pravdépodobnost{ %,
e —2 s pravdépodobnosti 2_115'6’
1

e —3 s pravdépodobnost{ 57z.

Stitedni hodnota takové proménné je rovna

1 15 75 125 17
X)= -8 ———2 o — ] ] =
E(X) 3 216 216 216 216 216
Néhodn4 proménnd mé pravdépodobnostn{ funkei definovanou pied-
pisem
1
—— prox=12,3,...,
pe) =1 al@+D) ©
0 jinak.

Najdéte jejl stfedni hodnotu a rozptyl.

Reseni Stfednf hodnota by méla byt rovna

o o0 1

B0 =3 e~ ST

x=1 =1

Tato fada je véak divergentni. Proto tato ndhodnd proménnd nems
stfedni hodnotu a tudfz nem4 smysl hovofit ani o rozptylu.

Sankt—Petérbursky paradox

Hréé hraje s bankou ndsledujici hru: Nejprve hra¢ vsadi pfedem do-
hodnuty obnos, jakysi poplatek za hru, ktery automaticky propada
bance. Bankéi potom hdzi{ mine{ tak dlouho, dokud poprvé nepadne
lic. Pokud se tak stane hned napoprvé, dostane hrac zpét 18, pokud
napodruhé, pak 28, pokud se lic poprvé objevi az pii tietim pokusu,
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2.7

pak dostane hra¢ zpétky 48, pii ¢tvrtém 8% atd., t.j. pokud lic padne
poprvé pfi n-tém pokusu, pak hra¢ dostane 271§, Pii jakém vkladu
je hra vyhodné pro banku?

Reseni Nikdy!!! Hr4¢ mbZe za kazdou hru platit tieba tisic dolari a
plesto je tato hra pro né&j vyhodné. K ovéfeni této neuvéiitelné sku-
te¢nosti je nutné spoéitat stfedn{ vyhru. Lic padne napoprvé s prav-
dépodobnost{ % S touto pravdépodobnost{ tedy hra¢ vyhraje 18. Na
druhy pokus padne lic s pravdépodobnosti ;11-, v t&chto piipadech hrac
vyhréva 2$. Obecng hrié s pravdépodobnosti 2% vyhraje 271 dolart.

Stredni hodnota je rovna

1 1 1
B W R TN | ol R Ty H
+o sty ot

1 —
i o +oo = o0.

BN =

1
Z.1
5 +

Skutecné je tedy hra vizdy pro banku nevyhodni. Problém je vsak
v tom, e v redlnych situacich je zfejmé, ze banka prodélat nemuze.
Tento rozpor se d4 vysvétlit tim, Ze 1 pfi malém ndaristu poplatku
je nutné sehrat mnohondsobné vyssi pocet her, abychom dosdhli zi-
sku. Dalsf problém je ten, Ze teoreticky vypocet pocita i s nesmyslné
vysokymi vyhrami, bez nichz ovem tento vysledek nelze dosdhnout.
Omezime-li jakkoli vysi vyhry, pak stfedni hodnota samoziejmé exis-
tuje a je pomérné nizks. Omezfme-li vyhru napf. milionem dolarti, pak
je stfedn{ vyhra rovna necelych 20 dolart.

Spojitd ndhodnd proménnd mé hustotu

ax proa € (0,1),

@)~ {

0 jinak.
Uréete

(a) velikost konstanty a,

(b) distribuéni funkei F(z),
(c) stiedn{ hodnotu E(X),
(d) rozptyl D(X),

(e) koeficient sikmosti a(X),
(f) koeficient §picatosti b(X),

(g) momentovou vytvorujici funkei M(t),
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(h) charakteristickou funkei ¢z (t).

Reseni

(a) Pro hustotu musi platit

Proto

(b) Rozlisme tfi pifpady

e Pro z € (—00,0) je ziejmé F(z) = 0.
e Pro z € (0,1) dostdvame

F(z) = /wf(t)dt:/mf(t)dtz F;L:”;—z
—o0 0

e Pro z € (1,00) je pak

F(z) = /wf(t)dtz/lf(t)dtz/lﬁdle.
—00 0 0

0 1
EX)= /J:f(a:)dm:/aﬁa:da::%.
—00 0

(d) 1.zpisodb

[ee] 1

D)= [ (o B0 f@) s = [ (o- §)2zm _

—00 0

1

2 1
= —9—/(9x3 —122% 4 4z) dz = 5
0
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2.2piisob

fo's} 1
1
py(X) = E(X?) = [ & f(e)dz= [ 2*2zdz =

a odtud
2
D(X)=E(X% - FE*X)= -12- — (%) = 1—18-

(e) 1.zpusob — tietf centrdlni moment je roven

1

D(X) = 7(w—E(X))3f(a:)da:=/<x~—§>32mdfn=
0

1
1
— 2 4 43 2 _ de = ———
/( Tx* — bdx” + 36z° — 8z) dx R
0

z toho normovany moment

—-L
(%) = 5 = = —2va

)

1

2
ph(X) = B(X3) = /563233 dx = 5
0

2.zpusob — t¥eti obecny moment

Ze znalosti obecnych momentt tedy tfet{ centralni moment

s(X) = py(X) — Bup(X)E(X) + 2B%(X) =

2
=Z_-3

12, (2 L
5 2 3 3/ 135

a normovany moment

(%) = ~3v2

7




(f)

w0 = [ (+-2) 2o
0

1
:—/(sm — 8275 +6%2% — 3. 2522 4 22M) do = —

135’

z toho dostdvame normovany moment

= = = 2,4
T T )

a koeficient §pic¢atosti

(2)

0 1
My(t) = E(e'™) = / et f(z) dx = /et””Qa: dz =
—00 0
271
:[Qmet 2/tmdw—2t6—e +1
t |, @ 2
0

Ovéfme si napf. na prvnim obecném momenté platnost véty 2.12.

t2et — otet 4 2et — 2

ML) =2 3 :

M.(0) nen{ definovéno.

Uréeme limitu v 0

R 2.t 01t t_ . 42t ot _opot t
hmt_>0 2t e 2t(§3+26 2 _ 2hmt,40 2te*+te 32{;‘2 2te’4-2e* __

: t2et 2
= tht_,o 2 T 3¢

Po dodefinovani touto limitou dostavame

B(X) = M4(0) = 2
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2.8

2.9

(h) @ (t) = E(e®), do M(t) dosadime t := it

ite — et 41 _ 26“ — 1 — itett
(it)? N 2 ’

P (t) =2

Dostanu rozddno 10 karet z dobie promichaného balicku 32 karet. S ja-
kou pravdépodobnosti dostanu vSechna 4 esa? Jak se zméni pravdé-
podobnost, jestlize karty budu vytahovat po jedné a vytaZenou kartu
vidy vratim zpét do balicku?

Reseni Nejprve odpovime na prvnf otdzku. Jestlize dostaneme karty
do ruky najednou, pak se jednd o vybér bez vraceni, neboli o hyper-
geometrické rozdéleni. Parametry jsou

N=32 M=4 n=10,

a hledand pravdépodobnost

(4) (28) 28.27.26:25.24.23

_ _ Salle) _ 12.34:5.6 _

P(X - 4) - (32) "7 '32.31.30-29-28.27-26:25.24-23
7.8:9:10 10 L 1.2:3.4-5-6-7-8-9-10

59303153 — 0,00084 = 177

Poznamka (pouze pro karbaniky) Piiklad je vlastné prikladem
rozdéni v licitovaném maridsi. V této hie se vSak karty nemichajf a
proto se nelze ¥dit klasickou pravdépodobnosti a uvedené vysledky
pro licitovany mari4s neplati. Ostatné ze zkuSenosti je jasné, zZe vse-
chna esa chodf Castéji. Jesté vyrazngjs{ rozdil by nastal, kdybychom
se ptali, s jakou pravdépodobnost! dostanu vSech osm Cervenych. Pri
praktické hie totiz pfijdou nékolikrdt za vecer, kdezto pravdépodob-
nost vypoétend podle naseho vzorce by byla velmi mala.

Telefonn{ tstiedna mé v praméru 90 hovor za hodinu. S jakou prav-
dépodobnost{ bude mit béhem 2 minut

(a) prévé 4 hovory,
(b) nejvyse 4 hovory,

(c) alespon 4 hovory.

ResSeni
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(a) Z praxe je zndmo, ze ndhodnd proménnd, kterd ndm bude udéavat
poéet hovortl, se bude Fidit Poissonovym rozdélenim. Parametr
je rovnéz stiedni hodnotou tohoto rozdéleni. Jestlize za hodinu
mé Ustfedna v priméru 90 hovord, pak za 2 minuty jich bude
3 .2=3,tj. A=3. Proto

34
P(X =4) = —— = 0,168.

(b) Néhodn4 proménné s Poissonovym rozdélenim miize nabyvat po-
uze celych nezdpornych hodnot. Proto

P(X <4) ZP(X—Z)—

30 3l 32 33 34
=gmtoentan Tt e T
= 0,05 + 0,15 4 0,224 + 0,224 + 0,168 = 0,816.

(c) Pfechodem k doplitku dostaneme

P(X>4)=1-P(X <4) =
—1-P(X=0)—P(X =1)—P(X =2)— P(X =3)
=1—0,05— 0,15 — 0,224 — 0,224 = 0,352.

2.10 V zdsilce 15000 vyrobki je 300 zmetkd. Pfi namatkové kontrole by-
lo vybrdno 100 vyrobkl. Jakd je pravdépodobnost, Ze vadné budou
nejvyse dva?

Resen{ Striktné vzato se jednd o hypergeometrické rozdélen{ s para-
metry N = 15000, M = 300, n = 100, z cehoz

P(X<2)=P(X=0)+P(X=1)+PX=2)=
(8 (a0, (1) (5a0") , () Cone)

15000 15000 15000

300 ) ( 300 ) ( 300 )

Vypoéet by byl velmi obtizny, pokusime se tedy aproximovat hyper-
geometrické rozdéleni rozdélenim blnomlckym Podminka & < 0,1 je
splnéna s velkou rezervou, polozime p = & = 0,02. Dostdvime
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2.11

P(X <2)=
= (199)0,02° - 0,98'% + (11)0,02 - 0,98% + (*3°)0,02% - 0,98 = 0,677.

Vypocet je tedy jiz mozny (zde se projevuje velkd vyhoda toho, zZe
binomické rozdslen{ jiz nepracuje s velkym rozsahem souboru), stile
véak nen{ nikterak pifjemny. Pro kontrolu provedeme jeSté vypocet
pomoc{ Poissonova rozdélenf. Podminky aproximace jsou opét bohaté
splnény a vypodet je velmi snadny. PoloZime

300

M
—_—n—I(= = —_— = . 2:,
A= n7 (= np) = 100205 (= 100-0,02) = 2

Dostaneme

20 2l 22
}%X§2%=;m+gﬂr+§§20ﬁﬁ,

neboli vlastné totéz co pii vypoétu pomoci binomického rozdélent.

Pozndmka Pii tak velkych souborech a tak velkych rezervich pro
podminky aproximace nen{ nutno dlouho pfemyslet a rovnou muze-
me pouZit rozdéleni, které je pro vypocet nejjednodussi, tj. rozdélent
Poissonovo. P#i malych souborech je vSak nutno dbéat zvysené opatr-
nosti, zvlsté kdy# chceme aproximovat hypergeometrické rozdéleni
pifmo Poissonovym. Pokud parametr N nedosahuje fadové tisicu, pak
je rozumné uvazovat maximalné o aproximaci rozdélenim binomickym.

Dva hraéi hizi sti{davé kostkou. Vyhrava ten, kterému se poprvé po-
daif hodit Sestku. S jakou pravdépodobnost{ to bude hraé, ktery hézi
prvnoi?

Regeni Héazejme opakovang kostkou. Nahodnd proménnd ndm bude
udévat, kolik nedspésnych pokust predchdzelo prvnimu pokusu, pri
kterém padla Sestka. Prvn{ hra¢ pak vyhrava v pfipadé, ze pocet pred-
chézejicich nevispésnych pokust bude sudy. Uvedend proménnd méa
geometrické rozdéleni

1%X=4)=p0~pf=é-<EY-
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2.12

2.13

Oznaéme A jev ,vyhraje prvnf hrd¢“, neboli jev ,ndhodné proménnd
nabyvéa sudé hodnoty“. Jeho pravdépodobnost je rovna

o0 2k [o's} k 1

Z1 5 1Z 25 i 6
PA = —_ — _ — JR— — 6_. — .
(4) 6 (6) 6 (36) 125 11

k=0 k=0 36

Hézime kostkou tak dlouho, dokud ndm nepadnou alesponi 3 Sestky.
S jakou pravdépodobnost{ budeme muset hodit desetkrdt?

Reseni Nihodnd proménnd, kterd ndm udévé, kolik bude tfetimu
tispéénému pokusu predchdzet nedspésnych pokusi, ma negativni bi-
nomické rozdélen{ o parametrech n = 3,p = %. V nasem pifpadé mé
byt netispésnych pokusi 7, proto

P(X=T)= (7 ’;f; 1> (%)3 (%)7 = 0,0465.

Spoététe stiedni hodnotu a rozptyl Poissonova rozdélen.
Resen{
1. zpuisob Stfedni hodnota je rovna
TAT
BX)=) 5=

Al
e

Protoze prvni &len sumy je roven nule, miZeme jej vynechat a po
tpravdch dostaneme

0 ZAT _ 00 AT _ 1\~ AT _
ZI:O erzt T Z-’L‘zl erz! T er Zm-—l (z—1)! —

A Aol DI S S
& Dot oIy = X im0 T = € = A
Pro vypoéet rozptylu pouzijeme vypoctového tvaru

®© 2\ 0 T 0 x
2y N~ TN X B (=X + A"
E(X)_z:e’\ac!_mzf,7>‘(av—1)!_2:1 eMz—1)!

=0 =

Ne(z—1) AP
SRS -

32




o0 Am
Z Ay —
R €4 2)!

22 i XB—2
er i (@ 2)!

+FA=24 ),

z ¢ehoz
D(X)=EX?) - EXX)=M+X1-X =\

2. zpusob P my vypoéet stfedni hodnoty a rozptylu byl, jak se ukdza-
lo, dosti obt{zny. Proto se pokusime tyto hodnoty spoéitat pomoci
momentové vytvotrujici funkce, kterd je pro Poissonovo rozdélen{
rovna

etz 2z

1= (N 1
My (t) = Dl X Z (@27 = gxeet)‘ = e = M)

z=0
a jeji derivace
ML) = AeteMe =1,
M(t) = AP D 4 xef (M et) = D (! + N2e),

ze kterych pro obecné momenty dostavime
ph(X) = My(0) = A, pa(X) =22+ X,
a tudiz

E(X) = pm(X) =X
D(X) = ph(X) - B> (X) =X +XA— A=

2.14 Dokaite, #e binomické rozdéleni o parametrech n, p konverguje pro
n — 00, p — 0 k Poissonovu rozdélenf s parametrem A = np.

ResSeni Pro hodnoty binomického rozdélen{ plati

Bi(n,p)(z) = (”)pmu e

- Z( )=
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2.15

””nm n—x)! i
'Z(n—x n(—x—Z)!z’!(—p) -
il Z n——:v—z)'( f')) '

Nynf pro n — oo plat{ také n — 2 — oo a navic

n!
n!

litmp, 00 <& zm+zi) = limn—oo —az—i)inett
: n(n—1 n—z—i+1
= lim, 00 (n=1). n(ﬂz ) — =1,

T+
)

o ’ ! . ’
a proto pro n — ©co muZeme vyraz (—n—_—’ij), nahradit vyrazem n
tak7e dostaneme

P_mnz_f n! : Z i p) (np) Z (—np)z
z! &~ (n—x —1)! z' T
i=0 1=0
Oznagime-li np = A, dostdvame
) DY o __/\)z LI
Bin,p)(z) = 20> V= Ted = po(h)(a).

1=0

Necht zivotnost vyrobku se F{d{ exponencidlnim rozdélenim s paramet-
ry

A =0, = z. Jakou zaru¢ni dobu stanovi vyrobce, jestlize pocet re-
klamovanych vylobku nems. piekrocit 10%7

Regeni Distribuénf funkce exponencidlnfho rozdélenf s danymi para-

metry mé tvar
Fz)=1-¢75.

M4me najit takovou hodnotu z, pro kterou plat{ (jedné se o 10% kvan-
til)
P(X <z)=0,1,

neboli

F(:v)——l—

mls orla
li

Il

0,1
0,9
T = —5111 0,9 = 0,527,
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2.16

2.17

neboli asi 6 mésici, jestlize prumérnd zivotnost vyrobku je %, tj. b
let.

Jaky je pomér mezi sttednf hodnotou a medidnem pro exponencidlnf
rozdéleni s A = 07

Reseni Z distribuéni funkce F(z) = 1 — e~*® spoéteme medidn

1
1— e—)\mo,5 = 5,
1
—Azo5 . =
e 5
In :,12- In2
T T et TS e
0,5 Y \ 3
pro vysledny pomér tedy dostaneme
E(X) % 1
BEX) _ 2= — = 1,44,
To,5 -—1}\— In2

neboli medidn je pro exponencidlni rozdéleni roven pouze asi 70%
stFedn{ hodnoty. Je nutné si uvédomit rozdil mezi medidnem a stfedn{
hodnotou. Uvazujeme-li Zivotnost vyrobkt, pak stfednf hodnota uda-
vé4 primérnou #votnost viech vyrobki, kdezto medidn dobu Zivotnosti
poloviny vyrobki. Tyto hodnoty se, jak je vidét, mohou velmi lisit. Je
to zplisobeno tim, #e na stfedn{ hodnotu pisob{ extrémni hodnoty (ex-
trémné dlouhd Zivotnost nékolika vyrobki zvys{ pramérnou Zivotnost
véech, kdezto na medidn nemd vliv).

Telefonn{ tstiedna mé v priméru 90 hovort za hodinu. S jakou pravdé-
podobnost{ bude interval mezi dvéma po sobé jdoucimi hovory alespoil
2 minuty?

Reseni Tento piiklad pfipomind piiklad 2.9, kdy jsme se ptali na po-
¢et hovort za asovou jednotku, nyn{ se ptdme na ¢asovou jednotku
mezi dvéma hovory. Plati pfitom ndsledujici vztah mezi Poissonovym
a exponencidlnim rozdélenim: Jestlize se pocet udélost{ za casovou jed-
notku #{d{ Poissonovym rozdélenim s parametrem A, pak interval mezi
dvéma po sobé jdoucimi udélostimi se F{df exponencidlnim rozdélenfm
s tym#% parametrem.
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Za tasovou jednotku zvolime minutu. Potom A = 1,5 (stiedni pocet
hovorti za minutu). Dostavdme

Plz>2)=1-P(X <2)=1-F(@2)=1-(1—e %) =¢?=0,05.

Uvedeny pifklad bychom mohli fesit rovnéz pomoci Poissonova rozdé-
lenf, kdybychom otdzku polozili: S jakou pravdépodobnosti nebude mfit
stfedna behem dvou minut ani jeden hovor? Polozili bychom pfitom
A=3.

2.18 Néhodns proménnd X m4 normdélni rozdéleni s parametry
p = 5,02 = 16. Najdéte ndsledujici pravdépodobnosti:

(a) P(X =9),
(b) P(X <0),
(¢) P(X =3),
(d) PU<X<T).

Reseni
(a) P(X =5) =0 podle véty 2.6.
Ve véech dalgich pifpadech budeme postupovat podle vét 2.3 a 2.18,

pFicemz hodnoty distribuén{ funkce ® normovaného normdlniho roz-
déleni jsou uvedeny v tabulce 3.

(b) P(X < 0) = Fs15(0) = @ (?) — B(—1,25) = 1 — B(1,25) =

1 —0,89435 = 0,10565.

(c) P(X >38)=1-P(X <3) =1-F(3) = 1—@(-?’;—5> =
1— &(—0,5) = ®(0,5) = 0,69146.

(d) P(A< X <7)=F(7) - F(4) = ®(0,5) — ©(0,25) = ®(-0,5) +
$(0,25) — 1 = 0,69146 + 0,59871 — 1 = 0,29017.

2.19 Necht ndhodnd proménnd X mé normélni rozdéleni s parametry u, o2,
Najdéte nasledujici pravdépodobnosti:

(a) P(X € (H_07M+U))a
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(b) P(X € (u—20,,u—|—20)),
(c) P(X € (p— 30,1+ 30)).

Reseni Budeme postupovat obdobné jako v pfedchozim pifpadé.

(a) P(u—0 < X < p+0) = F(p+a)—F(u—0) = (u+z-u> -

o “—’13—_“) — (1) — B(—1) =20(1)—1=2-084134— 1 =
0,68268.

(b) Py —20 < X < i+ 20) = (2) — B(—2) = 0,9545.

(c) P(u—30 < X < p+30) = ®(3) — (—3) = 0,9973.

Vidime tedy, Ze jestliZe mé ndhodnd proménnd normélni rozdéleni,
pak vétsina hodnot se nachdzi ve stfednfm intervalu délky Go. Z to-
hoto pozorovéni vychdz{ tzv. pravidlo 6o, které ndm iika, Ze jestlize
méme k dispozici dostateéné mnozstvi hodnot, naméfenych z ndhodné

rvw s

hodnotou je roven piiblizné 6a. Toto pravidlo slouzi k hrubému odha-
du hodnoty o.

2.20 Pro ndhodnou proménnou s normélnim rozdélenim plati
P(X <5)=0,7, P(X >0)=08.
Uréete hodnoty parametrii p, 0.

Reseni V tabulce kvantilii najdeme ®(0,524) = 0,7, ®(—0,842) = 0,2.
Ze zadén{ vime, ze F, ,2(5) = 0,7,F, ,»2(0) =1-08 =02 a nyni
podle véty 2.18 dostaneme soustavu rovnic

STH _omoa, - _oga,
loa a
s feSenim
5— =052
u=0,842¢0
5 — 1,3660
o =366

1= 0,842 - 3,66 = 3,082.

87



Kontrolni otdzky a cviceni

2.1 Odtvodnéte prvni &tyfi tvrzeni véty 2.1.

2.2 Nakreslete distribuén{ funkci ndhodné proménné, kterd nenf ani diskrét-
ni ani spojita.

2.3 Najdéte pifklady diskrétn{ i spojité ndhodné proménné, kterd m4 stied-

ni hodnotu, ale nemé rozptyl.

2.4 Ovéite bezrozmérnost variaéniho koeficientu na nésledujicich nahod-
nych proménnych (zadény jsou pravdépodobnostni funkce)

PXi1=1)= % P(Xy =10) = %
PX1=2)=15 P(Xy =20) = &
P(X1=3) = ]12—0 P(X,=30)= ]12—0
P(X1=4)=15 P(Xy =40) =

2.5 Najdéte pravdépodobnostni a distribuénf funkei, stfedni hodnotu, roz-
ptyl a gikmost, jestlize ndhodnym pokusem je hod napf.

(a) ¢tyfmi korunami
(b) dvéma korunami a dvéma dvoukorunami
(c) ¢tyfmi korunami a pétikorunou

(d) korunou, dvoukorunou a pétikorunou
a ndhodnd proménns udéva hodnotu minci, na kterych padl lic.
2.6 Ndhodn4 proménnd je ddna distribuéni funkei
0 pro z € (—o0;0),

F(z) =< sinz pro = €(0,%),
1 pro z € (§;00).

Najdéte jeji stfedni{ hodnotu, rozptyl, Sikmost, momentovou vytvoiu-
jici funkci, charakteristickou funkei a medidn.

2.7 Hodim najednou Sesti kostkami. S jakou pravdépodobnost{ hodim

(a) dvé Sestky,
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2.8

2.9
2.10

2.11

2.12

(b) aspoii dvé Sestky,
(c) nejvyse dvé Sestky?
Vypoététe stfedni hodnotu geometrického rozdéleni pro p = %
Spoététe primér a rozptyl rovnomérného a exponencidlniho rozdéleni.
Pro veliinu s normélnim rozdélenim plat{
P(X>3)=0,7, P(X<2)=0,3.
2

Uréete parametry p a o°.

Néhodn4 proménns s normélnim rozdélenim mé kvartily rovny 3 a 7.

Uréete parametry p a 0.

N4hodn4 proménns s exponencidlnim rozdélenim a parametrem A = 0
m4é medidn roven Xo5 = 2. Urcete parametr A.
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Kapitola 3

Nahodny vektor

Prehled definic a vét

3.1 Sdruzené rozdéleni

Definice Necht n > 2 . Usporddand n-tice ndhodnijch proménnyjch
X =(Xq,... ,Xn)T se nazjvd n-rozmérny ndhodny vektor.

Pozndmka Ve smyslu definic z odstavce 2.1 tedy piedpokldddme, Ze je
dén pravdépodobnostni prostor (2,4, P) a X1, ..., Xy jsou zobrazeni {2 do
R, spliiujici podminku

X, ((~o0,z)) € A
prokaidé z € R akazdéicl,...,n.

Definice Bud X = (Xi, ...,Xn)T ndhodny vektor. Redlnd funkce n redl-
ngjch proménnych F(x1,...,x,), definovand predpisem

F(wl, ey ) = P(X1 <z, X < a:n)
se nazjvd (sdruzend) distribuéni funkce ndhodného vektoru X.

Pozndmka Symbol P(X; < z1,...,Xn < z5,) zde znaéi pravdépodobnost
soutasného vyskytu jednotlivych jevi, tj. obsirnéji pravdépodobnost jevu

{Xl < :El} N {Xg < 1:2} n...N {Xn < J:n} .
Véta 3.1 Necht F(x1,...,zy) je distribucni funkce ndhodného vektoru X .
Pak plati :
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(a) 0 < Fay,...,2,) <1V (z1,...,2n) ERT,

(b) F(z1,...,%s) je neklesajici funkce kazdé své proménné z; (j =
1,...,n),

(c) pro kazdé j =1,...,n je

lim F(z1,..,2.) =0,

(d)
xllilpm F(z1,..20) =1,
I2—‘OO

(€) F(21,...,%a) je zprava polospojitd v kazdé své proménné.

V nésledujici vété se pro jednoduchost omezime na dvourozmérny na-
hodny vektor.

Véta 3.2 Bud’ F(21,...,2,) distribuéni funkce dvourozmérného ndhodnéeho
vektoru X , nechf I = (ay,b1) X (ag,b2) C R? je interval. Pak

P(XE I): F(b1,b2)—F((L1,b2)—- F(b1,a2)+F(a1,a2),

Definice Bud X ndhodny vektor. Rekneme, ze X je diskrétni nahodny
vektor , jestlize ezistuje nejuyde spocetnd mnozina 1M = {x1,%,...} CR"
takoud, Ze

P(X=x;)>0proi=1,2,...
a

P(X=x)=0proz g M.
Funkce P(x) = P(21,- -+ ,%n), definovand predpisem

P(x;)= P(X=x;) pro1=1,2,...,

P(x)=0prox ¢ M,
se nazjvd (sdruzend) pravdépodobnostni funkce ndhodného vektoru X; mno-
#ina M se nazijvd obor hodnot vektoru X.

Rekneme, e X je spojity ndhodny vektor, jestliZe ezistuje redlnd funk-
ce f(x) = f(@1,rTn), definovand na R", takovd, Ze pro kazdy bod x =

ITj.body X1, X2, ... tvoii kone¢uou nebo nekoneénou posloupnost.
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(z1,...,2zn) € R" plati

F(X)=F($1,"',$n)=/"'/f(£1,-'~,§n)d§n---d§1.

Funkce f(x) = f(z1,...,Zn) se nazjvd (sdruzend) hustota pravdépodobnosti
ndhodného vektoru X.

Véta 3.3 Bud’ M obor hodnot diskrétniho ndhodného vektoru X a P(x) (re-
sp. F(x)) jeho pravdépodobnostni (resp. distribucni) funkce. Pak plati :

(a)
F(x) = F(z1, ) = > Pt1,stn),

(b)

Véta 3.4 Bud’ F(x) (resp. f(x)) distribuénd funkce (resp. hustota) spojitého
ndhodného vektoru X. Pak plati :

(a) f(z1,.. 2n) = 3—(%1?1’6—1’%)- ve viech bodech, v nichZ derivace vpravo
existuje,

®) fgr [ f(x)dzr.do, =1

Definice Mnozina A C R" se nazjvd (Riemannovsky) méfitelnd, jestliZe
eristuje (Riemanniv) integrdl

p(A) = [, [1dz1..dzn.
Cislo p(A) se nazjvd mira mnoZiny A.

Véta 3.5 Necht X je spojityy ndhodny vektor s hustotou f(x) a A C R™ je
méritelnd mnozina. Pak plati:

PXedA)=[, [ fx)dzi. do,.
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zornit na jistou nesrovnalost. Pracujeme-li totiz se spojitym ndhodnym vek-
torem X, pak jsme podle véty 3.5 schopni poéitat pravdépodobnosti P(X €
A) pouze pro méfitelné mnoziny A € R”. Jinymi slovy, v naSem pravdépo-
dobnostnfm prostoru (2, .4, P) mus{ vechny prvky o-algebry A byt méii-
telné mnoziny. To véak obecné nenf moZno zarugit, nebot mnozina, kterd je
nekoneénym spoéetnym sjednocenim méfitelnych mnozin nemusf byt (Rie-
mannovsky) méfitelna.

(Piiklad: mno#ina vSech bodt z (0, 1) x (0, 1) s raciondlnimi soufadnicemi je
spotetnym sjednocenfm méfitelnych jednoprvkovych mnozin). Tato nesrov-
nalost je v rdmeci Riemannovy teorie integralu nefesitelnd a lze ji odstranit
zavedenim obecnéjs{ (Lebesgueovy) definice integralu.

Véta 3.6 Necht X je diskrétnd ndhodnif vektor a P(x) je jeho pravdépodob-
nostnd funkce. Pak pro kaZdou mnoZinu A C R" plati:

P(X € A) =) P(x).

xXEA

3.2 Margindlni a podminéné rozdéleni

V celém tomto odstavci se pro jednoduchost omezime na dvourozmérny
néhodny vektor.

Definice Necht X = (X,Y) je ndhodny vektor. Funkce

Fi(z) = y@&o F(z,y)

se nazjvd margindln{ (okrajova) distribuéni funkce ndhodné proménné X.

Obdobné funkce
FZ(y) = lim F(mvy)

se nazyvd margindln{ (okrajovd) distribuénf funkce ndhodné proménné Y.

Definice (a) Bud’ P(z,y) pravdépodobnostnt funkce diskrétniho ndhodného

vektoru X. Funkce
Pl(m) = ZP(IE,y),
Y
Py(y) =) P(z,y)
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se nazgvajl margindln{ pravdépodobnostni funkce ndhodné proménné X,

resp. Y.
(b) Bud’ f(x,y) hustota pravdépodobnosti spojitého ndhodného vektoru X.
Funkce

oG
fiz)=[ flz,y)dy,
—00
) oQ
fhy)= [ fzy)de
—00
se _nazy’vajz’ marginéln{ hustoty pravdépodobnosti ndhodné proménné X,
resp. Y.

Pozndmka 1. Mezi marginalnfmi distribuénimi funkcemi Fi(z), F2(y)
’ a marginalnimi pravdépodobnostnimi funkcemi Py (z), Po(y), resp. mar-
ginalnimi hustotami fi(2), fo(y) plati obvyklé vztahy

Fl(ﬂ") = ZP1(t)7 F2(y) = ZPQ(S)a

t<z s<y
resp.
R z Yy
R@) = [ A0 B)= | s
a tedy téz

Fi(z) = P(X <2), Fa(y)=P(Y <y).

9. U diskrétnfho ndhodného vektoru se sdruzend a obé marginalni prav-
dépodobnostn{ funkce obvykle zapisujl ve tvaru ndsledujict tabulky:

z .y Y1 Y2 Ys 2
z1 | Plz,y) Plei,y2) - P(e1,9s) Py (z1)
Ty P(z2,11) Plza,y2) -+ P(z2,9s) | Pi(z2)
T P(zr,11) Plag,ya) - P(zr,ys) | Pi(zr)
> Py(1) Py(y2) -+ Pa(ys) 1

Definice (a) Bud’ P(2,y) pravdépodobnostni funkce diskrétniho ndahodného
vektoru X; necht Py(zg) > 0. Funkce (proménné y)
P(mOa y)

P(ylo) = = 0o
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se nazjvd podminénd pravdépodobnostn{ funkce ndhodné proménné Y pfi
podmince, Ze ndhodné proménnd X nabyla hodnoty zg.

(b) Bud f(z,y) hustota pravdépodobnosti spojitého ndhodného vektoru X;
necht fi(xo) > 0. Funkce (proménné y)

_ f(iE(), y)
ey ey

se nazjvd podmiménd hustota pravdépodobnosti ndhodné proménné Y pfi
podmince,ze ndhodnd proménnd X nabyla hodnoty zg.

Poznamka 1. Pro kazdé zg, pro néz Pi(xzg) > 0 (resp. fi(zg) > 0),
[o0]

plati 3" P(y|zg) =1 (vesp. [ f(ylzo)dy = 1).
y —00

2. Zcela analogicky se definuje i podminénd pravdépodobnostni funkce
(resp. podminéng hustota) ndhodné proménné X za podminky ¥ = yo.

Véta 3.7 (a) Necht P(z,y) je pravdépodobnostni funkce diskrélniho ndhod-
ného vektoru X.

1. Jestlize Pi(z) > 0, pak
P(z,y) = P(ylz)Pi(z).
2. Jestlize Ps(y) > 0, pak
P(z,y) = P(z|y)P2(y).
8. (Bayestv vzorec).Jestlize Pi(z) > 0 i Pa(y) > 0, pak

Paly) P (y)

P(yl) = =5

(b) Necht f(z,y) je hustota pravdépodobnosti spojitého ndhodného
vektoru X.

1. Jestlize fi(x) > 0, pak
f(z,y) = fylz) fr(=).
2. Jestlize fa(y) > 0, pak
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flz,y) = fzly) f2(v)-

8. (Bayestiv vzorec).Jestlize f1(x) > 0 i fa(y) > 0, pak

_ f=ly)f2(y)

Definice Bud X diskrétni (resp. spojity) ndhodny vektor. Rekneme, e nd-
hodné proménné X,Y jsou nezévislé, jestlize pro kazdé y, pro néz Pa(y) >0
(resp. fa(y) > 0), plati
P(zly) = Pi(x)
(resp. f(zly) = fi(z)) .
Pozndmka Zde je nutno uéinit obdobnou pozndmku, jako u definice neza-
vislosti jevii v odstavci 1.6. Z Bayesova vzorce (véta 3.7) se snadno dokaze, ze

jestlize P(zly) = Pi() (vesp. f(zly) = fi(2)) a Pi(z) > O (resp. fi(z) > 0),
pak t6z P(y|z) = Pa(y) (vesp. f(y|z) = fa(y)), takze definice je v pofddku.

Véta 3.8 Bud X = (X,Y) diskrétni (resp. spojityj) ndhodny vektor. Ndsle-
dujict turzend jsou ekvivalentni:

1. Pro ka#dé z,y € R platd

P(z,y) = Pi(z) - P2(y)
(resp. f(z,y) = f1(z) - foly) ).

2. Pro kazdé z,y € R plati
F(z,y) = Fi(z) - Fa(y).

3. X,Y jsou nezdvislé.

3.3 Charakteristiky

Pro kazdy (diskrétn{ nebo spojity) ndhodny vektor X jsou definovdna pri-
slusné jednorozmérnd margindlni a podminéné rozdélenf a pifmou aplikaci
pojmi z odstavce 2.2 obdrzime margindini a podminéné charakteristiky vek-
toru X. Napifklad podminéné stiedni hodnoty jsou definovdny jako stiedni
hodnoty podminénych rozdélenf, tj.
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e pro diskrétni ndhodny vektor

E(Y|z) =) yP(ylz)

E(X|y) =) =P(zly);

e pro spojity ndhodny vektor

(s o]

B(Ylz) = / yf(yle) dy
B(Xly) = / o f (zly) d.

Podminéns stiedni hodnota E(Y|z) tedy pii pevné dané "podmince” z (tj.
jevu {X = z}) udévd pramérnou hodnotu, kolem niz za této podminky
kolfs4 proménnd Y'; je ziejmé, Ze tato hodnota zévisf na volbé podminky z.

Definice Funkce M(z) = E(Y|z) se nazjvd regresni funkce ndhodné pro-
ménné Y vzhledem k X.

Poznamka Obdobné definujeme M (y) = E(X|y).

Véta 3.9 Necht X=(X,Y) je ndhodny vektor. Pak plati:

1.
E(X £Y) = E(X)+ E(Y).

2. Jsou-li X,Y nezdvislé, pak
E(X Y)=E(X) -E(Y).
Véta 3.10 Necht X,Y jsou nezdvislé ndhodné proménné. Pak plati:
DX +tY)=D(X)+D().

Definice Cislo
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cov(X,Y) = E[(X — E(X))(Y - E(Y))]

se nazjvd kovariance ndhodngjch proménnych X,Y. Jestlize cov(X,Y) = 0,
Fikdme, Ze X,Y jsou nekorelované.

Véta 3.11 (a) Plati:
cov(X,Y) = E(X -Y) — E(X)- E(Y)

(tzv. vypoltovy tvar kovariance).
(b) Jsou-li X,Y nezdvislé, pak cov(X,Y) = 0.

Pozndmka 1. Jestlize cov(X,Y) # 0 (a tedy X,Y nejsou nezédvislé),
pak tvrzenf véty 3.10 a druhé tvrzen{ véty 3.9 neplat{; obecné plati

E(X-Y)=E(X) E(Y)+cov(X,Y)

DX +Y)=D(X)+ DY)+ 2cov(X,Y).

2. Tvrzeni b) véty 3.10 nelze obrétit, tj. z nekorelovanosti obecné nevyp-
1yv4 nezévislost (viz. pifklady 3.9 a 3.10).

3. Je-li X= (X3,..., X;,) n-rozmérny ndhodny vektor, pak miizeme defi-
novat
dij = cov(X;, X;)(3,7 = 1,...,n) a sestavit kovariancni matici

d117 dl?a PRRXS} dln
d21’ d227 5 rrey d2n

. . . . )
dnla dn27 y ey dnn

kterd je symetrickd a diagondlni prvky
dz‘i = COV(Xi,Xi) = E[(XZ - E(XZ))Q] = D(Xz)

jsou rozptyly ndhodnych proménnych Xi,---, X,
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Definice Nech? X a Y jsou ndhodné proménné s kladnymi rozptyly D(X),D(Y).
Cislo
cov(X,Y)
a(X)-o(Y)
se nazyvd korelatni koeficient proménnych X a Y.

o(X,Y) =

Véta 3.12 Budle X,Y ndhodné proménné. Plati:

1.
1< o(X,Y) < 1.

2. Je-liY = aX + b, pak

Q(X,Y)={

1 pro a¢>0,
-1 pro a<0.

Definice Necht X = (X,Y) je ndhodny vektor. Funkce dvou redingch pro-
ménnijch s,t definovand vztahem

ex(t,8) = B[eXHY)]
se nazyvd charakteristickd funkce ndhodného vektoru X.

Véta 3.13 Necht rq,ry jsou celd nezdpornd éisla. Fristuje-li E(X™ . Y"™),
pak

1 gritrz ’
7:7'1+7'2 - 8t1‘1 057_2 pr(t, S) It:O .

s=0

E(X™ . Y™) =

3.4 Néktera dilezitd vicerozmérna }rozdéleni
1. Multinomické rozdéleni

Definice Diskréini ndhodny vektor X = (X1,...,X) md multino-
mické rozdélenf s parametry n,p,...,pk, jestlize

e R SRRRRER
k.
P(a1, - ak) = proz; =0,1,...,m, (j=1,...,k), 2 2;=n
, 1=1
0 jinak,
kde n je prirozené éislo a
R
0<pj<l(=1,...,k),> pj=1
j=1
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Pozndmka 1. JestliZe pfi ndhodném pokusu nastane pravé jedenz k

vzajemné disjunktnich jevi Ay, ..., Ay , pfiCemz
k
i=1

pak multinomické rozdélenf udévd pravdépodobnost, Ze pii n nezdvis-
k

lych opakovanich pokusu nastane jev A; pravé z;-krdt (> x; =n) .
i=1

Speciélng pro k = 2 a Ay = A; dostédvame binomické rozdéleni.
2. Necht 1 < s < k a uvaZujme vektor X, = (Xq,...,X;). Polozime-li

k n s
A= | Aj, pak A nastane v ), z; = n— ) z; piipadech, bu-
Jj=s+1 J=s+1 j=1

S
de P(A) = 1— " p; a tedy vektor X bude mft pravdépodobnostn{
j=1

funkei :
P(z1,...,z5) =
7! 5 "_,Z Ty
= 5 pPpg? g (L= ) py)
5131!---:13‘3!(71— Z.’E])' Jj=1
=1

Specidlné pro s = 1 dostdvdme margindlni rozdélen{ X; ve tvaru

n!

Pla1) = pi (1 —p)™

z1!(n — z1)!
Obdobné i pro Xj;, j =2,...,k. Tedy margindlnim rozdélenim pro-

ménné X; je rozdéleni Bi(n, p;).

3. Charakteristiky:
E(X;)=npj, j=1,....k,
D(X;) =npj(L—p;), j=1,....k
Px(ti, . ty) = (pre™ + ... + pre™)™,

cov(Xs, X;) = —npipj, i #7.

100




2. Vicerozmérné normdlni rozdélent

Definice Spojity ndhodny vektor X = (X1,...,Xn) md n-rozmérné
norméln{ rozdéleni s parametry p a D (znadime Ny (p, D)), jestlize
jeho hustota pravdépodobniosts je tvary

1 _ (m—uzTD2‘1<m—u)

f(‘Tla"wxn): W‘le

kde = (p1,. .-, n)T je vektor redingch cisel, D = [dyj] je symetrickd
pozitivné definitni matice 7ddu n, | D | je determinant D a D! je
inwverzni matice k D.

prox € R”,

Charakteristickd funkce:
. T
(1, 1) = W) prot = (1,...,t,) € R™
%

Momenty (odvodime derivaci char. funkce):
E(X;) = uj, Jreom

E(X;-Xj) = paps +dig 4,5=1,...,n,
a odtud

COV(Xi,Xj) = E‘(XVz . Xj) - E(XZ)E(XJ) = dij, i,j = 1, e T

Tedy: vektor u je vektor stfednich hodnot a matice D je kovarianén{
matice. Margindlnim rozdélenim proménné X; je

N(,Lbj, djj), j = 1, S 18
Véta 3.14 Bud'X = (X,Y) ndhodny vektor s (dvourozmérngm,) nor-

mdlnim rozdélenim. Pak ndhodné proménné X,Y jsou nezdvislé prdvé
kdyZ jsou nekorelované.

Pozndmka V pifkladech 3.9 a 3.10 je ukdzéno, Ze bez piedpokladu
normality rozdélen{ véta 3.14 neplati.
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3.5 Funkce ndhodnych proménnych

V tomto odstavei se omezime na spojité ndhodné proménné.

Véta 3.15 Necht X je spojitd ndhodnd proménnd s hustotou pravdépodob-
nosti f(x) a nechty = h(z) je funkce, kterd je ryze monotdénni na mnoZiné
vdech mozngch hodnot promeénné X. Pak md ndhodnd proménnd

Y = h(X)
hustotu pravdépodobnosti

L~1
o) = fin ) [ 2

kde z = h™1(y) je inverznd funkce k funkeiy = h(zx).

Pozndmka Neni-li funkce h(z) ryze monotonn{, pak ndm pii nalezen{ roz-
déleni ndhodné proménné Y = h(X) pomuze nésledujici jednoduché, ale
v praxi velmi uziteéné tvrzeni.

Véta 3.16 Nech? X je spojitd ndhodnd proménnd o y = h(z) je funkce,
definovand na mnoziné vech mosngch hodnot proménné X. Pro kaZdéy € R
oznacme I1(y), Ir(y), . . . véechny intervaly na ose &, pro které plati h(z) < y.
Pro distribuént funkci G(y) proménné Y = h(X) pak plat{

Gt =Y PX e ] =Y [ f@)da.
J

Nisledujicf tvrzeni wmoziuje nalézt distribuéni funkei ndhodné promeén-
né, kters je funkef vice ndhodnych proménnych.

Véta 3.17 Bud'f(z1,---,%n) sdrufend hustota pravdépodobnosti n-rozmeérného
spojitého ndhodného vektoru

X = (X1,...,Xn)

y=hz1,...,%n)

funkce, definovand na mno#iné viech jeho mozngjch hodnot. Pro kaZdéy € R

oznacéme
My ={(z1,...,%5) € R h(z1,...,20) < y}.
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Pak pro distribuénd funkci G(y) ndhodné proménné
Y =h(X1,...,Xn)

plati
G(y)_—_P(ng)zf .--/f(xl,...,a:n)dml---dxn.
M’!I

Véta 3.18 Necht X, Y jsou nezdvislé spojité ndhodné proménné s hustotami
f1(z), f2(y). Pak pro distribuénd funkei G(z) a hustotu pravdépodobnosti g(z)
ndhodné proménné

Z=X+4+Y
plati
G(z) = / Fi(z — 9)faly) dy = / fi(@) oz — ) da

g(z) = / filz —y) foly) dy = / fi(z) fa(z — z) dez.

Poznamka Integral na poslednf fddce véty 3.18 byva nazyvan konvolutornd
soudin nebo kratce konvoluce funkel f1(z), fo(z) a znaéf se f1 * fo. Tvrzeni
véty 3.18 pak lze zapsat vztahy

G=Fi*fa=hHh=F

a
g=rfi*fa
Véta 3.19 Budte X1, ..., Xn nezdvislé ndhodné proménné s rozdélenim N(u, o2).
Pak ndhodnd proménnd
ke
Y=>"X;
i=1

md rozdéleni N(nu, no?).

Diisledek Nahodnd proménnd
X=130x
= i
tedy md rozdélen{ N(u, gnf)
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Piiklady
3.1 Dokazte vétu 3.2.
Reseni:
P(XEI):P((L] <X§b1,a2<Y§b2).
Podle tvrzenf (e) véty 3.4 mame

P(XEI):P(Xl Sbl,Xsz‘z)
— P{X1 < a1, X2 < b} U{X1 < b1, X2 S a2})

a podle tvrzen{ (f) téze véty déle

P(X € I) = P(X1 < by, Xg < by) — (P(X1 < a1, X2 < bg) +
+ P(X1 <b1, Xg < ap) = (P(X1 < a1, X2 < az)) =
= F(by,b2) — F(a1,b2) — F(by,as)+ F(ay,az).

*2

N/

a

X3

El bl

3.2 Dokazte tvrzeni pozndmky 1 za definicf margindlnfho rozdélent.
Reseni:

(a) Je-li vektor X diskrétni, pak

Fi(z) = yl_i}l})o F(x,y) = ylingo Z Z P(t,s) =

i<z s<y

=5 Pt,s) =) A1),

t<e s t<z
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(b) Je-li vektor X spojity, pak

Fi(@) = lim F(e,y) = lim_ / ( / F(t, ) dt) ds =
- 7(/mf(t,s)dt)ds= j(]of(t,s)dsm: ]fl(t)dt-

Pro Fy(y) je dikaz obdobny.

3.3 Na osmi kartickdch jsou vypsdna &isla 2,4,6,8,9,12,18,20; ndhodné vy-
tdhneme jednu karticku.
X ...nejvyssi moenina Gisla 2, kterou je tazené ¢éislo délitelné,
Y ...nejvyss{ mocnina é&fsla 3, kterou je tazené &islo délitelné.
Uréete sdruzenou a ob& margindlni pravdépodobnostn{ funkce nahod-
ného vektoru X = (X,Y).

Reseni: Mohou nastat nasledujici mo#nosti (se stejnou pravdépodob-
nost{ 1/8):

tazené ¢islo (z,y)
9=291.30 (1,0)
4=22.30 (2,0)
6=2!.31 (1,1)
8§ =23.30 (3,0)
9=20.32 (0,2)
12 =22.3! (2,1)
18 =21.32 (1,2)
20=122.30.5 (2,0)

Vidime, Ze ndhodnd proménnd X nabyva hodnot od 0 do 3 a Y nabyva
hodnot od 0 do 2. Odtud jiz snadno sestavime nésledujici tabulku.

z .y 0 1 2 >
0 0 0 0,125 | 0,125
1 0,125 0,125 0,125 | 0,375
2 0,250 0,125 0 0,375
3 0,125 0 0 0,125
> 05 0,25 0,25 1
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3.4 Provedeme dva hody jednou kostkou a oznaéime
X...pocet bodi, které padly pfi prvnim hodu,
Y ...soudéet padlych bodi pFi obou hodech.
U takto definovaného diskrétniho ndhodného vektoru X = (X,Y) ur-
Cete:
1. sdruzené a obé margindln{ rozdéleni,
2. podminéné pravdépodobnostni funkce,
3. regresn{ funkce M (z) a M(y),
4. korela¢ni koeficient o(X,Y),
5

. zda jsou X,Y zdvislé nebo nezavislé.
Resent:

1. Ndhodnd proménnd X nabyva hodnot od 1 do 6 a ndhodnd pro-
ménné Y od 2 do 12; snadnou tivahou nalezneme nésledujici ta-
bulku, uréujici rozdélenf vektoru X.

z .y | 2 3 4 5 6 7

1 | 1/36 1/36 1/36 1/36 1/36 1/36
2 0 1/36 1/36 1/36 1/36 1/36
3 0 0 1/36 1/36 1/36 1/36
4 0 0 0 1/36 1/36 1/36
5 0 0 0 0 1/36 1/36
6 0 0 0 0 0 1/36
ST | 1/36 2/36 3/36 4/36 5/36 6/36
8 9 10 11 12 | >
0 0 0 0 0 | 1/6
1/36 0 0 0 0o |1/6
1/36 1/36 0 0 0 |1/6
1/36 1/36 1/36 0 0 |1/6

1/36 1/36 1/36 1/36 0 | 1/6
1/36 1/36 1/36 1/36 1/36 | 1/6
5/36 4/36 3/36 2/36 1/36 | 1

2. Pfi dané podmince z jsou hodnoty podminéné pravdépodobnost-
ni funkce P(y|z) pro y = 2,...,12 ddny vzorcem

P(z,y)
Pl(.'I?) ’

Pylz) =
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Odtud obdri{me Sest jednorozmérnych podminénych pravdépo-
dobnostnich funkef pro jednotlivé podminky; miZeme je prehled-
né napsat ve tvaru nasledujici tabulky:

y 2 3 4 5 6 17 8 9 10 11 12 )
PG| 1/6 1/6 1/6 1/6 1/6 1/6 0 0 0 0 0 |1
P(y2)| 0 1/6 1/6 1/6 1/6 1/6 1/6 0 0 0 0 |1
PPB)[ 0 0 1/6 1/6 1/6 1/6 1/6 1/6 0 0 0 |1
PGy 0 0 0 1/6 1/6 1/6 1/6 1/6 1/6 0 0 |1
PG| 0 0 0 0 1/6 1/6 1/6 1/6 1/6 1/6 0 |1
P(yl6| & 0 o0 0 0 1/6 1/6 1/6 1/6 1/6 1/6] 1

Obdobné nalezneme podminéné pravdépodobnostni funkee P(z|y)
pro jednotlivé hodnoty podminky y.

@ | P(z]2) | P(z]3) | P(z]4) | P(z|5) | P(z]6) | P(2|7)
1 1 1/2 1/3 1/4 1/5 1/6
2 0 1/2 1/3 1/4 1/5 1/6
3 0 0 1/3 1/4 1/5 1/6
| 4 0 0 0 1/4 1/5 1/6
5 0 0 0 0 1/5 1/6
6 0 0 0 0 0 1/6
> 1 1 1 1 1 1
P(z[8) | P(z]9) | P(2[10) | P(z]11) | P(=[12)
0 0 0 0 0
1/5 0 0 0 0
1/5 1/4 0 0 0
1/5 1/4 1/3 0 0
1/5 1/4 1/3 1/2 0
1/5 1/4 1/3 1/2 1
1 1 1 1 1
3. Pro podminénou stiedn{ hodnotu E(Y[1) mdme
E(Y|1) =) yP(yll) = 2é»+ 3% + 4% + 5% + 6—(1§ + 7%— = 4,5.

Y

Uréime-li obdobné hodnoty E(Y|z) pro ¢ = 2,3,4,5,6, dostane-
me regresn{ funkci M(z):
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z |1 ]2]|3|4]5]|6
| M(z) [45]55|65]75]85]95]|

takZe napiiklad bylo-li vysledkem prvntho hodu éfslo 3, bude sou-
get kolfsat kolem hodnoty 6,5. Obdobnym zptisobem pro regresni
funkci M (y) dostaneme

| vy |23 |45 |6|7 |89 |10]11]12]
M(y) [T|152]25(3|35|4[45|5 |55] 6 |

takZe napt. dozvime-li se, Ze padl soucet 6, oéekdvame, Ze v prv-
nim hodu padlo éfslo 3.

4. Thned z marginélnich rozdéleni vidime, 7e E(X) =3.5a E(Y) =
7.

(a) Uréime margindln{ rozptyly a smérodatné odchylky.

11 1 1 1 1 91
E(X%) =1-+4=49= 4 16~ + 25= =
(X*) 6+46+96+ 66+ 56+366 G

a odtud

1
D(X):E(XZ)—EQ(X)-:9—6-—(3.5)2:?—2£2,916
a
o(X) = /22 = 1, 7078
Vi T
Obdobné
1974
2y
BY7) = 36
a tedy
1974
D(Y)=E{Y? - E*Y)= 1974 49 = 36 . 5,83,
36 6
odkud
oY) = ’/'?"65” = 2,4152.

(b) Uréfme kovarianci cov(X,Y’) a korelaén{ koeficient o(X,Y").
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| 1
B(X,Y)=1:2- 5+ 13 oo+ k1T
L1 1 1
+2.3.%+2.4.36+...+2 8 36+
1 1 1
7T 168 — 4 12— =
TOT gt 68 g5+ +6-12- 55
_ 98T _ 3%
T 36 127
odkud v
329 35
cov(X,Y) = B(X,Y)-E(X)E(Y) = 213,65 = == = 2,016
a tedy
- 35 f;
: 35 2
Q(X,Y):COV(X’Y)— 12 %io,'/m.

dﬂﬂf¢%@:

5. X.Y jsou zévislé, k dikazu ¢ehoZ staci kterékoliv z nésledujicich
pozorovani:
(a) P(z,y) # Pi(=)Pa(y)
(napi. P(2,2) = 0, zatimco P1(2)P(2) = Las #0);
(b) podminénd rozdéleni nejsou stejné a nejsou rovna marginal-
nimu;
(c) regresn{ funkce nejsou konstantni;

(d) cov(X,Y)#0ao(X,Y)#0.

3.5 V produkci podniku jsou 2% zmetkd, 10% vyrobkid ma 2.jakost a zbylé
vyrobky jsou 1.jakosti. Ctyiikrat po sobé nezdvisle vybereme po jed-
nom vyrobku a oznatime
X ... pocet zmetkd ve vybéru,

Y.. potet vyrobkl 2.jakosti ve vybéru.

1. Uréete sdruzené a ohé marginéln{ rozdéleni.
2. Jsou X,Y nezdvislé?
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Reseni:

1. Néhodny vektor X = (X,Y, %), kde Z je pocet vyrobki 1.jakosti
ve vybéru, ma multinomické rozdélen{ s parametry 4:0,02;0,1
; 0,88,

N4s véak podle zaddni tlohy zajimd pouze rozdélent vektoru
X5 =

= (X,Y), které ur¢ime podle vzorce (viz pozndmka 2 v &dsti (1)
odstavce 3.4)

4!
alyl(4 —z — y)!

P(z,y) = .0,02% - 0,17 - 0, 8804279,

Dosazenim do vzorce dostaneme nésledujici tabulku:

x .y 0 1 2 3 4
0 0,5997  0,2726  0,0465 0,0035 0,0001 | 0,9224
1 0,0545  0,0186  0,0021  0,0001 0 0,0753
2 0,0019  0,0004 2,4:107° 0 0 0,0023
3 2,8.1075 3,2.107¢ 0 0 0 3,1.107°
4 1,6-10°7 0 0 0 0 1,6-10°7
0,6561  0,2916  0,0486  0,0036 0,0001 1

Citenaf se milze presvédit, e margindlnf rozdéleni (ziskand fad-
kovymi a sloupcovymi soucty sdruzeného) jsou skutetné rozdélen{
Bi(4;0,02) a Bi(4;0,1).

. Abychom odpovédéli na druhou otdzku, nemusime nic pocitat,
protoze jsou-li X;, X; slozky ndhodného vektoru s multinomickym
rozdélenfm, pak podle &sti (1) odstavee 3.4 mutné cov(Xy, X;) =
—np;p; < 0, a tedy X;, X; nemohou byt nezdvislé.

3.6 Hustota pravdépodobnosti dvourozmérného spojitého nahodného vek-
toru X je konstantnf na intervalu I = (1,2) % (2,4) a nulovd jinde (tzv.
dvourozmérné rovnomérné rozdélenf). Urcete

1. hustotu f(z,%) a margindln{ hustoty fi(z), fa(y),

9. distribuéni funkci F(2,y) a margindln{ distribuéni funkce Fi(z), F2(y),

3. zda jsou X,Y nezavislé.
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Reseni: »
1. Oznaéfme-li k hodnotu hustoty f(z,y) na I, pak z podminky

[C ol o)

/ /f(n;,y)dmdy:l
plyne —00 —00
0o oo 4
//f:uyclach—//kdydz:%:l
—00 —00 2

a tedy k = % Méame tedy

L oproz € (1,2),y € (2,4),
0 jinak.

flzy) = {

Odtud jiz snadno uréime marginalni hustoty:

oo 4
fi(e) = / flz,y)dy = ﬁdy:l prow € (1,2),
~00 0 jinak,
a obdobné
oo 2 .
_ / (o,y) do = '1[5(11 =3 Dproy € (2,4),
—00 0 jinak,

2. Pro distribuén{ funkei F(a,y) plati

F(z,y) = /f /yf(t,S)delt-

(a) Je-li @ < 1 nebo y < 2, pak v celém integraénim oboru je
f(z,y) =0, atedy F(z,y)=0.
(b) Je-li & > 2 a soucasné y > 4, pak

2 4 -
(z,9) / /ft.s)dccl ://%dydm:l.
1 2 '

—00 —0
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(c) Je-li 1 <z <2 asoucasné y > 4, pak

z 4 T
F(m,y)Z/(/éds)dt:—_/ldt:x_l.
1 2 1

(d) Je-li z > 2 a soucasné 2 < y < 4, pak

F(x,y)=/2(/y
1 2

(e) Je-li 1 <z <2 asouasné 2 <y <4, pak

ds)dt = —;—(y —2).

2O =

F(z,y) =/(/§ds>dt=§<y—2)<m—1>.
1 2

Celkem tedy

1 proz > 2avy >4,

z—1 prol<z<2ay>4,
F(z,y) =< 3y—2) proz>2a2<y<4,

fz-1(y—2) prol<z<2a2<y<A4,

0 jinak.

Margindln{ distribuén{ funkce nalezneme jako limity sdruzené dis-

tribu¢ni funkce nebo podle vztahu

T

Fy(z) = / A dt,

—o0

resp.
Yy
Fy(y) = / fa(s) ds.

Obéma. zplsoby shodné vyjde

0 proz <1
Fz)=qz—1 prol<z<2
1 pro x > 2,
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Fy(y) =

0
3(y—2)
1

Obdrzené vysledky jsou piehledné shrnuty v nédsledujfcim obréaz-
ku, v ném3i pro nazornost prerudovanymi carami znatime ”vrs-

pro z < 2
pro2<y<4

pro y > 4.

tevnice” plochy z = F(z,y).

z
z = Fy(x
1= l()
: ©
0 1 9
||||l[]
Y vy
P bt
|‘_—‘.II_-I' N
|z|_|:lnlll' z=1 i
Pl
Pyt ',:3
i S
Pl
4+ ..id.l‘,l\l“J\l\J\
P gy Y m e —
[BREA \
AR R
0 A
z2=0 R \1\2 _
2z = BT - - 0
31 \ \\2.‘.\‘} -
\\ \ \‘:-._ z=§~(y—2)
N \\:
N de e
\\ i
S e
9+ I
14 Z=0 Z=O 1
} } < |
0 1 2 °© —
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3. X,Y jsou nezévislé, nebot f(z,y) = fi(z) - f2(y)
a F(z,y) = Fi(z) - F2(y)

3.7 Nihodny vektor X = (X,Y) ma hustotu pravdépodobnosti

222 41 ro z,y € (0,1),
f(,y) = {3( y) Pro e,y (0,1)
0 jinak.

Najdéte regresni funkci Y vzhledem k X.

Reseni: Piedeviim ovéfime, Ze

oo oo 11 1

2
/ /f(a;,y)dmdy://é— 22+y) dzdy~§/(1—|—y)dy:l.
—00 =00 0 0 0

© Uréfme margindln{ hustotu fi(z):
oG ’ 1 5
2022+ y)dy = 5(4z + 1 rox € (0,1),
fi(z) = / F(z,y)dy = {Ofg y)ay 3( ) P (0,1)
0 jinak.

Podminéna hustotas:

flz,y) {4—4”5% pro 2,y € (0,1),

fole) = fi(z) 0 jinak.

Podminéna stfedni hodnota:

(&S] 1
4z+2y e
y- 222 dy proz € (0,1),
p(viny= [ sl =4 ¥

—~oo 0 jinak.

Po integraci dostaneme:

pro z € (0,1),

AT E—-
M(x) = E(Y|z)={ * = SUetD)
0 pro z ¢ (0,1



o=
'

o‘T T

N4sledujici obrézek ukazuje, jakym zpisobem vyjadiuje funkce M(z)
zévislost stiedni hodnoty podminénych rozdéleni na podmince (pro
vétsi nazornost je na ose z zvoleno tyfikrdt mens méfitko).

f(lo)

i) Fl




3.8 Hustota pravdépodobnosti spojitého ndhodného vektoru X = (X, Y)

je
z+vy proz,y € (0,1),
fzy) = {
jinak.
Urtete koeficient korelace o(X,Y').
Resent:
(a) Ovéifme, Ze

oo o0

| [ s dxdy—//(x+y>dwdy—/(y+ Dy =1

—00 —00

(b) Uréime margindln{ hustoty:

oo 1
—00 0

jinak,

iy 1
-
Z/f(w,y)dm:{({“yd =y+3 proye€ (0,1),

0 jinak.

Margindlni stfedni hodnoty:

00 1
1
EX) = / zfi(z)dz = /m(a;+ a)dm = %,
—o0 0
o) 1
1 7
E(Y) = / yfa(y) dy = /y(y+ 3 W= 15
—00 0
(c) Uréime kovarianci cov(X,Y):
budto piimym vypoétem :
cov(X,Y) = E[(X — E(X)(Y — E(Y))] =
11 .
=// - y—~—)($+y)dxdy— T
0 0

116




nebo, coz je jednodussi, pies vypoctovy tvar:

11
EX'Y) / /xyf(x,y dzdy = //a:y z+Yy) dmdy—zl))
0

—00 —00 0

a odtud

1 7 7 1
cov(X,Y)=EX Y)-E(X) EY)= iR T AT

(d) Uréfme rozptyly D(X) a D(Y):
budto pfimym vypoétem:

1
D(x) = BI(X - BOOY] = [0 - e+ Hdo= 7
0

nebo, coZ je jednodusds{, pfes vypoctovy tvar:

00 1
1
E(X?) = /mzfl(m)dxz/a:Q(x—i-—)dm:i,
2 12
—00 0
a odtud
5 7 11
DX)=EX*) B (X) =35~ (35) =1
Obdobné i
D(Y) = 11
144°
(e) Tedy
- cov(X Y) T 1

11 [11 1
\/ 144\ 144

3.9 Spojity ndhodny vektor X = (X,Y) je definovdn nésledujicim zpiiso-
bem:
nahodné proménnd X se f{di rovnomérnym rozdélenim na intervalu
(-1,1); hodnotu ndhodné proménné Y obdrzime jako druhou mocninu
hodnoty, jiz nabude X.
Uréete kovarianci cov(X,Y).
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3.10

Reseni: Podle zaddni je

i proze(-1,1)

0 jinak

fi(=z) Z{

Y = X2

Ziejmé je

a protoze téZ

dostdvame
cov(X,Y)=E(X -Y)-E(X)-EY)=0.

N4hodné proménné X, Y viak nejsou nezdvislé— je mezi nimi dokonce
pifmé funkénf zévislost, nebot zndme-li hodnotu, jiZ nabyla X, pak je
tim hodnota Y jednoznaéné uréenal

Tento varovny piiklad ukazuje, Ze tvrzeni b) véty 3.10 nelze obratit,
tj. z nulovosti kovariance cov(X,Y) obecné nevyplyva nezévislost pro-
ménnych X,Y.

Diskrétn{ ndhodny vektor X = (X,Y) nabyva hodnot (1,0), (-1,0),
(0,1), (0,-1) se stejnymi pravdépodobnostmi i. Urcete cov(X,Y).
Resenf: Rozdélen{ vektoru X je ddno tabulkou

z ey |-1 0 1>
-1 0 I of 2
o |1 0 1|1

4 4 %
1 o L o]z
> 7 3 g0

a ihned vidime, ze E(X) = E(Y) = 0. ProtoZe vSak nikdy nenf{ sou-
Casne

118



X#£01iY #0,je B(X-Y)=0, atedy cov(X,Y) = E(X-Y) —
E(X) - E(Y) = 0. Je viak zfejmé, Ze X,Y jsou zavislé, nebot napf.
P(0,0) = 0 # P1(0) - P»(0) = 1 - £. Tento piiklad je tedy diskrétnf
obdobou predchozfho pifkladu a ukazuje, Ze i pro diskrétni ndhodné
vektory z nekorelovanosti nevyplyvd nezdvislost.

3.11 Dokazte vétu 3.14.
Reseni:

1. Jsouli X,Y nezdvislé, pak jsou nekorelované podle tvrzenf b)
véty 3.11.

2. Piedpoklddejme, ze X,Y jsou nekorelované, tj. cov(X,Y) = 0.
Kovarianéni matice D je tedy diagondlni, tj.

o dllv 0
b= l: 0, d22]’

tedy |D| = di1d22 a inverznf matice

je také diagondlni, takze

(=)D = ) = o iy — ]| di] A

Oa Y — U2
_-m) - pw)
di1 doo

Sdruzend hustota je tedy tvaru

f(a: )_ 1 e_(z—uQTDQ_l(wAu) _
Y JGn D

B 1 _%(( 1)2+(y~nz)2> B

_ S ITR
V/(2m)2d11daa

1 _eopp)? 1 _w=pa)?
— e 2dj1 e 2dag =

N vV 27l'd11 . v 27Td22
= fi(z) - fo(y)

a podle véty 3.8 jsou X,Y nezdvislé.
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3.12

Pozndmka Jestlize jsou X,Y nekorelované a maji stejné rozptyly
diy = doo = o, pak se snadno pfesvédéime, Ze mnoZiny vsech bodu
x = (z,%), v nichz m4 hustota f(z, y) stejnou hodnotu, jsou soustfedné
kruZnice se stfedem v bodé u. Proto byva takovéto rozdéleni nazyva-
no kruhové normdini rozdéleni se stiedn{ hodnotou p = (u1,p2) a

s rozptylem 2.

N&hodny vektor X = (X,Y) m4 kruhové normélni rozdélen se sttedni
hodnotou p = (p1, 42) a s rozptylem o2. Uréete pravdépodobnost toho,
7e bod x bude od u vzdilen nejvyse

(a) o
(b) 20
(c) 3o.

Reseni: Oznaéme K, kruh se stiedem p a polomérem r. Pak plati

P(Xel{)—//f(a: y)drdy = // m—ﬂﬁ wﬁdmdy—

2r T

2ﬂ02/(/96 27 d@)dw——/ge Zazdg

a substituct 2—% t dostaneme

0
2

PXeK,)= / eldt =1—¢ 22,

)
202

Odtud dostdvime

(a) pro r = ¢ hodnotu P(X € K,) =1—¢ % =0,393
(b) pro r = 2¢ hodnotu P(X € Kg;) =1~ e 2 =0,865
(¢) pro 7 = 30 hodnotu P(X € K3,) =1~ e =0,989.

Pozndmka Povsimnéme si toho, Ze nalezené pravdépodobnosti ne-
z4vis{ na parametrech rozdéleni.
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3.13 Na bodovy cfl st¥flime ndboji, které maji ni¢ivy déinek do vzddlenosti
10m. Rozptyl stielby m4 kruhové norméln{ rozdéleni se stiedem shod-
nym s cilem a se smérodatnou odchylkou o = 20m.

(a) Jak4 je pravdépodobnost znicenf cile?

(b) Kolikrét je tieba vystielit, aby cil byl znic¢en s pravdépodobnosti
alespon 0,95 7
(¢) Do jaké vzdilenosti by musely mit ndboje ni¢ivy ucinek, aby se
dosghlo (pii stejné presnosti stfelby) zniceni cile s pravdépodob-
nosti 0,95 jiZ pii jednom vystielu?
Reseni:

(a) Aby byl cfl znigen, mus{ ndboj dopadnout do kruhu K se stfedem
v cfli a polomérem 10m. Podle pfedchoziho piikladu plati

2

PXeK,)=1—¢ 27
a odtud pro r=10m a ¢=20m dostaneme
P(XeK)=1—e 8 =0,1175.

(b) P#in vystielech bude cil znien, jestlize alespoti jeden ndboj do-
padne do kruhu K. Pro pifslu§nou pravdépodobnost p plati

l-p=(1-PXeK)"=¢"%
a pro p=0,95 odtud dostaneme

e

w3

=0,05,
odkud

n = —81In0,05 = 23,97.
Je tedy tieba alespoi 24 vystTell.

(¢) Pro hledané r musf platit

2
1—e 7% = 0,95

neboli )
e 5 = 0,05
odkud
r=+/—8001In0, 05 = 48, 9556m.
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3.14 Dvé osoby provadéji ndhodnou volbu &fsel z intervalu (0,1) timto zpu-
sobem: prvnf osoba vybere &fslo z z intervalu (0,1) tak, aby kazdé &islo
mélo ”stejnou moznost vybrani” (tj. presnéji, ndhodnd proménnd X
m4 rovnomérné rozdéleni R(0,1)); po provedeni tohoto pokusu dru-
hé osoba stejnym zptisobem vybere &fslo y z intervalu (z,1) (ndhodné
proménné Y). Uréete hustotu pravdépodobnosti ndhodné proménné
Y.

Reseni: Oznaime X = (X,Y). Podle zaddn{ ilohy zndme marginalni
hustotu proménné X, tj.

1 proze€ (0,1)
0 jinak

f1(as)={

a ddle vime, Ze podminén4 rozdélenf proménné Y jsou roviomerna na
(2,1), 4.

1
[ proz<y<l,
Tl = {0 jinak.
Protoze o)
= &Y
fle) = =0
plat{
1 i~
flz,y) = flylz) - filz) = { T ]?_10 O<z<y<l,
0 jinak.

Nés viak zajimé marginaln{ hustota proménné Y, pro kterou plati

o0} y o
fay) = / Flz,y)dz = gm dxr proy € (0,1),
s 0

jinak,

odkud
—In(l—y) proye(0,1),

0 jinak

fa(y) :{
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|
|
|
|
|
|
|
|
|
|

0 1t

Tento piiklad je zajimavy tim, Ze ukazuje spo jitou ndhodnou promeén-
» “e B r 7w 4 ’ 4 s ’

noun ”ze Zivota”, jejiz hustota neni omezena. (Podobné nahodnd pro-

ménn je té7 v pifkladu 3.19 a ve cviteni 3.7.)

3.15 Dokaizte vétu 3.15.
Resent:
(a) Je-li h(a) rostouci, pak
Gly) = P(Y <y) = P(M(X) <) = P(X <071 (9)) = F(h™'(9))

a tedy
dh™' (y)

o(y) = ') = S W) =g

(b) Je-li h(x) Klesajfci, pak ohdobné
Gly) = P(Y <) = P(W(X) <) = P(X 2 b7 (1)) =
=1-P(X < W7 y))=1-F(h™'(y))

a odtud

. _ dh1(y
o) = ) = ~ 10 ) 2.
dy
Pro dokoncen! diikazu stacf uvazit, ze je-li h(z) klesajic{, pak ma

funkce h~'(y) zdpornou derivac.
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3.16 Nghodnd proménnd X ma hustotu f(2). Najdéte hustotu néhodné
proménné Y = aX +0 (a #0).
Resgeni: Podle véty 3.15 je

o) = o £

a

Ulohu lze té7 Fedit pifmo - bez pouziti véty 3.15:

—b —b
G(y)= P(Y <y)=PlaX +b<y)=P(X £ 3’—@— = r(¥

)

a

a odtud
1

g(y) = G'(y) = = - f(y = b)

3 73

pro a > 0; pro a < 0 je postup analogicky.

3.17 Policejni auto zastavilo 1m od nekonetné dlouhé zdi a ndhodné vy-
pnulo otégeni svételného majiku s oboustrannym paprskem. Jakéd je
primérna vzdalenost svételného bodu na zdi od kolmice?

Regeni: Oznaéme X thel, ktery po vypnuti otdceni svird paprsek a
Kkolmice na zed a Y vzdélenost svételného bodu na zdi od kolmice (viz
obrézek).

AT TR L VAR AV
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3.18

Majék se otacel rovnomérné, proto bude mit proménnd X rozdélent

R(—%,%), neboli

f@):{% pro @ € (~3; 3),
0 jinak;

distribuéni funkce bude dédna pfedpisem

pro € (—o0, —%),
+2 pose(-%7),

pro z € (§;00).

F(z) =

o O

Najdéme distribuéni funkei proménné Y.

1 arct
G(y>:P(YSy):P(thSy):P(XSarctgy):§+ rcﬂgy.

Hustota proménné Y tedy bude rovna

_d(h e

1 1
g(y) =

Y

(totéZ jsme oviem mohli zjistit rychleji uzitim véty 3.15). Z nalezené
hustoty je vidét, Ze ptét se na pramérnou vzdélenost od kolmice nemé

smysl, nebot integral
o0

1
=
T 1+9y2

—o0

diverguje.

Pozndmka Nalezené rozdéleni proménné Y, tzv. Cauchyho rozdéle-
ni, je pifkladem spojitého rozdéleni, které nemd stiednf hodnotu.

N4hodnd proménnd X méa rozdéleni R(-1,1), Y = | X|. Najdéte rozdé-
leni proménné Y.
Reseni: Postupujeme podle véty 3.16, v naSem pifpadé

I(y) = { (~y,y) proy>0,
0 jinak.
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3.19

Méme tedy
1 proy2>1

P(lX| < =Pl-y< X< = :
(xi<a) =rvsxsw={, 106

G(y) =

w2

0 jinak

a odtud
1 proye€(0,1)

0 jinak.

9(y) = {

Proménnd Y = |X| m4 tedy rozdéleni R(0,1) (coZ bylo mozno otekavat

bez poiiténi).

N4hodng proménnd X mé normované normdln rozdéleni. Urcete 0z~
délenf ndhodné proménné Y = X2
Reseni: Podle zaddni mame

f(m) = \/%e"%z'

Pro distribuén{ funkci proménné Y plati

P(=y7 < X < /1) = 8(/5) ~ &(~/F) pro y > 0

G = P(Y < =
w=rrsy={, e

a tedy hledand hustota je
[ (=vY) L
s == o vl
_ 0 jinak,
odkud po dosazen{ a dpravé

1 _y
o(y) = Tomy € ° pro y >0
0 jinak.

Poznamka 1. Povsimnéme si, ze obdobnd jako v piikladu 3.14,
hustota g(y) neni omezend, nebot 1118 g(y) = oo.
y—04
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9. Poznamenejme déle, Ze nalezend hustota je hustotou rozdéleni x?
o 1 stupni volnosti.

3.20 Necht X = (X,Y) je ndhodny vektor s hustotou f(z,y). Najdéte dis-
tribuénf funkci ndhodné proménné Z = X + Y.
Reseni:

G(z)=P(Z<z2)=PX+Y <2)= / /f(n;,y) dz dy,
M
kde

M, = {(2,9)lz +3 < 2}

je polorovina pod pifimkou © +y = 2 (viz obréazek). Platf tedy

/il Z
I/ //////// /////// ™~

= 7(7$f(m,y)dy)(lw: 7(7yf($ay)d$)dy-

—00 —00 —00 —00

3.21 Dokazte vétu 3.18.
Reseni: Podle piedchoziho piikladu méme

o0

G(z) / /fz y)da) (ly-—/ /f(L y) dy) de.
—00 —O0

7 predpokladu nezéavislosti vyplyva, ze

z,y) = fi(z) fa(y)
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a tedy déle

o0

Gz) = / Fi(z — y) faly) dy = / 1) Fa(z — 7) da.

—0Q

Derivac{ podle z najdeme hustotu
00 = [ fe-hwdy = [ @)

3.22 Nahodné proménné X,Y jsou nezdvislé a obé maji rovnomérné rozdé-
len{ R(0,1). Najdéte hustotu jejich souctu.
Reseni: Ziejmé
1 proz € (0,1),
@ ={y
0 jinak
1 proye€(0,1)
=4,
0 jinak.

Podle véty 3.18 pro hledanou hustotu plati
oo
92 = [ - who)d
—00

(a) Pro z < 0 je vidy z — y < 0 nebo y < 0, takZe g(z) = 0.
(b) Pro z € (0,1) je integrand nenulovy pro y < z;
z
méme tedy g(z) = [1dy = 2.
0
(¢) Pro z € (1,2) je integrand nenulovy pro y > z — 1,
1

takze g(z) = [ ldy=2—z.
z—1

(d) Pro z > 2 je vidy y > 1 nebo z —y > 1, takze g(z) = 0.

Celkem tedy mdme

z pro z € (0,1)
g(z) =< 2—2z proze(l,2)
0 jinak

(viz obrézek).
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3.23 Najdéte hustotu ndhodné proménné, kterd je souctem ti#{ nezdvislych

ndhodnych proménnych s rovnomérnym rozdélenfm R(0,1).
Regeni: Podle véty 3.18 pro hledanou hustotu h(z) plat{

o0

wo) = [ oz-0iw)
kde
@ pro z € (0,1)
g(z)={ 2—a proz€(l,2)
0 jinak

je hustota z piedchozfho piikladu a
1 proz € (0,1)
w=1{y
0 jinak
je hustota rozdélen{ R(0,1).
(a) Proz< 0jevidy z—y <0 nebo y < 0, takze h(z) = 0.
(b) Pro z € (0,1) je integrand nenulovy pro y < z,
takze h(z) = Of(z —y)dy = %
(¢) Pro z € (1,2) je integrand nenulovy pro y € (0, 1); pfitom pro

y € (0,z—1) je g(z—y)=2—(z—y)aproy € (z—1,1) je
g(z—y)=2-9y.
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Méme tedy

z=1 1
h(z) = /(‘2—— (z—y))dy+ /(z— y)dy = —2z% + 3z — g
o] z—1
(d) Pro z € (2,3) je integrand nenulovy pro y > z — 2, takze
1 ¥
P2 9
h(z)= [ (2—(2—y))dy= 5——32—!—5.
z—2
(e) Pro z > 3 je ziejmé h(z) = 0.
Celkem tedy mdame
-””21 pro z € (0,1)

2% +32-32 proze(l,2)
%-32—]—% pro z € (2,3)
jinak.

h(z) =

<o

Nézornéjsi piedstavu o tvaru funkce h(z) déva nasledujici obrazek.

h(z) = ~2z% + 3z — %

s f— — et

e - 2N

i
[SCY A
W

3.24 Chyba méfeni ma rozdélen{ N(0,16). Kolikrdt je nutno méfeni opa-
kovat, aby se aritmeticky primér naméfenych hodnot neodchyloval
s pravdépodobnost{ 0,95 od sprévné hodnoty o vice nez 17
Reseni: Podle disledku véty 3.19 mé aritmeticky primér naméfenych
hodnot, tj. ndhodna proménnd

rozdéleni N(0,18).

'n
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3.25

3.26

My chceme,aby

P(-1< X <1)=0,95

a odtud po znormovan{

P(-1< X < 1):P(——4<)? < %):2@({2)—1:0,95,

odkud
q>(i47—ﬁ) = 0,975.
7 tabulek zjistime
Y1
| 1 ,96
a tedy
n = 61,5.

Je tedy tieba alespoil 62 méfeni.

Dokazte vétu 3.19.

Regeni: Pii dikazu pouZijeme vétu, kterd ifkd, ze charakteristickd
funkce souétu nezdvislych ndhodnych proménnych je rovna soutinu
jejich charakteristickych funkei. Podle této véty mame

wy (1) = Ox 41X (1) = ©x, (t)-...- goxn(t) =
2i2

it Lo2t2 ; L
. (emt 50 13 )n — emut Fno )

co? je charakteristickd funkce rozdélenf N(nu, no?).

Necht X1, ..., Xy jsou nezdvislé ndhodné proménné s exponencidlnim
rozdélenfm E(0, ). Najdéte rozdélen{ ndhodné proménné

Y = zn: X;.
1=1

Reseni: Postupujeme obdobné jako v pfedchozim piikladu.

o) = pox (0= TTen0 = (125) - <—1—1—>—
1=1 -

co% je charakteristickd funkce rozdélenf I'(m, prom=nad= I
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Kontrolni otazky a cviceni

3.1

3.2

3.3

3.4

3.5

3.6

3.7

Znéme-li sdruzené rozdélenf ndhodného vektoru X = (X,Y), mizeme
vidy najit obé margindln{ rozdéleni. Za jakych podminek je mozné téz
obrdcené z marginalnich rozdélenf uréit rozdélen{ sdruzené?

Je mo7né ze znalosti regresni funkce y = M (z) rozhodnout, zda jsou
‘ . L < islé?
néhodné proménné X, Y nezivislé?

Najdéte podminéné rozdéleni a obé regresnf{ funkce pro ndhodny vektor
z piikladu 3.3.

Uréete o(X,Y) pro ndhodny vektor Xy = (X,Y) z pitkladu 3.5.[-
0,0476]

Ndhodny vektor X m4 kruhové norméln{ rozdélenf se stfednf hodnotou
u a rozptylem 2. Najdéte takové r > 0, ze hodnota vektoru X padne
do kruhu se stfedem u a polomérem r s pravdépodobnosti 0,95.

[r = ov/—21n0,05 = 2, 4480].

Najdéte distribuéni funkei ndhodné proménné Y z piikladu 3.14 a
ovéite jejl spojitost.
0 prox <0
Fz)={ z+(1—=2)In(l—=z) proz € (0,1) }
1 prox>1

Najdéte hustotu ndhodné proménné Y z pifkladu 3.9.

1
_ s pl‘oyE(O,l)}
[f(y) { 0 jinak
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Kapitola 4
Limitni véty

Piehled definic a vét

4.1 Zdakon velkych éisel

Véta 4.1 (CebySevova) . Necht {X,}, n = 1,2,..., je posloupnost nd-
hodngch proménngch takovych, Ze

cov(X;, X;) =0
pro kazdé i,5 =1,2,...,1 % j, kde K < co. Pak pro kaZdé € > 0 plati

_ 1o 1
s P2 x- 1S B €] o
g=1 i=1
Poznamka 1. Cebysevova véta je jednou z formulaci zdkona velkych
éisel.

2. Jestlize pro kazdé £ > 0 plati
lim P(|X,—¢c|>¢€) =0,
n—0oQ

pak f{kdme, Ze posloupnost ndhodnych proménnych {X,} konverguje
podle pravdépodobnosti k c.
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3. Jestlize specidlné viechny X; majf stejné rozdélenf se stfedni hodno-
n

tou u, pak ovéem % ST E(X;) = p; véta 4.1 pak fiké, Ze aritmetické
i=1
n
praméry % 3 X; konverguji podle pravdépodobnosti k p. Praktickd
i=1
aplikace: p¥i nezdvislych opakovanich téhoz méfeni konverguje aritme-
ticky primér naméfenych hodnot podle pravdépodobnosti ke st¥edni
hodnoté (tj. ke skuteéné hodnoté méfené veliciny, pokud nen{ v méfeni
systematickd chyba).

4. Uvazujme situaci, kdy provddime nezévisld opakovani téhoz pokusu
a sledujeme vyskyt daného jevu A (viz 1.kapitola, statistickd defini-
ce pravépodobnosti). Necht pravdépodobnost jevu A je P(A) = p.
Ozna¢me X; ndhodnou proménnou definovanou takto:

X { 1, jestlize jev A nastal v i-tém opakovani pokusu,
,L' ==

0, jestlize jev A nenastal v i-tém opakovan{ pokusu,

i=1,2,.... Pak viechny X; maji alternativnf rozdélen{ A(p) a tedy, jak

n
vime, E(X;) = p. Uvédomime-li si vSak, Ze vyraz % > X, znamend
pomér poétu opakovani, pii nichz nastal jev A, ku poéztulvéech opako-
vén{ naseho pokusu, tj. relativn{ ¢etnost vyskytu jevu A, pak vidime ,
se véta 4.1 k4, Ze relativnf Eetnosti vyskytu jevu A konverguji podle
pravdépodobnosti k hodnoté p = P(A) (viz téZ pozndmka na konci
odstavece 1.1).

4.2 Centralni limitni véta

Definice Budle X, X ndhodné proménné, F,, F jejich distribuéni funkce,
n=12... Rekneme, Ze posloupnost {X,} konverguje v distribuci k£ X,
jestliZe

lim F,(z) = F(z)

n—od

ve vdech bodech spojitosti funkce F(z).
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Véta 4.2 (Ljapunovova) Necht posloupnost {Xn}52, vzdjemné nezdvis-
lich ndhodnyjch proménnych spliuje podminku

k2

{25 ma(Xa)
=1
im 4+ = 0.

n—0o00 2[§D(Xz)

Pak posloupnost {Yy,}, kde

S X - 3 E(XG)
=1 =1

\/ i D(Xi)
i=1

konverguje v distribuci k normovanému normdlnimu rozdéleni N(0,1).

Yo, =

Pozndmka 1. Véta 4.2 je jednou z formulaci tzv. centrdini limitnd véty.

n
2. Pro ndhodnou proménnou ), X; plati
i=1

EQO)_X) =) E(X)
i=1 =1

a diky predpokladu nezdvislosti také

n n
D(Y_X:) =) D(Xi),
i=1 i=1
takze ndhodni proménni Y, z véty 4.2 vznikla normovdnim souctu
T
3 X; a tedy trividlng E(Y,) = 0a D(Y,) =1, n = 1,2,.... Pod-

i=1
stata véty tedy nenf v tvrzen{ o parametrech 0,1, ale v tvrzenf o typu

rozdéleni (norméln).

3. Maji-li specidlné vsechny X; stejné rozdéleni s parametry p,D =
o2 a p3, pak

ki
{22 ma(Xi)
i=1 ' Ynps  Yus . 1

lim ¥——— = lim = im —= =0

1—00 n n—r00 \2/7’L_D g 7n—00 671
{2 D(Xi)
i=1
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a predpoklad véty 4.2 (tzv. Ljapunovova podminka) je splnén automa-
ticky. Véta 4.2 pak tvrdi, ze v distribuci konverguj{ k N(0,1) ndhodné
proménné

ilXi_nH' 1 n
_ = — R
Yo == _Uﬁ(;X, nu).

Tento dilezity specidlnf piipad Ljapunovovy véty je zndm jako véta
Lindebergova-Léuvyho.
n

. Odtud vyplyvé, ze pro velké n lze rozdéleni proménné > X, aproxi-
i=1

n
2\ o regdalend AN ' o y
movat N(nu,no?) a rozdélenf proménné E . =4 lze aproximovat rozdé-
=
, 2
lenfm N{u, Z-).

. Zhruba Feéeno: Je-li hodnota ndhodné proménné souétem velkého mnoz-
stvi nezdvislych vlivi, pak mé tato proménnd piiblizné normélni roz-
déleni.

. Uvazujme situaci, kdy provddime n nezévislych opakovan{ téhoz poku-
su a sledujeme vyskyt daného jevu A s pravdépodobnosti P(A) = p.
Oznaéme X; ndhodnou proménnou definovanou takto:

x { 1, jestlize jev A nastal v i-tém opakovéni pokusu,
i =

0, jestlize jev A nenastal v i-tém opakovdn{ pokusu,

k3
i = 1,2,...,n. Zkoumejme nidhodnou proménnou X = ) X;. Pro-

ménnd X mé vyznam podétu vyskyti jevu A pii n opakovdnich naseho
pokusu, a tedy m4 rozdélen{ Bi(n, p); protoze viak X je souttem neza-
vislych ndhodnych proménnych X;, které majf viechny stejné rozdéleni
(a sice alternativni A(p) se stfednf hodnotou u = E(X;) = p a roz-
ptylem 0% = D(X;) = p(1 —p) ), mé podle Lindebergovy-Lévyho véty
proménné X piiblizné rozdéleni N(np,np(l — p)). Jinymi slovy: pro
velké n lze binomické rozdélen{ aproximovat normélnim rozdélenim se
stejnou stiednf hodnotou a rozptylem. Aproximace je dobra pfi vel-
kém rozptylu; v praxi se aproximace doporucuje, jestlize pro rozptyl
aproximovaného binomického rozdélenf plat{

D(X) =np(l—p)>9.
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V praxi se doporuéuje pro zlepsen{ aproximace pravdépodobnost

P(a < X < b) (kde a,b jsou celd &isla a X mé binomické rozdélen)
pEiblizné nahradit pravdépodobnosti P(a— % <Y <b+ %—) (kde Y mé
aproximujici normélni rozdéleni) — tzv. oprava na celociselnost.

137




Priklady

4.1 Nghodné proménné X;, i = 1,2,...,n maji rovnomérné rozdélenf
R(0,1) a jsou nezdvislé. Pro n = 1,2,3 najdéte a nakreslete husto-
tu pravdépodobnosti normovanych souctd

n [
> Xi— ), B(Xi)
Yn - =1 =1

)

> D(X;)
=1

ResSeni:

k(2
(a) n = 1.V tomto trividlnim pFipadé je > X; = X;. ProtoZe ziejmé
i=1

E(X1)=4%aD(X1) =3, ti o(X1) =4/15 = 5%, je

X, — &
vy =22 = 2v3X, - V3.

2V3
Pro hustotu fi (y) proménné Y7 podle vysledku pifkladu 3.16 plati

2 1 z++/3
kde f(z) je hustota R(0,1); tj.
fl(y):{ﬁ pro y € (—v/3,/3),

0 jinak.

2
(b) n = 2. Oznatme X = ) X;. Podle vysledku pifkladu 3.22 md

proménnd X hustotu =
x pro z € (0,1),
fz)=<2—z proze(l,2),
0 jinak.

Ziejmé je E(X) = 1 a déle plati

o0

E(Xz) = /a:zf(x) dz = %,

0
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odkud

a tedy

Méme tedy (normovani):

Y;Z:X”lz\/éx—\/é.

\ﬁ

V6

Pro hustotu fz(y) proménné Y, tedy podle vysledku piikladu 3.16
plati

2o 1 z + V6
fo(y) = *\/—6 : f(_\/—T>’

odkud dostaneme

(?/ + \/6) proy € (—\/—6_70)7

fa(y) = { (~y++6) proye (0,V6),

jinak.

O o= o=

3
(¢c) n = 3. Oznatime X = ) X; a postupujeme obdobné s pouZitim
=1
vysledkil pifkladu 3.23. Mame tedy

2

% pro z € <071))
f(z) —2? 4+ 32— 35 prow € (1,2),
T) = )
Z-—3z+5 proz€(2,3),

0 jinak.

Dile plati (doporutujeme tendfi detailné propoditat!)
BX) =3 B =5 DOO=% o(X)=}

a tedy (normujeme)
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Pro hustotu f3(y) tedy plati
4 1 z+3
fsw) =5-1(557)s

odkud po dosazenf (doporuujeme propotitat)

L(y? 46y +9) proy € (-3,-1),

16
1 2 :
5 s(—y*+3 roy € (—1,1),
fa(y) = *"1( ’ ) Py (, )
+(y? — 6y +9) proy € (1,3),
o0 jinak.

Z4vérem tohoto pifkladu zddraznéme, Ze ndhodné proménné Y, je-
jichz rozdélenf jsme pro n = 1,2,3 nagli, podle centrdlni Limitni{ véty
konverguji v distribuci k normovanému normalnimu rozdéleni. Tato
skutecnost ndzorné vynikne na nésledujicim obrdzku, na némz jsou
nakresleny hustoty fhn(y) pro n = 1,2,3 (pro vétsi ndzornost je na

svislé ose véts{ métitko).
. 0,5¢




4.2 S jakou pravdépodobnosti padne pfi

(a) 10 hodech kostkou Sestka nejvyse dvakrat,
(b) 100 hodech kostkou Sestka nejvyse dvacetkrat?
Reseni:

(a) Néhodnd proménnd
X...pocet estek pii 10 hodech kostkou mé rozdélenf Bi(10, %) a
tedy

P(X<2)=P00)+PQ1)+P(2)=
= ()"0 5(5) v s(g) - (B) =0
(b) Néhodné proménné

X ...pocet Sestek pii 100 hodech kostkou m4 rozdélent Bi(100, %)
Tentokrat sice obdobné

rox< =3 (W) () ()"
i=1

ale pocetné jednoduss! bude pouziti aproximace binomického roz-
déleni normélnim. Mame

50
E(X) =np= ?

12
D(X)=mnp(l—p) = —9—5 =13,9.

Je D(X) > 9, takZe podminky pro aproximaci jsou dobré. Proto.
pokradujeme

P (z < 20) ~ P(=0,5 <Y < 20,5) =

-0,5—-% . 20,5-3% .
:P(-——i <Y < ——i> = P(—4,6063 <Y < 1,0286) =
125 125

9 9
= &(1,0286) + ®(4,6063) — 1 = &(1,0286)

a z tabulek zjistime (s interpolaci)

P(X < 20) ~ 0,84817.
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Poznamenejme, #e pomoc{ binomického rozdéleni bychom pod-
statné pracnéji dospéli k vysledku 0,84811 - shoda vysledki je
tedy velice dobra.

4.3 V osudf je 16 bilych a 14 gernych kouli. Uréete pravdépodobnost toho,
e pi 150 tazich jedné koule z osud{ (s vracenfm ) byla tazena bild
koule

(a) nejvyse 85-krét,

(b) pravé 77-krat.
Reseni: Ndhodna proménnd
X...potet taht bilé koule

m4 z¥ejmé rozdélen{ Bi(150, %g), takze odpovéd na otdzku a) je zddn-
livé snadna:

PX < 85) = i’ <1?0> (%g>i(%)150—i;

vyéfslenf souétu vpravo je vSak numericky dosti obtiZné. Protoze

112
D(X)=np(l-p)= = > 9,

mizZeme pouZit aproximaci normalnim rozdélenim, které bude mit pa-
1 — T — 2 _ 112
rametry g =np =80 a 0* = 3=,

Méame tedy
P(X <85)=P(0< X <85~ P(-0,5 <Y <85,5),

kde proménns Y m4 rozdélen{ N(80, %2), a tedy déle

0,580 5 _
112 112

3 3
= P(—13,175 < ¥ < 0,900) =
= $(13,175) 4+ ®(0,900) — 1 =
= (0, 900)

P(X§85)zP< w)&

a z tabulek dostaneme

P(X < 85) =0,8159.
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(b)

P(X =T77)~ P(76,5 <Y < 77,5) =
= P(—0,573 <Y < —0,409) = &(0,573) — &(0,409)
a z tabulek
P(X =177) = 0,05795.

Pozndmka Pomoci binomického rozdéleni bychom podstatné prac-
né&ji ziskali vysledky P(X < 85) = 0,815861 a P(X = 77) = 0,05768.

4.4 Pracovnik cestuje do prace a z price tramvaji, kterd mé interval 5 mi-

nut, pFiéem# jeho piichod na zastdvku je vzhledem k odjezdu tramvaje
"zcela ndhodny”. S jakou pravdépodobnost{ bude celkova doba ¢ekani
za 20 pracovnich dni nejvyse 120 minut?

Resgeni: Ndhodné proménnd

X;...doba &ekdni na tramvaj pfi i-té cesté

mé rovnomérné rozdélen{ R(0,5), i = 1,...,40.
Je tedy
1
£ proz € (0,5),
sy = {3 mon e
0 jinak,
5
p=EX;)= bR
25

2
:D i) = —,
o (X3) 13

Nghodné proménné X; jsou nezdvislé a tedy podle véty Lindebergovy-
40

Lévyho m4 ndhodnd proménnd X = ) X; piiblizné normdlnf rozdé-
i=1

leni se stfedni hodnotou

5
n,u:40-—2~=100

a rozptylem

25 250
2
=402 =22
not =405 =73
Tedy
. 1201
HXSl%ﬁd%XS————@)é@&ﬂ%z&%w.
250
3
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4.5 Zivotnost soutastky m4 rozdsleni se stfedn{ hodnotou p = 30 hodin a
smérodatnou odchylkou ¢ = 5 hodin. Pro zvySen{ spolehlivosti zaifzeni
je v ném instalovan blok n identickych soucdstek zapojenych takovym
zplisobem, Ze pii poruse jedné soucdstky je okamzité uvedena v ¢innost
dalsf soutéstka (tzv. n-ndsobné zdlohovdni).

(a) S jakou pravdépodobnosti bude pii Sestnictindsobném zdlohovéni
blok fungovat bez poruchy alespoii 450 hodin?

(b) Kolikandsobné zdlohovan{ je tieba uzit, aby blok fungoval bez po-
ruchy alespoii 1000 hodin s pravdépodobnost{ alespoi 0,997

Reseni: Oznaéime-li X; Zivotnosti jednotlivych soucastek a Y Zivot-
n

nost celého bloku, pak ziejmé Y = ), X; a podle véty Lindebergovy-
i=1
Lévyho bude Y mfit piiblizné rozdéleni N(nu, no?).

(a) Y m4 pfiblizné rozdéleni N(480,400) a tedy

P(Y > 450) = P(Y > ——;1) = P(Y <1,5) = ®(1,5) = 0,933.

(b) Pfi n-nésobném zalohovani ma Y pfiblizné rozdéleni N(30n, 25n)
a z podminky
P(Y > 1000) = 0,99

dostavame 1000 — 30
P(Y > ————E> — 0,99,
5/n
odlud 1000 — 30
@(____n_> — 0,01
N

a s uzitim tabulek
1000 — 30n

= 2,326
5n

neboli
30n — 5 - 2, 3264/n — 1000 = 0.

ReSenim rovnice dostaneme

V/n = 5,9706,
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odkud
n = 35,65

a tedy musi byt n = 36.
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Kontrolni otazky a cviceni

4.1

4.2

4.3

4.4

4.5

Odtvodnéte, pro¢ v praktickych situacich v klasickych pravdépodob-
nostnich prostorech d4vé statistickd definice pravdépodobnosti tentyz
vysledek jako klasicka definice.

Které ndhodné proménné se priblizné #{d{ normélnim rozdélenim a
pro¢?

Je mo#no aproximovat normélnim rozdélenim téZ rozdéleni Poissonovo
a hypergeometrické?

Co lze #ici o limitnfm chovén{ rozdélen{ I'(m, §) pro m — oo? (Vyuzijte
vysledek piikladu 3.26).

Pravdépodobnost vyhry v ruleté pii sdzce na barvu je %—g. Uréete prav-
dépodobnost toho, Ze po 400 sdzkich na Cerné

(a) budeme aktivni
(b) vyhrajeme nejvyse 180-krat

(c) "budeme na svych”, tj. vyhrajeme pravé 200-krat.
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Tabulky
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Tabulka 3
Distribucni fu

u D(u)
0,00 0,500 00
0,01 0,503 99
0,02 0,507 98
0,03 {- 051197
0,04 0,51595

- 0,05 0,519 94
0,06 0,523 92
0,07 0,527 90
0,08 0,531 88
0,09 0,535 86
0,10 0,539 83
0,11 0,543 80
0,12 0,547176
0,13 0,551 72
0,14 0,555 67
0,15 0,559 62
0,16 0,563 56
0,17 0,567 49
0,18 0,571 42
0,19 0,57535
0,20 0,579 26
0,21 0,583 17
0,22 0,587 06
0,23 0,590 95
0,24 0,594 83
0,25 0,598 71
0,26 0,602 57
0,27 0,606 42
0,28 0,610 26
0,29 0,614 09
0,30 0,617 91
0,31 0,62172
0,32 0,625 52
0,33 0,629 30
0,34 0,633 07
0,35 0,636 83
0,36 0,640 58
0,37 0,644 31
0,38 0,648 03
0,39 0,651 73

e D(u)
0,40 0,655 42
0,41 0,659 10
0,42 0,662 76
0,43 0,666 40
0,44 0,670 03
0,45 0,673 64
- 0,46 0,677 24
0,47 0,680 82
0,48 0,684 39
0,49 0,687 93
0,50 0,691 46
0,51 0,694 97
0,52 0,698 47
0,53 0,701 94
0,54 0,705 40
0,55 0,708 84
0,56 0,712 26
0,57 0,715 66
0,58 0,719 04
0,59 0,722 40
0,60 0,72575
0,61 0,729 07
0,62 0,73237
063 | 073565
064 | 0,73891
0,65 0,742 15
0,66 0,745 37
0,67 0,748 57
068 | 075175
069 : 075490
070 | 0,75804
071 | 0,76115
0,72 0,764 24
0,73 0,767 30
074 | 077035
0,75 | 077337
0,76 0,776 37
0,77 0,779 35
0,78 0,782 30
0,79 0,785 24

nkce normovaného normdlniho rozdéleni
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u i D(u) u D(u)
0,80 0,788 14 1,20 0,884 93
0,81 0,791 03 1,21 0,886 86
0,82 0,793 89 1,22 0,888 77
0,83 0,796 73 1,23 0,890 65
0,84 0,799 55 1,24 0,892 51
0,85 0,802 34 1,25 0,894 35
0,86 0,805 11 1,26 0,896 17
0,87 0,807 85 1,27 0,897 96
0,88 0,810 57 1,28 0,899 73
0,89 0,813 27 1,29 0,901 47
0,90 0,815 94 1,30 0,903 20
0,91 0,818 59 1,31 0,504 90
0,92 0,821 21 1,32 0,906 58
0,93 0,823 81 1,33 0,908 24
0,94 0,826 39 1,34 0,909 88
0,95 0,828 94 1,35 0,911 49
0,96 0,831 47 1,36 0,913 09
0,97 0,833 98 1,37 0,914 66
0,98 0,836 46 1,38 0,916 21
0,99 0,838 91 1,39 0,917 74
1,00 0,841 34 1,40 0,919 24
1,01 0,843 75 1,41 0,920 73
1,02 0,846 14 1,42 0,922 20
1,03 0,848 50 1,43 0,923 64
1,04 0,850 83 1,44 0,925 07
1,05 0,853 14 1,45 0,926 47
1,06 0,855 43 1,46 0,927 86

1,07 0,857 69 1,47 0,929 22
1,08 0,859 93 1,48 0,930 56
1,09 0,862 14 1,49 0,931 89
1,10 0,864 33 1,50 0,933 19
1,11 0,866 50 1,51 0,934 48
1,12 0,868 64 1,52 0,935 74
1,13 0,870 76 1,53 0,936 99
1,14 0,872 86 1,54 0,938 22
1,15 0,874 93 1,55 0,939 43
1,16 0,876 98 1,56 0,940 62
1,17 0,879 00 1,57 0,941 79
1,18 0,881 00 1,58 0,942 95
1,19 0,882 98 1,59 0,944 08




u ] D(u) u D(u) u D(u) u i D)
1,60 0,945 20 2,00 0,977 25 2,40 0,991 80 3,10 0,999 03
1,61 0,946 30 2,01 0,977 78 2,41 0,992 02 3,12 0,999 10
1,62 0,947 38 2,02 0,978 31 2,42 0,992 24 3,14 0,999 16
1,63 0,948 45 2,03 0,978 82 2,43 0,992 45 3,16 0,999 21
1,64 0,949 50 2,04 0,979 32 2,44 0,992 66 3,18 0,999 26
1,65 0,950 53 2,05 0,979 82 2,45 0,992 86 3,20 0,999 31
1,66 0,951 54 2,06 0,980 30 2,46 0,993 05 3,22 0,999 36
1,67 0,952 54 2,07 0,980 77 2,47 0,993 24 3,24 0,999 40
1,68 0,953 52 2,08 0,981 24 2,48 0,993 43 3,26 0,999 44
1,69 0,954 49 2,09 0,981 69 2,49 0,993 61 3,28 0,999 48
1,70 0,95543 2,10 0,982 14 2,50 0,993 79 3,30 0,999 52
1,71 0,956 37 2,11 0,982 57 2,52 0,994 13 3,32 0,999 55
1,712 0,957 28 2,12 0,983 00 2,54 0,994 46 3,34 0,999 58
1,73 0,958 18 2,13 0,983 41 2,56 0,994 77 3,36 0,999 61
1,74 0,959 07 2,14 0,983 82 2,58 0,995 06 . 3,38 0,999 64
1,75 0,959 94 2,15 0,984 22 2,60 0,995 34 3,40 0,999 66
1,76 0,960 80 2,16 0,984 61 2,62 0,995 60 3,42 0,999 69
1,77 0,961 64 2,17 0,985 00 2,64 0,995 85 - 3,44 0,999 71
1,78 0,962 47 2,18 0,985 37 2,66 . 0,996 09 3,46 0,999 73
1,79 0,963 27 2,19 0,985 74 2,68 0,996 32 3,48 0,999 75
1,80 0,964 07 2,20 0,986 10 2,70 0,996 53 3,50 0,999 77
1,81 0,964 85 2,21 0,986 45 2,72 0,996 74 3,55 0,999 81
1,82 0,965 62 2,22 0,986 79 2,74 0,996 93 3,60 0,995 84
1,83 0,966 38 2,23 0,987 13 2,76 0,997 11 3,65 0,999 87
1,84 0,967 12 2,24 0,987 45 2,78 0,997 28 3,70 0,999 89
1,85 0,967 84 2,25 0,98778 2,80 0,997 44 3,75 0,999 91
1,86 0,968 56 2,26 0,988 09 2,82 0,997 60 3,80 0,999 93
1,87 0,969 26 2,27 0,988 40 2,84 0,997 74 3,85 0,999 94
1,88 0,969 95 2,28 0,988 70 2,86 0,997 88 3,90 0,999 95
1,89 0,970 62 2,29 0,988 99 2,88 0,998 01 3,95 0,999 96
1,90 0,971 28 2,30 0,989 28 2,9 0,998 13 4,00 0,999 97
1,91 0,971 93 2,31 . 0,989 56 2,92 0,998 25 4,05 0,999 97
1,92 0,972 57 2,32 0,989 83 2,94 0,998 36 4,10 0,999 98
1,93 0,973 20 2,33 0,990'10 2,96 0,998 46 4,15 0,999 98
1,94 0,973 81 2,34 0,990 36 2,98 0,998 56 4,20 0,999 99
1,95 0,974 41 2,35 0,990 61 3,00 0,998 65 4,25 0,999 99
1,96 0,97500 2,36 0,990 86 3,02"° 0,998 74 4,30 0,999 99
1,97 0,975 58 2,37 0,991 11 3,04 0,998 82 4,35 0,999 99
1,98 0,976 15 2,38 0,991 34 3,06 0,998 89 4,40 0,999 99
1,99 0,976 70 2,39 0,991 58 3,08 0,998 97 4,45 1,000 00

Poznamka: Pro ziporné hodnoty u < 0 jsou hodnoty distri
Ol-u) = 1 — D(w).
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Tabulka 4

Kvantily normovaného normdlniho rozdéleni

P u, P up, P up p p
0,50 0,000
0,51 0,025 0,76 0,706 0,951 1,655 0,976 1,977
0,52 0,050 0,77 0,739 0,952 1,665 0,977 1,995
0,53 0,075 0,78 0,772 0,953 1,675 0,978 2,014
0,54 0,100 0,79 0,806 0,954 1,685 0,979 2,034
0,55 0,126 0,80 0,842 0,955 1,695 0,980 2,054
0,56 0,151 0,81 0,878 0,956 1,706 0,981 2,075
0,57 0,176 0,82 0,915 0,957 1,717 0,982 2,097
0,58 0,202 0,83 0,954 0,958 1,728 0,983 2,120
0,59 0,228 0,84 0,994 0,959 1,739 0,984 2,144
0,60 0,253 0,85 1,036 0,960 1,751 0,985 2,170
0,61 0,279 0,86 1,080 0,961 1,762 0,986 2,197
0,62 0,305 0,87 1,126 0,962 1,774 0,987 2,226
0,63 0,332 0,88 1,175 0,963 1,787 0,988 2,257
0,64 0,358 0,89 1,227 0,964 1,799 0,989 2,250
0,65 0,385 0,50 1,282, 0,965 1,812 0,990 2,326
0,66 0,412 0,905 1,311 0,966 1,825 0,991 2,366
* 0,67 0,440 0,910 1,341 0,967 1,838 0,992 2,409
0,68 0,468 0,915 1,372 0,968 1,852 0,993 2,457
0,69 0,496 0,920 1,405 0,969 1,866 0,994 2,512
0,70 0,524 0,925 1,440 0,970 1,881 0,995 2,576
0,71 0,553 0,930 1,476 0,971 1,896 0,996 2,652
0,72 0,583 0,935 1,514 0,972 1,911 0,997 2,748
0,73 0,613 0,940 1,555 0,973 1,927 0,998 2,878
0,74 0,643 0,945 1,598 0,974 1,943 0,999 3,090
0,75 0,674 0,950 1,645 0,975 1,960
Pro p < 0,5 jsou hodnoty kvantila dany vztahem U, = “Up_p-
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Tabulka 5 ‘
Kvantily Studentova rozdéleni

Y 0,90 0,95 0,975 0,99 0,995
n .
1 3,078 6,314 12,706 31,821 63,657
2 1,886 2,920 4,303 6,965 9,925
3 1,638 2,353 3,182 4,541 5,841
4 1,533 2,132 2,776 3,747 4,604
5 1,476 2,015 2,571 3,365 4,032
6 1,440 1,943 2,447 3,143 3,707
7 1,415 1,895 2,365 2,998 3,499
8 1,397 1,860 2,306 2,896 3,355
9 1,383 1,833 2,262 2,821 3,250
10 1,372 ) 1,812 2,228 2,764 3,169
11 1,363 1,796 2,201 2,718 3,106
12 1,356 L 1,782 2,179 2,681 3,055
13 1,350 1,771 2,160 2,650 3,012
14 1,345 ) 1,761 2,145 2,624 2,977
15 1,341 1,753 2,131 2,602 2,947
16 1,337 1,746- 2,120 2,583 © 2,921
17 1,333 1,740 2,110 - 2,567 2,898
18 1,330 1,734 2,101 ’ 2,552 2,878
19 1,328 1,729 2,093 2,539 2,861
20 1,325 1,725 2,086 2,528 2,845
21 1,323 1,721 2,080 2,518 2,831
22 1,321 1,717 2,074 2,508 2,819
23 1,319 1,714 2,069 2,500 2,807
24 1,318 1,711 - 2,064 2,492 2,797
25 1,316 1,708 2,060 2,485 2,787
26 1,315 1,706 2,056 2,479 2,779
27 1,314 1,703 2,052 2,473 2,71
28 1,313 1,701 2,048 2,467 2,763
29 1,311 1,699 2,045 2,462 2,756
30 1,310 1,697 ' 2,042 2,457 2,750
Prolp < 0,5 jsou hodnoty kvantiltl dany vztahem tp = —tl—p'
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Tabulka 6 |
Rvantily rozdéleni x?

P 10,0005 0,001 0,005 0.0t 0,025 0,05 0,10
I. 0,0°393 0,0°157 0.0%393 0.0° 157 0.0%982 0,07393 0,0158
2 0,0° 100 0.0 200 0,01010 | 0.0201 00506 0,103 0,211
3 00153 0.0243 0.0717 0,115 0.216 0,352 0,584
4 0,0639 0.0908 0.207 0.297 0,484 0,711 1,06
5 0,158 0.210 0,412 . 0,554 0,831 1,15 1,61
6 0,299 0,381 0,676 0.872 -1.24 1,64 2,20
7 0,485 0.598 0,989 1,24 1.69 2,17 2,83
8 0,710 0,857 1.34 1,65 2,18 273 3,49
9 0972 1.15 1.73 2.09 2,70 3,33 417
10 1,26 1.48 2,16 2,56 3.25 3.94 487
11 1.59 1.83 2,60 3,05 3.82 4,57 5.58
12 1.93 221 3,07 3.57 4,40 523 6,30
13 2,31 2,62 3,57 4,11 5,01 5,89 7,04
14 2,70 3.04 4,07 4.66 5,63 6,57 . 7,79
15 3,01 3.48 4,60 5.23 6.26 7,26 8,55
16 3.54 394 5.14 5.81 6.91 7,96 9.31
17 3,98 4.42 5.70 6.4l 7.56 8.67 10,1
18 4,44 4.90 6.26 7.01 8.23 9,39 10,9
19 491 5.41 5.84 7.63 8.91 10.1 11,7
20 5,40 592 7.43 8.26 9,59 10,9 12,4
21 5,90 6,45 8,03 8.90 10,3 11,6 13,2
22 6,40 6,98 8,64 9,54 11,0 12,3 14,0
23 6,92 7.53 9.26 10,2 11,7 13,1 14,8
24 1.45 8.08 9.89 109 12,4 13,8 15,7
25 7.99 8.65 10.5 11.5 3.1 14,6 16,5
26 8.54 9,22 11.2 12,2 13,8 154 17,3
27 9,09 9,80 11,8 129 14,6 16,2 18,1
28 9.66 104 12,5 13.6 15,3 16,9 18,9
29 10,2 11.0 13,1 14.3 16.0 17,7 19,8
30 10.8 11.6 13,8 15,0 16.8 18,5 20,6
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157

0.90 095 0,975 0,99 0,995 0,999 0,9995

I 2,71 3,84 5,02 6.63 7,88 10,8 12.1

2 461 5,99 7,38 9,21 10,6 138 15.2

3 6.25 7,81 9,35 11,3 12,8 16,3 17.7

4 7,78 9,49 111 13,3 14,9 18,5 20,0

5 9,24 11,1 12,8 15,1 16,7 20,5 221

6 10,6 12,6 14,4 16.8 18,5 22,5 24,1

7 12,0 14,1 16,0 18,5 20,3 24,3 26,0

8 134 15,5 17,5 20,1 22,0 26,1 - 27,9

9 14,7 169 19,0. 21,7 23,6 219 29,7

10 16,0 18,3 20,5 232 25,2 29,6 1,4
11 173" 19,7 21,9 24,7 26,8 31,3 33,1
12 18.5 21,0 233 26,2 28,3 329 34,8
13 19.8 224 24,7 21,7 29,8 34,5 36,5
14 21.1 23,7 26,1 29.1 31,3 36,1 38,1
15 223 25,0 27,5 30,6 32.8 37,7 39,7
16 235 263 | 288 32,0 34,3 393 41,3
17 24,8 27,6 30,2 334 35,7 40,8 42,9
18 26,0 28,9 315 348 37,2 42,3 444
19 27.2 30,1 32,9 36,2 38,6 438 46,0
20 28.4 314 34,2 37,6 40,0 453 41,5
21 29.6 32,7 35,5 38,9 41,4 46,8 49,0
2 30,8 339 36,8 40,3 42,8 48,3 50,5
23 32,0 35,2 38,1 41,6 442 49,7 52,0
24 3132 36,4 39,4 43,0 45,6 51,2 53,5
.25 344 37,7 40,6 443 46,9 52,6 54,9
26 35,6 38,9 419 456 483 54,1 56,4
27 36,7 40:1 432 470 49,6 55,5 57.9
28 37.9 41,3 445 483 51,0 56,9 59,3
29 39.1 42,6 45,7 49,6 52.3 58.3 60,7
30 40,3 438 47,0 50,9 53,7 59,7 62.2




Tabulka 7a
Kvantily Fisherov

a - Snedecorova rozdéleni, p = 0,95

n
5
1 2 3 4 3 6 7 8 9

1 (161,45 199,50 21571 224,58 230,16 23399 236,77 238,88 24054
2 18,513 19,000 19,164 19,247 19,296 19,330 19,353 19,371 19,385
3 10,128 9,552 9,277 9,117 9,014 8,941 8,887 8,845 8,812
4 - 7,709 6,944 6,591 6,388 6,256 6,163 6,094 6,041 5,999
5 6,608 5,786 5,410 5,192 5,050 4,950 4,876 4,818 4,173
6 5,987 5,143 4,757 4,534 4,387 4,284 4,207 4,147 4,099
7 5,591 4,737 4,347 4,120 3,972 3,866 3,787 3,726 3,677
8 5,318 4,459 4,066 3,838 3,688 3,581 3,501 3,438 3,388
9 5,117 4,257 3,863 3,633 3,482 3,374 . 3,293 3,230 3,17¢
10 4965 4,103 3,708 3,478 3,326 3,217 3,136 3,072 3,020
11 4,844 3982 3,587 3,357 3,204 3,095 3,012 2,948 2,896
12 4747 3,885 3,490 3,259 3,106 2,996 2,913 2,849 2,796
13 4,667 3,806 3411 3,179 3,025 2,915 2,832 . 2,767 2,714
14 4600 3,739 3,344 - 3,112 2,958 2,848 2,764 2,699 2,646
15 4543 3,682 3,287 3,056 2,901 2,791 2,707 2,641 2,588
16 4494 3,634 3,239 3,007 2,852 2,741 2,657 2,591 2,538
17 4,451 3,592 3,197 2,965 2,810 2,699 2,614 2,548 2,494
18 4,414 3,555 3,160 2,928 2,773 2,661 2,577 2,510 2,456
19| 4381 3522 3,127 2,895 2,740 2,628 2,544 2,477 2,423
20 4351 3,493 3,098 2,866 2,711 2,599 2,514 2,447 2,393
21 4,325 " 3,467 3,073 2,840 2,685 2,573 2,488 2,421 2,366
22 4301 3,443 3,049 2,817 2,661 2,549 2,464 2,397 2,342
23 4279 3,422 3,028 2,796 2,640 2,528 2,442 2,375 2,320
24 4260 3,403 3,009 2,776 2,621 2,508 2,423 2,355 2,300
25 4242 3,385 2,991 2,759 2,603 2,490 2,405 2,337 2,282
26| 4225 3,369 2975 2,743 2,587 2,474 2,388 2,321 2,266
27 4210 3,354 2,960 2,728 2,572 2,459 2,373 2,305 2,250
28 4,196 3,340 2,947 2,714 2,558 2,445 2,359 2,291 2,236
29 4,183 3,328 2,934 2,701 2,545 2,432 2,346 2,278 2,223
30 4171 3,316 2922 2,650 2,534 2,421 2,334 2,266 2,211
40 4,085 3,232 2,839 2,606 2,450 2,336 2,249 2,180 2,124
6 | 4001 3150 2758 2,525 2,368 2254 2,167 2,097 2,040
120 3,920 3,072 2,680 2,447 2,290 2,175 2,087 2,016 1,959
@ 3,842 2,996 2,605 2,372 2,214 2,099 2,010 1,938 1,880
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h
R0
10 12 15 20 24 30 40 60 120 o0

1 (241,88 243,91 24595 248,01 249,05 250,09 251,14 252,20 253,25 254,32 )
2 19,396 19,413 19,429 19,446 19,454 119,462 19,471 19,479 19,487 19,496
3 8,786 8,745 8,703 8,660 8,639 8,617 8,594 8,572 8,549 8,527
4 5964 5912 5,858 5803 5,774 5,746 5,717 5,688 5,658 5,628
5 4,735 4,678 4,619 4,558 " 4,527 4,496 4,464 4,431 4,398 4,365
6 4060 4,000 3,938 3,874 3,842 3,808 3,774 3,740 3,705 3,669
7 3,637 3,575 3,511 3,445 3411 3,376 3,340 3,304 3,267 3,230
8 3347 37284 3,218 3,150 3,115 3,079 3,043 3,005 2,967 2,928
9 3,137 3,073 3,006 2937 2501 2864 2,826 2,787 2,748 2,707
10 2978 2913 2,845 2,774 2,937 2,700 2,661 2,621 2,580 2,538
11 2,854 2,788 2,719 2,646 2,609 2,571 2,531 2,490 2,448 2,405
12 2,753 2,687 2,617 2,544 2,506 2,466 2,426 2,384 2,341 2,296
.13 2,671 2,604~ 2,533 2,459 2,420 2,380 2,339 2,297 2,252 2,206
14 2,602 2,534 2,463 2,388 2,349 2,308 2266 2,223 2,178 2,131
15 2,544 2,475 2,404 2,328 2,288 2,247 2,204 2,1 60 2,114 2,066
16 2,494 2,425 2,352 2276 2,235 2,194 2,151 2,106 2,059 2,010
17 2,450 2,381 2,308 2,230 2,190 2,148 2,104 2,058 2,011 1,960
18 2,412 2,342 2,269 2,191 2,150 2,107 2,063 2,017 1,968 1,917
19 2,378 2,308 2,234 2,156 2,114 2,071 2,026 1,980 ° 1,930 1,878
20 2,348 2,278 2,203 2,124 2,083 2,039 1,994 1946 1,89 1,843
21 2321 " 2,250 2,176 2,096 2,054 2,010 1,965 1,917 1,866 1,812
22 2,297 2,226 2,151 2,071 2,028 1,984 1,938 1,890 1,838 1,783
23 2275 2,204 2,128 2,048 2,005 1,961 1,914 1,865 1,813 1,757
24 2,255 2,183 2,108 2,027 1,984 1,939 1 982 1,842 1,790 1,733
25 2,237 2,165 2,089 2,008 1,964 1919 1,872 1,822 1,768 1,711
26 2220 2,148 2,072 1,990 1,946 1,901 1,853 1,803 1,749 1,651
27 2204 2,132 2,056 1974 1930 1,884 1,83 1,785 1,731 1,672
28 2,190 2,118 2,041 1,959 1,915 1,869 1,820 1,769 1,714 1,654
29 2,177 2,105 2,028 1,945 1,901 1,854 1,806 1,754 1,698 1,638
30 2,165 2,092 2,015 1932 1,887 1,841 1,792 1,740 1,684 1,622
40 2,077 2,004 1,925 1,839 1,793 1,744 1,693 1,637 1,577 1,509
60 1,993 . 1,917 1,83 1,748 1,700 1,649 1,594 1,534 1,467 1,389
120 1911 1,834 1,751 1,659 1,608 1,554 1,495 1,429 1,352 1,254
® 1,831 1,752 1,666 1,571 1,517 1,459 1,394 1,318 1,221 1,000




Tabulka 7b i
Kvantily Fisherova - Snedecorova rozdéleni, p = 0,975

160

n
]
1 2 3 4 5 6 7 8 9
1 |647,79 799,50 864,16 899,58 921,85 937,11 948,22 956,66 963,28
2 | 38,506 39,000 39,165 39,248 39,298 39,331 39,355 39,373 39,387
3 17,443 16,044 15439 15,101 14,885 14,735 14,624 '14,540 14,473
4 12,218 10,649 9,979 9,605 9,365 9,197 .9,074 8,980 - 8,905
5 10,007 8,434 7,764 7,388 7,146 6,978 6,853 6,757 6,681
[ 8,813 7,260 6,599 6,227 5,988 5,820 5,696 5,600 5,523
7 8,073 6,542 5,890 5,523 5,285 5,119 4,995 4,899 4,823
8 7,571 6,060 5416 5,053 4,817 4,652 4,529 4,433 4,357
9 7,209 5,715 5,078 4,718 4,484 4,320 4,197 4,102 4,026
10 6,937 5,456 4,826 4,468 4,236 4,072 3,950 3,855 3,779
11 6,724 5,256 4,630 4,275 4,044 3,881 3,759 3,664 3,588
12 6,554 5,096 4,474 4,121 3,891 3,728 3,607 3,512 3,436
13 6,414 4,965 4,347 3,996 3,767 3,604 3,483 3,388 3,312
14 6,298 4,857 4,242 3,892 3,663 3,501 3,380 3,285 3,209
.15 6,200 4,765 4,153 3,804 3,576 3,415 3,293 3,199 3,123
16 6,115 4,687 4,077 3,729 3,502 3,341 3,219 3,125 3,049
17 6,042 4,619 4,011 3,665 3,438 ’ 3,277 3,156 3,061 2,985
18 5978 4,560 3,954 3,608 3,382 3,221 3,100 3,005 2,929
19 5922 4,508 3,903 3,559 3,333 3,172 3,051 2,956 2,880
20 5,872 4,461 3,859 3,515 3,289 3,128 3,007 2,913 2,837
21 5827 4,420 3,819 3475 3250 3,090 2,969 2,874 2,798
22 5,786 4,383 3,783 3,440 3,215 3,055 2,934 2,839 2,763
23 5,750 4,349 3,751 3,408 3,184 3,023 2,902 2,808 2,731
24 5717 4,319 3,721 3,379 3,155 2,995 . 2,874 2,779 2,703
25 5,686 4,291 3,694 3,353 3,129 - 2,969 2,848 2,753 2,677
26 5,659 4,266 3,670 3,329 3,105 2,945 2,824 2,729 2,653
27 5,633 4,242 3,647 3,307 3,083 2,923 2,802 2,707 2,631
28 5610 4,221 3,626 3,286 3,063 2,903 2,782 2,687 2,611
29 5,588 4,201 3,607 3,267 3,044 2,884 2,763 2,669 2,592
30 5,568 4,182 3,589 3,250 3,027 2,867 2,746 2,651 2,757
40 5424 4,051 3,463 3,126 2,904 2744 2,624 2,529 2452
60 5,286 3,925 3,343 3,008 2,786 2,627 2,507 2,412 2,334
120 5,152 3,805 3,227 2,894 2,674 2,515 2,395 2,299 2,222
[+9) 5,024 3,689 3,116 2,786 2,567 2,408 © 2,288 2,192 2,114




1y

Il
1
10 12 15 20 24 30 40 60 120 ©

1 |968,63 976,71 98487 993,10 997,251001,4 10056 1 009,8 1014,0 1018,3

2 39,398 39,415 39,431 39,448 39,456 39,465 39,473 39,481 39,490 39,498
3 14,419 14,337 14,253 14,1 67 14,124 14,081- 14,037 13,992 13,947 13,902
4 8,844 8751 8,657 8,560 8,511 846! 8411 8,360 8,309 8,257
5 6,619 6,525 6,428 6329 6278 6,227 6,175 6,125 6,069 6,015

6 5,461 5,366 5269 5168 5,117 5,065 5013 4,959 ° 4,905 4,849
7 4761 4,666 4,568 4,467 4415 4362 4309 4,254 4,199 4,142
8 | 4295 4200 4,101 4,000 3,947 3,894 3,840 3,784 3,728 3,670
9 3,964 3,868 3,769 3,667 3,614 3,560 3,506 3,449 3,392 3,333
0 3,717 3,62k 3522 3,419 3,365 3,311 3,255 3,198 3,140 3,080

11 3,526 3,430 3,330 32260 3,173 3,118 3,061 3,004 2,944 2,883
12 3,374 3,277 3,177 3,073 3,019 2,963 2,906 2,848 2,787 2,725
13 3,250 3,153 3,053 2,048 2,893 2,837 2,780 2,720 2,659 2,596
14 3,147 3,050 2,949 2,844 2,789 2,732 2,674 2,614 2,552 2,487
15 3,060 2,963 2,862 2,756 2,701 2,644 2,585 - 2,524 2,461 2,395

16 2,986 2,889 2,788 2,681 2,625 2,568 2,509 2,447 2,383 2.316
17 2,922 2,825 2,723 2,616 2,560 2,502 2,442 2,380 2,315 2,247
18 2,866 2,769 2,667 2,559 2,503 2,445 2,384 2,321 2,256 2,187
19 2,817 2720 2,617 2,509 2,452 2,394 2,333 2,270 2,203 2,133
20 2774 2,676 2,513 2,465 ~ 2,408 2,349 2,287 2,223 2,156 2,085

21 2,735 2,637 2,534 2,425 2,368 2,308 2,247 2,182 2,114 2,042
22 27700 5,602 2,498 2,389 2,332 2,272 2,210 2,145 2,076 2,003
23 2,668 2,570 2,467 2,357 2,299 2,239 2,176 2,111 2,042 - 1,968
24 2,640 2,541 2,437 2327 2,269 2,209 2,146 2,080 2,010 1,935
25 2,614 2,515 2411 2,301 2,242 2,182 2,118 2,052 1,981 1,906

26 2,500 2,491 2,387 2,276 2,217 2,157 2,093 2,026 1,955 1,878
27 2,568 2,469 2,364 2,253 2,195 2,133 2,069 2,002 1,930 1,853
28 2,547 2,448 2,344 2232 2,174 2,112 2,048 1,980 1,907 1,829
29 2,529 2,430 2,325 2,213 2,154 2,092 2,028 1,959 1,886 - 1,807
30 2,511 2,412 2,307 2,195 2,136 2,074 2,009 1,940 1,866 1,787

40 2,388 2,288 2,182 2,068 2,007 1,943 1 ,875 1,803 1,724 1,637
60 2,270 2,169 2,061 1,945 1,882 1,815 1,744 1,667 1,581 1,482
120 2,157 2,055 1,945 1,825 1,760 1,690 1,614 1,530 1,433 1,310
@ 2,048 1,945 1,833 1,709 1,640 1,566 1,484 1,388 1,268 1,000
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Tabulka 7c
Kvantily Fisherov

a - Snedecorova rozdéleni, p = 0,99

162

o
k]
1 2 3 4 5 6 7 8 9
1140522 4999,5 5403,5 56246 57637 58595,0 59283 598L,6 6022,5
2| 98503 99,000 99,166 99,249 99,299 99,332 99,356 99,374 99,388
3 34,116 30817 29457 28,710 28,237 27,911 27,672 27,489 .27.345
4 21,198 18,000 16,694 15977 ° 15522 15207 14976 14,799 14,639
5 16258 13274 12,060 11,392 10,967 10,672 10,456 10,289 10,158
6 13,745 10,925 9,780 9,148 8,746 8,466 8,260 8,102 7,976
-7 12,246 , 9,547 8,451 7,847 7,460 7,191 6,993 6,840 6,719
8 11,259 8,649 7,591 7,006 6,632 6,371 6,178 6,025 5,911
9| 10561 8,022 6992 6,422 6,057 5,802 5,613 5,467 5,351
10 10,044 6,559 6,552 5,994 5,636 5,386 5,200 5,057 4942
11 9,646 7,206 6,217 5,668 5,316 5,069 4,886 4,745 4,632
12 9330 6,927 5,953 5412 5,064 4,821 4,640 4,499 4,388
13 9,074 6,701 5,739 5,205 4,862 4,620 4,441 4,302 4,191
14 8,862 6,515 5,564 5,035 4,695 4,456 4,278 4,140 © 4,030
15 8,683 6,359 5,417 4,893 4,556 4,318 4,142, 4,005 3,895
16 8,531 6,226 5,292 4,773 4,437 4,202 4,026 3,890 3,780
17 8,400 6,112 5,185 4,669 4,336 4,102 3,927 3,791 3,682
18 8,285 6,013 5,092 4,579 4,428 4,015 3,841 3,705 3,597
.19 8,185 5926 - 5010 4,500 4171 3,939 3,765 3,631 3,523
20 8,096 5,849 4,938 4,431 4,103 3,871 3,699 3,564 3,457
21 8,017 5,780 4,874 4,369 4,042 3,812 3,640 - 3,506 3,398
- 22 7,945 5719 4,817 4,313 3,988 3,758 3,587 3,453 3,346
23 7,881 5,664 4,765 4,264 3,939 3,710 3,539 3,406 3,299
24 7,823 5614 4,718 4,218 3,895 3,667 3,496  .3,363 3,256
25 7,770 5,568 4,676 4,177 3,855 3,627 3,457 3,324 3,217
26 7,721 5,526 4,637 4,140 3,818 3,591 3,421 3,288 3,182
27 7,617 5488 4,601 4106 . 3,785 3,558 3,388 3,256 3,149
.28 7,636 5,453 4,568 4,074 3,754 3,528 3,358 3,226 3,120
29 7,598 5421 4,538 4,045 3,725 3,500 3,330 3,198 3,092
30 7,563 5,390 4,510 4,018 3,699 3,474 3,305 3,173 3,067
40 7314 5,179 4,313 3,828 3,514 3,291 3,124 2,993 2,888
60 7071 4977 4,126 3,649 3,339 3,119 2,953 2,823 2,719
120 6,851 4787 - 3,949 3,480 3,174 2,956 2,792 2,663 2,559
o 6,635 4,605 3,782 3,319 3,017 2,802 2,639 2,511 2,407




n

2
10 12 15 20 . 24 30 40 60 120 ©

1 ]60558 61063 6157,3 6208,7 6234,6 6260,7 6286,6 6313,0 63394 63660
2 99,399 99,416 99,432 99,449 99,458 99,466 99474 99,483 99491 99,501
3 27229 27,052 26,872 26,600 26,598 26,505 26,411 26316 26,221 26,125
4 14,546 14,374 14,198 14,020 13,929 13,838 13,754 13,652 13,558 13,463
5

10,051 9,888 9,722 9,553 9,467 9,379 9,291 9,202 9,112 = 9,020

7874 7718 7559 7,396 7,313 7,229 7,143 7,057 6,969 6,880
6,620 6469 6314 6155 6,074 5992 5908 5,824 - 5,737 5,650
5814 5,667 5515 5359 5279 5,198 5,116 5032 4,946 4,859
5257 5,111 4,962 4,808 4,729 4,649 4,567 4,483 4,398 4,311
4849 4,706 4,558 4,405 4,327 4247 4,165 4,082 3,997 3,905

[=RAY=T - S =)}

—

11 4,539 4,397 4,251 4,099 4,021 3,941 3,860 3,776 3,690 3,603
12 4296 4,155 ' 4,010 3,858 3,781 3,701 3,619 3,536 3,449 3,361
13 4,100 3,960 3,815 3,665 3,587 3,507 3,425 3,341 3,255 3,165
14 3939 3,800 3,656 3,505 3,427 3,348 3,266 3,181 3,004 . 3,004
15 3,805 3,666 3,522 3,372 3,294 3,214 3,132 3,047 2,960 2,868

16 3,691 3,553 3,409 3,259 3,181 3,101 3,018 2,933 2,845 2,153
17 3,593 3,455 3312 3,162 3,084 3,003 2921 23835 2,746 2,653
18 3,508 3,371 3,227 3,077 2,999 2919 2,835 2,749 2,660 2,566~

- 19 3,434 3,297 3,153 3,003 2,925 2,844 2,761 2,674 2,584 2,489

20 3,368 3,231 3,088 2,938 2,859 2,779 2,695 2,608 2,517 2,421

21 3310 3,173 3,030 2,880 2,801 2,720 2,636 2,548 2,457 2,360
22 3258 3,121 2978 2,827. 2749 2,668 2,583 2,495 2,403 2,306
23 3211 3,074 2931 2,781 2,702 2,620 - 2,536 2,447 2,354 2,256
24 3,168 3,032 2880 2,738 2,659 2,577 2492 2,404 -2310 2,211
25 3,129 2,993 2,850 2,699 2,620 2,538 2,453 2,364 2,270 2,169

26 3,004 2,958 2815 2,664 2,585 2,503 2417 2,327 2,233 2,132
27| . 3062 2926 2,783 2,632 2,552 2,470 2,384 2,294 2,198 2,097
28 3,032 2,896 2,753 2,602 2,522 2,440 2354 2,263 2,167 2,064
29 3,005 2,869 2,726 2,574 2,495 2,412 2325 2,234 2,138 2,034
30 2,979 2,843 2,700 2,549 2,469 2,386 2,299 2,208 2,111 2,006

40 2,801 2,665 2,522 2,369 2,288 2,203 2,114 2,019 1,917 1,805
60 2,632 2,496 2,352 2,198 2,115 2,029. 1,936 1,836 1,726 1,601
120 2472 2,336 2,192 2,035 1,950 1,860 1,763 1,656 1,533 1,381
© 2321 2185 2,039 1878 1,791 1 696 1,592 1,473 1,325 1,000
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Tabulka 7d )
Kvantily Fisherova — Snedecorova rozdéleni, p = 0,995

m
m
1 2 3. 4 5 6 7 8 9

1 16211 20000 21 615 22 500 23 056 23 437 23715 23 925 24091

2 {198,50 199,00 199,17 199,25 199,30 199,33 199,36 199,37 . 199,39

3 55,552 49,799 47,467 46,195 45,392 44 838 44,434 44,126 43,882

4 31,333 26,284 24,259 23,155 22,456 21,975 21,622, 21,352 © 21,139

5 22,785 18,314 16,530 15,556 14,940 14,513 14,200 13,961 13,772,

6 18,635 14,544 12,917 12,028 11,464 11,073 10,786 10,566 10,391

7 16,236 12,404 10,882 10,050 9,522, 9,155 8,885 8,678 8,514
- 8 14,688 11,042 9,597 8,805 8,302 7,952 7,694 7,496 7,339

9 13,614 10,107 8717 7956 7,471 7,134 6,885 6,693 6,541
10 | 12,826 9,427 - 8,081 7,343 6,872 6,545 6,303 6,116 5,968
11 12,226 8,912 7,600 6,881 6,422 6,102 5,865 5,682 5,537
12 11,754 8,510 7,226 6,521 6,071 5,757 5,525 5345 5202
13§ 11,374 8,187 6926 6,234 5,791 5,482 5,253 5,076 5,935
14 | 11,060 7,922 6,680 5,998 5,562 5,257 5,031 4857 - 4,717
15 | 10,798 7,701 6,476 5,803 5,372 5,071 4,347 4,674 4,536
16 10,575 7,514 6,303 5,638 5,212 4,913 4,692 4,521 4,384
17 10,384 7,354 6,156 5,497 5,075 4,779 4,559 4,389 4,254
18 10,218 7,215 6,028 5,375 4,956 4,663 4,445 4,276 4,141
19 10,0_73 7,094 5,916 5,268 4,853 4,561 4,345 4,177 4,043
20 9,944 6,987 5,818 5,174 4,762, 4,472 4,257 4,090 4,956
21 9,830 6,891 5,730 5,091 4,681 4,393 4,179 4,013 3,880
22 9,727 6,806 5,652 5,017 4,609 4,323 4,109 3,944 3,812
23 9,635 6,730 5,582 4,950 4,544 4,259 4,047 3,882 3,750
24 9,551 6,661 5,519 4,890 4,486 4,202 3,991 3,826 3,695
25 9,475 6,598 5,462 4,835 4,433 4,150 3,939 3;776 3,645
26 | 9,406 6,541 5409 4,785 4384 4,103 3,893 3,730 3,599
27 | 9342 6489 5361 4740 4340 4059 33850 3,688 3,557
28 9,281 6,440 5,317 4,698 4,300 4,020 3,811 3,649 3,519
29 9,230 6,396 5,276 4,659 4,262, 3,983 3,775 3,613 3,483
30 9,180 6,355 5,239 4,623 4,228 3,949 3,742 3,580 3,451
40 | 8,828 6066 4976 4374 398 3,713 3,509 3350 3,222
60 | 8495 5795 4720 4140 3,760 3,492 3,291 3,134 3,008
120 8,179 5,539 . 4,497 3,921 3,548 3,285 3,087 2,933 2,808
0 7,879 5,298 4,279 3,715 3,350 3,091 2,897 2,744 2,621
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m
L)
10 12 15 20 24 30 40 60 120 [
1

1 247224 24426 24630 24836 24940 25044 25148 25253 25359 25 465
2 199,40 199,42 199,43 199,45 199,46 199,47 199,47 199,48 199,49 199,51

3 43,686- 43,387 43,085 42,778 42,622 42,466 42,308 42,149 41,989 41,829
4 20,967 20,705 20,438 20,167 20,030 19,892 19,752 19,611 19,468 19,325
5 13,618 13,384 13,146 12,903 12,780 12,656 12,530 - 12,402 12,274 12,144
6 10,250 10,034 9,814 9,589 9,474 9,358 9,241 9,122 9,002 8,879
7 8,380 8,1'76 7,968 7,754 1,645 7,535 7,423 7,309 7,193 7,076
8 7211 7,015 6,814 6,608 6,503 6,396 6,288 6,177 6,065 5,951
9 6,417 6,227 6,033 5832 5729 5,625 5,519 5410 5,300 5,188
10 5847 5,661 5471 5274 5173 5071 4966 4,859 4,750 4,639
11 5418 5236 5049 4855 4756 4,654 4,551 4,445‘ 4,337 4,226
12 5086 4,906 4,721 4,530 4432 4,331 4228 4,123 4,015 3,904
13 4,820 4,643 4,460 4,270 4,173 4,073 3,970 3,866 3,758 3,647
14 4,603 4,428 4,247 4,059 3,961 3,862 3,760 3,655 .3,547 3,436
15 4424 4250 4,070 3,883 3,786 3,687 3,585 3,480 3,372 3,260
16 4272 - 4,099 3,921 3,734 3,638 3,539 3,347 3332 3224 3,112
17 4142 3971 3,793 3,607 3,511 3412 3311 3,206 3,097 2,984
18 4031 3,860 3,683 3,498 3,402 3,303 3201 3,09 2987 2,873

19 3,933 3,763 3,587 3,402 3,306 3,208 3,106 3,000 2,891 2,776
20 3,847 3,678 3,502 3,318 3,222 3,123 3,022 2,916 2,806 2,650
21 3,771 3,602 3,427 3,243, 3,147 3,049 2947 2,841 2,730 2,614
22 |~ 3703 3,535 3,360 3176 3,081 2,982 2,80 2,774 2,663 2,546
23 3,642 3,475 3,300 3,117 3,001 2,922 2,820 2,713 2,602 2,484
24 3,587 3420 3,246 3.062 2967 2,868 2,765 2,659 2,546 2,428
25 3,537 3,370 3,19 3,013 2918 2819 2,716 2,608 2,496 2,377
26 3,492 3,325 3,152 2969 2,873 2774 2,671 2,563 2,450 2,330
27 3,450 3,284 3,110 2,928 2,832 2,733 2,630 2,522 2,408 2,287
28 3,412 3,246 3,073 2,890 2,794 2,695 2,592 2,483 2,369 2,247
29 3,377 3,211 3,038 2,855 2,759 2,660 2,557 2,448 2,333 2,210
30 3,344 3,179 3,006 2,823 2,727 2,628 2,524 2,415 2,300 2,176
40 3,117. 2,955 2,781 2,598 2,502 2,402 2,296 2,184 2,064 1,932
60 2,904 2,742 2,511 2,387 2,290 2,187 2,079 1,962 1,834 1,688
120 2,705 2,544 2,373 2,188 2,089 1,984 1,871 1,747 1,606 1,431

@ 2,519 2,358 2,187 2,000 1,898 1,789 1,669 1,533 1,364 1,000



