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last́ı se zaměřeńım předevš́ım na optimalizačńı problémy a metody diskrétńı op-
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drobných chyb a překlep̊u.
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6.1 Základńı pojmy . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 74
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8.2 Kružnice malé váhy v úplném ohodnoceném grafu . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 85

2



1 Optimálńı tok

1.1 Formulace úlohy

V této kapitole budeme uvažovat śıt’ s v́ıce zdroji a v́ıce stoky s pevně danými intenzitami a budeme
předpokládat, že v śıti existuje tok. Obecně takových tok̊u existuje v́ıce a je možno hledat tok z některého
hlediska optimálńı. Přǐrad́ıme proto každé hraně grafu ~G daľśı č́ıslo cij , které budeme podle jednoho
zp̊usobu jeho interpretace nazývat cenou.

Definice 1.1. Bud’ ~G śıt’ s propustnost́ı hran rij a s intenzitami uzl̊u ai. Necht’ pro každou hranu

(i, j) ∈ H(~G) je dáno č́ıslo cij ∈ R, nazývané cena. Je-li x tok v ~G, pak se č́ıslo

c(x) =
∑

(i,j)∈H(~G)

cijxij

nazývá cena toku x. Tok v ~G, který má minimálńı cenu, se nazývá optimálńı tok v śıti ~G.

Př́ıklad. Plánováńı přepravy náklad̊u.
Má-li śıt’ ~G význam transportńı śıtě a č́ısla cij znamenaj́ı cenu za přepravu jednotky produktu po

hraně (i, j), pak má cena toku c(x) význam celkových přepravńıch náklad̊u a optimálńı tok představuje
rozvozńı plán, který uspokoj́ı dané přepravńı nároky s minimálńımi celkovými náklady.

Př́ıklad. Plánováńı výroby a skladováńı.
Uvažujme podnik, který muśı každý měśıc plánovat svoji výrobu tak, aby byl schopen zabezpečit

výrobu podle zadaného grafikonu, jehož hodnoty jsou koĺısavé. V této situaci jsou r̊uzné zp̊usoby řešeńı:
je např́ıklad možno každý měśıc vyrobit přesně tolik, kolik žádá grafikon - v tom př́ıpadě však nar̊ustaj́ı
ztráty, zp̊usobené koĺısáńım výroby. Je též možno udržovat konstantńı výrobu a koĺısáńı poptávky za-
bezpečovat pomoćı skladu - při malé poptávce vyrábět pro sklad, při velké sklad vyprázdnit. V tomto
př́ıpadě nar̊ustaj́ı skladovaćı náklady. Úkolem je nalézt takový plán výroby, aby celkové ztráty byly mi-
nimálńı.

Předpokládejme, že se na začátku ve skladu nacháźı d0 jednotek produktu a označme:
- xm produkci závodu v m-tém měśıci,
- bm množstv́ı produktu potřebné v m-tém měśıci,
- dm množstv́ı produktu nepoužitého na konci m-tého měśıce (tj. zásobu),
- cm náklady na rozš́ı̌reńı výroby mezi m-tým a m+ 1-tým měśıcem,
- pm náklady na skladováńı jednotky produktu mezi m-tým a m+ 1-tým měśıcem.

Pak se snadno přesvědč́ıme, že řešeńı naš́ı úlohy se převede na úlohu o optimálńım toku v śıti na
následuj́ıćım obrázku:
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x1 x2 x3 x4 x5 x6 x7 x8 x9 x10 x11 x12
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Č́ısla xm a dm interpretujeme jako hodnoty toku a č́ısla cm a pm jako ceny; cena toku (kterou
minimalizujeme) je dána výrazem

11∑
m=1

cm(xm+1 − xm) +

11∑
m=1

pmdm;

propustnosti všech hran uvažujeme nekonečné.

Intenzita a uzlu, z něhož vycházej́ı toky x1, . . . , x12, je dána výrazem a =
12∑
i=1

bi−d0; v i-tém neutrálńım

uzlu je xi + di−1− di = bi, i = 1, . . . , 11 (pro i = 12 je xi + di−1 = bi), což je v souladu s formulaćı úlohy.

V předchoźıch dvou př́ıkladech z podstaty úlohy vyplývalo, že ceny cij muśı být nezáporná č́ısla.
V následuj́ıćım př́ıkladu uvid́ıme, že v praktických situaćıch se mohou vyskytnout i záporné ceny a tedy
náš předpoklad cij ∈ R z definice optimálńıho toku má opodstatněńı.

Př́ıklad. Úloha o skladu.
Ve skladu, do něhož se vejde nejvýše k výrobk̊u, je k dispozici k0 výrobk̊u. V pr̊uběhu n dn̊u se

realizuje prodej a nákup těchto výrobk̊u. Předpokládejme, že jsou známy:
pi - cena při prodeji jednoho výrobku v i-tý den,
qi - kupńı cena (od dodavatele) jednoho výrobku v i-tý den pro doplněńı skladu,
si - náklady na skladováńı jednoho výrobku v i-tý den,
Q - celkový počet výrobk̊u, které je možno od dodavatele obdržet za uvažovaných n dn̊u.

Naš́ım úkolem je určit:
αi - počet výrobk̊u, prodaných v i-tý den,
βi - počet výrobk̊u, koupených od dodavatele v i-tý den,
γi - počet skladovaných výrobk̊u po prodeji skladovaných,
δi - počet skladovaných výrobk̊u po koupi nových od dodavatele;

přičemž má být maximalizován celkový zisk

n∑
i=1

(piαi − qiβi − siδi),

což je zřejmě ekvivalentńı s minimalizaćı výrazu

n∑
i=1

(−piαi + qiβi + siδi).

Pro zjednodušeńı předpokládejme, že se požaduje, aby v n-tý den bylo ve skladu opět k0 výrobk̊u. Úloha
se převede na úlohu o optimálńım toku v śıti, jež je pro n = 4 na následuj́ıćım obrázku.

n n n n n n n n
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Uzly 1, . . . , 8 odpov́ıdaj́ı stav̊um, v nichž se sklad nacháźı v jednotlivé dny: uzel 1 popisuje výchoźı stav
a má proto intenzitu a1 = k0, uzel 2 popisuje stav po prodeji části výrobk̊u v prvńı den atd., až uzel
8 popisuje konečný stav skladu a má proto intenzitu a8 = −k0; intenzity uzl̊u 2 až 7 jsou rovny nule.
Uzel 9 odpov́ıdá dodavateli, uzel 10 zákazńıku. Protože a1 = −a8, muśı také být a9 = −a10 = Q.
Vzhledem k tomu, že je možné, aby se koupilo a prodalo i méně než Q výrobk̊u, je v śıti fiktivńı hrana
(9, 10) s nulovou cenou a nekonečnou propustnost́ı. Propustnosti hran (i, i + 1) pro i = 1, . . . , 7 jsou k,
ostatńı hrany maj́ı nekonečnou propustnost. Hledaná č́ısla αi, βi, δi interpretujeme jako hodnoty toku,
č́ısla −pi, qi, si jako ceny a hledáme tok, který minimalizuje cenovou funkci

n∑
i=1

(−piαi + qiβi + siδi).

Je však otázkou, jak poznáme, že daný tok je optimálńı, chyb́ı nám tedy charakterizačńı věta. K jej́ı
formulaci potřebujeme nejprve zavést některé pojmy.

1.2 Záporné rezervńı polocykly

Definice 1.2. Bud’ ~G orientovaný graf. Potom polocestou v grafu ~G z uzlu a do b nazveme cestu z a do
b v symetrizaci grafu ~G. Hrany orientované ve směru z a do b nazveme souhlasné, ostatńı hrany polocesty,
které maj́ı opačnou orientaci, nazveme nesouhlasnými.

Definice 1.3. Analogicky jako polocestu m̊užeme definovat i polocyklus v grafu ~G.

Definice 1.4. Cena polocesty (polocyklu) je č́ıslo

c(P ) =

souhl.∑
h∈H(P )

c(h)−
nesouhl.∑
h∈H(P )

c(h) .

Př́ıklad.

• • • • • •............................................................................................................. ....................... .................................................................................................................................... .................................................................................................................................... ............................................................................................................. ....................... ............................................................................................................. .......................

a b

1 3 2 4 3 Cena polocesty: 1− 3− 2 + 4 + 3 = 3.

Př́ıklad.
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5

2

4

3

1

Cena polocyklu:
5− 2− 1− 3 + 4 + 2 = 5.
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Následuj́ıćı (téměř samozřejmé) tvrzeńı ukazuje význam ceny polocesty, resp. polocyklu.

Tvrzeńı 1.1. Cena c(P ) (resp. c(C)) představuje změnu ceny toku, změńıme-li na polocestě P (resp.
na polocyklu C) tok o 1.

Definice 1.5. Řekneme, že tok x lze zvětšit na polocyklu C (na polocestě P ) o δ, jestliže

xij + δ ≤ rij pro každou hranu (i, j) souhlasnou,

xij − δ ≥ 0 pro každou hranu (i, j) nesouhlasnou.

Označeńı. V daľśıch př́ıkladech význam č́ısel u hran bude vždy xij(cij , rij).

Př́ıklad.
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1(5,3)

4(3,5)

2(1,6)

4(2,7)

2(1,2)

1(2,4)

x lze zvětšit na C o 2.

Př́ıklad. Mějme dánu následuj́ıćı śıt’.
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0

1(2,3) 2(3,3)

3(3,3) 2(4,2)

1(2,2) 0(2,2)

Je zřejmé, že ohodnoceńı xij je tok (ověř́ıme podmı́nky z definice toku). Cena tohoto toku je c(x) = 27.
Pod́ıvejme se nyńı na následuj́ıćı polocyklus C.
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Cena polocyklu je záporná a lze na něm zvětšit tok o 1. Po této úpravě bude naše śıt’ vypadat následovně:
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Je evidentńı, že nové hranové ohodnoceńı xij je opět tokem (proč?). Jeho cena je skutečně nižš́ı, plat́ı
c(x) = 24. Pod́ıvejme se ted’ na polocyklus:
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Cena tohoto polocyklu je opět záporná, a i na tomto polocyklu lze přidat 1. Po úpravě toku dostaneme:
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3(2,3) 3(3,3)

1(3,3) 1(4,2)

0(2,2) 0(2,2)

Nové ohodnoceńı je opět tokem, jeho cena je c(x) = 22. Tento tok je již optimálńı, ale je otázkou, jak
optimalitu toku obecně poznat.

Z tohoto př́ıkladu lze vyvodit některé závěry a otázky.
- Cenu toku lze pravděpodobně snižovat zvýšeńım toku podél polocyklu záporné ceny.
- Jak lze takový polocyklus nalézt ?
- Jak poznáme, že proces konč́ı, tj. že tok je již optimálńı?

Na některé z těchto otázek nám dá odpověd’ následuj́ıćı věta.

Věta 1.1. Tok x je optimálńı, právě když x nelze zvětšit na polocyklu záporné ceny.
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Poznámka. Necht’ xij je tok. Polocyklus záporné ceny C, na němž lze xij zvětšit, se nazývá záporný
rezervńı polocyklus (ZRP). Věta 1.1 tedy ř́ıká, že tok je optimálńı, právě když pro něj neexistuje ZRP.

Důkaz.
a) x je optimálńı⇒ x nelze zvětšit na záporném polocyklu. To je zřejmé, nebot’ kdyby jej šlo zvětšit

na nějakém takovém polocyklu C s c(C) < 0, tak sńıž́ıme c(x) a x by nebyl optimálńı.
b) Dokážeme, že jestliže x neńı optimálńı, pak x lze zvětšit na polocyklu záporné ceny.

Necht’ tedy x neńı optimálńı. Potom existuje tok y takový, že c(x) > c(y). Položme z = y − x.
Jaké má z vlastnosti?

1. V každém uzlu j plat́ı∑
(j,i)∈H(~G)

zji −
∑

(i,j)∈H(~G)

zij =
(∑

yji −
∑

yij

)
−
(∑

xji −
∑

xij

)
= aj − aj = 0.

Ohodnoceńı z tedy splňuje
”
podmı́nky kontinuity“ s nulovými intenzitami.

2. Ale neńı zaručeno, že na každé hraně e bude z(e) ≥ 0. To znamená, že z obecně nemuśı
být tok. To se dá spravit následuj́ıćım zp̊usobem.

Definujeme nový graf ~G1:
U(~G1) = U(~G),

(i, j) ∈ H(~G1)⇔ zij > 0 nebo zji < 0,

a na ~G1 definujeme tok z1 předpisem:
z1
ij = zij , pokud zij > 0, a

z1
ij = −zji, pokud zji < 0.

Nyńı na ~G1 už z1 je skutečně tok, a nav́ıc je to tok s nulovými intenzitami (tzv. cirkulace). Plat́ı:

Tok z1 lze rozložit na součet tok̊u v cyklech grafu ~G1.

Důkaz tohoto tvrzeńı je poměrně jednoduchý a má konstruktivńı charakter. Graf ~G1 obsahuje
nějaký cyklus C1; polož́ıme δ1 = min{z1

ij , (i, j) ∈ C1}, na C1 zmenš́ıme tok z o δ1, č́ımž źıskáme

nový tok z1
1 . K němu sestroj́ıme graf ~G2 s hranami, na nichž z1

1 > 0. Tento graf ~G2 obsahuje
nějaký cyklus C2, a postup opakujeme. Po konečném počtu krok̊u dostaneme tok z1 jako součet
tok̊u na cyklech C1, . . . , Ck.

Vrat’me se zpět do p̊uvodńıho grafu. Každý cyklus Ci odpov́ıdá v ~G nějakému polocyklu Qi, na
kterém lze zvětšit x o δi. Ale y = x + z, a c(y) < c(x), a tedy některý z polocykl̊u Qi muśı být
záporný.

2

Vrat’me se nyńı k př́ıkladu ze str. 6, resp. k jeho výsledné podobě.
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3(2,3) 3(3,3)

1(3,3) 1(4,2)

0(2,2) 0(2,2)

Nyńı již v́ıme, že tok je optimálńı, pokud pro něj neexistuje ZRP. Otázka je, jak ale algoritmicky
poznat záporný rezervńı polocyklus.
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1.3 Vyhledáváńı záporných rezervńıch polocykl̊u a Floyd̊uv algoritmus

Pro śıt’ ~G s tokem xij definujeme pomocný graf Ĝ takto:

1. Ĝ je úplný orientovaný graf (bez smyček) na U(~G),
2. ohodnoceńı hran grafu Ĝ definujeme předpisem:

wij =


cij (xij < rij) ∧

(
xji = 0 nebo (j, i) 6∈ H(~G)

)
−cji

(
xij = rij nebo (i, j) 6∈ H(~G)

)
∧ xji > 0

min{cij ,−cji} xij < rij ∧ xji > 0
∞ jinak

Př́ıklad. Śıti z našeho př́ıkladu odpov́ıdá následuj́ıćı graf Ĝ.
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-2 3

-3

2 -2

-3 -4

A je vidět, že záporný rezervńı polocyklus v ~G odpov́ıdá zápornému cyklu v Ĝ (a naopak).

Problém nalezeńı ZRP jsme tedy zjednodušili na nalezeńı algoritmu na vyhledáváńı záporných cykl̊u.
Připomeňme Floyd̊uv algoritmus na nalezeńı w-distančńı matice grafu, který známe z předmětu TGD1
(viz [4], kap. 5.4, str. 180, nebo [11], kap. 4C, str. 122).

d0
ij =


0 i = j

wij i 6= j , (i, j) ∈ H(~G)

∞ i 6= j , (i, j) 6∈ H(~G)

dkij = min{dk−1
ij , dk−1

ik + dk−1
kj }. (*)

Připomeňme, že význam č́ısel dkij je délka minimálńı cesty množinou uzl̊u {1, . . . , k}.
My nyńı budeme Floyd̊uv algoritmus modifikovat pro účely nalezeńı záporného cyklu, a to následuj́ıćım

zp̊usobem:

d0
ij =

{
wij je-li hrana (i, j) ∈ H(G),
∞ jinak

(tj. na diagonále budou také nekonečna). Budeme poč́ıtat matice D1, D2, . . . , Dn podle vztahu (∗).
Protože dkij jsou délky minimálńıch i, j-cest, bude pro i = j hodnota dkii mı́t význam w-délky minimálńıho
i, i-cyklu. Dostáváme tak následuj́ıćı větu.

Věta 1.2. Graf Ĝ obsahuje záporný cyklus, právě když dkii < 0 pro některá i, k ∈ {1, 2, . . . , n}.

9



Poznámka. Tento algoritmus nalezne záporné polocykly v čase O(n3).

Př́ıklad. Pokračováńı řešeńı př́ıkladu ze str. 6.
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-2 3

-3

2 -2

-3 -4

D0 =


∞ 2 ∞ ∞
−2 ∞ 3 −2
∞ −3 ∞ −4
−3 2 ∞ ∞



D1 =


∞ 2 ∞ ∞
−2 0 3 −2
∞ −3 ∞ −4
−3 −1 ∞ ∞

 D2 =


0 2 5 0
−2 0 3 −2
−5 −3 0 −5
−3 −1 2 −3


V śıti tedy existuje záporný rezervńı polocyklus, zpětným prohledáváńım matic D2, D1 a D0 lze źıskat
informaci o tom, které hrany do tohoto polocyklu patř́ı. V našem př́ıpadě se jedná o polocyklus 1−2−4−1.

Př́ıklad. Ověřme, že posledńı tok v śıti z našeho př́ıkladu je optimálńı.
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-2 -3

2 2
-3

3

4

-4

D0 =


∞ ∞ ∞ 3
−2 ∞ ∞ 2
∞ −3 ∞ −4
−3 2 4 ∞


D1 =


∞ ∞ ∞ 3
−2 ∞ ∞ 1
∞ −3 ∞ −4
−3 2 4 0
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D2 =


∞ ∞ ∞ 3
−2 ∞ ∞ 1
−5 −3 ∞ −4
−3 2 4 0


D3 =


∞ ∞ ∞ 3
−2 ∞ ∞ 1
−5 −3 ∞ −4
−3 1 4 0



D4 =


0 4 7 3
−2 2 5 1
−7 −3 0 −4
−3 1 4 0

 dkii ≥ 0 ∀i⇒ je dokázána optimalita toku.

Tato metoda dává polynomiálńı a prakticky použitelný algoritmus. Při
”
ručńı práci“ je však poněkud

zdlouhavá. Jiná metoda bude založena na následuj́ıćı větě.

1.4 Metoda potenciál̊u

Věta 1.3. Tok xij je optimálńı, právě když existuje takové ohodnoceńı uzl̊u č́ısly Vi, i = 1 . . . n, že

plat́ı

Vj − Vi ≤ cij , jestliže xij = 0,

Vj − Vi = cij , jestliže 0 < xij < rij ,

Vj − Vi ≥ cij , jestliže xij = rij .

Důkaz.

1. Ukážeme, že jestliže existuj́ı potenciály, pak je tok optimálńı.

Kdyby tok nebyl optimálńı, existoval by záporný rezervńı polocyklus C :

• •

•

••...................................................................................................................................................................... ....................... .....................................................................................................................................
...........

..
.......
.......
.......
..

........
........
........
........
........
........
........
........
........
........
........
........
........
........
........
..........................

.......................

.............................................................................................................................................................................................

·

·

·

Vk V1

V2

V3V4

ck1

c12

c23

c34

Tento polocyklus je záporný, plat́ı tedy c(C) =
souhl.∑
h∈H(C)

c(h)−
nesouhl.∑
h∈H(C)

c(h) < 0. Označ́ıme-li

ĉi,i+1 = ci,i+1, je-li (i, i+ 1) souhlasná,

ĉi,i+1 = −ci+1,i, je-li (i, i+ 1) nesouhlasná,

pak plat́ı ĉ12 + ĉ23 + . . .+ ĉk1 < 0.

Z vlastnost́ı potenciálu vyplývá následuj́ıćı:
- jestliže hrana (i, i+ 1) je souhlasná, plat́ı xi,i+1 < ri,i+1 (nebot’ C je rezervńı polocyklus),

a z vlastnost́ı potenciál̊u plyne, že Vi+1 − Vi ≤ ĉi,i+1, po úpravě Vi+1 ≤ Vi + ĉi,i+1,
- jestliže hrana (i, i+ 1) je nesouhlasná, plat́ı xi+1,i > 0, a tedy Vi − Vi+1 ≥ ci+1,i = −ĉi,i+1,

odkud Vi+1 ≤ Vi + ĉi,i+1.
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Celkem (kolem celého cyklu) dostaneme

V2 ≤ V1 + ĉ12; V3 ≤ V2 + ĉ23 ≤ V1 + ĉ12 + ĉ23;

atd.

V1 ≤ Vk + ĉk1 ≤ V1 + ĉ12 + ĉ23 + . . .+ ĉk1.

Odtud ĉ12 + ĉ23 + . . .+ ĉk1 ≥ 0, což je ve sporu s předpokladem, že cyklus C je záporný.

2. Nyńı naopak předpokládejme, že tok xij je optimálńı, tj. neexistuje v př́ıslušné śıti žádný záporný
rezervńı polocyklus. Pokuśıme se nalézt potenciály uzl̊u Vi, splňuj́ıćı tvrzeńı věty. Označme H(x)
množinu všech hran (i, j), pro které plat́ı vztah 0 < xij < rij (tj. protéká jimi nenulový tok, ale

hrana neńı nasycena). Faktor ~Gx =
(
U(~G), H(x)

)
grafu śıtě ~G nazveme opora toku xij .

Nejprve předpokládejme, že opora je souvislý (slabě) faktor. Potenciály uzl̊u sestroj́ıme nyńı násle-

duj́ıćım postupem. Zvoĺıme jeden uzel i0 ∈ U(~G) a polož́ıme Vi0 = 0. Pro všechny uzly j ∈ U(~G),
pro něž je (i0, j) ∈ H(x), polož́ıme

Vj = Vi0 + ci0j

a pro všechny uzly j ∈ U(~G), pro něž je (j, i0) ∈ H(x), polož́ıme

Vj = Vi0 − cji0 .

T́ımto zp̊usobem lze na základě hodnoty potenciálu každého uzlu určit hodnoty potenciálu pro
všechny uzly, které s ńım jsou v opoře spojeny hranou a pro které ještě neńı určen. Protože opora
je souvislý faktor grafu ~G, jsou t́ım určeny potenciály pro všechny uzly śıtě.

Dokážeme, že při takto definovaných č́ıslech Vi plat́ı pro každou hranu (i, j) podmı́nky věty.

Necht’ tedy je dána hrana (s, t). Spojme v opoře
(
U(~G), H(x)

)
uzly s a t s uzlem i0 polocestami

Ps, Pt, pomoćı nichž byl potenciál definován. Patř́ı-li hrana (s, t) některé z těchto polocest, pak na
ńı podle konstrukce potenciál̊u plat́ı Vt − Vs = cs,t a jsme hotovi. Předpokládejme tedy, že hrana

(s, t) nepatř́ı žádné z těchto polocest. Pak źıskáme v symetrizaci grafu ~G kružnici, obsahuj́ıćı hrany
těchto dvou cest Ps, Pt a hranu {s, t}. Tuto kružnici označ́ıme C.

Podle konstrukce potenciál̊u plat́ı na hranách polo-
cest Ps a Pt vztah Vj − Vi = cij . Lze tedy psát

Vs = Vi0 + c(Ps),

Vt = Vi0 + c(Pt).

Označme u posledńı společný uzel polocest Ps, Pt.

• •
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•

•

•
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................................................................................................................................................
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..........................................

.....................................

posledńı společný uzel

i0

Pt

Ps

s

t

Vs

Vt
u

a) Je-li hrana (s, t) ∈ H(x), tj. taková, že pro ni plat́ı 0 < xst < rst, pak by mělo platit
Vt − Vs = cst.

Je-li Vt − Vs > cst, pak je polocyklus C1 = st
←−
PtuPss

(viz sousedńı obrázek) záporný rezervńı, což je ve
sporu s optimalitou toku.

..............................................................................................................................................
.............

..........
.........
........
........
.......
.......
.......
.......
.......
.......
.......
.......
.......
.......
........
.........
..........
............
.................

....................

s

tC1

........................ .................................................................................................................
...........
........
........
.......

............................................................................................... .......................
i0 u
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Je-li Vt − Vs < cst, je polocyklus C2 = s
←−
PsuPtts (viz

sousedńı obrázek) záporný rezervńı, což je rovněž
spor.

..............................................................................................................................................................................................................................................................
.............
..........
.........
........
........
.......
.......
.......
.......
......

s

tC2 .......
.................

.................................................................................................................
...........
........
........
.......

............................................................................................... .......................
i0 u

b) Je-li hrana (s, t) nasycená, tj. plat́ı xst = rst, pak budeme cht́ıt ukázat, že plat́ı nerovnost
Vt − Vs ≥ cst.
Kdyby naopak platilo Vt−Vs < cst, potom by bylo Vt < Vs+cst. Pak by však byla polocesta
Pt do uzlu t levněǰśı než polocesta Ps ∪ (s, t). Vznikl by nám polocyklus s

←−
PsuPtts, který by

byl záporný rezervńı. To je však opět spor s optimalitou toku.
c) Př́ıpad, kdy (s, t) je hrana s nulovým tokem, tj. xst = 0, je analogický jako v b).

T́ım jsou požadované potenciály v př́ıpadě souvislé opory sestrojeny. Poznamenejme, že v tomto př́ıpadě
jsou sestrojená č́ısla Vi určena jednoznačně až na aditivńı konstantu a lze je učinit nezápornými.

Zbývá ukázat konstrukci potenciál̊u v př́ıpadě nesouvislé opory. Myšlenku jen naznač́ıme bez po-
drobného prováděńı technických detail̊u d̊ukazu.

1) Podle prvńı části d̊ukazu jsou v každé komponentě opory potenciály dány jednoznačně až na
aditivńı konstantu.

2) Vybereme komponentu opory H0, zvoĺıme v ńı konstantu c0 (třeba tak, že v některém uzlu
polož́ıme V = 0).

3) Tvrd́ım, že ve všech komponentách opory lze zvolit aditivńı konstanty tak, že jsou splněny
podmı́nky věty. To ukážeme takto.

- Označ́ıme G0 podgraf indukovaný komponentou H0 opory.
- Zvoĺıme komponentu H1 opory, z ńıž do H0 vede alespoň jedna hrana. V H1 aditivńı

konstanta c1 existuje: některé hrany mezi H0 a H1 implikuj́ı horńı odhad c1, některé
dolńı odhad c1. Vezmeme ty z nich, které určuj́ı nejmenš́ı horńı odhad c+1 a největš́ı dolńı
odhad c−1 (

”
určuj́ıćı hrany“), a komponentě H1 přǐrad́ıme interval 〈c−1 , c

+
1 〉 (tento interval

je neprázdný, nebot’ kdyby c+1 < c−1 , tak by určuj́ıćı hrany spolu s některými cestami v H0

a v H1 dávaly ZRP).
- Označ́ıme G1 podgraf indukovaný sjednoceńım komponent H0 a H1.
- Obecně: v i-tém kroku máme Gi−1 = H0 ∪ . . . ∪ Hi−1, připojujeme Hi, pro každou

hranu vedoućı do Hi z Gi−1 vyhodnot́ıme př́ıslušný horńı či dolńı odhad na ci, vezmeme
minimum horńıch odhad̊u c+i a maximum dolńıch odhad̊u c−i . Kdyby c+i < c−i , existuje
ZRP – tedy 〈c−i , c

+
i 〉 je neprázdný interval. Polož́ıme Gi = Gi−1 ∪Hi a vše opakujeme.

4) Po k kroćıch (kde k je počet komponent opory) zvoĺıme č́ısla ci uvnitř interval̊u 〈c−i , c
+
i 〉, i =

1, . . . , k.
2

Postup, kterým jsme v d̊ukazu věty sestrojili potenciály Vi, poskytuje metodu pro praktické sestrojeńı
optimálńıho toku v śıti. Známe-li v śıti nějaký výchoźı tok (jenž se dá sestrojit např́ıklad pomoćı algoritmu
na sestrojeńı maximálńıho toku), pak definujeme postupně (za předpokladu souvislosti opory) potenciály
jednotlivých uzl̊u śıtě, a naraźıme-li při jejich konstrukci na hranu, na ńıž nejsou splněny podmı́nky
optimality, pak cenu toku podél některého polocyklu sńıž́ıme. K takto

”
vylepšenému“ toku pak opět

sestrojujeme potenciály a celý postup opakujeme tak dlouho, dokud v śıti nacháźıme hrany, na nichž
nejsou splněny podmı́nky optimality. Výsledkem tohoto iteračńıho postupu je optimálńı tok. Popsaná
metoda nalezeńı optimálńıho toku se nazývá metoda potenciál̊u.

Poznámka. Charakterizačńı věta 1.1 (o ZRP) je užitečná d́ıky tomu, že o existenci či neexistenci ZRP
lze (d́ıky Floydovu algoritmu) rozhodnout v polynomiálńım čase.

Poznamenejme však již nyńı, že přesto (sama o sobě) tato věta neńı tzv. dobrou charakteristikou,
zat́ımco věta o potenciálech (Věta 1.3) dobrou charakteristikou je (o dobrých charakteristikách podrobněji
viz odst. 3.3).
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Př́ıklad. V śıti na obrázku nalezněte optimálńı tok. (Č́ısla v kroužćıch maj́ı význam pořadových č́ısel
uzl̊u, ohodnoceńı hran je (ci,j , ri,j)).
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a1 = 10

a2 = −3

a3 = −12

a4 = 5

(2, 7)

(4, 15)

(1, 5)

(2, 4)

(1, 3)

(cij , rij)

Nejprve v naš́ı śıti nalezneme (nějaký) výchoźı tok.
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4(2, 7) 3(2, 4)

6(4, 15) 2(1, 3)

4(1, 5)

xij(cij , rij)

Pro porovnáńı obou metod zkuśıme pomoćı Floydova algoritmu, zda v śıti existuje záporný rezervńı
polocyklus. Pomocný graf Ĝ:
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2 2

-2 -2

-4 -1

4 1

-1 1

D0 =


∞ 2 4 ∞
−2 ∞ 1 −2
−4 −1 ∞ −1
∞ 2 1 ∞

 D1 =


∞ 2 4 ∞
−2 0 1 −2
−4 −2 0 −1
∞ 2 1 ∞

 D2 =


0 2 3 0
−2 0 1 −2
−4 −2 −1


Dál neńı třeba poč́ıtat, nebot’ d2

33 < 0. Zpětně z matic D0, D1 najdeme ZRP, tvořený hranami s ohodno-
ceńımi w12 = 2, w23 = 1 a w31 = −4.

A nyńı totéž provedeme metodou potenciál̊u. Opora toku je souvislý graf, a proto můžeme zvolit
V1 = 0 a dále definovat: V1 = 0 ⇒ V2 = 2 (nebot’ c12 = 2) ⇒ V3 = 3 (nebot’ c23 = 1), ale to je spor,
protože V3 − V1 = 3, ale c13 = 4. Tok hranou (1, 3) je tedy nutno sńıžit podél polocyklu s uzly 1, 2, 3, 1.
To lze provést nejvýše o 1, protože pak se hrana (2, 3) nasyt́ı. Vylepšený tok vypadá takto:
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2

3

4

a1 = 10

a2 = −3

a3 = −12

a4 = 5

5(2, 7) 3(2, 4)

5(4, 15) 2(1, 3)

5(1, 5)

xij(cij , rij)

Pro tento tok opět definujeme potenciály uzl̊u: V1 = 0⇒ V2 = 2 (podél hrany (1, 2)), a V1 = 0⇒ V3 = 4
(podél hrany (1, 3)). Na hraně (2, 3) plat́ı V3−V2 = 2 a c23 = 1, což je v souladu s podmı́nkami optimality
(V3 − V2 ≥ c23, nebot’ hrana (2, 3) již je nasycená a tedy nepatř́ı do opory). Definujeme tedy dále podél
hrany (4, 2): V4 = 0. Na hraně (4, 3) dostaneme V3 − V4 = 4 a c43 = 1, což je spor. Rozd́ıl potenciál̊u je
větš́ı než cena, a tedy je x43 třeba zvětšit. Podél kružnice s uzly 1, 2, 4, 3, 1 zvětš́ıme tok o 1 (v́ıc nelze,
protože hrana (4, 3) se nasyt́ı). Dostaneme tak následuj́ıćı tok.
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a2 = −3

a3 = −12

a4 = 5

6(2, 7) 2(2, 4)

4(4, 15) 3(1, 3)

5(1, 5)

xij(cij , rij)

Definujeme opět potenciály: V1 = 0 ⇒ V3 = 4 a V1 = 0 ⇒ V2 = 2 ⇒ V4 = 0. Podmı́nky optimality
(věta 1.3) jsou nyńı splněny, takže nalezený tok je optimálńı.

Povšimněme si toho, že celková cena výchoźıho toku byla 8 + 24 + 4 + 6 + 2 = 44, prvńıho opraveného
toku 10 + 20 + 5 + 6 + 2 = 43, celková cena výsledného optimálńıho toku je 12 + 16 + 5 + 4 + 3 = 40.

Př́ıklad. V śıti na obrázku nalezněte optimálńı tok. Jedná se o mı́rně č́ıselně modifikovaný předchoźı
př́ıklad; śıt’ uvád́ıme již s nalezeným výchoźım tokem.
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a1 = 10

a2 = −3

a3 = −12

a4 = 5

6(2, 8) 3(4, 3)

4(5, 4) 2(5, 4)

6(1, 6)

xij(cij , rij)

Vid́ıme, že opora toku je nesouvislý graf, jehož jednu komponentu tvoř́ı uzly 1, 2 a hrana (1, 2), druhou
uzly 3, 4 a hrana (4, 3). Zvoĺıme-li V1 = 0, dostáváme (podél hrany (1, 2)) V2 = 2, ale t́ım proces definováńı
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potenciál̊u konč́ı, protože hrany (1, 3), (2, 3) a (4, 2) jsou nasycené a máme tedy na nich k disposici pouze
nerovnosti. Použijeme postup, který jsme poznali v závěrečné části d̊ukazu věty 1.3. Zvoĺıme-li V4 = c,
pak podél hrany (4, 3) dostáváme V3 = c + 5. Hrany (1, 3), (2, 3) a (4, 2) nám nyńı dávaj́ı soustavu
nerovnost́ı:

hrana (1, 3): (c+ 5)− 0 ≥ 5, odkud c ≥ 0,
hrana (2, 3): (c+ 5)− 2 ≥ 1, odkud c ≥ −2,
hrana (4, 2): 2− c ≥ 4, odkud c ≤ −2.

Prvńı a třet́ı nerovnost si odporuj́ı, tedy př́ıslušné hrany, tj. (1, 3) a (4, 2) spolu s cestami uvnitř komponent
opory určuj́ı ZRP s uzly 1, 2, 4, 3, 1. Zvětšeńım toku o 2 podél tohoto ZRP dostáváme následuj́ıćı opravený
tok.
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a3 = −12
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8(2, 8) 1(4, 3)

2(5, 4) 4(5, 4)

6(1, 6)

xij(cij , rij)

Opora je opět nesouvislá, jej́ı komponenty nyńı tvoř́ı uzly 1, 3 s hranou (1, 3) a uzly 2, 4 s hranou (4, 2).
Voĺıme V1 = 0 a podél hrany (1, 3) dostáváme V3 = 5; ve druhé komponentě voĺıme V4 = c a podél hrany
(4, 2) dostáváme V2 = c+ 4. Hrany (1, 2), (2, 3) a (4, 3) nám nyńı dávaj́ı soustavu nerovnost́ı:

hrana (1, 2): (c+ 4)− 0 ≥ 2, odkud c ≥ −2,
hrana (2, 3): 5− (c+ 4) ≥ 1, odkud c ≤ 0,
hrana (4, 3): 5− c ≥ 5, odkud c ≤ 0.

Soustava nyńı má řešeńı (vyhovuje j́ı kterákoliv hodnota c pro −2 ≤ c ≤ 0), nalezený tok je tedy podle
věty 1.3 optimálńı.

Poznamenejme, že cena výchoźıho toku byla 12+20+6+12+10 = 60 a cena výsledného optimálńıho
toku je 16 + 10 + 6 + 4 + 20 = 56.

1.5 Převod některých grafových úloh na úlohu optimálńıho toku

Na úlohu nalezeńı optimálńıho toku v śıti je možno převést nejen úlohu maximálńıho toku, ale i řadu
grafových úloh, v nichž

”
nikde nic neteče“. Ukážeme si několik př́ıklad̊u takových převod̊u. Praktický

význam těchto převod̊u je v tom, že umožňuj́ı použ́ıt tokové algoritmy (a př́ıslušný speciálńı software)
na mnoho daľśıch úloh. Nav́ıc, v př́ı̌st́ı kapitole uvid́ıme, že úlohu optimálńıho toku lze převést na úlohu
lineárńıho programováńı. To znamená, že všechny úlohy, převoditelné na toky, bude možno řešit algoritmy
lineárńıho programováńı (zejména simplexovým algoritmem).

Maximálńı tok v śıti. Sestroj́ıme novou śıt’ následuj́ıćı konstrukćı (viz obrázek).
- k p̊uvodńı śıti přidáme novou pomocnou hranu, vedoućı ze zdroje z do stoku s,
- cena nové hrany je 1, propustnost nové hrany je ∞,
- intenzita uzlu z v nové śıti je Q, intenzita uzlu s v nové śıti je −Q, kde Q je

”
dost velké“ č́ıslo

(stač́ı zvolit Q větš́ı než součet propustnosti všech hran p̊uvodńı śıtě),
- ceny všech hran p̊uvodńı śıtě jsou rovny 0,
- intenzity všech uzl̊u p̊uvodńı śıtě kromě z a s jsou rovny 0.

Je zřejmé, že optimálńı tok v nové śıti se na p̊uvodńı śıti shoduje s maximálńım tokem ze z do s.
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• zdroj zaz = Q •stok s as = −Qp̊uvodńı śıt’ ............
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(1,∞)

nová hrana

Hranový (uzlový) stupeň souvislosti grafu. Otázku, zda je (pro dané k) daný graf hranově či uzlově
k-souvislý, lze převést na úlohu nalezeńı maximálńıho toku v śıti zp̊usobem známým z předmětu TGD1,
kap. 2.3. Kombinace s předchoźım převodem tedy dává převod úlohy na úlohu nalezeńı optimálńıho toku.

Minimálńı cesta z uzlu u do uzlu v grafu ~G. Sestroj́ıme śıt’ takto:
- intenzita u je 1, intenzita v je -1, intenzity ostatńıch uzl̊u jsou nulové,
- propustnosti všech hran jsou rovny jedné,
- ceny všech hran jsou rovny jedné.

Pak minimálńı cesta z uzlu u do uzlu v je určena těmi hranami, na nichž je optimálńı tok nenulový.

Největš́ı lineárńı podbigraf (největš́ı párováńı) v bipartitńım grafu. Necht’ A, B jsou partity
U(G) (tj. U(G) = A ∪B a A, B jsou nezávislé). Sestroj́ıme śıt’ takto:

- ke grafu přidáme dva nové uzly z, s,
- ke grafu přidáme nové hrany (z, x) pro všechny uzly x ∈ A,
- ke grafu přidáme nové hrany (y, s) pro všechny uzly y ∈ B,
- propustnosti všech hran śıtě jsou rovny jedné.

V takto sestrojené śıti hledáme (celoč́ıselný) maximálńı tok ze z do s.
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z s
nové hrany nové hrany

Je zřejmé, že největš́ı párováńı v p̊uvodńım grafu je určeno těmi jeho hranami, na nichž má nalezený
maximálńı tok nenulovou hodnotu.

Generická hodnost matice je, jak v́ıme z předmětu TGD1, rovna počtu hran největš́ıho lineárńıho
podbigrafu (největš́ıho párováńı) v bigrafu dané matice. K jej́ımu určeńı lze tedy použ́ıt předchoźı převody
na toky.
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2 Lineárńı programováńı

Lineárńı programováńı má, jak uvid́ıme, v úlohách diskrétńı optimalizace význačnou roli, z hlediska
koncepce tohoto předmětu však je prostředkem, nikoliv ćılem. Proto se v této kapitole budeme v́ıce než
v jiných odkazovat v d̊ukazech na př́ıklady či geometrický názor.

Začněme dvěma motivačńımi př́ıklady.

Př́ıklad. Úloha o dietě.
Máme několik druh̊u potravin a chceme z nich vytvořit (jen teoreticky) krmnou směs. Známe:

1. obsah i-té složky (i-tého vitamı́nu) v j-té potravině - tato č́ısla označ́ıme aij , lze je zapsat do matice
A typu m/n:

brambory kukuřice . . . . . . . . .
vitamı́n A a11 a12 . . . . . . a1n

vitamı́n B a21 a22 . . . . . . a2n

...
... . . . . . .

...
...

vitamı́n K am1 am2 . . . . . . amn

2. cenu cj jednotky j-té potraviny - ceny cj tvoř́ı vektor c ∈ Rn,

3. požadovaný minimálńı obsah i-tého vitamı́nu ve směsi - č́ısla bi tvoř́ı vektor b ∈ Rm.

Neznámými v úloze jsou č́ısla xi, maj́ıćı význam množstv́ı i-té potraviny ve směsi. Č́ısla xi tedy muśı
dále splňovat následuj́ıćı podmı́nky:

a11x1 + a21x2 + . . .+ a1nxn ≥ b1
a21x1 + a22x2 + . . .+ a2nxn ≥ b2

...
...

...
am1x1 + am2x2 + . . .+ amnxn ≥ bm

Je-li x ∈ Rn vektor č́ısel xi, pak tyto podmı́nky lze zapsat maticově ve tvaru A x ≥ b.
Dále pro každé i plat́ı xi ≥ 0.

Daľśı podmı́nkou je skutečnost, že takovou směs chceme poř́ıdit co nejlevněji. Chceme tedy (na množině
všech vektor̊u, splňuj́ıćıch předchoźı podmı́nky) minimalizovat výraz c1x1 + . . . + cnxn, tj. hledáme
min cT x. Takovou úlohu můžeme stručně zapsat v následuj́ıćım tvaru:

min cT x
A x ≥ b
x ≥ 0

Př́ıklad. Pokud bychom uvažovali, že ve směsi muśı být přesně tolik vitamı́n̊u, kolik je předepsáno
vektorem b, bude možno výše uvedenou úlohu přepsat do tvaru, v němž soustava podmı́nek bude mı́t
tvar A x = b.

Jinou (a přirozeněǰśı) úlohou s podmı́nkami typu rovnosti je dopravńı problém, tj. úloha optimálńıho
toku. V této úloze hledáme

min
∑

(i,j)∈H(~G)

cij xij

za podmı́nek∑
j

xij −
∑
j

xji = ai ∀i.
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a samozřejmě xij ≥ 0. Přesný maticový zápis zat́ım odlož́ıme, zat́ım si pouze povšimneme toho, že vznikne
něco ve smyslu

min cT x
A x = b
x ≥ 0

V praxi se vyskytuj́ı i úlohy, v nichž jsou podmı́nky obou typ̊u, tedy rovnosti i nerovnosti. Nyńı
zformulujeme zadáńı úlohy lineárńıho programováńı (dále jen LP) přesně.

2.1 Tři základńı formulace úlohy lineárńıho programováńı

1. Obecná úloha.

Necht’ A je reálná matice typu m/n, N je podmnožina množiny sloupcových index̊u {1, . . . , n}
matice A, N̄ je jej́ı doplněk, M je podmnožina množiny řádkových index̊u {1, . . . ,m} matice A,
M̄ je jej́ı doplněk, aTi jsou řádky matice A (i = 1, . . . ,m), b je reálný vektor délky m, c je reálný
vektor délky n.

Úkolem je nalézt vektor x ∈ Rn, který minimalizuje výraz cT x za podmı́nek

aTi x = bi pro i ∈M,
aTi x ≥ bi pro i ∈ M̄,
xj ≥ 0 pro j ∈ N,
xj ∈ R pro j ∈ N̄.

2. Kanonický tvar úlohy.

Úkolem je nalézt vektor x ∈ Rn, který minimalizuje výraz cT x za podmı́nek A x ≥ b, x ≥ 0.

3. Standardńı tvar úlohy.

Úkolem je nalézt vektor x ∈ Rn, který minimalizuje výraz cT x za podmı́nek A x = b, x ≥ 0.

Tvrzeńı 2.1. Uvedené tři základńı tvary úlohy LP jsou ekvivalentńı.

Důkaz. Kanonický i standardńı tvar úlohy jsou zřejmě speciálńımi př́ıpady obecné úlohy. Je tedy třeba
ukázat, že obecnou úlohu lze převést na oba ostatńı tvary.

1. Převod obecné úlohy na kanonický tvar: je třeba vyloučit podmı́nky typu rovnosti a neohraničené

proměnné. Rovnosti
n∑
j=1

aijxj = bi vylouč́ıme tak, že je nahrad́ıme dvojicemi nerovnost́ı
n∑
j=1

aijxj ≤

bi a
n∑
j=1

aijxj ≥ bi. Pro každou neohraničenou proměnnou xj ∈ R zavedeme (a dosad́ıme do

podmı́nek) dvě nové proměnné x+
j a x−j tak, aby xj = x+

j − x
−
j a aby obě tyto proměnné byly

nezáporné. Tyto proměnné se definuj́ı předpisem x+
j = max{0, xj}, resp. x−j = max{0,−xj}.

2. Převod obecné úlohy na standardńı tvar: nyńı potřebujeme vyloučit všechny podmı́nky typu nerov-
nosti a nahradit je rovnostmi. Zavedeme proto nové nezáporné proměnné si tak, aby pro nerovnosti
typu

∑
aijxj ≥ bi platilo

∑
aijxj−si = bi. Obdobně nerovnosti

∑
aijxj ≤ bi nahrad́ıme rovnostmi∑

aijxj + si = bi. Neohraničené proměnné vylouč́ıme analogicky.
2
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Poznámka. V praxi se vyskytuj́ı i takové úlohy, v nichž mı́sto minimalizace výrazu cT x hledáme jeho
maximum. Vzhledem k tomu, že uvažujeme vektor c reálný, stač́ı hledat min−cT x. Dále se může stát,
že mı́sto podmı́nek A x ≥ b máme omezeńı A x ≤ b. I to neńı vzhledem k reálnosti matice A problém.
Stač́ı převést tyto podmı́nky do tvaru (−A)x ≥ (−b). Při převodu úlohy na standardńı tvar je třeba
obrátit znaménka v nerovnostech i u nových proměnných si.

Př́ıklady. V následuj́ıćıch př́ıkladech (úmyslně jednoduchých) si ukážeme geometrický význam řešeńı
těchto úloh. U těchto jednoduchých úloh je grafické řešeńı velmi názorné a snadno si uvědomı́me geo-
metrickou podstatu řešeńı úloh LP. Oblast vymezená podmı́nkami je na každém obrázku př́ıslušné úlohy
vyšrafována, tečkovaně jsou naznačeny vrstevnice cenové funkce, jej́ıž extrém hledáme. Je také naznačen
směr r̊ustu (poklesu) ceny u úloh, v nichž hledáme maximum (minimum).

1. maxx+ y
x+ 2y ≤ 2
2x+ y ≤ 2
x ≥ 0
y ≥ 0

Řešeńı je zřejmě x = y = 2
3 .

0 1 2 3
0

1

2

3

......................................................................................................................................................................................................................

.................................................................................................................................................................................................................................

.................................

.................................................................

.........................................................

.........................................

.....................
x

y

.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.

.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.

........
........
........
........
........
........
........
........
........
........
........................

.......................

směr vzr̊ustu cT x

2. minx+ y
x+ 2y ≥ 2
2x+ y ≥ 2
x ≥ 0
y ≥ 0

Řešeńı je zřejmě opět x = y = 2
3 .
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směr poklesu cT x

3. minx− y
2x+ y ≥ 2
x+ 2y ≥ 2
x ≥ 0
y ≥ 0

Množina př́ıpustných řešeńı je ve směru poklesu
cenové funkce neomezená, optimum úlohy je

”
v nekonečnu“, tj. řešeńı neexistuje. 0 1 2 3
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4. minx− y
2x− y ≥ 2
x− 2y ≥ −2
x ≥ 0
y ≥ 0

Množina př́ıpustných řešeńı je neomezená, je však
omezená ve směru poklesu cT x (obdobně jako
v př́ıkladu 2). Úloha LP má řešeńı x = y = 2.
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směr poklesu cT x
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5. minx− y
−2x+ y ≥ 2
x− 2y ≥ 2
x ≥ 0
y ≥ 0

Neexistuje žádné př́ıpustné řešeńı, úloha nemá řešeńı.
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6. Nyńı si ukážeme, jak vypadá převod úlohy v kanonickém tvaru na úlohu ve standardńım tvaru.

Kanonický tvar:

max 2x+ y
x+ y ≤ 1
x ≥ 0
y ≥ 0

Optimálńı řešeńı této kanonické úlohy LP je

x = 1, y = 0. 0 1 2
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směr r̊ustu cT x

Totéž ve standardńım tvaru:

max 2x+ y + 0z
x+ y + z = 1
x ≥ 0
y ≥ 0
z ≥ 0

Optimálńı řešeńı této standardńı úlohy LP je

x = 1, y = 0, z = 0.
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směr r̊ustu cT x

Je vidět, že kanonická úloha je kolmým pr̊umětem standardńı úlohy LP.

7. min c1x1 + c2x2 + c3x3

x1 + x2 + x3 = 2
x1 ≥ 0
x2 ≥ 0
x3 ≥ 0 .......................................................................................................................................................................
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Všechny body x =

 x1

x2

x3

, odpov́ıdaj́ıćı př́ıpustným řešeńım, vyplńı trojúhelńık (viz obrázek).

Je zřejmé, že minimum lineárńı funkce c1x1+c2x2+c3x3 bude ležet v některém z vrchol̊u trojúhelńıka
- tam jsou některá xi = 0.
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Př́ıklad. Ukažme si ještě jeden motivačńı př́ıklad. Hledáme minimálńı kostru v ohodnoceném grafu:
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Polož́ıme xj = 〈 1, jestliže hrana hj lež́ı v kostře,
0, jestliže hj v kostře nelež́ı.

Naṕı̌seme-li podmı́nky

x1 + x2 + x3 = 2,
x1 ≥ 0, x2 ≥ 0, x3 ≥ 0,
x1 ≤ 1, x2 ≤ 1, x3 ≤ 1,

pak př́ıpustná řešeńı vyplńı trojúhelńık na obrázku
vpravo a naše kostry jsou jeho vrcholy. Hledáńı mi-
nimálńı kostry je tedy minimalizace lineárńı funkce
w1x1 +w2x2 +w3x3, kde wi je ohodnoceńı hrany. Mi-
nimum této funkce muśı být ve vrcholu, jak již bylo
zmı́něno. .........
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2.2 Simplexový algoritmus

Uvažujme úlohu LP ve standardńı formě

min cTx
Ax = b
xi ≥ 0,

kde A je typu m/n a plat́ı m < n. Dále budeme vždy předpokládat, že hodnost matice A je rovna m
(tento předpoklad prakticky nesnižuje obecnost).

Definice 2.1. Je-li B = {Aj1 , Aj2 , . . . , Ajm} množina m lineárně nezávislých sloupc̊u matice A, pak

vektor x ∈ Rn, splňuj́ıćı podmı́nky

- xj = 0 pro Aj 6∈ B,

- xk je k-tá složka vektoru B−1b, kde B = [Aji ]
m
i=1 pro k = 1 . . .m,

se nazývá bazické řešeńı, př́ıslušné množině B.

Poznámka. Bazické řešeńı dostaneme takto:
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1) zvoĺıme množinu B lineárně nezávislých sloupc̊u matice A (tj. některou bázi sloupcového prostoru
matice A),

2) polož́ıme všechny složky vektoru x pro sloupce, které nejsou v množině B, rovny nule,
3) řeš́ıme vzniklou soustavu rovnic s regulárńı matićı (jež má právě jedno řešeńı).

Definice 2.2. Bazické řešeńı, pro které plat́ı xj ≥ 0, j = 1 . . . n, se nazývá př́ıpustné bazické řešeńı.

Věta 2.1. Optimálńı řešeńı úlohy LP je některé z jej́ıch př́ıpustných bazických řešeńı.

Důkaz. Nebudeme provádět, geometricky je z předchoźıch př́ıklad̊u zřejmý. 2

Poznámka. Plat́ı i opačné tvrzeńı: pro každé bazické řešeńı existuje vektor c takový, že toto řešeńı
minimalizuje výraz cTx.

Důkaz. Polož́ıme-li

cj = 0 pro Aj ∈ B,
cj = 1 pro Aj 6∈ B,

pak pro naše bazické řešeńı je cTx = 0; v ostatńıch př́ıpadech je tento výraz vždy kladný. 2

Při hledáńı minima cenové funkce cTx bychom tedy mohli prob́ırat všechny m-prvkové podmnožiny
sloupc̊u matice A, kterých je

(
n
m

)
, nalézt všechna bazická řešeńı a vybrat z nich optimálńı. V praxi by

byl tento postup časově velmi náročný. Je třeba nějak zorganizovat přechod od jednoho př́ıpustného
bazického řešeńı ke druhému. Tento postup je znám jako simplexový algoritmus.

Celou myšlenku tohoto algoritmu si ukážeme na následuj́ıćım př́ıkladu. Uvažujme úlohu ve stan-
dardńım tvaru

min cTx
Ax = b
xi ≥ 0, i = 1 . . . n

Představme si tuto úlohu jako úlohu o dietě s podmı́nkami na obsah vitamin̊u typu rovnosti. Předpoklá-
dejme rovněž, že jsme již našli nějaké výchoźı př́ıpustné bazické řešeńı (což samo o sobě může být
problém, ale k tomu se vrát́ıme později). Př́ıslušné bazické proměnné zaṕı̌seme jako prvńı a rozš́ı̌rená
matice soustavy Ax = b nabude tvaru

a11 a12 . . . | . . . a1n b1
a21 a22 . . . | . . . a2n b2
...

... . . . | . . . . . .
...

am1 am2 . . . | . . . amn bm

 ,
kde prvńıch m sloupc̊u odpov́ıdá sloupc̊um bazických proměnných.

Př́ıpustné bazické řešeńı
[
x1

1, x
1
2, . . . x

1
m, 0, . . . 0

]T
obdrž́ıme po Gauss-Jordanově eliminaci v této matici

podle podmatice tvořené sloupci bazických proměnných.
1 0 . . . 0 a1

1m+1 . . . a1
1s . . . a1

1n x1
1

0 1
... 0 a1

2m+1 . . . a1
2s . . . a1

2n x1
2

...
...

. . .
...

... . . . . . . . . .
...

...
0 . . . 0 1 a1

mm+1 . . . a1
ms . . . a1

mn x1
m
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Přechod k jinému př́ıpustnému bazickému řešeńı uskutečńıme náhradou některé bazické proměnné jinou,
nebazickou. Neńı však jedno, kterou bazickou proměnnou z báze odstrańıme a kterou nebazickou naopak
do báze přidáme. Máme tedy dva d́ılč́ı problémy:

a) kterou nebazickou proměnnou dát do báze,
b) kterou bazickou proměnnou z báze vyjmout?

ad a): Uvažujme s-tou nebazickou proměnnou. Jej́ı jednotka stoj́ı cs a tato jednotka by nahradila a1s

jednotek prvńı proměnné, a2s jednotek druhé proměnné, atd., což celkem stoj́ı c1a1s+ . . .+ cmams peněz.
Pokud je tato suma větš́ı než cena jednotky s-té proměnné, tak se s-tou nebazickou proměnnou vyplat́ı
dát do báze. To tedy nastane, pokud plat́ı nerovnost (horńı index 1 zde pro jednoduchost neṕı̌seme):

cs < c1a1s + c2a2s + . . .+ cmams.

S formálńım maticovým zápisem je trochu pot́ıž, protože cen neńı m, ale n - pro nebazické proměnné,
kterých je ve směsi nulové množstv́ı, nejsou na pravé straně nerovnosti př́ıslušné sč́ıtance uvedeny. Zave-
deme vektor ãs, který má význam s-tého sloupce matice A, doplněného nulami na pozićıch, odpov́ıdaj́ıćıch
nebazickým proměnným, tj.

ãs = [a1s, a2s, . . . , ams, 0, . . . , 0]
T
.

(Pokud by bazické proměnné nebyly v tabulce na prvńıch mı́stech, byly by nuly na př́ıslušných pozićıch
v tomto vektoru.)

Nyńı tyto poznatky shrneme:

PRAVIDLO 1. Jestliže pro s-tý sloupec plat́ı nerovnost

cT ãs − cs > 0,

pak s-tou proměnnou zahrneme do nové báze.

Poznámka. Hodnota cT ãs−cs se nazývá relativńı cena s-té nebazické proměnné vzhledem k dané bázi.

ad b): Kterou bazickou proměnnou z báze vyjmout? Když použijeme xs jednotek s-té proměnné, tak
ve směsi z̊ustane

x1 − a1sxs jednotek 1. bazické proměnné,
x2 − a2sxs jednotek 2. bazické proměnné,

...
xm − amsxs jednotek m-té bazické proměnné,

přičemž všechny tyto výrazy muśı být nezáporné.

Plat́ı tedy:

x1 − a1sxs ≥ 0 ⇒ xs ≤ x1

a1s
x2 − a2sxs ≥ 0 ⇒ xs ≤ x2

a2s
. . . . . .

xm − amsxs ≥ 0 ⇒ xs ≤ xm

ams

Chceme použ́ıt nové bazické proměnné co nejv́ıce (vyplat́ı se, zmenšuje hodnotu cenové funkce). Největš́ı
možné množstv́ı xs této s-té proměnné (nové bazické) je rovno nejmenš́ımu z výraz̊u na pravé straně
nerovnost́ı. Při takovém xs bude proměnná, kterou vyj́ımáme z báze, novou proměnnou plně nahrazena.

Opět shrneme tuto úvahu:
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PRAVIDLO 2. Zahrnujeme-li do nové báze proměnnou xs, tak j́ı nahrad́ıme tu bazickou proměnnou
xi, pro kterou je výraz xi

ais
minimálńı kladný.

Dá se obecně dokázat, že tato dvě pravidla (intuitivně zřejmá) skutečně vedou k optimálńımu př́ıpust-
nému bazickému řešeńı. Postup, založený na těchto pravidlech, se (z historických d̊uvod̊u) nazývá sim-
plexová metoda (nebo též simplexový algoritmus).

Př́ıklad.

minx1 + 6x2 − 7x3 + x4 + 5x5

5x1 − 4x2 + 13x3 − 2x4 + x5 = 20
x1 − x2 + 5x3 − x4 + x5 = 8
xi ≥ 0, i = 1 . . . 5

Vektor cen c je vektor cT = [1, 6,−7, 1, 5]. Soustavu zaṕı̌seme do následuj́ıćı tabulky T0 :

5 -4 13 -2 1 20
1 -1 5 -1 1 8

Potřebujeme nalézt nějaké výchoźı př́ıpustné bazické řešeńı. To může být obecně problém, uvid́ıme později
(v odstavci 2.3), jak jej obecně řešit. V našem př́ıpadě budeme postupovat takto: od 1. řádku odečteme
druhý, od 2. řádku odečteme čtvrtinu prvńıho, 1. řádek děĺıme čtyřmi. Tabulka T0 se změńı do podoby
T1:

1 − 3
4 2 − 1

4 0 3

0 − 1
4 3 − 3

4 1 5

Ve sloupci napravo jsou kladná č́ısla, nalezené bazické řešeńı x = [3, 0, 0, 0, 5]
T

je tedy př́ıpustné. Pro daľśı
postup bude vhodné připsat k tabulce ceny jednotlivých proměnných. Nahoru ceny všech proměnných,
vlevo ceny př́ıslušných bazických proměnných, tj. v tomto př́ıpadě ceny prvńı a páté proměnné.

1 6 -7 1 5

1 1 − 3
4 2 − 1

4 0 3

5 0 − 1
4 3 − 3

4 1 5

Nyńı můžeme zahájit optimalizaci. Pro jednotlivé sloupce všech proměnných vyč́ısĺıme výrazy cT ãs− cs,
pro posledńı sloupec celkovou cenu. Vše opět připoj́ıme k tabulce T1:

1 6 -7 1 5

1 1 − 3
4 2 − 1

4 0 3

5 0 − 1
4 3 − 3

4 1 5

cT ãs − cs 0 -8 24 -5 0 28
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Podle pravidla 1 zařad́ıme třet́ı proměnnou do báze (vyplat́ı se). Ale kterou proměnnou z báze odstranit?
Vyč́ısĺıme výrazy xi

ãi3
pro všechny bazické proměnné (i = 1, 5):

x1

ã13
=

3

2
;

x5

ã53
=

5

3
;

3

2
<

5

3
.

Proto, podle pravidla 2, z báze vyjmeme proměnnou x1. Dále budeme postupovat stejným zp̊usobem.
Vedoućım prvkem pro Jordanovu eliminaci bude prvek ve sloupci a řádku nové a nahrazované bazické
proměnné, tedy prvek na pozici (1, 3) následuj́ıćı tabulky:

1 − 3
4 2 − 1

4 0 3

0 − 1
4 3 − 3

4 1 5

Po úpravách źıskáme tvar simplexové tabulky T2:

1
2 − 3

8 1 − 1
8 0 3

2

− 3
2

7
8 0 − 3

8 1 1
2

K této tabulce opět přidáme ceny jednotlivých proměnných a vyč́ısĺıme relativńı ceny všech proměnných.
Tabulka T2 tak nabude tvaru

1 6 -7 1 5

1
2 − 3

8 1 − 1
8 0 3

2

− 3
2

7
8 0 − 3

8 1 1
2

-12 1 0 -2 0 -8

Všimněme si dvou fakt̊u. Jednak nám cena řešeńı klesla z 28 na -8, skutečně se tedy bĺıž́ıme k minimu
cenové funkce. Dále vid́ıme, že bychom měli do báze zařadit proměnnou x2. Abychom zjistili, kterou
proměnnou z báze vyřadit, opět vyč́ısĺıme výrazy xi

ãi2
pro i = 3, 5:

x3

ã32
=

3
2

− 3
8

< 0;
x5

ã52
=

1
2
7
8

=
4

7
> 0;

Minimálńı kladný je výraz páté proměnné, kterou podle pravidla 2 vyřad́ıme z báze. Opět provedeme
Jordanovu eliminaci s vedoućım prvkem vyznačeným v následuj́ıćı tabulce tučně:

1
2 − 3

8 1 − 1
8 0 3

2

− 3
2

7
8 0 − 3

8 1 1
2

Po úpravách źıskáme simplexovou tabulku T3:
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− 1
7 0 1 − 2

7
3
7

12
7

− 12
7 1 0 − 3

7
8
7

4
7

Po přidáńı cen jednotlivých proměnných a výpočtu relativńıch cen přejde tabulka na následuj́ıćı tvar:

1 6 -7 1 5

− 1
7 0 1 − 2

7
3
7

12
7

− 12
7 1 0 − 3

7
8
7

4
7

− 72
7 0 0 − 11

7 − 8
7 − 60

7

Řádek relativńıch cen nemá žádný kladný prvek, neńı tedy co nahrazovat, podle následuj́ıćı věty jsme
našli optimum. Optimálńı cena úlohy je − 60

7 ; optimálńı řešeńı má tvar x = [0, 4
7 ,

12
7 , 0, 0]T .

Věta 2.2. Jestliže pro všechny sloupce plat́ı cT ãs − cs ≤ 0, pak je toto př́ıpustné bazické řešeńı op-
timálńı.

Takto by šlo metodu prakticky provozovat. Lze však trikem zjednodušit výpočet relativńıch cen.
Pod́ıvejme se na tabulku T1 z předchoźıho př́ıkladu:

1 6 -7 1 5

1 1 − 3
4 2 − 1

4 0 3

5 0 − 1
4 3 − 3

4 1 5

cT ãs − cs 0 -8 24 -5 0 28

1. Je-li xs bazická proměnná, pak ãs je vektor samých nul, jen na s-té pozici bude mı́t jedničku. Pro
relativńı cenu každé bazické proměnné tedy plat́ı cT ãs − cs = cs − cs = 0.

2. Co by se stalo, kdybychom v horńım (nultém) řádku č́ısla ve sloupćıch bazických proměnných
vynulovali Jordanovou eliminaćı? Předevš́ım si uvědomme, že při výpočtu relativńıch cen se hodnota
cs odeč́ıtá, bude tedy vhodné napsat nultý řádek s opačným znaménkem (ekvivalentńı interpretace
této úvahy: definujeme proměnnou ceny vztahem z−

∑
cixi = 0; nultý řádek tabulky je pak řádek

pro tuto proměnnou z). Źıskáme tak tabulku:

-1 -6 7 -1 -5 0

1 1 − 3
4 2 − 1

4 0 3

5 0 − 1
4 3 − 3

4 1 5

cT ãs − cs 0 -8 24 -5 0 28

V našem př́ıpadě vynulujeme ceny u bazických proměnných t́ım, že k nultému řádku přičteme jednou
prvńı a pětkrát druhý.

27



Obecně: k nultému řádku přičteme ci-násobek i-tého řádku. Pak hodnoty ve sloupćıch bazických
proměnných budou rovny nule a ve sloupćıch nebazických proměnných vyjdou výrazy

∑
ciãis − cs =

cT ãs − cs, což jsou přesně relativńı ceny. Vypočteme je tedy př́ımo v tabulce při Jordanově eliminaci.
V nultém řádku ve sloupci pravých stran přitom vyjde č́ıslo

∑
cixi, kde xi jsou hodnoty složek př́ıpustného

bazického řešeńı. A to je cena př́ıslušného řešeńı.
(To vše ale plat́ı pouze v př́ıpadě, že sloupec s-té bazické proměnné je již po eliminaci, tj. je ve tvaru

[0, 0, . . . , 0,1, 0, . . . , 0]T ; je nutné si nav́ıc uvědomit, že k nultému řádku lze jen přič́ıtat či odeč́ıtat násobky
ostatńıch řádk̊u, ale nultý řádek samotný násobit č́ıslem nelze, nebot’ by se změnily ceny proměnných).

Př́ıklad.

min 3x+ y
x+ 2y ≥ 3
2x+ y ≥ 3
x ≥ 0
y ≥ 0

Nejprve převedeme tuto úlohu (v kanonickém tvaru) na úlohu ve standardńım tvaru:

min 3x+ y
x+ 2y − u = 3
2x+ y − v = 3
x ≥ 0, y ≥ 0
u ≥ 0, v ≥ 0

Sestav́ıme výchoźı simplexovou tabulku T0:

-3 -1 0 0 0
1 2 -1 0 3
2 1 0 -1 3

Nyńı je třeba určit výchoźı př́ıpustné bazické řešeńı. I v tomto př́ıkladu se pokuśıme problém obej́ıt a
zkusit toto řešeńı uhodnout. Položme (z prvńı rovnice) x = 3, y = 0, u = 0. Ze druhé rovnice urč́ıme
posledńı proměnnou v = 3. Bazickými proměnnými tedy budou proměnné x a v. Jordanovou eliminaćı a
přidáńım cen jednotlivých proměnných źıskáme tabulku T1:

0 5 -3 0 9
1 2 -1 0 3
0 3 -2 1 3

Mám př́ıpustné bazické řešeńı x = [3, 0, 0, 3]T ,
cena tohoto řešeńı je 9. Toto řešeńı neńı
optimálńı, jak je patrno z uvedené tabulky,
do báze přidáme proměnnou y a vyjmeme
proměnnou v. Po následné Jordanově elimi-
naci źıskáme tabulku T2:

0 0 1
3 − 5

3 4

1 0 1
3 − 2

3 1

0 1 − 2
3

1
3 1

Nyńı jsme źıskali př́ıpustné bazické řešeńı x =
[1, 1, 0, 0]T , jehož cena je 4. Opět se nejedná o
optimálńı řešeńı, do báze přidáme proměnnou
u a vyjmeme x. Jordanovou eliminaćı źıskáme
tabulku T3:
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-1 0 0 -1 3
3 0 1 -2 3
2 1 0 -1 3

Obdrželi jsme tak př́ıpustné bazické řešeńı
x = [0, 3, 3, 0]T . Toto řešeńı je již optimál-
ńı, nebot’ relativńı ceny všech nebazických
proměnných jsou záporné. Optimálńı řešeńı
p̊uvodńıho problému je [0, 3]T .

Př́ıklad. V následuj́ıćım př́ıkladu si ukážeme jednoduchou úlohu, která nemá řešeńı. Množina př́ıpust-
ných řešeńı je stejná jako v předchoźım př́ıkladu, jediný rozd́ıl bude v cenové funkci.

minx− y
x+ 2y ≥ 3
2x+ y ≥ 3
x ≥ 0
y ≥ 0

Nejprve převedeme úlohu do standardńıho tvaru.

minx− y
x+ 2y − u = 3
2x+ y − v = 3
x ≥ 0, y ≥ 0
u ≥ 0, v ≥ 0

Vyjdeme ze stejného počátečńıho př́ıpustného bazického řešeńı, tedy x = [3, 0, 0, 3]T a sestav́ıme výchoźı
simplexovou tabulku T0:

-1 1 0 0 0
1 2 -1 0 3
2 1 0 -1 3

Jordanovou eliminaćı, se stejným vedoućım prvkem jako v minulém př́ıkladu, źıskáme tabulku T1:

0 3 -1 0 3
1 2 -1 0 3
0 3 -2 1 3

Mám př́ıpustné bazické řešeńı x = [3, 0, 0, 3]T ,
cena tohoto řešeńı je 3. Toto řešeńı neńı
optimálńı, jak je patrno z uvedené tabulky,
do báze přidáme proměnnou y a vyjmeme
proměnnou v. Po následné Jordanově elimi-
naci źıskáme tabulku T2:

0 0 1 -1 0

1 0 1
3 − 2

3 1

0 1 − 2
3

1
3 1

Nyńı jsme źıskali př́ıpustné bazické řešeńı x =
[1, 1, 0, 0]T , jehož cena je 0. Opět se nejedná o
optimálńı řešeńı, do báze přidáme proměnnou
u a vyjmeme x. Jordanovou eliminaćı źıskáme
tabulku T3:

-3 0 0 1 -3
3 0 1 -2 3
2 1 0 -1 3

Př́ıpustné bazické řešeńı je x = [0, 3, 3, 0]T . Do
báze přidáme proměnnou v, ale pozor, neńı co
z báze vyjmout. Tedy proměnná v nám ne-
nahrad́ı žádnou z bazických proměnných y, u.
Množina př́ıpustných řešeńı neńı ve směru gra-
dientu cenové funkce omezená množina, tato
úloha LP nemá řešeńı.
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Tento př́ıklad ilustruje následuj́ıćı tvrzeńı (jež nebudeme dokazovat).

Tvrzeńı 2.2. Jsou-li všechny výrazy xi

ãis
záporné, pak funkce cTx neńı zdola omezená a úloha LP nemá

řešeńı.

V následuj́ıćım blokovém schematu simplexového algoritmu je tento př́ıpad zahrnut. Pro kratš́ı zápis
budeme použ́ıvat mı́sto pojmu

”
př́ıpustné bazické řešeńı“ zkratku

”
PBR“.
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zdola omezená,
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Př́ıklad. Jsou dvě betonárny, označené ṕısmeny X a Y , a tři stavenǐstě, označená č́ısly 1,2,3, na která
se voźı beton. Betonárna X produkuje 14 aut betonu denně, betonárna Y produkuje 6 aut denně. Na
stavenǐsti 1 se spotřebuje 8 aut betonu denně, na druhém stavenǐsti 5 aut a na třet́ım 7 aut betonu denně.
Dále jsou dány vzdálenosti jednotlivých stavenǐst’ od obou betonáren, které jsou uvedeny v následuj́ıćı
tabulce:

1 2 3
X 15 7 18
Y 6 3 8

Naš́ım úkolem je nalézt optimálńı plán rozvozu betonu.
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Označme jednotlivá množstv́ı podle betonárny, ze které je beton převážen a stavenǐstě, na kterém se
využije, x1, x2, x3 a y1, y2, y3. Hodnota xi tedy odpov́ıdá počtu aut převážených z betonárny X na stavbu
i (a podobně yi). Cenová funkce je

min 15x1 + 7x2 + 18x3 + 6y1 + 3y2 + 8y3.

Podmı́nky úlohy popisuj́ı, že na každou stavbu se muśı celkem dostat přesně potřebné množstv́ı be-
tonu denně (prvńı tři rovnice), a všechen odvezený beton z betonáren muśı být roven výrobńı kapacitě
betonáren (daľśı dvě rovnice). Přitom samozřejmě veškerá převážená množstv́ı betonu jsou nezáporná.

x1 + y1 = 8
x2 + y2 = 5
x3 + y3 = 7
x1 + x2 + x3 = 14
y1 + y2 + y3 = 6
xi ≥ 0; yi ≥ 0 i = 1, 2, 3

Tuto úlohu zaṕı̌seme do následuj́ıćı tabulky:

1 0 0 1 0 0 8
0 1 0 0 1 0 5
0 0 1 0 0 1 7
1 1 1 0 0 0 14
0 0 0 1 1 1 6

Protože celkové množstv́ı odvezeného betonu z betonáren se rovná celkovému množstv́ı betonu přivezené-
ho na stavby, jsou rovnice lineárně závislé. Lze tedy vypustit prvńı řádek, č́ımž se řešeńı úlohy nezměńı.
Źıskáme tak tabulku

0 1 0 0 1 0 5
0 0 1 0 0 1 7
1 1 1 0 0 0 14
0 0 0 1 1 1 6

Nyńı je třeba nalézt výchoźı PBR. To zat́ım
neumı́me, opět se tedy pokuśıme řešeńı uhod-
nout. Nejprve přehod’me řádky a źıskáme ta-
bulku

1 1 1 0 0 0 14
0 1 0 0 1 0 5
0 0 1 0 0 1 7
0 0 0 1 1 1 6

Nyńı provedeme Jordanovu eliminaci a po
přidáńı nultého řádku cen proměnných a Jor-
danově eliminaci i tohoto řádku źıskáme ta-
bulku T1:

0 0 0 0 -5 1 227
1 0 0 0 -1 -1 2
0 1 0 0 1 0 5
0 0 1 0 0 1 7
0 0 0 1 1 1 6

Toto řešeńı je evidentně př́ıpustným bazic-
kým řešeńım této úlohy, neńı však optimálńı.
Některá z relativńıch cen je totiž kladná. Tu
přidáme do báze a po určeńı minima z výraz̊u
xi

ãi,s
urč́ıme, kterou proměnnou z báze vy-

jmeme. Na tuto tabulku provedeme Jordanovu
eliminaci s vedoućım prvkem, který je v ta-
bulce T0 vyznačen tučně. Po Jordanově elimi-
naci źıskáme tabulku T2:

0 0 0 -1 -6 0 221
1 0 0 1 0 0 8
0 1 0 0 1 0 5
0 0 1 -1 -1 0 1
0 0 0 1 1 1 6

Źıskali jsme př́ıpustné bazické řešeńı ve tvaru
x = [8, 5, 1, 0, 0, 6]T . Jak je vidět ze simplexové
tabulky T2, je toto řešeńı optimálńı, nebot’

relativńı ceny všech nebazických proměnných
jsou záporné.
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Povšimněme si malé zaj́ımavosti: v optimálńım rozvozńım plánu je y1 = y2 = 0. To znamená, že při
optimálńım rozvozu se na dvě nejkratš́ı vzdálenosti (3 a 6 km) nic nevoźı.

Nyńı si ukážeme, že tuto úlohu lze také řešit aparátem optimálńıho toku v śıti. Sestrojme nejprve
śıt’ podle zadáńı úlohy. Zdroje budou představovat obě betonárny, jejich intenzity budou denńı pro-
dukce betonu v každé z betonáren. Stoky śıtě budou představovat stavenǐstě, jejich intenzity budou
rovny denńı spotřebě betonu. Hrany budou vést z každého zdroje do každého stoku. Ceny hran budou
dány př́ıslušnými vzdálenostmi, propustnosti uvažujeme nekonečné. Význam č́ısel u hran na obrázćıch je
xi,j(ci,j) (nekonečné propustnosti neuvád́ıme).
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Potenciály jednotlivých uzl̊u jsou zapsány tučně jako
uzlové ohodnoceńı. Je patrné, že na hraně vedoućı ze
zdroje s intenzitou 6 do stoku s intenzitou −7 neńı
splněna podmı́nka věty o potenciálech (věta 1.3). Je
tedy třeba podél polocyklu daného hranami s inten-
zitami 14,−8, 6,−7, 14 zvýšit tok. Největš́ı možné
množstv́ı, které můžeme v daném rezervńım polo-
cyklu přidat, je 6. Źıskáme t́ım nový tok:
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Tentokrát již v celé śıti existuj́ı potenciály, vyhovuj́ıćı
na všech hranách. T́ım je ukázáno, že daný tok (tj.
plán rozvozu betonu) je optimálńı.
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2.3 Dvoufázová metoda

Zbývá nám odpvědět na otázku, jak nalézt výchoźı PBR, tj. jak nalézt nějaké nezáporné řešeńı soustavy
Ax = b. Metodu řešeńı si ukážeme na následuj́ıćım př́ıkladu.

Př́ıklad. Hledáme nezáporné řešeńı soustavy

x1 − x3 + 4x4 = 3
2x1 − x2 = 3
3x1 − 2x2 − x4 = 1

Napǐsme si pomocnou úlohu s umělými proměnnými y1, y2, y3:

x1 −x3 +4x4 +y1 = 3
2x1 −x2 +y2 = 3
3x1 −2x2 −x4 +y3 = 1

a řešme úlohu min y1 + y2 + y3, xi ≥ 0, yi ≥ 0 (tj. v této pomocné úloze maj́ı proměnné xi nulovou cenu,
proměnné yi maj́ı cenu 1). Jak je patrné, výchoźı bázi nemuśıme hledat, je již složena ze sloupc̊u umělých
proměnných.

Tato pomocná úloha
- určitě má PBR: x = [0, 0, 0, 0, 3, 3, 1]T , takže nemuśıme hledat výchoźı PBR;
- p̊uvodńı soustava má nezáporné řešeńı právě když pomocná úloha má optimálńı řešeńı, pro něž

plat́ı yi = 0, i = 1, 2, 3.

T́ımto obecně źıskáme tzv. dvoufázovou metodu řešeńı úlohy lineárńıho programováńı ve standardńım
tvaru:

min cTx
Ax = b
xi ≥ 0.

1. fáze. Zavedeme umělé proměnné y = [y1, . . . , ym]T , označ́ıme o nulový vektor z prostoru Rn, a
v = [1, 1, . . . , 1]T ∈ Rm. Řeš́ıme pomocnou úlohu

min
[
oT |vT

] [
x
y

]
[A | I]

[
x
y

]
= b[

x
y

]
≥ 0

Tato úloha má určitě PBR, umı́me ji tedy řešit. Dále plat́ı následuj́ıćı tvrzeńı.

Tvrzeńı 2.3. P̊uvodńı úloha má PBR právě když pomocná úloha má optimálńı řešeńı, které
splňuje podmı́nku y1 = . . . = ym = 0.

Z tohoto optimálńıho řešeńı
[
x
y

]
je pak část x výchoźım PBR pro řešeńı p̊uvodńı úlohy.

2. fáze. S takto nalezeným výchoźım PBR x řeš́ıme p̊uvodńı úlohu simplexovým algoritmem.

Poznámka. Pokud p̊uvodńı úloha je v kanonickém tvaru, tak se hledáńı PBR dá poněkud zjednodušit
(viz např. [12], odst. 4.8).
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Př́ıklad. Mějme úlohu ve standardńım tvaru

min 2x1 + 4x2 + x3 + x4 + 2x5

x1 + 2x2 − x3 + x4 + 2x5 = 8
2x1 + x2 + x4 + 2x5 = 12
x1 + x2 + 2x3 − x5 = 4
xi ≥ 0, i = 1 . . . 5

Sestav́ıme následuj́ıćı tabulku:

-2 -4 -1 -1 -2 0
1 2 -1 1 2 8
2 1 0 1 2 12
1 1 2 0 -1 4

V tomto př́ıpadě neumı́me na prvńı pohled
uhádnout výchoźı PBR. S t́ımto se již ale
umı́me vyrovnat, použijeme tedy dvoufázo-
vou metodu. Sestav́ıme tabulku s umělými
proměnnými a novými cenami.

0 0 0 0 0 -1 -1 -1 0
1 2 -1 1 2 1 0 0 8
2 1 0 1 2 0 1 0 12
1 1 2 0 -1 0 0 1 4

Jordanova eliminace v matici popsané tabul-
kou neńı potřebná, je však nutno vynulovat re-
lativńı ceny bazických proměnných (umělých).
T́ım źıskáme simplexovou tabulku T1

4 4 1 2 3 0 0 0 24
1 2 -1 1 2 1 0 0 8
2 1 0 1 2 0 1 0 12
1 1 2 0 -1 0 0 1 4

Nalezené řešeńı zřejmě neńı optimálńı, tučně
vyznačený prvek je vedoućım prvkem pro
následuj́ıćı Jordanovu eliminaci. Tento postup
budeme opakovat až do té doby, než nalez-
neme optimálńı řešeńı této pomocné úlohy.
Následuj́ıćı tabulky T2 . . . T4 ukazuj́ı tyto jed-
notlivé kroky.

T2 :

0 0 -7 2 7 0 0 -4 8
0 1 -3 1 3 1 0 -1 4
0 -1 -4 1 4 0 1 -2 4
1 1 2 0 -1 0 0 1 4

T3 :

0 7
4 0 1

4 0 0 − 7
4 − 1

2 1

0 7
4 0 1

4 0 1 − 3
4

1
2 1

0 − 1
4 -1 1

4 1 0 1
4 − 1

2 1

1 3
4 1 1

4 0 0 1
4

1
2 5

T4 :

0 0 0 0 0 -1 -1 -1 0

0 1 0 1
7 0 4

7 − 3
7

2
7

4
7

0 0 -1 2
7 1 1

7
1
7 − 3

7
8
7

1 0 1 1
7 0 − 3

7
4
7

2
7

32
7

Relativńı ceny všech nebazických proměnných
jsou nyńı záporné, máme tedy optimálńı ře-
šeńı pomocné úlohy a zároveň výchoźı PBR
p̊uvodńı úlohy x0 = [ 32

7 ,
4
7 , 0, 0,

8
7 ]T . Pokud

by se v optimu vyskytla v bázi nějaká umělá
proměnná, znamenalo by to, že p̊uvodńı úloha
nemá žádné PBR.

Ve druhé fázi použijeme toto PBR jako výchoźı v p̊uvodńı úloze. Nejprve prohod́ıme vhodně řádky a
źıskáme výchoźı tabulku druhé fáze T0:
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-2 -4 -1 -1 -2 0

1 0 1 1
7 0 32

7

0 1 0 1
7 0 4

7

0 0 -1 2
7 1 8

7

Je třeba vynulovat relativńı ceny u bazických
proměnných. Výsledek je uveden v následuj́ıćı
simplexové tabulce T1.

0 0 -1 3
7 0 96

7

1 0 1 1
7 0 32

7

0 1 0 1
7 0 4

7

0 0 -1 2
7 1 8

7

Již v této fázi řešeńı př́ıkladu si můžeme
povšimnout podivné věci, kterou je nejed-
noznačnost při použit́ı pravidla 2. Pro 2. a
3. řádek má výraz xi

ãis
stejnou hodnotu. Po-

kračujme dále v řešeńı, tedy opět Jordanovou
eliminaćı, a źıskáme tabulku T2:

0 -3 -1 0 0 12
1 -1 1 0 0 4
0 7 0 1 0 4
0 -2 -1 0 1 0

Nalezli jsme optimálńı řešeńı, nebot’ relativńı
ceny nebazických proměnných jsou záporné.
Řešeńı je x = [4, 0, 0, 4, 0]T . Z hlediska použit́ı
dvoufázové metody je př́ıklad hotov.

Je však podivné, že nalezené řešeńı, ač je př́ıpustné i bazické, má jen dvě nenulové složky. To je d̊usledkem
toho, že v p̊uvodńı soustavě je vektor pravých stran lineárńı kombinaćı méně než m sloupc̊u matice
podmı́nek (konkrétně zde plat́ı 4a1 + 4a4 = b). Č́ıslo m nám přitom udává počet lineárně nezávislých
podmı́nek. Taková úloha se nazývá degenerovaná. Uvedená situace se v úlohách

”
z praxe“ vyskytuje

poměrně zř́ıdka, ale pokud nastane, mohou být problémy s konečnost́ı simplexového algoritmu.

2.4 Degenerované úlohy a zacykleńı

Definice 2.3. Př́ıpustné bazické řešeńı x se nazývá nedegenerované, pokud je každá bazická složka

tohoto řešeńı nenulová. V opačném př́ıpadě ř́ıkáme, že PBR je degenerované.
Úloha LP se nazývá degenerovaná, pokud má aspoň jedno degenerované PBR, jinak se tato úloha

nazývá nedegenerovaná.

Věta 2.3. Pro nedegenerované úlohy je základńı simplexový algoritmus konečný.

Důkaz. Intuitivně - stač́ı si uvědomit, že u nedegenerovaných úloh jsou relativńı ceny ostře větš́ı než
nula, takže celková cena po každém provedeném iteračńım kroku klesne. Pro konečný počet proměnných
je tedy tato metoda konečná. 2

Poznámka. Úloha poznat, zda daná úloha je degenerovaná, je NP-těžká.
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Př́ıklad. Mějme dánu následuj́ıćı úlohu.

min 5x1 − 4x2 − 7x3 − 2x4

x1 + 3x2 + 3x3 − 2x4 ≤ 1
−x1 + 3x3 − x4 ≤ 2
2x1 + 4x2 + 2x3 − 2x4 ≤ 0
xi ≥ 0

Dı́ky pomocným proměnným, které je nutno zavést při převodu úlohy v kanonickém tvaru na úlohu
ve standardńım tvaru, máme výchoźı PBR a to i s nulovými cenami bazických proměnných. Tabulku
zaṕı̌seme do následuj́ıćı podoby:

-5 4 7 2 0 0 0 0
1 3 3 -2 1 0 0 1

-1 0 3 -1 0 1 0 2
2 4 2 -2 0 0 1 0

Ve vektoru pravých stran se objevila nula.
Jedná se tedy o degenerovanou úlohu. Neńı
to optimálńı řešeńı, podle pravidla 2 jsme vy-
brali za vedoućı prvek následuj́ıćı Jordanovy
eliminace tučně vyznačený prvek.

− 22
3 -3 0 20

3 − 7
3 0 0 − 7

3

1
3 1 1 − 2

3
1
3 0 0 1

3

-2 -3 0 1 -1 1 0 1

4
3 2 0 − 2

3 − 2
3 0 1 − 2

3

Źıskali jsme řešeńı, které neńı př́ıpustné, nebot’

jedna jeho složka je záporná. Kde je chyba?

Problém je v tom, že Pravidlo 2 (pro výběr řádku – tj. pravidlo
”
vyber řádek, v němž je výraz xi

ais
minimálńı kladný“) plat́ı v této podobě pouze pro nedegenerované úlohy. Obecné pravidlo 2 zńı takto.

PRAVIDLO 2’. Vedoućı řádek následné Jordanovy eliminace je ten, pro nějž se nabývá minimum

min
{
xi

ãis
| ãis > 0

}
.

Pro nedegenerované úlohy je xi > 0 vždy, výsledek je tedy stejný. V tabulce 1 je tedy třeba vźıt jako
vedoućı posledńı řádek. Jordanovou eliminaćı pak źıskáme tabulku T2:

-12 -10 0 9 0 0 − 7
2 0

-2 -3 0 1 1 0 − 3
2 1

-4 -6 0 2 0 1 − 3
2 2

1 2 1 -1 0 0 1
2 0

Źıskali jsme řešeńı, které je př́ıpustné. Srovná-
ńım s předchoźım PBR zjist́ıme, že je stejné,
dokonce je i stejná cena. Nejedná se však o
optimum, existuj́ı kladné relativńı ceny něk-
terých nebazických proměnných. Pravidlo 2
nám rovněž ukáže nejednoznačnost při výběru
proměnné, kterou z báze vyjmeme, jedná se o
prvńı a druhý řádek. Tučně vyznačený prvek
je vedoućım prvkem následné Jordanovy eli-
minace. T́ım źıskáme tabulku T3:
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6 17 0 0 -9 0 10 -9

-2 -3 0 1 1 0 − 3
2 1

0 0 0 0 -2 1 3
2 0

-1 -1 1 0 1 0 -1 1

Źıskali jsme nové PBR, které opět neńı op-
timálńı. Problém je, kterou bazickou proměn-
nou z báze vyjmout. S t́ımto jsme se již setkali,
a tedy v́ıme, že taková úloha nemá omezenou
cenovou funkci, tud́ıž nemá optimálńı řešeńı.

Poznámka. Důležitým poznatkem je skutečnost, že v degenerovaných úlohách neńı zaručeno, že se
v každé iteraci cena řešeńı sńıž́ı, a tedy neńı zaručena konečnost simplexového algoritmu.

Př́ıklad. V př́ıkladech se nám již stalo, že jsme mohli přidat do báze v́ıce než jedinou proměnnou;
tuto nejednoznačnost jsme řešili přidáńım té proměnné, která má nejvyšš́ı relativńı cenu (protože t́ım
cenová funkce klesne nejvýrazněji). Nejednoznačnost v pravidle 2, (tj. kterou proměnnou máme z báze
odstranit), je možno obej́ıt dohodou, podle ńıž vezmeme jako vedoućı řádek následné eliminace ten, který
je v matici nejvýše z těch, které připadaj́ı v úvahu.

S touto dohodou si ukážeme př́ıklad degenerované úlohy, která se zacykluje (př́ıklad je převzat
z knihy [12]).

2 3 -1 -12 0 0 0
-2 -9 1 9 1 0 0

1/3 1 -1/3 -2 0 1 0

1 0 0 -6 0 -3 0
1 0 -2 -9 1 9 0

1/3 1 -1/3 -2 0 1 0

0 0 2 3 -1 -12 0
1 0 -2 -9 1 9 0
0 1 1/3 1 -1/3 -2 0

0 -3 1 0 0 -6 0
1 9 1 0 -2 -9 0
0 1 1/3 1 -1/3 -2 0

-1 -12 0 0 2 3 0
1 9 1 0 -2 -9 0

-1/3 -2 0 1 1/3 1 0

0 -6 0 -3 1 0 0
-2 -9 1 9 1 0 0

-1/3 -2 0 1 1/3 1 0

2 3 -1 -12 0 0 0
-2 -9 1 9 1 0 0

1/3 1 -1/3 -2 0 1 0

Vid́ıme, že po šesti iteraćıch jsme se vrátili k p̊uvodńı tabulce. Pohybujeme se tedy v cyklu délky 6.

Sestrojeńı podobných př́ıklad̊u neńı v̊ubec snadné. Obecně je např́ıklad dokázáno, že 6 je nejmenš́ı
možná délka cyklu při cykleńı simplexového algoritmu.

Pro řešeńı degenerovaných úloh bylo vyvinuto několik metod, známých jako anticyklické metody.
Uvedeme si několik př́ıklad̊u.
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1. Nejjednodušš́ı je tzv. perturbačńı metoda. Jej́ı myšlenka je velmi jednoduchá: malou změnou para-
metr̊u úlohy dosáhneme toho, že pravá strana soustavy přestane být lineárńı kombinaćı méně než
m sloupc̊u matice A, tj. úloha přestane být degenerovaná.

2. Lexikografická metoda spoč́ıvá v tom, že sloupec proměnné, kterou přidáváme do báze, se vybere
podle nejvyšš́ı relativńı ceny, a v př́ıpadě nejednoznačnosti volby řádku hledáme nejmenš́ı k, pro
které v některých řádćıch i, j plat́ı aik

ãis
6= ajk

ãjs
, a voĺıme ten řádek, v němž je tento pod́ıl nejmenš́ı.

3. Metoda nejmenš́ıch index̊u je založena na tom, že sloupce i řádky vyb́ıráme s co nejmenš́ımi indexy,
tedy co nejbĺıže levému horńımu rohu.

Pro všechny tyto metody existuj́ı věty, které ř́ıkaj́ı, že s použit́ım těchto speciálńıch strategíı výběru
vedoućıho sloupce a řádku se simplexový algoritmus nezacykĺı.

Př́ıklad. Na závěr tohoto odstavce si uvedeme př́ıklad degenerované úlohy, při jej́ımž řešeńı problémy
nenastanou. Mějme dánu úlohu popsanou následuj́ıćı tabulkou T0:

-2 -1 -1 -1 -1 0
1 1 3 3 1 4

-1 2 3 0 2 2
1 -1 -1 1 1 0

Výchoźı PBR nalezneme např. př́ımo Jordano-
vou eliminaćı, j́ıž nahrad́ıme 1. fázi dvoufázové
metody. Po následném vynulováńı relativńıch
cen všech bazických proměnných źıskáme sim-
plexovou tabulku T1

0 0 3 4 0 6
1 0 1 2 0 2
0 1 2 1 0 2
0 0 0 0 1 0

Máme PBR x = [2, 2, 0, 0, 0]T . Nejedná se
o optimálńı PBR, vedoućı prvek pro daľśı
Jordanovu eliminaci je opět vyznačen tučně.
Źıskáme tak simplexovou tabulku T2:

-2 0 1 0 0 2

1
2 0 1

2 1 0 1

− 1
2 1 3

2 0 0 1

0 0 0 0 1 0

Ani v tomto př́ıpadě neńı vypočtené PBR op-
timálńı. Opět provedeme Jordanovu eliminaci
a źıskáme tabulku T3 ve tvaru

− 5
3 − 1

3 0 0 0 4
3

2
3 − 1

3 0 1 0 2
3

− 1
3

1
3 1 0 0 2

3

0 0 0 0 1 0

Toto řešeńı optimálńı je. Jeho cena je rovna 4
3 ,

výsledné řešeńı je ve tvaru x = [0, 0, 2
3 ,

2
3 , 0]T .

2.5 Výpočetńı složitost simplexového algoritmu a úlohy lineárńıho progra-

mováńı

Simplexový algoritmus je v praxi velmi často použ́ıván a v úlohách
”
ze života“ dává velmi dobré výsledky.

Numerické experimenty ukazuj́ı, že na řešeńı úlohy LP s m omezuj́ıćımi podmı́nkami (tj. s m řádky ma-
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tice A) zpravidla v pr̊uměru stač́ı m simplexových iteraćı. Simplexový algoritmus bývá proto praktickými
uživateli považován za velice rychlý. Přesto se ale nedařilo dokázat jeho polynomialitu.

V r. 1972 se překvapivě podařilo ukázat, že pro speciálně zkonstruované
”
patologické“ úlohy může

počet iteraćı základńı verze algoritmu r̊ust exponenciálně s rozměrem úlohy. Simplexový algoritmus se tedy
v nejhorš́ım př́ıpadě chová exponenciálně. Simplexový algoritmus má však mnoho verźı, daných r̊uznými
strategiemi výběru vedoućıho sloupce a řádku v př́ıpadech, kdy tato volba neńı jednoznačná. Postupně se
podařilo sestrojit podobné př́ıklady pro daľśı známé verze simplexového algoritmu. V současné době jsou
pro všechny známé verze simplexového algoritmu sestrojeny př́ıklady, ukazuj́ıćı, že v nejhorš́ım př́ıpadě
se chovaj́ı exponeciálně, ale neńı známo, zda pro simplexový algoritmus existuje jeho polynomiálńı verze.
Z tohoto hlediska je simplexový algoritmus výjimkou mezi nepolynomiálńımi algoritmy – ačkoliv jeho
chováńı je v nejhorš́ım př́ıpadě exponenciálńı,

”
v pr̊uměru“ je algoritmus velice rychlý.

Otázku polynomiality úlohy LP zodpověděl kladně v r. 1979 L.G. Chačijan, který publikoval tzv. elip-
soidový algoritmus. Tento algoritmus je sice v pr̊uměru podstatně pomaleǰśı než simplexový, ale podstatné
je, že i v nejhorš́ım př́ıpadě je počet iteraćı polynomiálńı funkćı rozměru úlohy 1. Elipsoidový algorit-
mus tedy teoreticky dokazuje polynomialitu úlohy LP. Pro praktické použit́ı však z̊ustává simplexový
algoritmus nadále výhodněǰśı.

3 Dualita úloh lineárńıho programováńı

3.1 Primárńı a duálńı úloha lineárńıho programováńı

Uvažujme úlohu LP v kanonickém tvaru, tedy úlohu

min cTx
Ax ≥ b
xi ≥ 0

(1)

Tuto (výchoźı) úlohu budeme nazývat primárńı úlohou lineárńıho programováńı (též se někdy ř́ıká př́ımá
úloha).

Zkusme nyńı upravovat podmı́nku Ax ≥ b. O matici A v́ıme, že je typu m/n, vektor b má m
složek. Vezmeme-li nyńı nějaký vektor y ∈ Rm s nezápornými složkami a vynásobme j́ım zleva uvedenou
nerovnost, bude platit

yTb ≤ yT (Ax).

O operaci násobeńı matic v́ıme, že je asociativńı, plat́ı tedy dále

yTb ≤ yT (Ax) = yTAx = (ATy)Tx.

Tato nerovnost muśı platit pro libovolný vektor y ∈ Rm s nezápornými složkami. Kdybychom našli y
takový, pro který by byla splněna podmı́nka

ATy ≤ c,

měli bychom celkem

bTy = yTb ≤ yT (Ax) = yTAx = (ATy)Tx ≤ cTx.

Speciálně tedy plat́ı

bTy = yTb ≤ cTx.

To znamená, že výraz na levé straně je dolńım odhadem cenové funkce cTx (kterou minimalizujeme).
Všimněme si dále toho, že nerovnost je splněna pro libovolnou levou stranu. Nás pochopitelně zaj́ımá

1Přesněji: je polynomiálńı funkćı rozměru vstupńıch dat při jejich binárńım kódováńı. Otázka existence polynomiálńıho

algoritmu při aritmetickém kódováńı vstupńıch dat z̊ustává otevřená.
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nejlepš́ı dolńı odhad cenové funkce, a ten je roven maximálńı hodnotě výrazu bTy na levé straně. Nejlepš́ı
dolńı odhad tedy dostaneme nalezeńım následuj́ıćıho maxima:

max bTy
ATy ≤ c
yi ≥ 0

(2)

To je opět úloha lineárńıho programováńı; nazývá se duálńı úloha k p̊uvodńı (primárńı) úloze (1).

Lze snadno ukázat, že duálńı úloha k duálńı úloze (2) je p̊uvodńı úloha (1). Postupovali bychom
stejným postupem, pouze by se obrátily nerovnosti a mı́sto nejvyšš́ıho dolńıho odhadu bychom hledali
nejnižš́ı horńı odhad. Proto ř́ıkáme, že úlohy (1) a (2) tvoř́ı dvojici vzájemně duálńıch úloh.

Primárńı úloha (1) Duálńı úloha (2)

min cTx max bTy
Ax ≥ b ATy ≤ c
xi ≥ 0 yi ≥ 0

3.2 Věty o dualitě

Uvedené úvahy shrneme do následuj́ıćı věty, nazývané slabá věta o dualitě. Jej́ı d̊ukaz byl vlastně již
ukázán postupem, j́ımž jsme z primárńı úlohy odvodili úlohu duálńı.

Věta 3.1. (Slabá věta o dualitě) Pro každé př́ıpustné řešeńı x primárńı úlohy (1) a pro každé
řešeńı y duálńı úlohy (2) plat́ı bTy ≤ cTx.

Označme X (resp. Y) množinu všech př́ıpustných řešeńı primárńı (resp. duálńı) úlohy, tj.

X = {x |Ax ≥ b, xi ≥ 0 } ,
Y =

{
y |ATy ≤ c, yi ≥ 0

}
.

Ze slabé věty o dualitě nyńı dostaneme následuj́ıćı d̊usledky.

Důsledek 3.1. Plat́ı-li pro x0 ∈ X a y0 ∈ Y rovnost

bTy0 = cTx0,

pak jsou vektory x0 a y0 optimálńımi řešeńımi úloh (1) a (2).

Důsledek 3.2. Je-li X 6= ∅ a je-li cenová funkce cTx zdola neomezená na X, pak je Y = ∅.

Důsledek 3.3. Je-li množina Y 6= ∅ a je-li funkce bTy shora neomezená na Y, pak je X = ∅.

Z prvńıho d̊usledku plyne, že rovnost bTy = cTx je postačuj́ıćı podmı́nkou pro optimalitu. Otázkou
však z̊ustává, zda-li je tato podmı́nka nutná. Dá se dokázat, že ano.

Věta 3.2. (Silná věta o dualitě) Vektory x ∈ X a y ∈ Y jsou optimálńı, právě když plat́ı rovnost
bTy = cTx.

Důkaz. Je poměrně náročný, proto jej nebudeme uvádět. 2

Důsledek 3.4. Maj́ı-li obě úlohy alespoň jedno př́ıpustné řešeńı, pak obě úlohy maj́ı optimálńı řešeńı
x0, resp. y0 a plat́ı pro ně rovnost bTy0 = cTx0.
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Nyńı si ukážeme dvojice duálńıch úloh v některých jiných př́ıpadech.

1. Duálńı úloha k primárńı úloze ve standardńım tvaru. Vyjdeme z primárńı úlohy

min cTx
Ax = b
xi ≥ 0

Postupujme obdobně jako v př́ıpadě úlohy v kanonickém tvaru, tj. vztah Ax = b násob́ıme vektorem y
a upravujme. Plat́ı

Ax = b ⇒ yTAx = yTb = bTy.

Zde je ale významný rozd́ıl oproti úloze v kanonickém tvaru. Tam jsme museli předpokládat, že y je
(libovolný) vektor s nezápornými složkami (jinak by se nám mohlo změnit znaménko nerovnosti v opačné).
Zde ale máme rovnost, a tedy y může být libovolný vektor z Rm.

Máme tedy vztah

bTy = yTAx = (ATy)Tx.

Pokud bude platit ATy ≤ c, bude dále (s využit́ım nezápornosti všech složek vektoru x)

bTy = yTAx = (ATy)Tx ≤ cTx,

č́ımž jsme opět źıskali vztah bTy ≤ cTx. Zapǐsme tedy obě úlohy - primárńı i duálńı, kde primárńı úlohou
je úloha ve standardńım tvaru.

Primárńı úloha Duálńı úloha

min cTx max bTy
Ax = b ATy ≤ c
xi ≥ 0 y ∈ Rm

2. Podobně bychom nalezli i duálńı úlohu k primárńı úloze ve standardńım tvaru, ale s maximalizaćı ceny:

max cTx
Ax = b
xi ≥ 0

Analogicky jako v minulém př́ıpadě se odvod́ı, že duálńı úloha má v tomto př́ıpadě tvar

min bTy
ATy ≥ c
y ∈ Rm

Př́ıklad. Ukažme si na př́ıkladu úlohy o dietě tvar a praktickou interpretaci duálńı úlohy.
Připomeňme si nejprve úlohu o dietě. Řešili jsme úlohu

min cTx
Ax ≥ b
xi ≥ 0,

kde ci byly jednotkové ceny jednotlivých potravin, aij obsah i-tého vitaminu v jednotce j-té potraviny,
bj minimálńı požadované množstv́ı j-tého vitamı́nu ve směsi. Jak bylo uvedeno, duálńı úloha k této úloze
má tvar

max bTy
ATy ≤ c
yi ≥ 0.
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Tato duálńı úloha má velmi př́ımou praktickou interpretaci. Výrobce chce dát na trh tablety se synte-
tickými vitamı́ny a nahradit jimi reálnou stravu, přičemž hledá maximálńı ceny, při nichž je schopen
konkurovat reálné stravě. Zde yi je hledaná cena jednotky i-tého syntetického vitamı́nu, výraz bTy je
celková cena, kterou výrobce obrž́ı, když pokryje poptávku, a nerovnost ATy ≤ c garantuje konkurence-
schopnost, protože ř́ıká, že dodávané vitámı́ny nesmı́ být dražš́ı než vitamı́ny v reálné stravě. Podle této
interpretace se duálńım proměnným v ekonomických aplikaćıch ř́ıká st́ınové ceny.

3.3 Dobré charakteristiky

V tomto odstavci si v poněkud jiném světle ukážeme význam duality úloh LP. Nejprve ale začněme
prohloubeńım poznatk̊u z posledńıch dvou kapitol předmětu TGD1.

Známe pojem jazyka tř́ıdy NP. Jazyk J patř́ı do tř́ıdy NP, jestliže existuje nedeterministický přij́ımaćı
poč́ıtač, který pracuje v polynomiálně omezeném čase a přij́ımá jazyk J . Pojem abstraktńıho poč́ıtače
je zde modelem algoritmu pro řešeńı konkrétńıho problému – na poněkud intuitivněǰśı úrovni lze ř́ıci,
že rozhodovaćı problém nálež́ı do tř́ıdy NP, jestliže pro něj existuje algoritmus, který umı́

”
uhodnout“

(nedeterminističnost) řešeńı, přičemž:
- možnost volby

”
uhodnutých“ (nedeterministicky zvolených) krok̊u existuje, právě když odpověd’

na otázku je kladná,
- každý konkrétńı výpočet proběhne v polynomiálně omezeném čase.

Definice 3.1. Tř́ıda co-NP je tř́ıda všech jazyk̊u, jejichž doplněk nálež́ı do tř́ıdy NP.

Zhruba řečeno: problém je tř́ıdy co-NP, právě když odpověd’ na opačnou otázku nálež́ı do tř́ıdy NP. Tedy
zcela samozřejmě do tř́ıdy co-NP např́ıklad nálež́ı problém:

HAM
Vstup: neorientovaný graf G na n uzlech
Úkol: zjistit, zda G je nehamiltonovský.

Analogicky lze ovšem naformulovat negace všech známých úloh z tř́ıdy NP, a tyto (někdy jazykově
dost kostrbaté) problémy budou ze tř́ıdy co-NP. Existuj́ı ale i problémy, jejichž př́ıslušnost do tř́ıdy co-NP
je přirozená. Uvedeme dva př́ıklady.

1. Prvoč́ıselnost. Otázka, zda dané č́ıslo je prvoč́ıslem, nálež́ı do co-NP, protože k negativńı odpovědi
postač́ı napsat naše č́ıslo jako součin dvou č́ısel. 2

2. Tuhost grafu. Řekneme, že neorientovaný graf G je tuhý, jestliže pro každou množinu uzl̊u S ⊂
U(G) je počet komponent grafu G − S nejvýše roven počtu prvk̊u množiny S. Pojem tuhosti
grafu je d̊uležitý v teorii hamiltonovských graf̊u, protože tuhost grafu je nutnou podmı́nkou jeho
hamiltonovskosti (každý hamiltonovský graf je tuhý).

Problém rozhodnout, zda daný graf G je tuhý, nálež́ı do co-NP, protože k rozhodnut́ı, že G neńı
tuhý stač́ı ukázat množinu S ⊂ U(G), pro niž má graf G− S v́ıce než |S| komponent.

Definice 3.2. Řekneme, že jazyk J je dobře charakterizovaný, jestliže J ∈ NP ∩ co-NP. Věta, která
pro daný jazyk J dokazuje jeho př́ıslušnost do tř́ıdy NP ∩ co-NP, se nazývá dobrá charakteristika.

V této podobě definice vypadá poněkud odtažitě. Pojem dobré charakteristiky zavedl J. Edmonds
jako popis toho, co intuitivně chápeme jako

”
dobré pochopeńı“ či

”
dobré porozuměńı“ daného problému.

Ukažme si význam a smysl dobrých charakteristik na dvou př́ıkladech.

2Problém prvoč́ıselnosti nálež́ı i do NP, ale d̊ukaz tohoto faktu je značně netriviálńı. Poznamenejme ještě, že v roce 2002

byl pro testováńı prvoč́ıselnosti nalezen polynomiálńı algoritmus.
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Př́ıklad. 1. Mengerova věta.
- Jestliže graf G je k-souvislý mezi uzly u a v, můžeme toto (při troše štěst́ı) dokázat pozitivńım

argumentem – nalezneme k uzlově disjunktńıch cest, vedoućıch z u do v. (Tedy otázka
”
Je G

k-souvislý?“ je v NP).
- Jestliže graf G neńı k-souvislý mezi u a v, můžeme toto dokázat také pozitivńım argumentem:

(při troše štěst́ı) nalezneme uzlový řez, odděluj́ıćı u a v, maj́ıćı méně než k prvk̊u. (Tedy otázka

”
Je G k-souvislý?“ je v co-NP).

Mengerova věta tedy je dobrá charakteristika.

2. Hamiltonovskost grafu.
- Jestliže G je hamiltonovský, můžeme to (při troše štěst́ı) dokázat tak, že v G najdeme hamilto-

novskou kružnici. Tedy otázka
”
Je G hamiltonovský?“ je v NP.

- Jestliže ale G hamiltonovský neńı, jsme v konćıch, protože nev́ıme, co hledat, abychom dokázali
neexistenci hamiltonovské kružnice. Scháźı nám věta, dokazuj́ıćı př́ıslušnost k co-NP.

Dobrá charakteristika neńı známa, jazyk HAM tedy neńı (dosud) dobře charakterizovaný.

Téměř samozřejmé je následuj́ıćı tvrzeńı.

Věta 3.3.

P ⊂ (NP ∩ co-NP)

Historie ukazuje, že velmi často je nalezeńı dobré charakteristiky pro daný problém zároveň zásadńım
krokem k nalezeńı polynomiálńıho algoritmu. Zde je i hlavńı význam věty o dualitě lineárńıho progra-
mováńı, protože dává dobrou charakteristiku úlohy LP. Uvažujme následuj́ıćı rozhodovaćı problém:

LP
Vstup: úloha LP ve standardńım tvaru a jej́ı PBR x0.
Úkol: zjistit, zda x0 je optimálńı.

Jestliže dané PBR neńı optimálńı, pak se o tom
”
snadno“ (ve smyslu NP) přesvědč́ıme nalezeńım

lepš́ıho řešeńı; dokázat optimalitu daného řešeńı př́ımo by ale znamenalo ukázat, že všechna ostatńı
př́ıpustná řešeńı jsou horš́ı.

S využit́ım duality může rozhodováńı vypadat takto.
- Jestliže x0 neńı optimálńı, dokážeme to (pozitivńım argumentem) nalezeńım jiného PBR s menš́ı

cenou.
- Jestliže x0 je optimálńı, dokážeme to též pozitivńım argumentem, a sice nalezeńım př́ıpustného

řešeńı y0 duálńı úlohy takového, že cTx0 = bTy0.
Úloha LP, zformulovaná jako rozhodovaćı úloha, je tedy v NP ∩ co-NP.

Pro úlohu optimálńıho toku je dobrou charakteristikou věta o potenciálech, tj. Věta 1.3. Abychom se
o tom přesvědčili, uvažujeme takto.

OPT-FLOW
Vstup: śıt’ ~G a v ńı tok xij .

Úkol: zjistit, zda xij je optimálńı.

S využit́ım Věty 1.3 vypadá rozhodováńı takto.
- Jestliže xij neńı optimálńı, najdeme jiný tok s menš́ı cenou.
- Jestliže xij je optimálńı, dokážeme to nalezeńım potenciál̊u.

Věta 1.3 tedy dokazuje př́ıslušnost úlohy do NP ∩ co-NP.

Poznamenejme ještě, že Věta 1.1 (o ZRP) sama o sobě dobrou charakteristikou neńı, protože v př́ıpadě
optimality toku svazuje neexistenci lepš́ıho toku s neexistenćı ZRP. Jej́ı praktickou použitelnost zajǐst’uje
až Floyd̊uv algoritmus, d́ıky němuž umı́me v polynomiálńım čase dokázat i neexistenci ZRP.
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Podle Věty 3.3 v́ıme, že P ⊂ (NP∩co-NP). Otázka, zda zde plat́ı rovnost, je daľśım velkým otevřeným
problémem v teorii výpočetńı složitosti. Před nalezeńım Chačijanova algoritmu byla úloha LP jedńım
z možných

”
kandidát̊u na protipř́ıklad“, protože byla dobře charakterizovaná, ale nebyl pro ni znám

polynomiálńı algoritmus. Daľśım podobným kandidátem byl problém prvoč́ıselnosti, ale jak už jsme uvedli,
v roce 2002 byl pro tento problém nalezen polynomiálńı algoritmus.

4 Celoč́ıselné lineárńı programováńı

4.1 Formulace úlohy

Př́ıklad. Uvažujme úlohu nalezeńı optimálńıho toku v śıti na následuj́ıćım obrázku. Uzlové ohodnoceńı
odpov́ıdá intenzitě uzl̊u, hranové ohodnoceńı ve tvaru xi(ci, ri) znamená tok hranou, cenu a propustnost.
Č́ısla v kroužćıch jsou pořadová č́ısla uzl̊u.
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a1 = 10

a2 = −3

a3 = −12

a4 = 5

x1(2, 7)

x2(4, 15)

x3(1, 5)

x4(2, 4)

x5(1, 3)

xij(cij , rij)

Úlohu lze zřejmě převést na následuj́ıćı úlohu LP:

min 2x1 + 4x2 + x3 + 2x4 + x5

za podmı́nek

x1 +x2 = 10
−x1 +x3 −x4 = −3

−x2 −x3 −x5 = −12
x4 +x5 = 5

x1 ≤ 7
x2 ≤ 15

x3 ≤ 5
x4 ≤ 4

x5 ≤ 3

xi ≥ 0, i = 1 . . . 5

Jsou-li hodnoty rij a ai celoč́ıselné (např. kusy výrobk̊u), pak by měl být celoč́ıselný i optimálńı tok.

Př́ıklad. Mějme dán ohodnocený graf (libovolný) s alespoň dvěma uzly a mějme úkol nalézt v něm

minimálńı cestu z uzlu u do uzlu v (u, v ∈ U(~G)). Definujme intenzity au = 1, av = −1 a ax = 0 pro
všechny ostatńı uzly x, ceny hran budou rovny zadanému hranovému ohodnoceńı a propustnosti hran
budou rovny jedné. Najdeme-li v této śıti celoč́ıselný optimálńı tok, pak hrany s tokem 1 určuj́ı minimálńı
cestu z u do v. Poznamenejme, že v předchoźım př́ıkladu byla celoč́ıselnost hledaného řešeńı vhodná, zde
je však nezbytná.
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Na prvńı pohled by se mohlo zdát, že podmı́nka celoč́ıselnosti hledaného řešeńı neznamená žádné
zásadńı omezeńı – vyřeš́ıme úlohu v reálném oboru, a nalezené řešeńı vhodně zaokrouhĺıme. Následuj́ıćı
př́ıklad ukazuje, že podobné postupy nemaj́ı naději na úspěch.

Př́ıklad. Mějme dánu následuj́ıćı úlohu LP v kanonickém tvaru.

min x− y
20x− 12y ≥ 5
−4x+ 2y ≥ −3
x ≥ 0; y ≥ 0;
x, y celoč́ıselné

Řešme př́ıslušnou úlohu LP v reálném oboru graficky.
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Reálná úloha LP má řešeńı x = 3, 25, y = 5, ale jediné celoč́ıselné řešeńı dané úlohy je x = y = 1, což
zřejmě neźıskáme zaokrouhleńım optima reálné úlohy LP.

Je zřejmé, že podobně by šlo sestrojit př́ıklad úlohy CLP, jej́ıž optimum je libovolně daleko od optima
př́ıslušné reálné úlohy. Z tohoto př́ıkladu vid́ıme, že hledáńı celoč́ıselného řešeńı úlohy LP je samostatný
problém.

Definice 4.1. Úlohou celoč́ıselného lineárńıho programováńı (CLP) rozumı́me úlohu

min cTx

Ax = b

xi ≥ 0

xi celoč́ıselné,

kde c ∈ Rn, A je celoč́ıselná matice typu m/n a b ∈ Zm je celoč́ıselný vektor.

Poznámka. 1. Je zřejmé, že o prvćıch matice A a vektoru b stač́ı předpokládat, že jsou racionálńı,
a vzniklé úlohy jsou ekvivalentńı (vynásob́ıme rovnice společným jmenovatelem). Naproti tomu ceny
předpokládáme reálné. Předpoklady celoč́ıselnosti prvk̊u matice A a vektoru b budeme požadovat vždy
po zbytek této kapitoly.

2. Předchoźı definice dává úlohu CLP ve standardńım tvaru. Opět plat́ı, že úlohu lze formulovat
obecně i kanonicky a formulace jsou ekvivalentńı.
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4.2 Výpočetńı složitost úlohy celoč́ıselného lineárńıho programováńı

Jak již v́ıme z kapitoly 2.5, úloha LP v reálném oboru je řešitelná v polynomiálńım čase (Chačijanovým
algoritmem). Uvid́ıme, že požadavkem celoč́ıselnosti se situace zásadně měńı.

Předevš́ım, ptáme-li se, zda CLP patř́ı do tř́ıdy NP, je třeba formulovat úlohu CLP jako rozhodovaćı
problém. Převedeme tedy úlohu CLP na tvar CLP′:

CLP′

Vstup: matice A, vektory b, c a č́ıslo L.
Úkol: zjistit, zda existuje vektor x takový, že

cTx ≤ L
Ax = b
xi ≥ 0; xi celoč́ıselné.

CLP′ je již rozhodovaćı problém a otázka, zda patř́ı do tř́ıdy NP, má smysl. Problémem může být to,
že složky vektoru x by teoreticky mohly být libovolně velké. Proto úlohu ještě jednou přeformulujeme –
varianta CLP′′ je obdobná jako úloha CLP′, ale s omezenými proměnnými.

CLP′′

Vstup: matice A, vektory b, c, č́ısla L a K.
Úkol: zjistit, zda existuje vektor x takový, že

cTx ≤ L
Ax = b
xi ≥ 0; xi ≤ K; xi celoč́ıselné.

Plat́ı následuj́ıćı věta.

Věta 4.1. Úloha CLP′′ je NP-úplná.

Důkaz. 1. Ověř́ıme, že CLP′′ ∈ NP:
a) nedeterministicky generujeme celoč́ıselný vektor x,
b) ověř́ıme, zda x je př́ıpustné řešeńı,
c) pokud ano, ověř́ıme, zda cTx ≤ L.

(Poznámka: bez omezeńı xi ≤ K by v b) a c) byly problémy s polynomialitou).

2. Úplnost CLP′′ dokážeme převodem SAT / CLP′′. Myšlenku tohoto převodu si ukážeme na
př́ıkladu. Mějme dánu následuj́ıćı logickou formuli:

f(x1, x2, x3) = (x1 ∨ x2 ∨ x3) ∧ (x1 ∨ x̄2) ∧ (x̄1 ∨ x3) ∧ (x̄1 ∨ x̄2 ∨ x̄3) .

Je zřejmé, že formule f je splnitelná, právě když existuj́ı hodnoty proměnných x1, x2, x3, vyhovuj́ıćı
nerovnostem:

x1 + x2 + x3 ≥ 1
x1 + (1− x2) ≥ 1
(1− x1) + x3 ≥ 1
(1− x1) + (1− x2) + (1− x3) ≥ 1
x1, x2, x3 ∈ {0, 1}

To však ještě neńı úloha CLP - nemáme žádnou cenovou funkci ani optimalizaci. To se však snadno dá
obej́ıt následuj́ıćım trikem. Zavedeme novou proměnnou y, např. prvńı nerovnost nahrad́ıme nerovnost́ı

x1 + x2 + x3 ≥ y
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a maximalizujeme hodnotu proměnné y. Pokud je ymax ≥ 1, jsme hotovi, formule je splnitelná. Hledanou
úlohu CLP′′, která vznikla z naš́ı úlohy SAT, lze zapsat takto:

max y
x1 + x2 + x3 − y ≥ 0
x1 + (1− x2) ≥ 1
(1− x1) + x3 ≥ 1
(1− x1) + (1− x2) + (1− x3) ≥ 1
x1, x2, x3 ∈ {0, 1}

Zřejmě plat́ı, že f je splnitelná, právě když úloha CLP′′ má optimálńı řešeńı splňuj́ıćı podmı́nku ymax ≥ 1.
2

Poznámka. Úloha CLP′′ je zřejmě speciálńı př́ıpad úlohy CLP. Úloha CLP je tedy alespoň tak těžká,
jako NP-úplná úloha CLP′′, ale nev́ıme, zda je ∈ NP. Taková úloha se nazývá NP-těžká.

Důsledek 4.1. Úloha CLP je NP-těžká.

Lze dokázat i platnost následuj́ıćı věty, d̊ukaz ovšem neńı lehký, lze jej nalézt např. v [10].

Věta 4.2. Úloha CLP′ je NP-úplná.

Skutečnost, že úloha CLP′ je NP-těžká, znamená, že na ni lze převést všechny ostatńı NP-úplné úlohy.
Jeden takový převod si ukážeme v následuj́ıćım př́ıkladu.

Př́ıklad. Formulace úlohy obchodńıho cestuj́ıćıho jako úlohy CLP.
Mějme ohodnocený orientovaný graf ~G. Uzly grafu ~G označ́ıme č́ısly 0 . . . n; ohodnoceńı hrany (i, j)

označ́ıme cij . Pokud (i, j) /∈ H(~G), polož́ıme hodnotu cij rovnou nějakému velkému č́ıslu, a dále polož́ıme

cii = 0, i = 1, . . . , n. Matice [cij ] obecně nemuśı být symetrická. Hledáme cyklus ~C, který procháźı všemi
uzly a minimalizuje výraz

∑
cij .

Položme xij =

{
1, jestliže (i, j) ∈ H(~C),

0, jestliže (i, j) 6∈ H(~C).

Pro naši úlohu obchodńıho cestuj́ıćıho můžeme nyńı zformulovat následuj́ıćı úlohu CLP.

min

n∑
i,j=0

cijxij

za podmı́nek

n∑
i=0

xij = 1 pro j = 0 . . . n, (a)

n∑
j=0

xij = 1 pro i = 1 . . . n, (b)

0 ≤ xij ≤ 1∀i, j,

xij celoč́ıselné.

Podmı́nka (a) ř́ıká, že do každého z uzl̊u 1, . . . , n vcháźı právě jedna hrana, a podobně podmı́nka (b) ř́ıká,
že z každého z uzl̊u 0, . . . , n vycháźı právě jedna hrana. Z obou podmı́nek plyne, že i do uzlu 0 vcháźı
právě jedna hrana.
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Zdálo by se tedy, že podmı́nky (a) a (b) vyjadřuj́ı požadavek, aby hledaný podgraf byl cyklem. Problém
je ale v tom, že př́ıpustné řešeńı nemuśı odpov́ıdat souvislému grafu (a tedy může vyjadřovat disjunktńı
sjednoceńı v́ıce cykl̊u). Jednu z možných situaćı ukazuje následuj́ıćı obrázek.
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Pokuśıme se o nápravu – je třeba přidat daľśı podmı́nku, která by z množiny př́ıpustných řešeńı vyloučila
ta, jež odpov́ıdaj́ı nesouvislým graf̊um. Jedna možná myšlenka spoč́ıvá v rozkladu množiny uzl̊u na dvě
neprázdné disjunktńı množiny S, S̄ (tj. S ∪ S̄ = U(~G)). Souvislost grafu pak znamená, že pro každý
takovýto rozklad muśı platit, že z S vede do S̄ alespoň jedna hrana. T́ım dostaneme tuto podmı́nku:∑

i∈S, j∈S̄

xij ≥ 1 ∀S ⊂ {0, 1, . . . , n}, S 6= ∅, S 6= U(~G).

Takto źıskaná úloha CLP již je ekvivalentńı s p̊uvodńı úlohou obchodńıho cestuj́ıćıho. Pot́ıž je ale jinde
– možných rozklad̊u (S, S̄) množiny U(~G) je 2n+1 − 2. To znamená, že rozměr źıskané úlohy CLP roste
exponenciálně s rozměrem p̊uvodńı úlohy obchodńıho cestuj́ıćıho, a tedy náš převod neńı polynomiálńı.
Muśıme tedy hledat lepš́ı podmı́nku.

Zkuśıme následuj́ıćı podmı́nku.

ui − uj + nxij ≤ n− 1 pro 1 ≤ i 6= j ≤ n, ui ∈ Z, i = 1 . . . n. (c)

Zde ui, i = 1, . . . , n, jsou daľśı celoč́ıselné proměnné (ale ne nutně nezáporné – přidáńım podmı́nky (c)
dostáváme úlohu CLP v obecném tvaru).

Ukážeme, že podmı́nka (c) vylučuje kratš́ı cykly.

a) Existuj́ı-li č́ısla ui, splňuj́ıćı podmı́nku (c), pak každý cyklus procháźı uzlem 0 – kdybychom měli
např. př́ıpad znázorněný na předchoźım obrázku, pak by na cyklu 4, 5, 6 muselo platit

u4 − u5 + 6 ≤ 5
u5 − u6 + 6 ≤ 5

}
⇒ u4 − u6 ≤ −2

u6 − u4 + 6 ≤ 5 ⇒ u4 − u6 ≥ 1

〉
SPOR.

b) Pro každý cyklus ~C, který procháźı všemi uzly, č́ısla existuj́ı. Položme u0 = 0 a ui = t, jestliže

uzel i je t-tý v pořad́ı na cyklu ~C. Ukážeme, že podmı́nka (c) je splněna.

• Je-li xij = 0 (tj. hrana (i, j) neńı hranou cyklu ~C), pak muśı platit ui − uj ≤ n− 1. To by

mohlo neplatit jen pro ui = n, uj = 0, ale to by znamenalo, že j = 0 a hrana (i, 0) je v ~C,
což je v předpokladu vyloučeno.

• Je-li xij = 1, tj. hrana (i, j) je hranou cyklu ~C, pak muśı platit

ui − uj + n ≤ n− 1⇔ ui − uj ≤ −1,

ale z konstrukce č́ısel ui plyne, že ui − uj = −1 s výjimkou posledńı hrany cyklu, tj. hrany
(n, 0). Tento př́ıpad se však v podmı́nce (c) neuvažuje; podmı́nka (c) je tedy splněna.

Poznámka. Všimněme si, že podmı́nek (c) je celkem n2. Rozměr źıskané úlohy CLP je tedy poly-

nomiálńı funkćı rozměru grafu ~G.
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Poznámka. Považujeme-li NP-úplnost úlohy obchodńıho cestuj́ıćıho za dokázánou již dř́ıve, pak převod
z předchoźıho př́ıkladu dává alternativńı d̊ukaz Důsledku 4.1.

4.3 Celoč́ıselné lineárńı programováńı a totálně unimodulárńı matice

Definice 4.2. Řekneme, že matice A = [aij ] typu m/n je totálně unimodulárńı, jestliže

a) aij ∈ {0, 1,−1}, i = 1, . . . , n, j = 1, . . . ,m,

b) determinant každé čtvercové podmatice matice A je roven 0, 1 nebo −1.

Věta 4.3. Je-li A totálně unimodulárńı, pak pro každý celoč́ıselný vektor b je každé př́ıpustné bazické
řešeńı celoč́ıselné.

Důkaz. Necht’ B = {Aj1, . . . , Ajm} je m-tice lineárně nezávislých sloupc̊u matice A a B je př́ıslušná
regulárńı podmatice matice A. Bazické řešeńı x (po vynecháńı nulových složek) splňuje

x = B−1b =
1

det B
BAb,

ale BA je celoč́ıselná, a je-li b celoč́ıselný a det B = ±1, pak i x je celoč́ıselný. 2

Poznámka. Plat́ı i obrácené tvrzeńı.

Důsledek 4.2. Je-li A totálně unimodulárńı, pak se optimálńı řešeńı úlohy CLP shoduje s řešeńım
př́ıslušné reálné úlohy LP.

Důsledek 4.3. Úlohu CLP s totálně unimodulárńı matićı lze řešit simplexovým algoritmem a výsledné
řešeńı je celoč́ıselné.

Důsledek 4.4. Úloha CLP s totálně unimodulárńı matićı je řešitelná v polynomiálńım čase.

Věta 4.4. Necht’ A je matice typu m/n taková, že

a) aij ∈ {−1, 0, 1}, i = 1, . . . ,m , j = 1, . . . , n,

b) každý sloupec matice A obsahuje

- bud’to nejvýše jeden nenulový prvek,

- nebo právě dva nenulové prvky, a to +1 a −1.
Pak je matice A totálně unimodulárńı.

Důkaz. Necht’ B je čtvercová podmatice řádu k matice A. Indukćı podle k dokážeme, že det B ∈
{−1, 0, 1}.

1. k = 1: pak evidentně det B ∈ {−1, 0, 1}, nebot’ je to jednoprvková podmatice.

2. Necht’ věta plat́ı pro všechny čtvercové podmatice řádu menš́ıho než k, necht’ B je matice řádu k.
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Jsou následuj́ıćı tři možnosti.

1. Jestliže B má některý sloupec nulový, potom je zřejmě det B = 0.

2. Jestliže B má v některém sloupci (např. v i-tém) jediný nenulový prvek aij = ±1, pak rozvo-
jem deteminantu matice B podle i-tého sloupce źıskáme det B = (−1)i+jaij det B′, kde det B′ je
determinant matice B′, vzniklé z B vynecháńım i-tého řádku a j-tého sloupce. Determinant B′

je podle indukčńıho předpokladu roven některému z č́ısel −1, 0, 1, a protože aij ∈ {−1, 0, 1}, je i
det B ∈ {−1, 0, 1}.

3. Jestliže B má v každém sloupci právě dva nenulové prvky, pak součet všech řádk̊u je nulový. Matice
B je tedy singulárńı, a proto det B = 0.

2

Věta 4.5. Incidenčńı matice orientovaného grafu ~G je totálně unimodulárńı.

Důkaz. Incidenčńı matice orientovaného grafu má v každém sloupci právě jeden prvek rovný +1 a právě
jeden prvek rovný −1. Podle Věty 4.4 je tedy incidenčńı matice libovolného prostého orientovaného grafu
totálně unimodulárńı. 2

Následuj́ıćı věta shrnuje základńı vlastnosti totálně unimodulárńıch matic. Větu uvád́ıme bez d̊ukazu
(indukćı), který je ponechán čtenáři jako cvičeńı.

Věta 4.6.

(i) Je-li A totálně unimodulárńı matice, pak matice [A| I ], kde I je jednotková matice př́ıslušného

řádu, je také totálně unimodulárńı.

(ii) Je-li A totálně unimodulárńı matice, pak matice AT je rovněž totálně unimodulárńı.

(iii) Je-li bloková matice A = [A1|A2] totálně unimodulárńı, pak matice

[
A1 A2

±I 0

]
je také totálně

unimodulárńı.

Př́ıklad. Vrat’me se nyńı k př́ıkladu na převod úlohy nalezeńı optimálńıho toku na úlohu CLP z úvodu
této kapitoly. Hledáme optimálńı tok v śıti dle následuj́ıćıho obrázku.
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a1 = 10

a2 = −3

a3 = −12

a4 = 5

x1(2, 7)

x2(4, 15)

x3(1, 5)

x4(2, 4)

x5(1, 3)

xij(cij , rij)

Úlohu jsme převedli na následuj́ıćı úlohu CLP:

min 2x1 + 4x2 + x3 + 2x4 + x5
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za podmı́nek

x1 +x2 = 10
−x1 +x3 −x4 = −3

−x2 −x3 −x5 = −12
x4 +x5 = 5

x1 ≤ 7
x2 ≤ 15

x3 ≤ 5
x4 ≤ 4

x5 ≤ 3

xi ≥ 0, i = 1 . . . 5

V této soustavě je možno čtvrtou rovnici vyloučit, nebot’ je lineárńı kombinaćı předchoźıch třech. Po-
necháme tak jen prvńı tři řádky incidenčńı matice śıtě. Matice soustavy pak bude mı́t následuj́ıćı tvar.

A =


1 1 0 0 0
−1 0 1 −1 0 0
0 −1 −1 0 −1

I I


Tato matice má hodnost m = 8 a podle vět 4.5 a 4.6 je totálně unimodulárńı. Je zřejmé, že dané
pozorováńı plat́ı obdobně pro každou úlohu CLP, která vznikla převodem úlohy na optimálńı tok.

Závěr: Úlohu nalezeńı optimálńıho toku v śıti lze převést na úlohu CLP s totálně unimodulárńı matićı a
řešeńı lze tedy nalézt simplexovým algoritmem, který při celoč́ıselných hodnotách intenzit a propustnost́ı
dá celoč́ıselný optimálńı tok.

Poznámka.

1. Na CLP lze převést i jiné úlohy, které však tuto výhodu nemuśı mı́t (např. i úloha obchodńıho
cestuj́ıćıho a jiné).

2. Pro některé tř́ıdy úloh na optimálńı tok je převod na CLP výhodný; pro jiné však výhodněji pracuj́ı
speciálńı grafové algoritmy.

3. Uvažujme následuj́ıćı otázku: je dána matice A s prvky 0, 1,−1; úkol je zjistit, zda A je totálně
unimodulárńı. V r. 1980 P. Seymour dokázal hlubokou strukturálńı charakterizačńı větu, dávaj́ıćı
polynomiálńı test totálńı unimodularity (viz [1], odst. 6.5).

4.4 Enumerativńı metody a metoda větv́ı a meźı

V předchoźım odstavci jsme viděli, že je-li matice soustavy totálně unimodulárńı, řešeńı úlohy CLP se
výrazně zjednodušuje. Otázkou je, co dělat, pokud matice soustavy totálně unimodulárńı neńı. Je jasné,
že máme co do činěńı s NP-těžkou úlohou, a snadné řešeńı neńı známo. Použ́ıvané metody lze v podstatě
rozdělit do dvou skupin:

– enumerativńı metody,
– metody sečných nadrovin.
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Enumerativńı metody využ́ıvaj́ı toho, že všech PR je konečně mnoho a lze se tedy (při
”
nepř́ılǐs velkém“

rozměru úlohy) pokusit je probrat. Při prob́ırce se zpravidla pokouš́ıme počet prob́ıraných PR redukovat
použit́ım technik typu metody větv́ı a meźı (angl.

”
branch and bound“). Podstata metody větv́ı a meźı

spoč́ıvá v tom, že množina př́ıpustných řešeńı se opakovaně větv́ı na podmnožiny (větve) a pro každou
z nich se vypoč́ıtává horńı mez (při úlohách na minimalizaci dolńı mez) účelové funkce. Známe-li již
př́ıpustné řešeńı s hodnotou účelové funkce vyšš́ı, než je horńı mez pro některou větev, nemuśıme tuto
větev dále prob́ırat, protože v ńı optimum být nemůže. Detailńı strategie užit́ı metody je ovšem př́ıpad
od př́ıpadu r̊uzná a zpravidla silně záviśı na konkrétńı situaci (je tedy jedna metoda větv́ı a meźı, ale
hodně algoritm̊u větv́ı a meźı).

Metody sečných nadrovin jsou založeny na následuj́ıćı myšlence.
– Řeš́ıme úlohu v reálném oboru, tj. bez podmı́nky celoč́ıselnosti.
– Je-li optimum celoč́ıselné, jsme hotovi.
– Neńı-li optimum celoč́ıselné, přidáme novou podmı́nku (

”
sečnou nadrovinu“), která odsekne část

PR, ale zachová všechna celoč́ıselná PR. Po jistém počtu krok̊u (
”
oř́ıznut́ı“) bude řešeńı nové

úlohy LP v reálném oboru celoč́ıselné.
Postupy tohoto typu jsou známy jako Gomoryho algoritmy a budeme se jim bĺıže věnovat v následuj́ıćım
odstavci.

Jako př́ıklad použit́ı metody větv́ı a meźı uvedeme následuj́ıćı úlohu.

Př́ıklad. Úloha o batohu.
Máme n předmět̊u a u každého z nich známe jeho hmotnost ai a užitečnost ci, i = 1, . . . , n. Batoh

má nosnost b. Úkolem je vźıt do batohu předměty maximálńı celkové užitečnosti a nepřekročit přitom
nosnost batohu. (V jiné,

”
praktičtěǰśı“ formulaci úlohy může j́ıt o n možných investic, z nichž u každé

známe náklady ai a užitečnost ci, a nesmı́me překročit daný objem investičńıch prostředk̊u b).
Formálně úlohu zaṕı̌seme takto: jsou dány vektory a = [a1, . . . , an]T ∈ Zn, c = [c1, . . . , cn]T ∈ Rn a

č́ıslo b ∈ Z. Význam hledaného vektoru x = [x1, . . . , xn]T ∈ Zn je

xi =

{
0, jestliže i-tý předmět neńı v batohu,
1, jestliže i-tý předmět je v batohu.

Odpov́ıdaj́ıćı úloha CLP pak je tvaru

max cTx
aTx ≤ b
xi ∈ {0, 1}

Je to tedy speciálńı př́ıpad úlohy CLP, v němž
– složky vektoru x mohou nabývat pouze hodnot 0 a 1 (pro tento speciálńı př́ıpad CLP bývá

použ́ıván termı́n binárńı programováńı),
– matice A má jediný řádek.

Zp̊usob aplikace metody větv́ı a meźı ukážeme na konkrétńım př́ıkladu. Použitý postup se nazývá Kole-
sar̊uv algoritmus.

předmět č. i 1 2 3 4 5 6 7
hmotnost ai 40 50 20 10 20 40 30
užitečnost ci 40 60 10 9 3 20 60

Nosnost batohu je b = 100.

Před vlastńım řešeńım provedeme dva př́ıpravné kroky.

1. Ověřeńı řešitelnosti: a4 = 10 < 100 = b (alespoň jeden předmět se do batohu vejde).

2. Ověřeńı netriviálnosti:
7∑
i=1

ai = 210 > 100 = b (všechny předměty se do batohu nevejdou).
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Základńı myšlenka Kolesarova algoritmu je založena na tom, že s využit́ım skutečnosti, že ci > 0 pro

všechna i = 1, . . . , 7, vytvoř́ıme pod́ıly
ci
ai

(které lze interpretovat jako
”
relativńı užitečnosti“ jednotlivých

předmět̊u), předměty nově uspořádáme podle velikosti těchto pod́ıl̊u, a hodnot pod́ıl̊u
ci
ai

využijeme při

výpočtu horńıch meźı jednotlivých větv́ı.

Po přeč́ıslováńı předmět̊u dostanene:

nové č́ıslo předmětu i 1 2 3 4 5 6 7
staré č́ıslo předmětu 7 2 1 4 6 3 5
hmotnost ai 30 50 40 10 40 20 20
užitečnost ci 60 60 40 9 20 10 3
poměr ci

ai
2 1,2 1 0,9 0,5 0,5 0,15

Nyńı postupně prob́ıráme jednotlivé možnosti a pro každou z nich urč́ıme horńı mez. Každé př́ıpustné
řešeńı je popsáno binárńım vektorem délky 7, jehož i-tá složka vyjadřuje, zda je i-tý předmět naložen
v batohu (např́ıklad vektor [1010000] znamená naložeńı předmět̊u 1 a 3). Znak × v i-té složce znamená,
že o i-tém předmětu neńı ještě rozhodnuto.

Postup prob́ıráńı popisujeme rozhodovaćım stromem. Značeńı uzl̊u:

....................................................................................
........
.......
.......
.......
.........

.............

j

[10×××××]

140

popis řešeńı (prob́ıraná možnost)

pořadové č́ıslo uzlu v rozhodovaćım procesu

horńı mez (pro celou větev, která z uzlu j vycháźı)

1. Prvńı uzel rozhodovaćıho stromu bude mı́t vektor řešeńı ×××××××. Určeńı horńı meze: nalož́ıme-li
(v pořad́ı poměr̊u ci

ai
) předměty 1 a 2, zbývá volná kapacita batohu 20 – tu obsad́ıme

”
fiktivńı p̊ulkou“

předmětu 3. Náklad v batohu vypadá takto:

nalož́ıme 1 2 fikt. p̊ulka 3
∑

hmotnost 30 50 20 100
užitečnost 60 60 20 140

Odhlédneme-li od nerealizovatelnosti takového řešeńı, je jisté, že (d́ıky uspořádáńı podle ci
ai

) v́ıce již do

batohu nemůže j́ıt naložit, tj. žádné řešeńı nemůže mı́t hodnotu cTx větš́ı než 140. Horńı mez je tedy
140, a máme prvńı uzel rozhodovaćıho stromu:

....................................................................................
........
.......
.......
.......
.........

.............

1

[×××××××]

140

2. Prvńı větveńı.
......................................................
.......
.......
.............

1

[×××××××]

140
................................................................................................................................

......................................................................................................................................................................................
.......
.......
.............

2

[0××××××]

109

......................................................
.......
.......
.............

3

[1××××××]

140

Horńı meze: u uzlu 3 je horńı mez evidentně stejná jako u uzlu 1, tj. 140; u uzlu 2 ji urč́ıme takto.

nalož́ıme 2 3 4
∑

hmotnost 50 40 10 100
užitečnost 60 40 9 109
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3. Pro daľśı větveńı Kolesar̊uv algoritmus použ́ıvá empirické pravidlo větveńı podle nejvěťśı horńı
meze. Toto pravidlo samozřejmě nemuśı vést nejrychleji k optimu (proč?3), ale podstatné je to, že jestliže
aktuálńı největš́ı horńı mezi odpov́ıdá uzel s vektorem řešeńı

”
bez ×“ (tj. konkrétńı př́ıpustné řešeńı),

pak zbývaj́ıćı větve s menš́ı horńı meźı už neńı třeba procházet, protože v nich optimum být nemůže. Při
nalezeńı př́ıpustného řešeńı, jehož hodnota účelové funkce je větš́ı nebo rovna horńım meźım všech ještě
neprobraných větv́ı, výpočet konč́ı.

Proces daľśıho větveńı z uzlu 3 pak vypadá takto.

......................................................
.......
.......
.............

3

[1××××××]

140
................................................................................................................................

......................................................................................................................................................................................
.......
.......
.............

4

[10×××××]

119

......................................................
.......
.......
.............

5

[11×××××]

140
................................................................................................................................

......................................................................................................................................................................................
.......
.......
.............

6

[110××××]

134
................................................................................................................................

................................................................................................................................

......................................................
.......
.......
.............

7

[111××××]

NELZE (a1 + a2 + a3 > 100)

......................................................
.......
.......
.............

8

[1100×××]

130

......................................................
.......
.......
.............

9

[1101×××]

134
................................................................................................................................

......................................................................................................................................................................................
.......
.......
.............

10

[11010××]

134
................................................................................................................................

................................................................................................................................

......................................................
.......
.......
.............

11

[11011××]

NELZE (a1 + a2 + a4 + a5 > 100)

......................................................
.......
.......
.............

12

[110100×]

130, 5
................................................................................................................................

................................................................................................................................

......................................................
.......
.......
.............

13

[110101×]

NELZE

......................................................
.......
.......
.............

14

[1101000]

129

......................................................
.......
.......
.............

15

[1101001]

NELZE

V tomto okamžiku již známe konkrétńı řešeńı s cTx = 129, ale 129 neńı největš́ı horńı mez (viz uzel 8).
Proto uzel 14 nemuśı být optimem, a pro nalezeńı optima ještě muśıme větvit z uzlu 8.

......................................................
.......
.......
.............

8

[1100×××]

130
................................................................................................................................

......................................................................................................................................................................................
.......
.......
.............

16

[11000××]

130
................................................................................................................................

................................................................................................................................

......................................................
.......
.......
.............

17

[11001××]

NELZE

......................................................
.......
.......
.............

18

[110000×]

123

......................................................
.......
.......
.............

19

[110001×]

130
................................................................................................................................

......................................................................................................................................................................................
.......
.......
.............

20

[1100010]

130

......................................................
.......
.......
.............

21

[1100011]

NELZE

Hodnota 130 účelové funkce nalezeného řešeńı je nyńı již větš́ı než horńı meze všech dosud neprohledaných
větv́ı. Nalezené řešeńı v uzlu 20, tj. [1100010], je tedy optimálńı a výpočet konč́ı.

Povšimněme si toho, že explicitńı prob́ıráńı (hrubou silou) by znamenalo zkoumat 27 = 128 možnost́ı,
zat́ımco s použit́ım metody větv́ı a meźı jsme počet prob́ıraných možnost́ı zredukovali na 21.

4.5 Metoda sečných nadrovin

Mějme dánu úlohu CLP ve tvaru

min cTx
Ax = b
xi ≥ 0 celoč́ıselné.

Předpokládáme, že všechny prvky matice A a vektoru b jsou celoč́ıselné.

3Kdyby ano, měli bychom polynomiálńı algoritmus na řešeńı NP-těžkého problému a byli bychom slavńı.
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Odpov́ıdaj́ıćı úloha LP v reálném oboru, tj. tatáž úloha, ale bez podmı́nky celoč́ıselnosti, se nazývá
slabá úloha, př́ıslušná naš́ı úloze.

Prvńı krok metody sečných nadrovin spoč́ıvá v tom, že spoč́ıtáme (simplexovým algoritmem) řešeńı
př́ıslušné slabé úlohy LP. Necht’ výsledná simplexová tabulka je (po ev. přeč́ıslováńı proměnných tak, aby
prvńı proměnné byly bazické) tvaru

1 0 . . . 0 a1m+1 . . . a1n | x∗1
0 1 . . . 0 a2m+1 . . . a2n | x∗2
...

... . . .
...

... . . .
... |

...
0 0 . . . 1 amm+1 . . . amn | x∗m

 (*)

To znamená, že bod x∗ = [x∗1, . . . , x
∗
m, 0, . . . , 0]T je optimálńı řešeńı slabé úlohy. Bod x∗ tedy splňuje

rovnost

Ax = b,

a stejně tak rovnosti dané tabulkou (∗).

Ma-li p̊uvodńı úloha CLP nějaké celoč́ıselné př́ıpustné řešeńı xc, pak pro něj také plat́ı rovnosti (∗)
(nebot’ xc splňuje rovnost Axc = b, a (∗) z ńı vznikly Jordanovou eliminaćı).

Zd̊urazněme zde, že xc nemuśı být bazické (a také zpravidla nebude), tj. může mı́t v́ıce než m nenu-
lových složek.

Rozeṕı̌seme-li rovnosti (∗) pro xc, pak i-tý řádek těchto rovnost́ı je tvaru

xci + aim+1x
c
m+1 + . . .+ ainx

c
n = x∗i . (**)

Pro a ∈ R označ́ıme bac celou část č́ısla a a a′ necelou část č́ısla a (tj. a = bac+a′, bac ∈ Z a 0 < a′ < 1).
Z rovnosti (∗∗) plyne, že necelé části výraz̊u nalevo a napravo si muśı být rovny. Protože xci je celé č́ıslo,
neovlivńı necelou část výrazu vlevo, a tedy plat́ı

(aim+1x
c
m+1 + . . .+ ainx

c
n)′ = (x∗i )

′.

Z rovnost́ı (∗∗) vybereme tu, pro kterou je (x∗i )
′ největš́ı (protože x∗ neńı celoč́ıselný, existuje takové i,

pro něž je (x∗i )
′ > 0). Protože složky xc jsou celá č́ısla, muśı platit

a′im+1x
c
m+1 + . . .+ a′inx

c
n = (x∗i )

′ +N,

kde N je vhodné celé č́ıslo, neboli

a′im+1x
c
m+1 + . . .+ a′inx

c
n ≥ (x∗i )

′ . (***)

Protože tuto podmı́nku splňuje každé celoč́ıselné PR, jej́ım přidáńım k naš́ı úloze žádné celoč́ıselné PR
neztrat́ıme. Podmı́nka (∗ ∗ ∗) je tedy hledaná

”
ořezávaćı podmı́nka“.

Př́ıklad.

min −x− y + z
4x+ 3y + 2z = 7
x, y, z ≥ 0 celoč́ıselné.

Řeš́ıme nejprve př́ıslušnou slabou úlohu. S výchoźım PBR nejsou problémy - voĺıme-li např. x jako
bazickou, stač́ı dělit čtyřmi a dostaneme následuj́ıćı výchoźı simplexovou tabulku.

1 1 -1 0

1 3
4

1
2

7
4

Simplexovým algoritmem postupně vypoč́ıtáváme:
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0 1
4 − 3

2 − 7
4

1 3
4

1
2

7
4

0 1
4 − 3

2 − 7
4

4
3 1 2

3
7
3

− 1
3 0 − 5

3 − 7
3

4
3 1 2

3
7
3

Optimálńı řešeńı slabé úlohy tedy je

x∗ = [0, 7
3 , 0]T .

Plat́ı ( 4
3 )′ = 1

3 a ( 7
3 )′ = 1

3 , a tedy př́ıdavná podmı́nka (∗ ∗ ∗) je tvaru

1
3x+ 2

3z ≥
1
3 ,

neboli po úpravě

x+ 2z ≥ 1.

Tuto podmı́nku přidáme k p̊uvodńı úloze, samozřejmě jako rovnost s novou pomocnou proměnnou, tj. ve
tvaru

x+ 2z − u = 1.

Vzniklou úlohu opět řeš́ıme simplexovým algoritmem:

1 1 −1 0 0
4 3 2 0 7
1 0 2 −1 1

1 1 −1 0 0
0 3 −6 4 3
1 0 2 −1 1

1 1 −1 0 0
0 1 −2 4

3 1
1 0 2 −1 1

0 0 −1 − 1
3 -2

0 1 −2 4
3 1

1 0 2 −1 1

Optimálńım řešeńım této úlohy je vektor x = [1, 1, 0, 0]T . Protože je celoč́ıselný, hledaným optimálńım
řešeńım p̊uvodńı úlohy CLP je vektor xc = [1, 1, 0]T .

Poznámka.

1. Počet nutných
”
oř́ıznut́ı“ může být velký, a každým oř́ıznut́ım se zvětšuje rozměr úlohy. Proto se

při praktickém použit́ı zpravidla počet iteraćı limituje, a když metoda nedá výsledek, zkouš́ı se jiné
postupy.
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2. Uvedený postup je znám jako (prvńı) Gomoryho algoritmus.

3. Postupy už́ıvaj́ıćı metodu sečných nadrovin zpravidla nejsou př́ılǐs vhodné pro binárńı úlohy.

4. Praktickou stránku algoritmu lze ještě dost výrazně zjednodušit. V elementárńı podobě, v ńıž jsme
metodu uvedli, totiž po přidáńı ořezávaćı podmı́nky vektor x∗ neńı PR, takže se při každé iteraci
muśı proběhnout celý simplexový algoritmus od začátku. To lze odstranit postupy, při nichž se
současně řeš́ı i duálńı úloha (tzv. duálńı simplexová metoda), protože x∗ z̊ustane duálně př́ıpustné.

5 Párováńı

V celé této kapitole se budeme zabývat neorientovanými grafy; termı́n
”
graf“ tedy vždy znamená neori-

entovaný graf.

5.1 Základńı pojmy, perfektńı párováńı

Definice 5.1. Pravidelný podgraf stupně 1 grafu G se nazývá párováńı (angl.
”

matching“) v grafu G.

Pravidelný faktor stupně 1 grafu G se nazývá perfektńı párováńı v grafu G.
Párováńı v grafu G, maj́ıćı největš́ı možný počet hran, se nazývá největš́ı párováńı v grafu G.

Poznámka. 1. Anglická terminologie: párováńı = matching, perfektńı párováńı = perfect matching.
2. Opět si muśıme uvědomit rozd́ıl mezi pojmy

”
maximálńı“ a

”
největš́ı“ (angl.

”
maximal“ a

”
ma-

ximum“). Př́ıklad je na následuj́ıćım obrázku, v němž jsou hrany párováńı vyznačeny silněji (maximálńı
párováńı nemuśı být nutně největš́ı). Maximálńı párováńı (nějaké) lze samozřejmě snadno nalézt hla-
dovým algoritmem, ale pro nalezeńı nějvětš́ıho párováńı je třeba použ́ıt jemněǰśı metody (i když, jak
uvid́ıme, je tato úloha ze tř́ıdy P, tj. řešitelná v polynomiálńım čase i paměti).
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maximálńı největš́ı

Graf na následuj́ıćım obrázku je př́ıkladem grafu, v němž existuje perfektńı párováńı.
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Prvńı a samozřejmou nutnou podmı́nkou existence perfektńıho párováńı je sudý počet uzl̊u grafu.
Tato podmı́nka však zdaleka neńı postačuj́ıćı, což si můžeme ověřit na jednoduchém př́ıkladu:

............................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................

......................................................................................

•

•

•

•
Př́ıklady. Ukažme si několik př́ıklad̊u aplikaćı pojmu párováńı a perfektńıho párováńı.
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1. Představme si hudebńı skupinu na turné. Úkolem je ubytovat členy kapely v hotelu na dvoul̊už-
kových pokoj́ıch. V grafu uzly budou odpov́ıdat člen̊um kapely a hrany budou spojovat uzly těch
člen̊u kapely, kteř́ı mohou mı́t společný pokoj. Je samozřejmě nutno ubytovat všechny členy, a to
tak aby byli na pokoj́ıch vždy ve dvojici, která si sobě nevad́ı.

2. Mějme dánu množinu X chlapc̊u a množinu Y děvčat. Tyto množiny X, Y budou představovat
uzly bipartitńıho grafu. Hranami spoj́ıme ty dvojice, kdy chlapec x zná d́ıvku y. Úkolem je spárovat
všechny děvčata i chlapce, např. v tanečńıch.

3. Připomeňme si problém z předmětu TGD1: čtvercová matice A je genericky regulárńı, právě když
jej́ı bigraf má perfektńı párováńı. Obecněji, generická hodnost matice A je rovna velikosti největš́ıho
párováńı v jej́ım bigrafu.

4. Jsou dány dvě množiny X a Y . Množina X bude představovat množinu profeśı a množina Y
pracovńıky. Sestroj́ıme bipartitńı graf s množinou uzl̊u U(G) = X ∪ Y množinou hran tvořenou
všemi dvojicemi {x, y}, pro něž pracovńık yj ∈ Y umı́ profesi xi ∈ X. Nav́ıc je dáno hranové
ohodnoceńı wij , maj́ıćı význam efektivity pracovńıka yj v profesi xi.

Úkolem je nalézt optimálńı přiřazeńı pracovńık̊u profeśım (tzv. optimum assignment problem).
Úloha vede, jak již asi je patrné, na párováńı v bipartitńım grafu, ale v ohodnoceném, a s podmı́nkou
maximalizace sumy ohodnoceńı.

5. Obecná formulace předchoźı úlohy: je dán ohodnocený neorientovaný graf; úkolem je nalézt op-
timálńı párováńı, tj. perfektńı párováńı M , které maximalizuje výraz

∑
hi∈H(M)

w(hi).

Př́ıklad. Ukažme si na př́ıkladu, jak lze úlohu nalezeńı optimálńıho párováńı převést na úlohu celoč́ısel-
ného lineárńıho programováńı. Mějme dán následuj́ıćı graf, kde ci je ohodnoceńı i-té hrany hi.

•

•

•

•

•

•

.......

.......

.......

.......

.......

.......

.......

.......

.......

.......

.......

.......

.......

.......

.......

.......

.......

.......

.......

.......

.......

.......

.......

.......

.......

.......

.......

.......

.............................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................

................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................
.......
.......
.......
.......
.......
.......
.......
.......
.......
.......
.......
.......
.......
.......
.......
.......
.......
.......
.......
.......
.......
.......
.......
.......
.......
.......
.......
....

1

2 3

4
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c1 = 5

c2 = 4

c3 = 3

c4 = 3 c5 = 5

c6 = 2

c7 = 1

c8 = 4

Pro párováńı M položme xi = 0, jestliže hi /∈ H(M), a xi = 1, pokud hi ∈ H(M).
Úlohu můžeme zapsat jako úlohu celoč́ıselného lineárńıho programováńı následuj́ıćım zp̊usobem.

max 5x1 + 4x2 + 3x3 + 3x4 + 5x5 + 2x6 + x7 + 4x8

x1 +x6 = 1
x1 +x2 +x4 = 1

x2 +x3 +x5 = 1
x3 +x8 = 1

x4 +x6 +x7 = 1
x5 +x7 +x8 = 1

xi ∈ {0, 1} , i = 1, . . . , 8.
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Je zřejmé, že se jedná dokonce o úlohu binárńıho CLP. Matice podmı́nek této úlohy je tvaru

A =


1 0 0 0 0 1 0 0
1 1 0 1 0 0 0 0
0 1 1 0 1 0 0 0
0 0 1 0 0 0 0 1
0 0 0 1 0 1 1 0
0 0 0 0 1 0 1 1

 .

Je zřejmé, že A je uzlo-hranovou incidenčńı matićı grafu G. Bohužel, protože ale G je neorientovaný,
matice A obecně neńı totálně unimodulárńı (v našem př́ıpadě stač́ı např. uvažovat determinant čtvercové
podmatice řádu 3 sestavené z řádk̊u 1, 2, 5 a sloupc̊u 1, 4, 6, který je roven dvěma). K řešeńı tedy nemůžeme
použ́ıt simplexový algoritmus.

Př́ıklad. Daľśı př́ıklad nám ukáže, že v př́ıpadě bipartitńıho grafu bude situace mnohem snazš́ı. Mějme
tedy následuj́ıćı bipartitńı graf (č́ısla ci jsou opět ceny hran).
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c2

c3
c4

c5

c6
c7

c8
c9

Protože je náš graf bipartitńı, můžeme jeho hrany orientovat od X = {1, 2, 3} k Y = {1′, 2′, 3′}. Podle
vzoru z předchoźıho př́ıkladu převedeme úlohu nalezeńı optimálńıho párováńı na úlohu CLP. Cenová
funkce bude mı́t stejný tvar, tedy

∑
∀i cixi, a budeme ji maximalizovat. Vzhledem k orientaci budou mı́t

podmı́nky pro uzly grafu následuj́ıćı tvar.

x1 +x2 +x3 = 1
x4 +x5 +x6 = 1

x7 +x8 +x9 = 1
−x1 −x4 −x7 = −1

−x2 −x5 −x8 = −1
−x3 −x6 −x9 = −1

xi ∈ {0, 1} , i = 1, . . . , 9.

Matice podmı́nek je opět uzlo-hranová incidenčńı matice, tentokrát však orientovaného bipartitńıho grafu.

A =


1 1 1 0 0 0 0 0 0
0 0 0 1 1 1 0 0 0
0 0 0 0 0 0 1 1 1
−1 0 0 −1 0 0 −1 0 0
0 −1 0 0 −1 0 0 −1 0
0 0 −1 0 0 −1 0 0 −1


Podle Věty 4.5 je matice A totálně unimodulárńı. Vid́ıme, že v bipartitńım př́ıpadě je úloha značně
jednodušš́ı.
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Poznámka. Obdobný postup je možno použ́ıt i pro nalezeńı největš́ıho párováńı. Podmı́nky by pak
ř́ıkaly, že každý uzel muśı být incidentńı s nejvýše jednou hranou párováńı – rovnosti v podmı́nkách
bychom tedy nahradili nerovnostmi

”
nejvýše jedna hrana“ (např.x1 + x2 + x3 ≤ 1), ceny hran bychom

uvažovali rovny jedné. Maximalizaćı cenové funkce bychom źıskali počet hran největš́ıho párováńı.

V následuj́ıćıch odd́ılech budeme postupně vyšetřovat jednodušš́ı př́ıpady obecné úlohy optimálńıho
párováńı, a to v pořad́ı:

největš́ı párováńı v neohodnoceném bipartitńım grafu,
optimálńı párováńı v ohodnoceném bipartitńım grafu,
největš́ı párováńı v neohodnoceném grafu (obecně nebipartitńım).

Uvid́ıme, že na všechny tyto úlohy existuj́ı algoritmy, které naleznou řešeńı v polynomiálńım čase. Př́ıpad
ohodnocených neorientovaných (obecně nebipartitńıch) graf̊u je značně netriviálńı a nebudeme se j́ım
zabývat, i na něj však existuj́ı polynomiálńı algoritmy, založené na využit́ı grafových vlastnost́ı úlohy.

Nejprve ale vybudujeme základńı d̊ukazové techniky a pomoćı nich dokážeme charakterizačńı větu
největš́ıho párováńı.

5.2 Rozšǐruj́ıćı cesty a Bergeova věta

Definice 5.2. Necht’ G je graf a M párováńı v G. Řekneme, že párováńı M pokrývá uzel x, jestliže
existuje hrana h ∈ H(M) taková, že x ∈ h.

Definice 5.3. Necht’ G je graf, M párováńı v G a P cesta v G (H(M) 6= ∅, H(P ) 6= ∅). Řekneme, že
cesta P je M -alternuj́ıćı, jestliže jej́ı hrany stř́ıdavě jsou a nejsou v párováńı M .

Př́ıklad.
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Hrany vyznačené tučnou čarou ukazuj́ı M -alternuj́ıćı cestu, hrany této cesty označené M jsou hrany
párováńı, hrany označené o jsou hrany mimo párováńı.

Definice 5.4. Necht’ G je graf, M párováńı v G a P cesta v G. Řekneme, že cesta P je M -rozšǐruj́ıćı,
jestliže P je M -alternuj́ıćı cestou a oba jej́ı koncové uzly nejsou M -pokryty.

Poznámka. 1. Nejjednodušš́ım př́ıpadem M -rozšǐruj́ıćı cesty je hrana, nelež́ıćı v M .
2. Cesta P v minulém př́ıkladu je o-rozšǐruj́ıćı.

Př́ıklad. V grafu na následuj́ıćım obrázku je cesta P vyznačena silně, hrany označené M patř́ı do
párováńı, hrany označené N jsou hranami M -rozšǐruj́ıćı cesty P , ale nepatř́ı do párováńı M .
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M

N

N N

Jestliže podél M -rozšǐruj́ıćı cesty P prohod́ıme párováńı M s množinou hran N , źıskáme opět párováńı,
které ale má o jednu hranu v́ıce.
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(Silně vyznačené hrany jsou hranami nového větš́ıho párováńı.)

Tento př́ıklad ukazuje, že pokud v grafu existuje M -rozšǐruj́ıćı cesta, lze po ńı párováńı M zvětšit.
Jinak řečeno, neexistence M -rozšǐruj́ıćı cesty v grafu je nutnou podmı́nkou toho, aby párováńı M bylo
největš́ı. Následuj́ıćı věta nám ukáže, že je to i podmı́nka postačuj́ıćı.

Věta 5.1. Berge (1957) Párováńı M je největš́ım párováńım v grafu G, právě když v G neexistuje
M -rozšǐruj́ıćı cesta.

Důkaz. Dokážeme ekvivalentńı tvrzeńı, že v grafu G existuje M -rozšǐruj́ıćı cesta, právě když párováńı
M neńı největš́ı.

1. Necht’ tedy v G existuje M -rozšǐruj́ıćı cesta. Pak lze po této cestě párováńı M zvětšit, a tedy M
neńı největš́ı.

2. Necht’ naopak párováńı M neńı největš́ım párováńım, tj. necht’ existuje nějaké větš́ı párováńı N .
Plat́ı tedy |H(M)| < |H(N)|. Necht’ G′ je podgraf určený těmi hranami, které lež́ı v právě jednom
z párováńı M a N , tj. v symetrické diferenci množin H(M) a H(N). Pak každý uzel podgrafu
G′ má v G′ stupeň 1 nebo 2 (větš́ı stupeň uzlu je vyloučen, nebot’ každé párováńı je pravidelný
podgraf stupně 1 a dvě párováńı tedy mohou dát stupeň uzlu nejvýše 2). Odtud plyne, že každá
komponenta grafu G′ je kružnice sudé délky (nebot’ hrany kružnice jsou stř́ıdavě v M a v N) nebo
cesta. Pokud by všechny komponenty G′ byly kružnice (jen sudých délek, jak bylo ukázáno), nebo
cesty sudých délek, platilo by |M | = |N |, což je spor. Tedy nutně muśı v G′ existovat cesta P liché
délky, která zač́ıná i konč́ı v N . Tedy P je M -rozšǐruj́ıćı cestou.

2

Poznámka. 1. Symetrická diference dvou množin A, B je množina všech prvk̊u, z A ∪ B, které lež́ı
v právě jedné z množin A, B. Znač́ı se A∆B a plat́ı pro ni A∆B = (A∪B)\ (A∩B) = [(A\B)∪ (B \A)].

2. Bergeova věta sice je charakterizačńı větou, ale neńı to dobrá charakteristika, protože v př́ıpadě,
že M je největš́ı, svazuje neexistenci větš́ıho párováńı s neexistenćı M -rozšǐruj́ıćı cesty.

5.3 Největš́ı párováńı v bipartitńım grafu a mad’arská metoda

Množinu uzl̊u bipartitńıho grafu lze rozdělit na dvě disjunktńı podmnožiny X a Y tak, že X ∪Y = U(G)
a pro každou hranu uv je u ∈ X a v ∈ Y , nebo u ∈ Y a v ∈ X. Proto u bipartitńıho grafu budeme
stručně psát G = (X,Y ).

Definice 5.5. Necht’ G = (X,Y ) je bipartitńı graf, S ⊂ X. Množina uzl̊u

N(S) = {y ∈ Y | ∃x ∈ S tak, že {x, y} ∈ H(G)}

se nazývá okoĺı množiny uzl̊u S.
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.

Poznámka. Tedy, pro S ⊂ X je N(S) ⊂ Y . Symetricky, pro S ⊂ Y je N(S) ⊂ X.

Je zřejmé, že pokud |X| 6= |Y |, pak v bipartitńım grafu nemůže existovat perfektńı párováńı. Omezeńı
na grafy s |X| = |Y | je však př́ılǐs silné. Z aplikaćı, uvedených v úvodu této kapitoly, je vidět, že je
užitečné ptát se na existenci párováńı, pokrývaj́ıćıho všechny uzly v X, pokud |X| ≤ |Y |. Tato triviálně
nutná podmı́nka ale zdaleka neńı postačuj́ıćı.

Př́ıklad. Najděte párováńı pokrývaj́ıćı všechny uzly v X v následuj́ıćım grafu B.
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V tomto grafu párováńı pokrývaj́ıćı X neexistuje, protože pro množinu uzl̊u S = {x1, x3, x4} (viz tučně
vyznačený podgraf grafu B) plat́ı |N(S)| < |S|. Lze tedy pokrýt nejvýše |N(S)| uzl̊u z S.

Z předchoźıho př́ıkladu je vidět, že daľśı nutnou podmı́nkou existence párováńı, pokrývaj́ıćıho celou
množinu X, je, aby pro každou podmnožinu S ⊂ X platilo |N(S)| ≥ |S|. Následuj́ıćı věta ř́ıká, že tato
podmı́nka je i postačuj́ıćı.

Věta 5.2. Hall (1935) Bipartitńı graf G = (X,Y ) má párováńı pokrývaj́ıćı všechny uzly z X, právě
když pro každou množinu uzl̊u S ⊂ X je |N(S)| ≥ |S|.

Důkaz.

1. Jestliže pro některou S ⊂ X je |N(S)| < |S|, pak zřejmě v S lze párováńım pokrýt nejvýše |N(S)|
uzl̊u. Párováńı pokrývaj́ıćı X tedy nemůže existovat.

2. Necht’ naopak plat́ı |N(S)| ≥ |S| pro každou podmnožinu S ⊂ X, necht’ M je největš́ı párováńı
v grafu G, a předpokládejme, že M nepokrývá uzel u ∈ X. Označme Z množinu všech uzl̊u, do
nichž vede z uzlu u M -alternuj́ıćı cesta, S množinu S = Z ∩ X, T množinu T = Z ∩ Y . Protože
párováńı M je největš́ı, je v množině Z jediný nepokrytý uzel, a to právě uzel u – jinak by totiž
podle Bergeho věty nebylo M největš́ım párováńım. To znamená, že všechny uzly v množině T jsou
pokryty, tedy množina uzl̊u T je spárována s množinou uzl̊u S\{u}. Je zřejmé, že plat́ı |T | = |S|−1,
ale množina T je vlastně okoĺım množiny S, a tedy |N(S)| = |S| − 1, tj. |N(S)| < |S|, což je spor
s předpokladem věty.

2

Poznámka. 1. Prakticky věta např. ř́ıká, že množinu X zaměstnanc̊u lze zaměstnat právě tehdy, pokud
každá skupina S ⊂ X pracovńık̊u umı́ alespoň |S| profeśı.

2. Hallova věta (na rozd́ıl od Bergeovy věty) je dobrou charakteristikou:
– existuje-li párováńı, pokrývaj́ıćı X, najdeme ho,
– neexistuje-li párováńı, pokrývaj́ıćı X, najdeme množinu S ⊂ X, pro kterou je |N(S)| < |S|.

Otázka existence párováńı, pokrývaj́ıćıho X, tedy je v NP ∩ co-NP.

Myšlenka d̊ukazu Hallovy věty je základem algoritmu na nalezeńı párováńı, pokrývaj́ıćıho množinu
X. Tento algoritmus spoč́ıvá v systematickém vyhledáváńı M -rozšǐruj́ıćıch cest a je znám jako mad’arská
metoda.
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Algoritmus (mad’arská metoda)

1. Inicializace - zvol libovolné párováńı M v G (stač́ı i jedna hrana).

2. Pokud M pokrývá celou množinu X, KONEC.
Jinak najdi nepokrytý uzel u ∈ X, polož S := {u}, T = ∅.

3. Pokud N(S) = T , pak |N(S)| = |T | = |S| − 1, STOP, hledané párováńı neexistuje.
Jinak najdi uzel y ∈ N(S) \ T .

4. Je-li uzel y M -pokrytý, pak existuje uzel z ∈ X, který je s uzlem y spárovaný.
Polož S := S ∪ {z}, T := T ∪ {y}, jdi na 3.

Jinak najdi M -rozšǐruj́ıćı cestu P z u do y, sestroj párováńı M ′ prohozeńım hran z M podél cesty
P , polož M := M ′, jdi na 2.

Vývojový diagram mad’arské metody je uveden na následuj́ıćım obrázku.
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Př́ıklad. V grafu G najděte párováńı pokrývaj́ıćı všechny uzly množiny X.
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Výchoźı párováńı M pro mad’arskou
metodu je vyznačeno silně.

Hledáme M -alternuj́ıćı cesty - viz smyčka 1 ve
vývojovém diagramu.

S T y z
1. krok x1 ∅ y2 x2

2. krok x1, x2 y2 y1 −

Pro jednoznačnost popisu běhu algoritmů v př́ıkladech se dohodneme, že v př́ıpadě, že některé podmı́nce
výběru vyhovuje v́ıce uzl̊u, se vždy ř́ıd́ıme pravidlem

”
od nejmenš́ıch index̊u“.

Postupem uvedeným v tabulce jsme źıskali M -rozšǐruj́ıćı cestu x1, y2, x2, y1. Nyńı na této cestě prohod́ıme
hrany párováńı s hranami mimo párováńı – viz následuj́ıćı obrázek, kde silné hrany patř́ı párováńı.
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Sestroj́ıme tedy nové párováńı.
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Dále začneme s nepokrytým uzlem x4

a použit́ı mad’arské metody poṕı̌seme
v následuj́ıćı tabulce.

S T y z
x4 ∅ y2 x1

x4, x1 y2 y3 x3

x4, x1, x3 y2, y3 - -

Z tabulky je vidět, že N(S) = T . To však znamená, že hledané párováńı neexistuje, nebot’ zřejmě plat́ı
|N(S)| < |S|.

Poznámka. 1. Snadnou úvahou zjist́ıme, že výpočetńı složitost mad’arské metody v podobě, v jaké ji
zde uvád́ıme, je O(n3): smyčka 2 se prob́ıhá nejvýše O(n)-krát, a při každém jej́ım pr̊uběhu má největš́ı
složitost, O(n2), vyhledáváńı M -rozšǐruj́ıćı cesty (smyčka 1 se prob́ıhá jen nejvýše O(n)-krát). Celkem
tedy dostáváme odhad O(n3).

2. Mad’arská metoda v podobě, v jaké ji uvád́ıme, najde párováńı pokrývaj́ıćı X nebo řekne, že takové
párováńı neexistuje. Jsou známy analogické postupy, které (se stejnou výpočetńı složitost́ı) v negativńım
př́ıpadě naleznou i největš́ı párováńı. Nejlepš́ı známé takové postupy maj́ı výpočetńı složitost O(m

√
n).

3. Alternativńı metodou nalezeńı největš́ıho párováńı v bipartitńım grafu je převod úlohy na úlohu
maximálńıho toku v śıti. Podrobnosti tohoto postupu jsou uvedeny v odstavci 1.5. Při použit́ı nejlepš́ıho
známého (Dinicova) algoritmu na maximálńı tok má tento př́ıstup složitost O(m

√
n).
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5.4 Optimálńı párováńı v ohodnocených bipartitńıch grafech

Př́ıklad. Připomeňme si motivačńı př́ıklad 4 z odst. 5.1 na str. 58: je dána množina pracovńık̊u X,
množina pracovńıch mı́st Y a č́ısla wij s významem efektivnosti i-tého pracovńıka xi v j-té profesi yj ;
hledáme přǐrazeńı pracovńık̊u na pracovńı mı́sta, které je optimálńı ve smyslu maximalizace celkové
efektivnosti, tj. které maximalizuje sumu

∑
{i,j}∈H(G)

wij . Je zřejmé, že poṕı̌seme-li úlohu ohodnoceným

bipartitńım grafem G = (X,Y ), v němž wij je ohodnoceńı hrany (xi, yj), pak řešeńım úlohy je to perfektńı
párováńı v G, které maximalizuje součet ohodnoceńı wij .

Definice 5.6. Necht’ G = (X,Y ) je ohodnocený bipartitńı graf, který má perfektńı párováńı. Potom
perfektńı párováńı M v G, pro které je výraz

∑
(xi,yj)∈M

wij =
∑

hi∈M
w(hi) maximálńı, se nazývá optimálńı

párováńı grafu G.

Poznámka. Z předpokladu existence perfektńıho párováńı v G vyplývá, že nutně |X| = |Y |.

Následuj́ıćı pojem bude kĺıčem k algoritmu na nalezeńı optimálńıho párováńı.

Definice 5.7. Necht’ ` : X ∪ Y → R je uzlové ohodnoceńı bipartitńıho grafu G = (X,Y ). Řekneme, že

` je př́ıpustné ohodnoceńı, jestliže pro všechny hrany (xi, yj) ∈ H(G) plat́ı

`(xi) + `(yj) ≥ wij .

Pro každé př́ıpustné ohodnoceńı ` sestrojme graf G` předpisem

G` = (X ∪ Y, {{xi, yj} ∈ H(G)| `(xi) + `(yj) = wij}) .

Graf G` se nazývá graf rovnosti, př́ıslušný ohodnoceńı `.

Poznámka. 1. Poznamenejme, že U(G`) = U(G), tj. G` je faktor grafu G.

2. Př́ıpustné ohodnoceńı vždy existuje a lze ho źıskat např. předpisem

`(xi) = max
(xi,yj)∈H(G)

wij pro xi ∈ X,

`(yj) = 0 pro yj ∈ Y.

Př́ıklad. Na následuj́ıćım obrázku je př́ıklad ohodnoceného bipartitńıho grafu, v pravé části obrázku
je př́ıpustné ohodnoceńı, sestrojené podle předchoźıho předpisu, a k němu př́ıslušný graf rovnosti.
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tučné hrany jsou hranami grafu rovnosti
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Následuj́ıćı věta ukazuje souvislost mezi př́ıpustným ohodnoceńım a optimálńım párováńım.

Věta 5.3. Necht’ G je ohodnocený bipartitńı graf a ` je př́ıpustné ohodnoceńı uzl̊u G. Je-li M perfektńım
párováńım v G`, pak je M optimálńım párováńım v G.

Důkaz. Necht’ ` je př́ıpustné ohodnoceńı a M je perfektńı párováńı v G`. Protože graf G` je faktorem
grafu G, je M perfektńı párováńı i v grafu G a plat́ı pro něj

w(M) =
∑

(xi,yj)∈M

wij =
∑

u∈U(G)

`(u),

nebot’ každá hrana M patř́ı do grafu rovnosti G` a každý uzel u ∈ U(G) je v právě jedné hraně M . Pro
kterékoliv jiné perfektńı párováńı M ′ ale z př́ıpustnosti ohodnoceńı ` plyne

w(M ′) =
∑

(xi,yj)∈M ′

wij ≤
∑

u∈U(G)

`(u) = w(M),

a tedy párováńı M je optimálńı. 2

Myšlenka d̊ukazu věty 5.3 je základem následuj́ıćıho algoritmu. Algoritmus je vlastně rozš́ı̌reńım
mad’arské metody, nebot’ body 1), 2) a 3) algoritmu jsou aplikaćı mad’arské metody na graf rovnosti
G`. Pokud se ukáže, že v G` perfektńı párováńı neexistuje, pak se v (oproti mad’arské metodě novém)
bodu 4) př́ıpustné ohodnoceńı vhodně modifikuje tak, aby do grafu rovnosti nového př́ıpustného ohod-
noceńı přibyla alespoň jedna hrana, vedoućı z množiny S do Y \ T , a algoritmus se vraćı do mad’arské
metody v grafu rovnosti nového ohodnoceńı.

Algoritmus (Kuhn, Munkres)

START: Nalezneme libovolné př́ıpustné ohodnoceńı ` a libovolné párováńı M v grafu rovnosti G`.

1) Jestliže M pokrývá X: KONEC.
Jinak: najdi nepokrytý uzel u ∈ X, polož S := {u}, T := ∅.

2) Jestliže NG`
(S) = T , jdi na 4).

Jinak: nalezni uzel y ∈ NG`
(S) \ T .

3) Je-li uzel y M -pokrytý, potom existuje uzel z ∈ X takový, že {y, z} ∈ H(M);
polož S := S ∪ {z}, T := T ∪ {y}, jdi na 2).
Jinak: najdiM -rozšǐruj́ıćı cestu P z u do y; sestroj párováńıM ′ prohozeńım podél P ; položM := M ′

a jdi na 1).

4) Vypoč́ıtej č́ıslo

α` = minxi∈S,yj 6∈T {`(xi) + `(yj)− wij}

a nové př́ıpustné ohodnoceńı

`′(v) =

 `(v)− α` pro v ∈ S,
`(v) + α` pro v ∈ T,
`(v) jinak.

Polož ` := `′, G` := G`′ , zvol uzel y ∈ NG`
(S) \ T a jdi na 3).
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Poznámka. V bodu 4) algoritmu je č́ıslo α` nutně kladné (nebot’ ` je př́ıpustné ohodnoceńı a pro hrany
nepatř́ıćı do grafu rovnosti je rozd́ıl nutně kladný), a snadno ověř́ıme, že `′ je také př́ıpustné ohodnoceńı
a NG`′ (S) \ T 6= ∅.

Př́ıklad. Mějme ohodnocený bipartitńı graf G, popsaný matićı W = [wij ]:

W =


3 5 5 4 1
2 2 0 2 2
2 4 4 1 0
0 1 1 0 0
1 2 1 3 3


(tj. G je bigrafem matice W a nulové
prvky znamenaj́ı, že př́ıslušná dvojice
uzl̊u neńı v grafu G spojena hranou).

Výchoźı př́ıpustné ohodnoceńı `:

`(xi) = max
yj∈Y

wij pro xi ∈ X,

`(yj) = 0 pro yj ∈ Y.

Přiṕı̌seme ohodnoceńı uzl̊u k matici a nalezneme graf rovnosti (v následuj́ıćıch matićıch bude vyznačen
tučně).
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Nyńı pomoćı mad’arské metody budeme hledat perfektńı párováńı v grafu rovnosti. Je ihned vidět, že
v G` perfektńı párováńı neexistuje a algoritmus skonč́ı při S = {x1, x3, x4}, T = {y2, y3}. Proto dále
urč́ıme hodnotu α`:

α` = min
xi∈S,yj 6∈T

{`(xi) + `(yj)− wij} .

Zjist́ıme, že α` = 1. Nové př́ıpustné ohodnoceńı je

`′(v) =

 `(v)− α` pro v ∈ S,
`(v) + α` pro v ∈ T,
`(v) jinak.

Urč́ıme nový graf rovnosti G`′ (opět je vyznačen v matici tučně a je nakreslen na obrázku vpravo).
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Mad’arská metoda v G`′ nám již nyńı dá perfektńı párováńı:
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Toto párováńı M (na obrázku vyznačeno tučně) je optimálńım párováńım v grafu G a w(M) = 14.
Poznamenejme, že v G`′ existuje v́ıce perfektńıch párováńı, ale všechna maj́ı stejnou cenu a jsou tedy
všechna optimálńı.

5.5 Perfektńı párováńı v neorientovaném grafu a Tutteova věta

V tomto a následuj́ıćıch dvou odstavćıch se budeme zabývat párováńım v neorientovaném grafu, který
již nemuśı být bipartitńı. Vyjdeme z Bergeovy věty (věta 5.1), která ř́ıká, že párováńı M je největš́ı,
právě když pro něj v G neexistuje rozšǐruj́ıćı cesta. Jak jsme již poznamenali, Bergeova věta neńı dobrá
charakteristika, a právě nalezeńı dobré charakteristiky největš́ıho párováńı bude naš́ım prvńım ćılem.

Př́ıklad. Uved’me si následuj́ıćı př́ıklady a zkusme se zamyslet nad t́ım, proč tyto grafy nemaj́ı perfektńı
párováńı.

1. Necht’ G je libovolný graf s lichým počtem uzl̊u. Pak zřejmě G nemá perfektńı párováńı.

2.
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Nemá perfektńı párováńı
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S

Nemá perfektńı párováńı.

Grafy z př́ıklad̊u 2 a 3 maj́ı sudý počet uzl̊u, a přesto se (po chv́ıli přemýšleńı) snadno přesvědč́ıme o
tom, že nemaj́ı perfektńı párováńı. Jaký je d̊uvod? Množina uzl̊u S má následuj́ıćı vlastnost:

co(G− S) > |S|

(zde co(G− S) znač́ı počet lichých komponent grafu G− S). Taková množina S se nazývá antifaktorová
množina a jej́ı existence v grafu vylučuje existenci perfektńıho párováńı. Nutnou podmı́nkou existence
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perfektńıho párováńı tedy je neexistence antifaktorové množiny, tj. muśı platit co(G−S) ≤ |S| ∀S ⊂ G.
Poznamenejme, že z této podmı́nky též plyne, že graf G má sudý počet uzl̊u (dosazeńım S = ∅). Tutte
ukázal, že tato nutná podmı́nka je i postačuj́ıćı.

Věta 5.4. (Tutte, 1947) Graf G má perfektńı párováńı, právě když pro každou podmnožinu S

množiny uzl̊u grafu G plat́ı

co(G− S) ≤ |S|

(tj. počet lichých komponent grafu G− S je nejvýše roven počtu uzl̊u množiny S).

Poznámka. Větu lze ekvivalentně formulovat i následuj́ıćım zp̊usobem.

Graf G má perfektńı párováńı, právě když v něm neexistuje antifaktorová množina.

Z této formulace je ihned zřejmé, že Tutteova věta je dobrá charakteristika.

Důkaz. 1. Implikace ⇒ je zřejmá.

2. Opačnou implikaci ⇐ dokážeme sporem. Předpokládejme že graf G je protipř́ıkladem, tj., G je
takový, že pro každou množinu S ⊂ U(G) plat́ı

co(G− S) ≤ |S| (*)

(v grafu G neexistuje antifaktorová množina), a G přitom nemá perfektńı párováńı. Jak jsme již pozna-
menali, z podmı́nky (∗) plyne, že G má sudý počet uzl̊u.

Všimněme si toho, že splňuje-li G podmı́nku (∗), pak graf, vzniklý z G přidáńım libovolné hrany
splňuje podmı́nku (∗) také (nebot’ počet lichých komponent v G−S může přidáńım hrany jen klesnout).
Přidáńım hrany se tedy neporuš́ı neexistence antifaktorové množiny.

Z předchoźıho pozorováńı vyplývá, že můžeme předpokládat, že G je maximálńı protipř́ıklad, tj.
– G neobsahuje antifaktorovou množinu,
– G nemá perfektńı párováńı,
– G přidáńım libovolné hrany vznikne z G graf, který již perfektńı párováńı má.

Označme K množinu všech univerzálńıch uzl̊u grafu G (uzel x je univerzálńı, jestliže dG(x) = n − 1, tj.
x soused́ı se všemi ostatńımi uzly grafu).

Kdyby všechny komponenty grafu G−K byly úplné grafy, tak by platilo:
- v každé sudé komponentě G−K existuje perfektńı párováńı,
- v každé liché komponentě G−K existuje párováńı, které v ńı nechá jen jediný nepokrytý uzel,
- z (∗) plyne, že těchto nepokrytých uzl̊u je méně než |K| a lze je tedy pokrýt hranami do K,
- d́ıky sudosti |U(G)| je zbylých uzl̊u v K sudý počet, podle definice množiny K tyto uzly indukuj́ı

úplný graf a lze je tedy spárovat.
Graf G by tedy měl perfektńı párováńı, což je spor.

Odtud vyplývá, že existuje komponenta G′ grafu G − K, která neńı úplným grafem. Ze souvislosti
G′ plyne, že existuj́ı uzly a, b, c ∈ U(G′) takové, že {a, b} ∈ H(G′), {b, c} ∈ H(G′), ale {a, c} /∈ H(G′).
Protože b /∈ K, existuje uzel d takový, že {b, d} /∈ H(G). Z maximality G plyne, že

– přidáńım hrany {a, c} źıskáme graf s perfektńım párováńım (označ́ıme ho M1),
– přidáńım hrany {b, d} źıskáme graf s perfektńım párováńım (označ́ıme ho M2).
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Protože M1 i M2 jsou perfektńı párováńı, určuje symetrická diference jejich množin hran H(M1)4H(M2)
graf, v němž má každý uzel x /∈ {a, b, c, d} stupeň 0 nebo 2. Odtud plyne, že z uzlu d lze budovat alternuj́ıćı
cestu P v G hladovým algoritmem, při němž začneme v uzlu d hranou z párováńı M1, dále hranou z M2

a pokračujeme stř́ıdavě, dokud to jde. V každém uzlu x /∈ {a, b, c, d} lze pokračovat, nebot’ v symetrické
diferenci hran párováńı M1 a M2 má x stupeň 0 nebo 2 a pokud do tohoto uzlu vstouṕıme, muśıme z něj
i vyj́ıt. V uzlu d skončit nemůžeme, nebot’ párováńı M1 již uzel d pokrývá a hrana párováńı M2 je hrana
{b, d} a v grafu G neńı. Algoritmus tedy skonč́ı v jednom z uzl̊u a, b, c.

Je-li koncovým uzlem cesty P uzel b, byla posledńı hrana cesty P z párováńı M1. Uzly a, c jsou již
nutně pokryty párováńım M2 (viz definice perfektńıho párováńı M2). Jestliže nyńı podél cesty P mezi
uzly d a b prohod́ıme párováńı M1 a M2 (a jinde je ponecháme tak, jak byla), źıskáme perfektńı párováńı
v G, což je spor.

Zbývá už jen možnost, že skonč́ıme v uzlu a nebo c. Situaci vyšetř́ıme např. pro uzel a (pro c je
analogická). Posledńı hrana cesty P je nyńı z párováńı M2, a uzel c je t́ımto párováńım pokryt (viz
definice perfektńıho párováńı M2). Prohod́ıme-li párováńı M1 a M2 podél cesty C, která vznikla přidáńım
hrany {a, b} k cestě P , źıskáme z párováńı M2 perfektńı párováńı v G, což je opět spor. 2

5.6 Největš́ı párováńı v neorientovaném grafu, párovaćı č́ıslo a deficience

V př́ıpadě, že graf G nemá perfektńı párováńı, je možné se ptát na minimálńı počet uzl̊u, které muśı
z̊ustat párováńım nepokryté. Jinak řečeno, hledáme největš́ı párováńı, tj. maximalizujeme |H(M)|.

Definice 5.8. Počet hran největš́ıho párováńı v grafu G se nazývá párovaćı č́ıslo grafu G a znač́ı se
ν(G).

Je zřejmé, že graf má perfektńı párováńı, právě když ν(G) = |U(G)|
2 .

Definice 5.9. Č́ıslo def(G) = n− 2 ν(G) se nazývá deficience grafu G.

Ekvivalentně, deficience def(G) určuje minimálńı počet nepokrytých uzl̊u grafu G.

Věta 5.5. (Berge, 1958)

def(G) = max{co(G− S)− |S| | S ⊂ U(G)}.

Jinak řečeno, Bergeova věta ř́ıká, že počet nutně nepokrytých uzl̊u grafu G je dán
”
nejhorš́ı“ antifak-

torovou množinou. Poněkud přesněji - nazveme-li č́ıslo co(G−S)−|S| defektem antifaktorové množiny S,
pak Bergeova věta ř́ıká, že deficience grafu G (tj. nejmenš́ı počet nepokrytých uzl̊u) je rovna maximálńımu
defektu antifaktorové množiny v G.

Zd̊urazněme, že Bergeova věta je dobrou charakteristikou největš́ıho párováńı. To plyne z toho, že
máme-li rozhodnout, zda dané párováńı M je největš́ı, pak

– neńı-li M největš́ı, najdeme větš́ı párováńı,
– je-li M největš́ı, pak najdeme antifaktorovou množinu S, pro niž je č́ıslo co(G − S) − |S| rovno

počtu uzl̊u, nepokrytých párováńım M .
Rozhodnut́ı, zda dané párováńı M je největš́ı, tedy je v NP ∩ co-NP.

Důkaz. 1. Je-li S ⊂ U(G) antifaktorová množina, pak evidentně muśı z̊ustat v G alespoň co(G−S)−|S|
nepokrytých uzl̊u (po jednom v každé z nadpočetných lichých komponent). Tedy plat́ı

def(G) ≥ max{co(G− S)− |S| | S ⊂ U(G)}.

2. Zbývá ukázat, že této hodnoty se skutečně nabývá, tj. že existuje antifaktorová množina, pro kterou
plat́ı rovnost.
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Necht’ S je antifaktorová množina, která realizuje maximum, tj. je pro ni č́ıslo k = co(G − S) − |S|
maximálńı. Chceme ukázat, že def(G) ≤ k, tj. že existuje párováńı, nechávaj́ıćı nejvýše k nepokrytých
uzl̊u. Sestroj́ıme graf G′ následuj́ıćım zp̊usobem:

- ke grafu G přidáme množinu K, která obsahuje k nových uzl̊u,
- z každého uzlu množiny K uděláme přidáńım nových hran univerzálńı uzel v grafu G′.

Ukážeme, že v grafu G′ existuje perfektńı párováńı. Kdyby ne, tak v G′ existuje antifaktorová množina
S′. Protože uzly množiny K jsou univerzálńı v G, nutně muśı být K ⊂ S′ (jinak by totiž zbylé uzly
z množiny K zp̊usobily souvislost grafu G− S′, což nelze).

Označme S1 = S′ \K. Potom plat́ı, že S1 ⊂ U(G) a S′ = S1 ∪K. Z antifaktorovosti S′ v grafu G′

plyne, že

co(G
′ − S′) > |S′| = |S1|+ |K| = |S1|+ co(G− S)− |S|,

odkud

co(G
′ − S′)− |S1| > co(G− S)− |S|.

Protože však co(G
′ − S′) = co(G− S1), dostáváme

co(G− S1)− |S1| > co(G− S)− |S|,

což je spor s maximalitou S.

T́ım je dokázáno, že graf G′ má perfektńı párováńı. Odstraněńım množiny K a návratem k p̊uvodńımu
grafu G źıskáme párováńı, které nechává nepokrytých nejvýše k uzl̊u. Plat́ı tedy def(G) ≤ k. 2

5.7 Edmonds̊uv algoritmus

Základńı myšlenka algoritmu na nalezeńı největš́ıho párováńı je zdánlivě jednoduchá:
1) zvoĺıme výchoźı párováńı M = (∅, ∅),
2) hledáme nepokrytý uzel v,
3) hledáme rozšǐruj́ıćı cestu zač́ınaj́ıćı v uzlu v.

Pokud rozšǐruj́ıćı cesta existuje, rozš́ı̌ŕıme párováńı M a zopakujeme krok 2); pokud rozšǐruj́ıćı cesta
neexistuje, je párováńı M největš́ım a algoritmus konč́ı.

Hlavńım problémem tohoto postupu je vyhledáváńı rozšǐruj́ıćıch cest. Uvedeme (dnes již klasický)
postup, pocházej́ıćı od Edmondse (1965). K překonáńı kĺıčového kroku bude potřebné jedno pomocné
tvrzeńı. Nejprve si ale zavedeme jedno označeńı.

Je-li G graf a F ⊂ G jeho podgraf, pak G|F označ́ıme graf definovaný následovně:

U(G|F ) = U(G) \ U(F ) ∪ {x}, kde x /∈ U(G),

H(G|F ) = {{u, v} ∈ H(G)| u, v ∈ U(G) \ U(F )}∪
{{v, x}|v ∈ U(G) \ U(F ) a {v, y} ∈ H(G) pro některý y ∈ U(F )} .

Řekneme, že G|F vznikl stažeńım F do uzlu x.

Lemma 5.1. Necht’ G je graf, M je párováńı v G a C je kružnice v G délky 2k + 1, obsahuj́ıćı k hran
párováńı M a 1 uzel nepokrytý párováńım M . Pak M je největš́ı párováńı v G, právě když párováńı
M ′ = M \H(C) (tj. párováńı vzniklé odstraněńım z M těch hran, které patř́ı do C) je největš́ı párováńı
v G|C .
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Důkaz. Dokážeme ekvivalenci negaćı obou výrok̊u.
1. Necht’ M neńı největš́ı v G. Potom existuje M -rozšǐruj́ıćı cesta P v G. Je-li U(P )∩U(C) = ∅, je P

rozšǐruj́ıćı v G|C a jsme hotovi. Můžeme tedy předpokládat, že P a C maj́ı společný uzel. Pak nutně jeden
koncový uzel cesty P (označme ho v) je mimo C. Označme w prvńı uzel cesty P , který je na kružnici C.
Pak cesta vPw odpov́ıdá v grafu G|C M ′-rozšǐruj́ıćı cestě, a tedy M ′ neńı největš́ı v G|C .
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2. Necht’ naopak M ′ neńı největš́ı párováńı v grafu G|C , necht’ párováńı N ′ je větš́ı. Sestroj́ıme
př́ıslušné párováńı N v grafu G následuj́ıćım zp̊usobem:

- všechny hrany N ′ neobsahuj́ıćı uzel x budou v N ,
- pokud párováńı N ′ pokrývalo uzel x hranou vx, má uzel v v grafu G souseda w na kružnici C a

do párováńı N přidáme hranu vw,
- dodáme k hran kružnice C.
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Pak plat́ı, že párováńı N je v grafu G větš́ı než párováńı M . 2

Vlastńı Edmonds̊uv algoritmus je založen na tom, že se z nepokrytých uzl̊u buduj́ı stromy obsahuj́ıćı
alternuj́ıćı cesty (viz následuj́ıćı obrázek).
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Definice 5.10. Necht’ M je párováńı v grafu G a X 6= ∅ je množina uzl̊u nepokrytých párováńım M .

Les F v grafu G takový, že

- každý uzel z X lež́ı v právě jedné komponentě F ,

- každá komponenta Fi lesa F obsahuje právě jeden uzel xi ∈ X, nazývaný střed komponenty Fi,

- každá hrana F v liché vzdálenosti od středu komponenty je v M ,

- koncové uzly F maj́ı sudou vzdálenost od středu komponenty,

se nazývá M -alternuj́ıćı les v G.
Uzly lesa F v sudé (liché) vzdálenosti od středu komponenty se nazývaj́ı sudé (liché) uzly (střed

komponenty budeme považovat za sudý uzel).

Povšimněme si toho, že je-li F M -alternuj́ıćı les, pak pro každý lichý uzel lesa F je jeho stupeň v F
roven dvěma (to plyne z toho, že při větš́ım stupni by podle 3. podmı́nky vycházely z lichého uzlu alespoň
dvě hrany, které jsou v M , ale M by pak nebylo párováńım, stupeň 1 neńı možný podle podmı́nky 4).
Naopak, sudé uzly mohou mı́t stupně i větš́ı.
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Necht’ nyńı M je párováńı a F je M -alternuj́ıćı les. Budeme vyšetřovat sousedy sudých uzl̊u lesa F .
Jsou následuj́ıćı čtyři možnosti:

1) některý sudý uzel u má souseda y 6∈ U(F ),
2) některé dva sudé uzly u1, u2 v r̊uzných komponentách F1, F2 lesa F jsou v grafu G sousedńı,
3) některé dva sudé uzly u1, u2 téže komponenty Fi lesa F jsou sousedńı v grafu G,
4) nenastane ani jedna z předchoźıch možnost́ı, tj. každý sudý uzel má za sousedy jen liché uzly.

Pro každou z těchto možnost́ı si ukážeme, jak postupovat.

1. Jestliže některý sudý uzel u má souseda y 6∈ U(F ), pak plat́ı, že uzel y je M -pokrytý, nebot’ množina
X nepokrytých uzl̊u je celá v lese F . Jeho soused z v párováńı M neńı obsažen v lese F (podle
4. podmı́nky definice lesa F ). Přidáńım hran uy a yz do lesa F zvěťśıme F .

• • • •............. ............. ............. ............. ................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................. .................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................
....................................
.

s u y z

2. Jsou-li některé dva sudé uzly u1, u2 v r̊uzných komponentách F1, F2 lesa F sousedńı v grafu G,
pak středy těchto komponent jsou spojeny rozšǐruj́ıćı cestou. Prohozeńım hran párováńı podél této
cesty zvěťśıme M .

3. Předpokládejme, že některé dva sudé uzly u1, u2 téže komponenty Fi lesa F jsou sousedńı v
grafu G. Pak hrana {u1, u2} spolu s cestou, spojuj́ıćı u1 a u2 v Fi, určuj́ı v této komponentě
lichou kružnici C.

a) Je-li střed xi komponenty Fi na kružnici C, pak kružnice C splňuje předpoklady lem-
matu 5.1.

b) Neńı-li střed xi na kružnici C, pak prohozeńım párováńı M podél cesty P , která spojuje
kružnici C a střed xi, dostaneme párováńı M ′ s vlastnost́ı |M ′| = |M |, a takové, že nový
střed komponenty Fi již lež́ı na kružnici C, č́ımž jsme převedli tuto variantu na předchoźı.

(Převod př́ıpadu ad b) na ad a) je ukázán na následuj́ıćım obrázku, kde vlevo je p̊uvodńı komponenta
a vpravo je komponenta s prohozeným párováńım a novým středem.)
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Nyńı podle lemmatu 5.1 lze stáhnout kružnici C do jednoho uzlu, č́ımž redukujeme velikost grafu G.

4. Předpokládejme, že neplat́ı ani jedna z předchoźıch možnost́ı, tj. každý sudý uzel má za sousedy
jen liché uzly. Pak tvrd́ıme, že

M je největš́ı párováńı.

To dokážeme takto. Označme S množinu všech sudých uzl̊u (včetně střed̊u komponent), L množinu
všech lichých uzl̊u, s = |S| a ` = |L|. Pak s− ` = |X| (kde X je množina všech střed̊u komponent).

Je zřejmé, že graf G−L nemá žádnou hranu. Tento graf má tedy s lichých (jednouzlových) kompo-
nent, tedy co(G−L) = s. To znamená, že co(G−L)− |L| = |X|. Množina L je tedy antifaktorovou
množinou, a pro deficienci def(G) grafu G tedy plat́ı def(G) ≥ s − ` = |X|. Naše párováńı M ale
nechává nepokrytých právě |X| uzl̊u, proto def(G) ≤ |X|. Plat́ı tedy rovnost, a tedy podle Věty 5.5
je párováńı M největš́ı (nalezli jsme antifaktorovou množinu L a párováńı M tak, že defekt množiny
L je roven počtu uzl̊u nepokrytých párováńım M).

Ukázali jsme, že v každém kroku algoritmu je možno udělat jednu z následuj́ıćıch věćı:
1) zvětšit alternuj́ıćı les F ,
2) zvětšit párováńı M ,
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3) redukovat velikost grafu G,
4) skončit s největš́ım párováńım M .

Je zřejmé, že takový postup dává polynomiálńı algoritmus. Praktické implementace tohoto algoritmu
pracuj́ı v čase O(n4). Lepš́ı známé postupy pracuj́ı v čase O(nm), nejrychleǰśı (a rovněž nejsložitěǰśı)

dokonce řádově v čase O(n
5
2 ). Podrobnosti lze nalézt např. v kńıžce [8], hlubš́ı teoretické souvislosti

např́ıklad v monografii [9].

6 Hranové grafy

V této a následuj́ıćı kapitole poznáme př́ıklady dvou speciálńıch tř́ıd graf̊u, které jsou zaj́ımavé t́ım, že
pro grafy z těchto tř́ıd se zjednodušuje výpočetńı složitost některých problémů.

6.1 Základńı pojmy

Začneme nejprve motivačńım př́ıkladem.

Př́ıklad. Je dán systém množin A = {A,B,C}, kde

A = {1, 5, 6, 9},
B = {1, 4, 7},
C = {2, 3, 7, 8}.

Pr̊unikový graf systému A je graf, jehož uzly tvoř́ı jednotlivé množiny A, B, C, a hranami spoj́ıme takové
dvojice uzl̊u, jejichž př́ıslušné množiny maj́ı neprázdný pr̊unik. V našem př́ıpadě tedy A∩B 6= ∅, B∩C 6= ∅,
ale A ∩ C = ∅. Pr̊unikový graf tohoto systému množin tedy vypadá následovně:

• • •..............................................................................................................................................................................................................................................................................................

A B C

Definice 6.1. Necht’ G je neorientovaný graf. Graf L(G), definovaný předpisem

U(L(G)) = H(G),

H(L(G)) =
{
{hi, hj}| hrany hi, hj maj́ı společný uzel

}
,

se nazývá hranový graf (anglicky
”

line graph“) grafu G.

Poznámka. Množina hran neorientovaného grafu G je množinou dvouprvkových podmnožin množiny
U(G), a tedy lze na ni pohĺıžet jako na množinový systém. Hranový graf L(G) je pak pr̊unikový graf
tohoto systému množin.

Př́ıklad. Na následuj́ıćım obrázku je vlevo graf G a vpravo jeho hranový graf L(G).
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Př́ıklad. Necht’ G1 je kružnice délky 3 a G2 je úplný bipartitńı graf K1,3. Pak G1 a G2 jsou neizomorfńı,
ale jejich hranové grafy jsou izomorfńı.
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C3 K1,3 L(C3) = L(K1,3)

Lze však dokázat, že grafy C3 a K1,3 jsou jediné dva neizomorfńı grafy, které maj́ı stejný hranový
graf. Kromě tohoto vyj́ımečného př́ıpadu plat́ı, že každé dva neizomorfńı souvislé grafy maj́ı neizomorfńı
hranové grafy.

Nyńı se pokuśıme vyšetřit opačnou otázku, tj. k danému hranovému grafu G hledat jeho
”
vzor“ H,

tj. graf H takový, že L(H) = G. Prvńı otázkou je, zda v̊ubec pro každý G takový H existuje. Následuj́ıćı
př́ıklad nám dá odpověd’.

Př́ıklad. Mějme dán graf K1,3 a pokuśıme se zjistit, zda je hranovým grafem nějakého grafu. Označ́ıme
jeho uzly postupně h1, . . . , h4. V p̊uvodńım grafu tyto uzly samozřejmě představuj́ı hrany (viz definice
hranového grafu). Budeme postupně vytvářet graf, pro nějž je graf K1,3 hranový.
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Zde se dostáváme do problémů. Máme přidat hranu h4, která má společný uzel jen s hranou h2 a
žádnou jinou. To ale nejde, proto pro graf K1,3 nelze vytvořit vzor, graf K1,3 tedy neńı hranový.

Definice 6.2. Řekneme, že G je hranový graf, jestliže existuje graf H takový, že plat́ı L(H) = G.

Poznámka. Z předchoźıho př́ıkladu vyplývá, že pokud graf G obsahuje indukovaný podgraf izomorfńı
s K1,3, pak G neńı hranovým grafem.

6.2 Charakterizačńı věty

Následuj́ıćı př́ıklad ukazuje kĺıčovou myšlenku charakterizace hranových graf̊u.

Př́ıklad.
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Po krátkém zamyšleńı nad oběma grafy zjist́ıme, že uzlu stupně i vG odpov́ıdá klika velikosti i v hranovém
grafu L(G). Konkrétně, jednouzlová klika s uzlem 1 v L(G) odpov́ıdá uzlu a grafu G, klika indukovaná
na uzlech 1, 2, 3, 5 v grafu L(G) odpov́ıdá uzlu b v grafu G atd. Tento př́ıklad ukazuje myšlenku d̊ukazu
následuj́ıćı věty.
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Věta 6.1. (Krausz) Graf G je hranovým grafem, právě když v grafu G existuje takový systém klik K,
že každý uzel lež́ı právě ve dvou klikách a každá hrana lež́ı v právě jedné klice systému K.

Poznámka. Důkaz této věty nebudeme provádět. Poznamenejme jen, že podmı́nka, že každý uzel grafu
G = L(H) lež́ı v právě dvou klikách znamená, že v grafu H má každá hrana dva konce, a podmı́nka,
že každá hrana grafu G = L(H) nálež́ı právě jedné klice znamená, že dvě hrany grafu H, které maj́ı
společný uzel, mohou mı́t společný jen jeden uzel.

Věta 6.1 evidentně neńı dobrou charakteristikou. Tuto př́ıjemnou vlastnost má až následuj́ıćı věta
(kterou uvád́ıme také bez d̊ukazu).

Věta 6.2. (Beineke, 1969) Graf G je hranovým grafem, právě když neobsahuje jako indukovaný
podgraf žádný z následuj́ıćıch dev́ıti graf̊u.
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Důsledek 6.1.

(i) Vlastnost
”

býti hranovým grafem“ je dědičná na indukované podgrafy.

(ii) Otázku
”

je daný graf hranovým grafem?“ lze řešit v polynomiálńım čase.

Důkaz.
(i) To je zřejmé, nebot’ je-li graf G1 indukovaným podgrafem grafu G, pak i každý indukovaný

podgraf grafu G1 je indukovaným podgrafem grafu G.
(ii) Grafy z Beinekeho věty 6.2 maj́ı nejvýše šest uzl̊u, a tedy je lze určitě poznat v čase O(n6).

2

6.3 Hranové grafy a výpočetńı složitost

Př́ıklad. Uvažujme graf G a jeho hranový graf L(G) na následuj́ıćım obrázku.
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Vid́ıme, že silně vyznačeným hranám párováńı v grafu G odpov́ıdaj́ı zakroužkované uzly v grafu L(G),
které zřejmě tvoř́ı nezávislou množinu.

Obdobným pozorováńım snadno zjist́ıme i korespondence mezi daľśımi grafovými vlastnostmi grafu
H a jeho hranového grafu G = L(H). Tato pozorováńı přehledně shrneme do následuj́ıćı tabulky.

H G = L(H)
hrana uzel
uzel klika

stupeň uzlu počet uzl̊u kliky
maximálńı stupeň ∆(H) klikovost ω(G) 4

párováńı nezávislá množina
párovaćı č́ıslo ν(H) nezávislost α(G)
hranové obarveńı uzlové obarveńı

chromatický index χ′(H) chromatické č́ıslo χ(G)

Následuj́ıćı tvrzeńı, vyplývaj́ıćı ihned z uvedených korespondenćı, ukazuje d̊uležitost zkoumáńı speciálńıch
tř́ıd graf̊u v souvislosti s algoritmy a výpočetńı složitost́ı.

Tvrzeńı 6.1. Je-li G hranovým grafem, pak je možno určit jeho nezávislost α(G) a klikovost ω(G)
v polynomiálńım čase.

Důkaz. Úlohu nalezeńı největš́ı nezávislé množiny v L(G) (která je v obecných grafech NP-těžká)
převedeme na úlohu nalezeńı největš́ıho párováńı v grafu G. Tato úloha je řešitelná v polynomiálńım čase
a převod L(G)→ G, resp. G→ L(G) je rovněž polynomiálńı.

Úlohu nalezeńı klikovosti v L(G) (která je rovněž v obecnosti NP-těžká) převedeme na úlohu hledáńı
maximálńıho stupně uzlu v grafu G, která je zřejmě polynomiálńı. 2

7 Rovinné grafy

V této kapitole se budeme zabývat pouze neorientovanými grafy. Úvodem je třeba ř́ıci, že některé pojmy
budou definovány poněkud intuitivně (k přesné formulaci by bylo zapotřeb́ı poměrně hlubokých poznatk̊u
z topologie, přesahuj́ıćı rámec předmětu). Pro naše účely bude intuitivńı definice plně postačuj́ıćı.

7.1 Uložeńı grafu na plochu

Definice 7.1. Necht’ S je plocha v E3. Řekneme, že graf G lze uložit na plochu S, jestliže jej lze
znázornit pomoćı bod̊u (uzl̊u) a oblouk̊u (hran) na S tak, že žádné dva oblouky nemaj́ı společný vnitřńı
bod.

4Korespondence ∆(H) = ω(L(H)) plat́ı až na jednu výjimku, kterou už známe: je-li H = C3, pak L(H) = C3 a je

∆(H) = 2, ale ω(L(H)) = 3.
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Definice 7.2. Řekneme, že G je rovinný graf, jestliže jej lze uložit do roviny.

Př́ıklad.
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Tento graf je zřejmě rovinný.
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Toto pravděpodobně neńı rovinný graf.

Definice 7.3. Je-li graf G uložen v rovině, pak oblasti (části) roviny, které vymezuje, se nazývaj́ı stěny
grafu G.

Př́ıklad.
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3 omezené stěny a jedna (vněǰśı) stěna.

Poznámka. Každý strom má zřejmě jedinou stěnu, která neńı ohraničena žádnou kružnićı a je tedy
vněǰśı.

7.2 Eulerova věta a jej́ı d̊usledky

Věta 7.1. (Euler) Necht’ souvislý rovinný graf G má n ≥ 1 uzl̊u, m hran a s stěn. Pak plat́ı

n−m+ s = 2.

Poznámka. Této rovnosti se velmi často ř́ıká Euler̊uv vzorec.

Důkaz. Důkaz provedeme indukćı podle počtu hran m.
1) Pro m = 1 je zřejmě n = 2 a s = 1, věta tedy plat́ı.
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2) Necht’ graf G má m hran, n uzl̊u a s stěn a necht’ věta plat́ı pro každý souvislý rovinný graf
s m− 1 hranami.

a) Je-li s = 1, tj. graf G je strom, vytvoř́ıme graf G′ odstraněńım koncové hrany i s
př́ıslušným uzlem stupně 1. Potom graf G′ má m − 1 hran, n − 1 uzl̊u a opět jednu
stěnu. Plat́ı pro něj tedy

(n− 1)− (m− 1) + s = 2 ⇒ n−m+ s = 2.

b) Je-li s ≥ 2, vytvoř́ıme graf G′ odstraněńım hrany v G, která soused́ı se dvěma r̊uznými
stěnami. Graf G′ tedy má n uzl̊u, m− 1 hran a s− 1 stěn a plat́ı pro něj

n− (m− 1) + (s− 1) = 2 ⇒ n−m+ s = 2.
2

Důsledek 7.1. Pro každý rovinný graf G s alespoň 3 uzly plat́ı

|H(G)| ≤ 3|U(G)| − 6.

Důkaz. Nejv́ıce hran má graf, v němž každá stěna je trojúhelńık (tzv. triangulace). Potom plat́ı 3s =
2m, tedy s = 2

3m. Po dosazeńı do Eulerova vzorce obdrž́ıme rovnost

n−m+ 2
3m = 2 ⇒ m = 3n− 6.

Pro každý graf, který neńı maximálńı (tj. neńı triangulaćı) bude platit nerovnost. 2

Důsledek 7.1 ukazuje, že rovinné grafy nemohou být př́ılǐs husté: počet hran rovinného grafu je nejvýše
lineárńı funkćı počtu uzl̊u (zat́ımco v obecnosti může počet hran r̊ust s počtem uzl̊u kvadraticky). To má
význam pro složitost některých algoritmů. Např́ıklad složitost prohledáváńı do hloubky (backtrackingu)
je O(m+ n), což v obecnosti může být O(n2), ale v rovinných grafech d́ıky d̊usledku 7.1 jen O(n).

V grafech bez trojúhelńık̊u lze tento horńı odhad dále vylepšit.

Důsledek 7.2. Pro každý rovinný graf bez trojúhelńık̊u s alespoň 4 uzly plat́ı

|H(G)| ≤ 2|U(G)| − 4.

Důkaz. Maximálńı rovinný graf bez trojúhelńık̊u má stěny bud’ C4 nebo C5 (ve stěně C6 lze totiž přidat
hranu bez vzniku trojúhelńıku a źıskali bychom spor s maximalitou). Počet stěn C4 označ́ıme s4 a počet
stěn C5 označ́ıme s5. Potom plat́ı

2m = 4s4 + 5s5 ⇒ s4 + 5
4s5 = m

2 .

Celkový počet stěn grafu je s = s4 + s5, a tedy

s = s4 + s5 ≤ s4 + 5
4s5 = m

2 .

Z Eulerova vzorce dále plyne

m = n+ s− 2 ≤ n+ m
2 − 2 ⇒ m ≤ 2n− 4.

2

Důsledek 7.3. Grafy K5 a K3,3 nejsou rovinné.

79



Důkaz.

1. Pro K5 je n = 5, m = 10. Kdyby to byl rovinný graf, muselo by podle d̊usledku 7.1 být m ≤ 3n−6,
a tedy 10 ≤ 3 · 5− 6 = 9.

2. K3,3 nemá trojúhelńıky a je v něm 6 uzl̊u a 9 hran, tedy n = 6, m = 9. Kdyby byl rovinný, pak by
podle d̊usledku 7.2 platilo m ≤ 2n− 4, a tedy 9 ≤ 2 · 6− 4 = 8.

2

Tento d̊usledek ukazuje, že pokud graf obsahuje jako podgraf jeden z graf̊u K5 nebo K3,3, nutně muśı
být nerovinný. Zanedlouho uvid́ıme, že tato nutná podmı́nka je (v jistém smyslu) i postačuj́ıćı. Nejprve
ale uvedeme ještě jeden d̊usledek Eulerovy věty.

Důsledek 7.4. Každý souvislý rovinný graf s alespoň čtyřmi uzly má alespoň tři uzly stupně nejvýše 5.

Důkaz. Kdyby měl nejvýše dva takové uzly, platilo by

2|H(G)| =
∑

dG(u) ≥ 6 (|U(G)| − 2) + 1 · 2 = 6|U(G)| − 10.

(předpokládáme, že ony dva uzly jsou stupně 1 a ostatńı stupně 6). Odtud však plyne

|H(G)| ≥ 3|U(G)| − 5,

podle Eulerovy věty tedy takový graf neńı rovinný. 2

Poznámka. Lze dokonce dokázat (s využit́ım daľśıch grafových vlastnost́ı), že uzly stupně ≤ 5 muśı
být alespoň čtyři.

7.3 Kuratowského věta a daľśı věty o rovinných grafech

Poznámka. Přidáme-li na některou hranu uzel 2. stupně, určitě to nebude mı́t vliv na rovinnost.
Takovou operaci nazveme p̊uleńı hrany.

Př́ıklad. Operace p̊uleńı hrany:

• • • • •...................................................................................................................................................................................................................... .............................................................................................................................................................................................................................................................................................

p̊uvodńı graf graf po operaci p̊uleńı hrany

Definice 7.4. Řekneme, že dva grafy G1, G2 jsou homeomorfńı, pokud je možno konečným počtem
p̊uleńı hran dosáhnout toho, že vzniklé grafy jsou izomorfńı.

(Konečným počtem samozřejmě rozumı́me i nulu, tedy každé dva izomorfńı grafy jsou homeomorfńı.)

Př́ıklad.

1. Každé dvě kružnice nebo cesty jsou homeomorfńı.

2. Př́ıklad vzájemně homeomorfńıch graf̊u:
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Věta 7.2. (Kuratowski) Graf je rovinný, právě když neobsahuje podgraf homeomorfńı s K5 nebo
s K3,3.

Důkaz. Podle 3. d̊usledku Eulerovy věty je tato podmı́nka nutná; že je postačuj́ıćı nebudeme dokazovat.
2

Poznámka. Poznamenejme, že Kuratowského věta je dobrou charakteristikou.

Věta 7.2 je elegantńı, ale ne př́ılǐs praktická. Jsou známy algoritmy, které umı́ nalézt rovinné uložeńı
grafu dokonce v čase O(n), jsou však dosti složité. Jejich základńı princip spoč́ıvá v tom, že naleznou
kružnici, zakresĺı ji do roviny a pak k ńı přidávaj́ı daľśı části. Jejich hledáńı, nebo d̊ukaz neexistence
uložeńı, jsou založeny na backtrackingu.

V d̊usledku Kuratowského věty pro klikovost ω(G) rovinného grafu G plat́ı ω(G) ≤ 4. Určeńı ω(G)
je tedy ve tř́ıdě rovinných graf̊u polynomiálńı (např́ıklad hrubou silou - prob́ırkou všech čtveřic uzl̊u, se
složitost́ı O(n4)).

Věta 7.3. Graf je rovinný, právě když jej lze uložit na kulovou plochu (sféru).

Důkaz. Oṕırá se o stereografickou projekci. 2

Mnohostěnový graf je graf vzniklý uložeńım mnohostěnu do roviny.

Důsledek 7.5. Každý mnohostěnový graf je rovinný.

Důsledek 7.6. Pro každou hranu h 2-souvislého grafu G existuje takové uložeńı do roviny, při němž
hrana h soused́ı s vněǰśı stěnou.

Důkaz. Zobraźıme graf G na sféru, pootoč́ıme tak, aby stěna s hranou h byla nahoře, a zobraźıme jej
zpět do roviny. 2

Vrat’me se ještě k maximálńım rovinným graf̊um. Již v́ıme, že každý maximálńı rovinný graf má jen
trojúhelńıkové stěny. Následuj́ıćı věta ukazuje, že plat́ı ještě v́ıce.

Věta 7.4. Každý maximálńı rovinný graf s alespoň čtyřmi uzly je 3-souvislý.

Důkaz. Kdyby G měl dvouprvkový uzlový řez x, y, tak by, po př́ıpadném přesunut́ı hrany {xy} do
vněǰśı stěny, v omezené stěně obsahuj́ıćı oba uzly x, y musely být daľśı uzly a, b (jinak by uzly x, y
byly spojeny dvojićı paralelńıch hran). Tyto dva uzly a, b lze spojit při zachováńı rovinnosti, což je spor
s maximalitou. 2
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3-souvislost je však d̊uležitá i jinak.

Př́ıklad. Pokud neńı graf 3-souvislý, ale např. jen 2-souvislý, může se stát následuj́ıćı.
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má dvě stěny C5

Přitom se však jedná o dvě r̊uzná uložeńı téhož grafu. Pojem stěny proto nelze vztahovat ke grafu,
nýbrž jen k jeho konktrétńımu uložeńı. Následuj́ıćı věta ukazuje, že pro 3-souvislé grafy tato pot́ıž odpadá.

Věta 7.5. (Whitney) Každý 3-souvislý graf má jednoznačné uložeńı na sféru.

Důkaz. Že je podmı́nka 3-souvislosti nutná, plyne z předchoźıho př́ıkladu, že je postačuj́ıćı, nebudeme
dokazovat. 2

Následuj́ıćı věta, charakterizuj́ıćı mnohostěnové grafy, ukazuje daľśı situaci, kdy je 3-souvislost d̊ule-
žitá. Každý mnohostěnový graf muśı být uložitelný na sféru, tj. muśı být rovinný. Názorná je i nutnost
3-souvislosti pro

”
tuhost prostorové konstrukce“. Neńı lehké dokázat, že jsou tyto podmı́nky i postačuj́ıćı.

Věta 7.6. (Steinitz, Rademacher) Graf je grafem mnohostěnu, právě když je rovinný a 3-souvislý.

Uved’me ještě některé daľśı zaj́ımavé výsledky o rovinných grafech vyšš́ıch stupň̊u souvislosti.

Věta 7.7. (Tutte, 1956) Každý 4-souvislý rovinný graf je hamiltonovský.

Následuj́ıćı př́ıklad ukazuje, že pro 3-souvislé grafy již taková věta neplat́ı.

Př́ıklad. Ukažte, že tento graf neńı hamiltonovský.
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Závěrem tohoto odstavce si uved’me př́ıklad jednoho klasického otevřeného problému.

Hypotéza 7.1. (Barnette) Každý 3-souvislý bipartitńı rovinný pravidelný graf 3. stupně je hamil-
tonovský.

Je známo, že hypotéza plat́ı pro grafy s nejvýše 26 uzly. Pro grafy s v́ıce uzly je otázka otevřená.
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8 Problém obchodńıho cestuj́ıćıho

Problém obchodńıho cestuj́ıćıho (anglicky ”Traveling Salesman Problem, TSP) je vlastně úlohou nalézt
v ohodnoceném neorientovaném grafu hamiltonovskou kružnici s nejmenš́ım součtem ohodnoceńı hran.
V této kapitole si ukážeme dvě r̊uzné heuristiky pro řešeńı této úlohy. Tyto heuristiky uvád́ıme jako
př́ıklady dvou r̊uzných typ̊u heuristik.

Prvńı z nich, metoda penalizaćı, je typickým př́ıkladem algoritmu, který nedá odpověd’ vždy, ale
pokud umı́ řešeńı naj́ıt, pak je najde přesně (tj. bud’to dá přesnou odpověd’, nebo odpov́ı

”
nev́ım“).

Naproti tomu algoritmus z odstavce 8.2
”
funguje“ vždy, ale odpověd’, kterou dá, je pouze aproximaćı

přesného řešeńı. Pokud hranové ohodnoceńı grafu splňuje trojúhelńıkovou nerovnost, je možno odvodit
horńı odhad chyby (nejvýše dvojnásobek optima).

8.1 Metoda penalizaćı

Východiskem našich úvah bude následuj́ıćı zřejmé tvrzeńı.

Lemma 8.1. Podgraf H grafu G s n uzly je hamiltonovskou kružnićı v G, právě když plat́ı, že H má
n uzl̊u, n hran, je souvislý a je pravidelným grafem stupně 2.

Pokud z předchoźıho lemmatu vynecháme požadavek pravidelnosti stupně 2, obdrž́ıme následuj́ıćı
pojem.

Definice 8.1. Necht’ G je souvislý graf. Souvislý faktor grafu G, který má stejný počet hran i uzl̊u, se

nazývá 1-strom grafu G.
Je-li graf G hranově ohodnocený, pak minimálńı 1-strom je takový 1-strom, pro nějž je součet ohod-

noceńı hran minimálńı.

Vı́me, že souvislý graf na n uzlech je stromem, právě když má n − 1 hran. 1-strom tedy vznikne
přidáńım jedné hrany ke stromu. Následuj́ıćı tvrzeńı ukazuje, že minimálńı 1-strom pak lze vytvořit
z minimálńı kostry grafu přidáńım té hrany, která nepatř́ı do kostry a má ze všech takových hran nejmenš́ı
ohodnoceńı.

Tvrzeńı 8.1. Necht’ G je ohodnocený graf, K je jeho minimálńı kostra a h ∈ H(G) \H(K) je taková
hrana, pro kterou w(h) = min{w(h′)| h′ ∈ H(G) \ H(K)}. Pak graf T = K + h je minimálńı 1-strom
grafu G.

Důkaz. Tvrzeńı dokážeme sporem. Necht’ tedy 1-strom T neńı minimálńı, necht’ 1-strom T ′ má menš́ı
součet ohodnoceńı. 1-strom T ′ má právě jednu kružnici C ′ (což plyne př́ımo z definice 1-stromu). Tato
kružnice C ′ obsahuje alespoň jednu hranu, která neńı v kostře K. Tuto hranu označ́ıme h′. Označme
K ′ kostru K ′ = T ′ − h′. Podle předpokladu je w(T ′) < w(T ). Podle konstrukce 1-stromu T plat́ı, že
w(h) ≤ w(h′). Odtud ale plyne, že

w(K ′) = w(T ′ − h′) < w(T − h) = w(K),

a tedy kostra K nebyla minimálńı, což je spor. 2

Poznamenejme, že Tvrzeńı 8.1 umožňuje naj́ıt minimálńı 1-strom v polynomiálńım čase. Hamiltonovská
kružnice je zřejmě speciálńım př́ıpadem 1-stromu, a proto je součet ohodnoceńı minimálńıho 1-stromu
dolńım odhadem velikosti řešeńı př́ıslušné úlohy obchodńıho cestuj́ıćıho.

Následuj́ıćı lemma dává základńı ideu heuristiky pro řešeńı problému obchodńıho cestuj́ıćıho, které
budeme ř́ıkat metoda penalizaćı.

Lemma 8.2. Necht’ G je ohodnocený graf s hranovým ohodnoceńım cij a necht’ t1, . . . , tn je ohodnoceńı
uzl̊u grafu G. Změńıme-li ohodnoceńı grafu G tak, že ohodnoceńı hrany {vi, vj} se změńı z č́ısla cij na
cij + ti + tj , pak se nezměńı řešeńı problému obchodńıho cestuj́ıćıho, ale mohou se změnit minimálńı
1-stromy.
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Důkaz. Každý uzel je incidentńı se dvěma hranami hamiltonovské kružnice. Změna ohodnoceńı hran
proto vede ke změně ohodnoceńı všech kružnic o tutéž hodnotu, která je rovna dvojnásobku součtu č́ısel
ti. Pro 1-stromy ale nic podobného obecně neplat́ı. 2

Č́ısla ti budeme nazývat penalizace uzl̊u. Touto penalizaćı se nezměńı řešeńı problému obchodńıho
cestuj́ıćıho, ale je možné se pokoušet vhodným penalizováńım měnit tvar určeného minimálńıho 1-stromu
tak, aby se stal kružnićı.

Za mı́ru odlǐsnosti 1-stromu T od kružnice budeme považovat č́ıslo D(T ) =
∑
U(T ) |degT (vi) − 2|,

nebot’ podle lemmatu 8.1 je 1-strom T kružnićı, právě když D(T ) = 0.
Jestliže pro uzel vi je degT (vi) > 2, a zvoĺıme-li penalizaci uzlu vi kladnou, pak se ohodnoceńı

hran vycházej́ıćıch z uzlu vi zvětš́ı, takže je možné očekávat, že některé z nich v d̊usledku penalizace
z minimálńıho 1-stromu vypadnou, což zp̊usob́ı pokles č́ısla degT (vi)− 2. Je-li degT (vj) = 1 (jiný menš́ı
než 2 být nemůže), voĺıme naopak penalizaci uzlu vj zápornou, abychom stupeň uzlu zvětšili. I když
penalizace může ovlivnit stupně uzl̊u v 1-stromu zcela jinak, než bylo zamýšleno, jsou praktické zkušenosti
s touto metodou dobré.

Př́ıklad. Ukážeme si, jak metoda penalizaćı postupně měńı minimálńı 1-strom. Zde byla použita pe-
nalizace ti = 10(degT vi − 2).

Mějme dán následuj́ıćı graf s hranovým
ohodnoceńım, ve kterém jsme určili mi-
nimálńı kostru (je vyznačena silně).

•

•

•

•

•

•

•

...........
...........
...........
...........
...........
...........
...........
...........
...........
...........
...........
...........
............

...........
...........

...........
...........

...........
...........

...........
...........

...........
...........

...........
.................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................

.......

.......

.......

.......

.......

.......

.......

.......

.......

.......

.......

.......

.......

.......

.......

.......

.......

.......

.......

.......

.......

.......................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................
...........

...........
...........

...........
...........

...........
...........

...........
...........

...........
...........

............
...........
...........
...........
...........
...........
...........
...........
...........
...........
...........
...........
.........................................................................................................................................................................................................................

...........
...........
...........
...........
...........
...........
...........
...........
...........
...........
...........
...........
.........................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................

...........
...........

...........
...........

...........
...........

...........
...........

...........
...........

...........
...................................................................................................................................................

...........
...........
...........
...........
...........
...........
...........
...........
...........
...........
...........
...........
.....................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................

....................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................
6 8

35
11 2

5 20
4 3

7 8

Tuto minimálńı kostru doplńıme na mi-
nimálńı 1-strom.

•

•

•

•

•

•

•

...........
...........
...........
...........
...........
...........
...........
...........
...........
...........
...........
...........
............

...........
...........

...........
...........

...........
...........

...........
...........

...........
...........

...........
.................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................

.......

.......

.......

.......

.......

.......

.......

.......

.......

.......

.......

.......

.......

.......

.......

.......

.......

.......

.......

.......

.......

.......................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................
...........

...........
...........

...........
...........

...........
...........

...........
...........

...........
...........

............
...........
...........
...........
...........
...........
...........
...........
...........
...........
...........
...........
.........................................................................................................................................................................................................................

...........
...........
...........
...........
...........
...........
...........
...........
...........
...........
...........
...........
.........................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................

...........
...........

...........
...........

...........
...........

...........
...........

...........
...........

...........
...................................................................................................................................................

...........
...........
...........
...........
...........
...........
...........
...........
...........
...........
...........
...........
.....................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................

...............................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................
.......
.......
.......
.......
.......
.......
.......
.......
.......
.......
.......
.......
.......
.......
.......
.......
.......
.......
.......
.......
.......
.......
.............................................................................................................................................................................................................................

6 8

35
11 2

5 20
4 3

7 8

Nalezený minimálńı 1-strom neńı kružnićı,
budeme tedy penalizovat výše uvedeným
zp̊usobem.
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Urč́ıme nové ohodnoceńı hran a nalezneme
nový minimálńı 1-strom.
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Minimálńı 1-strom opět neńı kružnićı, je
tedy nutné znovu penalizovat.
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Opět urč́ıme nové ohodnoceńı hran a na-
lezneme nový minimálńı 1-strom.
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Tento minimálńı 1-strom je kružnićı, našli jsme tedy řešeńı problému obchodńıho cestuj́ıćıho.

Připomeňme, že metoda penalizaćı je př́ıkladem optimalizačńı heuristiky, která bud’to nalezne přesné
řešeńı, nebo řekne

”
nev́ım“.

Algoritmus (schéma metody penalizaćı)

Vstupńı data - graf G s hranami ohodnocenými č́ısly cij . Úkolem je nalézt v grafu G minimálńı hamilto-
novskou kružnici. V následuj́ıćım schématu budeme potřebovat pomocné proměnné ti, zi.

1. Inicializace. Pro i := 1, . . . , n položme ti = 0.

2. Určeńı minimálńıho 1-stromu. V grafu G, ve kterém se změńı ohodnoceńı hran z hodnot cij na
hodnoty cij + ti + tj , urč́ıme minimálńı 1-strom T .

3. Test ukončeńı. Je-li T kružnice, výpočet konč́ı, T je hledaná kružnice (KONEC).

4. Změna penalizace. Pokud T neńı kružnice, pro každé i := 1, . . . , n zvoĺıme č́ıslo zi a polož́ıme
ti = ti + zi. Jdeme do bodu 2.

Může se stát, že takto popsaný postup opakuje cyklus bod̊u 2, 3, 4 neustále, aniž by nalezl řešeńı, at’

je tomu tak kv̊uli zadáńı úlohy, nebo nevhodnými změnami penalizace. Proto je třeba do bodu 3 přidat
mechanismus, který v takovém př́ıpadě výpočet zastav́ı.

8.2 Kružnice malé váhy v úplném ohodnoceném grafu

Uvažujme univerzálńı obráběćı stroj, který umı́ dělat n r̊uzných operaćı (vrtáńı, řezáńı, broušeńı atd.).
K vyrobeńı výrobku je třeba provést všechny operace a na jejich pořad́ı nezálež́ı. Přestaveńı stroje z
i-té na j-tou operaci trvá wij časových jednotek. Úkolem je nalézt takové pořad́ı operaćı, při němž
se minimalizuje celková doba prostoj̊u, zp̊usobených přestavováńım stroje. Tato úloha se nazývá

”
job

sequencing problem“ (česky snad
”
problém řazeńı operaćı“) a lze ji zřejmým zp̊usobem převést na úlohu

obchodńıho cestuj́ıćıho v ohodnoceném úplném grafu, v němž uzly jsou operace a ohodnoceńı hran je
dáno č́ısly wij . Je rozumné předpokládat, že hranové ohodnoceńı splňuje trojúhelńıkovou nerovnost

wij + wjk ≥ wik , ∀i, j, k ∈ U(G).

Algoritmus, který si ukážeme, sice dá (nějaké) řešeńı vždy, ale hamiltonovská kružnice, kterou nalezne,
nemuśı být nutně optimálńı.
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Algoritmus (hamiltonovská kružnice malé váhy v úplném ohodnoceném grafu s trojúhelńıkovou nerov-
nost́ı)

Vstup: Úplný graf G s s ohodnoceńım w : H(G)→ (0,∞), splňuj́ıćım trojúhelńıkovou nerovnost.

1. Najdeme minimálńı kostru T grafu G.

2. Zvoĺıme libovolný uzel v ∈ V (G) a oč́ıslujeme uzly grafu G v pořad́ı prohledáváńı stromu T do
hloubky od uzlu v. Necht’ H je výsledná posloupnost.

3. Polož́ıme C = H, v.

Výstup: Kružnice C.

Př́ıklad. Mějme ohodnocený úplný graf G, popsaný matićı W (G):

W (G) =


0 3 3 2 7 3
3 0 3 4 5 5
3 3 0 1 4 4
2 4 1 0 5 5
7 5 4 5 0 4
3 5 4 5 4 0


Jedna z minimálńıch koster grafu G má množinu hran H(T1) = {{u1, u2}, {u1, u4}, {u1, u6}, {u3, u4},
{u5, u6}}. Při jej́ım prohledáváńı do hloubky dostaneme posloupnost uzl̊u H1 = u1, u2, u4, u3, u6, u5 a
odtud hamiltonovskou kružnici C1 = u1u2u4u3u6u5u1 s váhou w(C1) = 23.

Jiná minimálńı kostra tohoto grafu má množinu hran H(T2) = {{u1, u4}, {u1, u6}, {u2, u3}, {u3, u4},
{u3, u5}}; jej́ı prohledáváńı do hloubky dává posloupnost uzl̊uH2 = u1, u4, u3, u2, u5, u6 a hamiltonovskou
kružnici C2 = u1u4u3u2u5u6u1 s váhou w(C2) = 18.

Poznamenejme, že kružnice C2 je optimálńım řešeńım dané úlohy.

Následuj́ıćı tvrzeńı ukazuje, jak kvalitńı odhad optimálńıho řešeńı tento algoritmus dává.

Věta 8.1. Necht’ G je ohodnocený úplný graf s ohodnoceńım, splňuj́ıćım trojúhelńıkovou nerovnost, C ′

je hamiltonovská kružnice malé váhy v G, vytvořená naš́ım algoritmem, a C je minimálńı hamiltonovská

kružnice v G (tj. řešeńı úlohy obchodńıho cestuj́ıćıho v G). Pak plat́ı

w(C ′) ≤ 2w(C).

Důkaz. Necht’ C je optimálńı hamiltonovská kružnice v grafu G, a C ′ je hamiltonovská kružnice,
vytvořená naš́ım algoritmem. Je-li T minimálńı kostra grafu G, pak jistě plat́ı

w(T ) =
∑

h∈H(T )

w(h) ≤ w(C),

nebot’ vyjmut́ım jedné hrany z C dostaneme kostru G, ale T je minimálńı kostra.
Necht’ W je uzavřený sled, určený prohledáváńım kostry T do hloubky. Pak W procháźı každou hranou

kostry T právě dvakrát. Tedy

w(W ) =
∑

h∈H(W )

w(h) = 2w(T ) ≤ 2w(C).

Povšimneme si nyńı toho, že kružnici C ′ lze z T sestrojit tak, že při zpětném chodu backtrackingu
opakovaně mı́sto každé dvojice následuj́ıćıch hran použijeme př́ıslušnou chordu. Při každé náhradě dvojice
hran {x, y}, {y, z} jedinou hranou {x, z} ale plat́ı w(x, z) ≤ w(x, y) +w(y, z), a tedy suma ohodnoceńı se
nezvětšuje. Proto w(C ′) ≤ w(W ), odkud

w(C ′) ≤ w(W ) ≤ 2w(C). 2
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Poznámka. Uvažujme nějaký optimalizačńı problém. O polynomiálńım algoritmu, který pro každá
př́ıpustná vstupńı data poskytne přibližné řešeńı, jehož váha je nejvýše k-násobkem váhy optimálńıho
řešeńı, ř́ıkáme, že je polynomiálńı k-aproximaćı daného problému. Věta 8.1 tedy ř́ıká, že náš algoritmus je
polynomiálńı 2-aproximaćı pro úlohu obchodńıho cestuj́ıćıho v úplném grafu s trojúhelńıkovou nerovnost́ı.
Následuj́ıćı tvrzeńı ukazuje, že bez předpokladu trojúhelńıkové nerovnosti nic takového nelze očekávat.

Věta 8.2. Je-li P 6= NP , pak pro žádné přirozené č́ıslo k neexistuje polynomiálńı k-aproximace úlohy
obchodńıho cestuj́ıćıho v úplném ohodnoceném grafu.

Důkaz. Nejprve zavedeme následuj́ıćı označeńı.

k-TSP (k-aproximačńı problém TSP)
Vstup: úplný graf G s hranovým ohodnoceńım w : H(G)→ (0,∞) a přirozené č́ıslo k ≥ 2.
Úkol: naj́ıt kružnici C ′ v G takovou, že w(C ′) ≤ k · w(C), kde C je optimálńı řešeńı úlohy obchodńıho
cestuj́ıćıho v grafu G.
Výstup: kružnice C ′.

Je zřejmé, že polynomiálńı k-aproximace úlohy obchodńıho cestuj́ıćıho v úplném ohodnoceném grafu by
dávala polynomiálńı algoritmus pro úlohu k-TSP. K d̊ukazu věty tedy postač́ı naj́ıt polynomiálńı převod

HAM / k-TSP,

tj. ukázat, že problém k-TSP je NP-těžký pro každé přirozené k.

Necht’ je tedy dán graf G na n = |U(G)| uzlech (o němž máme rozhodnout, zda je hamiltonovský), a
libovolné přirozené č́ıslo k. Grafu G přǐrad́ıme úplný ohodnocený graf G′k následuj́ıćım předpisem:

U(G′k) = U(G),

H(G′k) =
(
U(G)

2

)
,

pro h ∈ H(G′k) polož́ıme w(h) =

{
1 pokud h ∈ H(G),
kn+ 1 jinak.

Nyńı je zřejmé, že

• je-li graf G hamiltonovský, pak v G′k existuje kružnice váhy n, a tedy každá k-aproximace optima
úlohy obchodńıho cestuj́ıćıho v G′k má váhu nejvýše kn,

• jestliže G neńı hamiltonovský, pak každá kružnice v G′k obsahuje alespoň jednu hranu s váhou
kn+ 1, a tedy má váhu alespoň (n− 1) · 1 + 1 · (kn+ 1) = (k + 1)n.

Pomoćı výstupu z problému k-TSP na grafu G′k tedy můžeme rozhodnout, zda je graf G hamiltonovský:
je-li výstupem k-TSP na G′k kružnice C ′, pak G je hamiltonovský, právě když w(C ′) ≤ kn.

Zbývá ověřit, že převod HAM / k-TSP je polynomiálńı, ale to je zřejmé. 2

Na závěr tohoto odstavce si uvedeme ještě jeden (ještě jednodušš́ı) algoritmus, o němž lze také dokázat,
že za předpokladu trojúhelńıkové nerovnosti poskytuje polynomiálńı 2-aproximaci úlohy obchodńıho ces-
tuj́ıćıho. Důkaz lze nalézt např. v knize [7].

Algoritmus (hamiltonovská kružnice malé váhy v úplném ohodnoceném grafu s trojúhelńıkovou nerov-
nost́ı II)

1. i := 1.

2. Zvolme libovolný uzel u1 a položme C1 = ({u1}, ∅).
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3. Je-li i < n, nalezneme uzly vi ∈ U(G) \ U(Ci) a ui ∈ U(Ci) takové, že w(ui, vi) je minimálńı,

jinak KONEC.

4. Sestrojme Ci+1 vložeńım uzlu vi do kružnice Ci před uzel ui.

5. i := i+ 1, zpět na 3.

Poznámka. Uvedený algoritmus je v podstatě postupem z
”
rodiny“ hladových algoritmů.

Př́ıklad. Mějme ohodnocený úplný graf G, popsaný matićı W (G):

W (G) =


0 3 3 2 7 3
3 0 3 4 5 5
3 3 0 1 4 4
2 4 1 0 5 5
7 5 4 5 0 4
3 5 4 5 4 0


Zvolme výchoźı uzel, např. ten, který je reprezen-
tován prvńım sloupcem (nebo řádkem, matice je
symetrická). Vytvořili jsme jednouzlovou kružnici
C1 = u1. Ze všech nenulových č́ısel v př́ıslušném
řádku nebo sloupci vybereme to nejmenš́ı - nalez-
neme uzel u4 - viz krok 3.

W (G) =


0 3 3 2 7 3
3 0 3 4 5 5
3 3 0 1 4 4
2 4 1 0 5 5
7 5 4 5 0 4
3 5 4 5 4 0


Vytvořili jsme novou kružnici C2 = u1 u4 u1. Nyńı
hledáme minimum v řádćıch 1 a 4 (vynecháme
přitom sloupce 1 a 4, nebot’ každým uzlem projdeme
právě jednou). Tak nalezneme uzel u3, který je da-
nou hranou spojen s uzlem, v jehož řádku jsme tento
prvek našli. Je to čtvrtý řádek, tedy w(u3, u4) = 1.

W (G) =


0 3 3 2 7 3
3 0 3 4 5 5
3 3 0 1 4 4
2 4 1 0 5 5
7 5 4 5 0 4
3 5 4 5 4 0


Źıskáme kružnici C3 = u1 u3 u4 u1. Podle kroku 4
v našem algoritmu jsme dali nový uzel před ten,
s ńımž je spojen danou hranou s minimálńım ohod-
noceńım. Opět hledáme minimálńı prvek, tentokrát
v řádćıch 1, 3, 4 s vynecháńım stejných sloupc̊u. Na-
lezneme uzel u2 v 1. řádku. Zde jsme měli několik
možnost́ı, vybrali jsme tu prvńı.

W (G) =


0 3 3 2 7 3
3 0 3 4 5 5
3 3 0 1 4 4
2 4 1 0 5 5
7 5 4 5 0 4
3 5 4 5 4 0


Opět vytvoř́ıme novou kružnici C4 = u1 u3 u4 u2 u1. V daľśıch kroćıch bychom přidali oba zbylé uzly a
vytvořili tak kružnici C6 = u1 u5 u3 u4 u2 u6 u1. Cena této kružnice w(C6) = 24. Neńı to však optimálńı
řešeńı, to má cenu w(C) = 18 a př́ıslušná kružnice je C = u1 u4 u3 u2 u5 u6 u1. V matici W (G) se jedná o
silně vyznačené prvky:

W (G) =


0 3 3 2 7 3
3 0 3 4 5 5
3 3 0 1 4 4
2 4 1 0 5 5
7 5 4 5 0 4
3 5 4 5 4 0
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