
Ohodnocené orientované grafy

Definice. Bud’ G⃗ graf. Funkce w : H(G⃗) −→ (0,∞) se nazývá (hranové)

ohodnoceńı grafu G⃗; graf se zadaným ohodnoceńım se nazývá ohodnocený

graf.

Definice. Necht’ G⃗ je orientovaný graf s ohodnoceńım w. Pro každou

cestu P⃗ ⊂ G⃗ definujeme w-délku w(P⃗ ) cesty P⃗ předpisem

w(P⃗ ) =
∑

h∈H(P⃗ )

w(h).

Necht’ u, v ∈ U(G⃗). Pak

(i) vzdálenost́ı uzl̊u u, v v grafu G⃗ (znač́ıme dG⃗(u, v)) rozumı́me nejmenš́ı

délku orientované cesty z uzlu u do uzlu v v grafu G⃗,

(ii) w-vzdálenost́ı uzl̊u u, v v grafu G⃗ (znač́ıme dw
G⃗
(u, v)) rozumı́me nejmen-

š́ı w-délku orientované cesty z uzlu u do uzlu v v grafu G⃗.

Neexistuje-li v G⃗ cesta z u do v, klademe dG⃗(u, v) = dw
G⃗
(u, v) = ∞.

1



Necht’ G⃗ je ohodnocený graf. Uzly grafu G⃗ oč́ıslujeme 1, . . . , n, a pro 1 ≤ i, j ≤
n polož́ıme

wi,j =


w((ij)) jestliže (i, j) ∈ H(G⃗),

0 jinak.

Matice W(G⃗) = [wij]
n
i,j=1 se nazývá vážená matice sousednosti grafu G⃗.

Speciálně, neohodnocený graf považujeme za ohodnocený wij = 1.

Matice sousednosti grafu G⃗:

A(G⃗) = [aij]
n
i,j=1, kde aij =


1 jestliže (i, j) ∈ H(G⃗),

0 jinak.

Matice w-vzdálenost́ı (w-distančńı matice) grafu G⃗:

Dw(G⃗) = [dwij]
n
i,j=1, kde d

w
ij = dw

G⃗
(i, j).

Distančńı matice grafu G⃗:

D(G⃗) = [dij]
n
i,j=1, kde dij = dG⃗(i, j).
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Výpočet distančńı matice D(G⃗):

Věta. Necht’ G⃗ je orientovaný graf a k ≥ 0. Prvek a
(k)
ij matice (A(G⃗))k je

roven počtu sled̊u délky (přesně) k z uzlu i do uzlu j v G⃗.

Důsledek. Prvek dij matice D(G⃗) je roven nejmenš́ı mocnině k, pro kte-

rou je prvek a
(k)
ij matice (A(G⃗))k nenulový.

Výpočet w-distančńı matice Dw(G⃗):

Necht’ G⃗ je ohodnocený orientovaný graf.

Definujeme matici C(G⃗) = [cij]
n
i,j=1 předpisem:

cij =



0 jestliže i = j,

∞ jestliže i ̸= j a (i, j) /∈ H(G⃗),

wij jestliže i ̸= j a (i, j) ∈ H(G⃗).

(Matice C(G⃗) se někdy nazývá cenová matice grafu G⃗).

Definujeme
”
nové“ operace:

a⊕ b = min{a, b},
a⊙ b = a + b,

a k-tou mocninu matice C(G⃗) při těchto operaćıch označ́ıme D(k)(G⃗).

Věta. Bud’ G⃗ ohodnocený orientovaný graf a r nejmenš́ı č́ıslo, pro něž

plat́ı D(r)(G⃗) = D(r+1)(G⃗). Pak D(r)(G⃗) = Dw(G⃗).
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Algoritmus 3.1 (Floyd̊uv algoritmus)

1. Polož́ıme D0 = C(G⃗).

2. Pro k = 1, . . . , n postupně vypoč́ıtáváme matice Dk = [dkij]
n
i,j=1, kde

dkij = min{dk−1
ij , dk−1

ik + dk−1
kj }.

3. Dn = Dw(G⃗).

Poznámka: dkij je minimálńı w-délka cesty z uzlu i do uzlu j množinou uzl̊u

{1, . . . , k}.

Věta 3.1. Algoritmus 3.1 nalezne w-distančńı matici Dw(G⃗) grafu G⃗

v čase O(n3).
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Dijkstr̊uv algoritmus (minimálńı cesta z uzlu u do uzlu v)

1. Uzlu u přǐrad’ trvalou hodnotu th(u) = 0, ostatńım uzl̊um dočasnou hod-

notu dh(u) = ∞.

2. Je-li x posledńı uzel, jemuž byla přǐrazena trvalá hodnota th(x), pak všem

uzl̊um y, pro něž (x, y) ∈ H(G⃗) a které ještě nemaj́ı trvalou hodnotu,

přǐrad’ novou dočasnou hodnotu dh(y) := min{dh(y), th(x) + w(x, y)}.

3. Pro uzel z s nejmenš́ı dočasnou hodnotou polož th(z) := dh(z).

4. Má uzel v trvalou hodnotu?

– NE: vrat’ se na 2.,

– ANO: th(v) je w-délka minimálńı cesty z u do v.

Poznámka: hrany (x, y), na nichž w(x, y) = th(y) − th(x), určuj́ı minimálńı

cestu z u do v.
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Definice. Bud’ G⃗ acyklický ohodnocený orientovaný graf a u, v ∈ U(G⃗).

Orientovaná cesta z u do v maximálńı w-délky se nazývá kritická cesta

(z u do v v G⃗).

Př́ıklad.

Činnost Doba Bezprostředně
trváńı podmiňuj́ıćı činnosti

A 4 –
B 2 –
C 1 –
D 7 A
E 6 A
F 1 A,B,C
G 2 A,B,C
H 4 C
I 2 E,F,G,H
J 8 G,H

Uzly – stavy

Hrany – činnosti
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Kritická cesta: 1, 2, 4, 5, 7

Kritické činnosti: A, G, J
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Algoritmus (kritická cesta z u do v v G⃗)

1. Oč́ısluj uzly grafu G⃗ podle věty o acyklických grafech.

2. Konstrukce minimálńıho časového ohodnoceńı t(i):

a) uzlu 1 (tj. u) přǐrad’ t(1) = 0,

b) pro i = 2, . . . , n uzlu i přǐrad’

t(i) = max{t(j) + w((j, i)) | (j, i) ∈ H(G⃗)},
c) t(n) je w-délka kritické cesty.

3. Konstrukce maximálńıho časového ohodnoceńı T (i):

a) uzlu n (tj. v) přǐrad’ T (n) = t(n),

b) pro i = n− 1, . . . , 1 uzlu i přǐrad’

T (i) = min{T (j)− w((i, j)) | (i, j) ∈ H(G⃗)}.

4. Kritická cesta procháźı těmi uzly i, pro něž T (i) = t(i), a hranami (i, j),

pro něž w((i, j)) = t(j)− t(i).
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2. Toky v śıt́ıch

Definice 2.1. Śıt’ je orientovaný graf G⃗ s ohodnoceńım hran r : H(G⃗) −→
(0,∞) a ohodnoceńım uzl̊u a : U(G⃗) −→ R.

Značeńı: uzly G⃗ oč́ıslujeme 1, . . . , n,

pro i ∈ U(G⃗) budeme a(i) krátce značit ai,

pro (i, j) ∈ H(G⃗) budeme r((i, j)) krátce značit rij,

i, j = 1, . . . , n.

Definice 2.2. Bud’ G⃗ śıt’ s ohodnoceńım uzl̊u ai a s ohodnoceńım hran

rij. Tok v śıti G⃗ je nezáporné hranové ohodnoceńı x : H(G⃗) −→ ⟨0,∞),

splňuj́ıćı následuj́ıćı podmı́nky:

1. pro každý uzel i ∈ U(G⃗) plat́ı

∑
j;(i,j)∈H(G⃗)

xij − ∑
j;(j,i)∈H(G⃗)

xji = ai ,

2. pro každou hranu (i, j) ∈ H(G⃗) plat́ı

0 ≤ xij ≤ rij .

ai: intenzita uzlu i ∈ U(G⃗)

rij: propustnost hrany (i, j) ∈ H(G⃗)

Uzel i ∈ U(G⃗) se nazývá

zdroj, je-li ai > 0,

stok, je-li ai < 0,

neutrálńı uzel, je-li ai = 0.
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Definice 2.4. Necht’ G⃗ je śıt’, A ⊂ U(G⃗) je množina uzl̊u, a položme

Ā = U(G⃗) \ A. Množina hran

(A, Ā) = {(x, y) | x ∈ A, y ∈ Ā}

se nazývá řez śıtě G⃗.

Označeńı.

Je-li f : U(G⃗) −→ R funkce na U(G⃗), označ́ıme f (A) =
∑
i∈A

fi ,

je-li g : H(G⃗) −→ R funkce na H(G⃗), označ́ıme g(A, Ā) =
∑

(i,j)∈(A,Ā)
gij.

Tvrzeńı 2.1. Necht’ G⃗ je śıt’, x je tok v G⃗ a necht’ A ⊂ U(G⃗) je množina

uzl̊u G⃗. Pak plat́ı

a(A) = x(A, Ā)− x(Ā, A).

Věta 2.1. V śıti G⃗ existuje tok právě když a(U(G⃗)) = 0 a pro každou

množinu uzl̊u A ⊂ U(G⃗) je a(A) ≤ r(A, Ā).
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