
7. Barevnost grafu

Definice 7.1. Graf G se nazývá k-obarvitelný, jestliže každému jeho uzlu

lze přǐradit jednu z “barev” 1 . . . k tak, že žádné dva sousedńı uzly nemaj́ı

stejnou barvu.

Definice 7.2. Nejmenš́ı přirozené č́ıslo k, pro které je graf G k-obarvi-

telný, se nazývá chromatické č́ıslo (barevnost) grafu G a znač́ı se χ(G).

Tvrzeńı 7.1. Necht’ G obsahuje jako podgraf úplný graf Kk. Pak

χ(G) ≥ k.

Věta 7.1. Pro každý graf G plat́ı

χ(G) ≤ ∆(G) + 1,

kde ∆(G) je maximálńı stupeň grafu G.
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Věta 7.2 (Brooks). Pro každý graf G plat́ı

χ(G) ≤ ∆(G)

až na tyto dvě výjimky:

I. G má komponentu K(∆(G)+1),

II. ∆(G) = 2 a G má za komponentu kružnici liché délky.

Důsledek 7.1. Je-li G souvislý graf, který neńı úplným grafem ani kruž-

nićı liché délky, pak χ(G) ≤ ∆(G).

Věta 7.3. Necht’ G je graf. Pak je χ(G) = 2 právě když H(G) ̸= ∅ a

G neobsahuje kružnici liché délky.

Věta 7.4. Úloha: “určete, zda je daný graf G 3-obarvitelný” je NP-úplná.

Věta 7.5. Pro graf G s chromatickým č́ıslem χ(G) a nezávislost́ı α(G)

plat́ı:

1. χ(G) α(G) ≥ |U(G)|,
2. χ(G) + α(G) ≤ |U(G)| + 1.
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Věta 7.6 (Haken, Appel). Každý rovinný graf je 4-obarvitelný.
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8. Modely výpočtu

Definice algoritmu:

• Turing̊uv poč́ıtač

• rekurzivńı funkce

• program v některém programovaćım jazyku

• . . .

”
Churchova teze“ : každá úloha, algoritmizovatelná podle některé defi-

nice, je algoritmizovatelná i podle všech ostatńıch definic.
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8.1 Poč́ıtač s libovolným př́ıstupem
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V poĺıch vstupńı i výstupńı pásky jsou celá č́ısla libovolně velká.

Pamět’ových buněk je neomezený počet a lze do nich vkládat neomezeně velká

č́ısla.

Č́ısla před registry a pamět’ovými buňkami udávaj́ı adresu.
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Konfigurace poč́ıtače: přǐrazeńı, které každému

– poli vstupńı pásky

– poli výstupńı pásky

– pamět’ové buňce

– programovému registru

přǐrazuje celé č́ıslo (= popis okamžitého stavu poč́ıtače).

Počátečńı konfigurace: existuje n takové, že

– pole vstupńı pásky s adresami n, n + 1, . . .

– všechna pole výstupńı pásky

– všechny pamět’ové buňky

obsahuj́ı nuly a programový registr má hodnotu 1

(tj. na poĺıch vstupńı pásky s adresami 0, . . . , n− 1 jsou vstupńı data.)

Výpočet poč́ıtače: posloupnost konfiguraćı C0, C1, . . . taková, že C0 je

počátečńı konfigurace, a krok je dán některým z př́ıkaz̊u (viz dále).

Program poč́ıtače: konečná posloupnost p1, . . . , pn př́ıkaz̊u.
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Př́ıkazy

Přesuny v paměti

LOAD operand do pracovńıho registru ulož́ı hodnotu operandu

(ostatńı nezměněno)

STORE operand do pamět’. buňky s adresou rovnou adrese operandu

ulož́ı obsah prac. registru

Aritmetické př́ıkazy

ADD operand k obsahu prac. registru přičte hodnotu operandu

SUBTRACT operand od obsahu prac. registru odečte hodnotu operandu

MULTIPLY operand obsah prac. registru násob́ı hodnotou operandu

DIVIDE operand obsah prac. registru děĺı hodnotou operandu

Vstupy, výstupy

READ do prac. registru dá obsah aktuálńıho pole vstupńı

pásky a posune hlavu o 1 vpravo

WRITE obsah prac. registru ulož́ı do aktuálńıho pole

výstupńı pásky a posune hlavu o 1 vpravo

Skoky

JUMP návěšt́ı ulož́ı návěšt́ı do programového registru

JZERO návěšt́ı provede př́ıkaz JUMP, pokud je obsah

pracovńıho registru roven nule

JGE návěšt́ı provede př́ıkaz JUMP, pokud obsah

prac. registru je ≥ 0

Návěšt́ım rozumı́me č́ıslo instrukce či př́ıkazu programu, tj. přirozené č́ıslo.
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Zastaveńı

STOP ukonč́ı výpočet

ACCEPT ukonč́ı výpočet, u rozhodovaćıch úloh má

pravdivostńı hodnotu 1

REJECT totéž jako ACCEPT, ale dává hodnotu 0

Zp̊usoby zadáńı operandu:

j (j je přirozené č́ıslo nebo nula) - adresa operandu je j, hodnota operandu

je obsah buňky s adresou j.

∗j (j je celé č́ıslo) - adresa operandu je i + j, kde i je obsah indexového

registru, hodnota je obsah buňky s adresou i + j.

= j (j je celé č́ıslo) - hodnota je j, adresa neńı definována.

Adresovaćı chyba: nastane, když se u operandu ∗j objev́ı okamžitá hodnota

i + j záporná. Výpočet se v takovémto př́ıpadě zastav́ı.
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8.2 Časová a pamět’ová náročnost výpočtu

Definice 8.1. řekneme, že výpočet poč́ıtače trval dobu t, jestliže

– v t-tém kroku došlo k:

– provedeńı př́ıkazu zastaveńı, nebo

– adresovaćı chybě, nebo

– děleńı nulou,

– v kroćıch 0, 1, . . . , t− 1 žádný z uvedených př́ıpad̊u nenastal.

Řekneme, že výpočet poč́ıtače pracoval s pamět́ı velikosti m, jestliže

– nebyl proveden př́ıkaz s adresou > m,

– byl proveden př́ıkaz s adresou = m.

Omezeńı 1. Necht’ p je pevně daný polynom. Připoušt́ıme jen výpočty,

pro něž v žádné buňce paměti neńı č́ıslo v absolutńı hodnotě větš́ı než

p(max{n, |c1|, |c2|, . . . , |cn|}), kde c1, . . . , cn jsou vstupńı data.

Věta 8.1. Necht’ f je funkce a M poč́ıtač, který každou vstupńı posloup-

nost délky n zpracuje v čase f (n). Pak existuje poč́ıtač M ′, který zpracuje

týž vstup v čase O
(
(f (n))2

)
a v paměti O(f (n)) a dá týž výstup.

Důsledek 8.1. Jestliže existuje poč́ıtač, který každou vstupńı posloup-

nost délky n zpracuje v polynomiálńım čase, pak existuje poč́ıtač, který

každou vstupńı posloupnost zpracuje v polynomiálńım čase i paměti.
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8.3 Problémy (jazyky) tř́ıdy P

Definice 8.2. Vstupńımi daty nebo slovem nazveme konečnou posloupnost

nul a jedniček.

Délkou slova rozumı́me počet člen̊u posloupnosti vstupńıch dat.

Jazykem nazveme konečnou (nebo i nekonečnou) množinu slov.

Definice 8.3. Přij́ımaćı poč́ıtač je poč́ıtač, který má následuj́ıćı dvě vlast-

nosti:

(i) jeho program neobsahuje př́ıkazy WRITE ani STOP,

(ii) pro každé slovo w se výpočet zastav́ı po konečném počtu krok̊u prove-

deńım př́ıkaz̊u ACCEPT nebo REJECT (aniž by došlo k adresovaćı

chybě nebo děleńı nulou).

Řekneme, že přij́ımaćı poč́ıtač přij́ımá slovo w, pokud se výpočet zastav́ı

př́ıkazem ACCEPT , a odmı́tá slovo q, pokud výpočet skonč́ı př́ıkazem

REJECT.

Množina přij́ımaných slov se nazývá jazyk přij́ımaný poč́ıtačem.

Definice 8.4. Necht’ J je jazyk a f : N → N. Časová (pamět’ová)

složitost jazyka J je nejvýše f , jestliže existuje přij́ımaćı poč́ıtač M , který

přij́ımá J a každé slovo jazyka J délky n zpracuje v čase (paměti) f (n).

Definice 8.5. Tř́ıda P je tř́ıda všech jazyk̊u J , pro něž existuje polynom

p takový, že časová složitost jazyka J je nejvýše p.
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