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1 Grupy

Lemma 1.1 Necht m,n € Z , m,n # 0 . Oznaéime-li d = (m,n) nejvétsi spolecny
delitel c¢isel m,n , potom existuji ¢isla u,v € Z tak, Ze um+wvn=4d .
Specielné: jsou-li m,n cisla nesoudélna, existuji c¢isla w,v € Z tak, Ze um +wvn =1 .

Dukaz Oznaéme K = {|rm + sn| ; r;s € Z, rm+sn # 0} . Tato mnozina je neprazdna,
a ma tedy nejmensi prvek - ozna¢me ho |rgm + son| . Potom je d = £(rom + son) .
|

Definice 1.1 Rekneme, %e mnozina G je grupa, jestliZe na G je definovdna bindrni
operace

GxG—G

(g,h) —>g-h VYg,h € G

takova, Ze plati:
(2) Existuje prvek gy € G takovy, Ze pro vSechny prvky g € G je g-go=go-g=9 -
(3) Pro kazdy prvek g € G existuje prvek gt € G tak, %e g-g =gt -g=go .
Presné lze psdt (G,-) je grupa s operaci - .
Poznamka 1.1
1. Znak - pro grupovou operaci se vétsinou nepise, a tedy gh je totéz jako ¢g- h .
2. Prvek g¢o je urcen jednoznacné, nazyva se jednotkovy prvek a oznacuje 1 .

3. Pro kazdy prvek ¢ € G je prvek ¢~! uréen jednoznacné a nazyva se inverzni prvek k
prvku g .

Definice 1.2 Jestlize G je grupa, v niz pro kaZdé dva prvky g,h € G plati gh = hg
potom grupa G se nazyvd komutativni nebo téZ Abelova grupa.

Poznamka 1.2 Je-li G Abelova grupa, byva zvykem operaci psat znakem + , tedy
g+ h . Prvek go se potom nazyva nulovy prvek grupy G a znac¢i 0 . Pro kazdy prvek
g € G se inverzni prvek nyni oznacuje —g a nazyva se prvek opacny k prvku g .
Takovou grupu budeme pfesné oznacovat (G,+) .

Lemma 1.2 Necht G je grupa, potom plati:
1. (¢Ht=yg Vge G ;
2. (gh)t=h"1g! Vg, h € G ;

3. 17t =1.



Definice 1.3 Neprdzdna c¢ist H C G , kde (G,-) je grupa, se nazyvd podgrupa grupy
G, jestlize 1€ H, abec H VNa,bc H, atcH VacH.
Budeme psat H < G .

Lemma 1.3 Necht (G,-) je grupa, H neprdzdnd ¢ast mnozZiny G . Potom plati:
H<G <abteH VabeH.

Dtkaz Implikace = je zfejma.
Implikace <: H#0 = JaceH = l=aa'eH.VaoeH a'l=1la'eH.
Va,be H acH ,b'eH = ab=alb)teH.

Definice 1.4 Bud H podgrupa grupy G , bud g € G , potom mnozina

gH ={gh ; h € H} se nazyvd levd rozkladovd trida grupy G podle podgrupy H wuréend
prvkem g ;

Hg = {hg ; h € H} se nazjvd pravd rozkladovd trida grupy G podle podgrupy H
urcend prvkem g .

Véta 1.1 Necht H je podgrupa grupy G , potom pro kazdé g,h € G plati:

Z.UgH:G, UHQZG;
geG geqG

2. gHNhH # (0 = gH = hH , HgNHh#0= Hg=Hh ;

3. gH=hH < h7lge H, Hg=Hh& gh™te H.

Dukaz ad 1) - zfejmé
ad 2) gHNhH #0 = v € gHNhH = 3h; € H tak, ze x = ghy, 3hy € H tak,
7e x = hhy . Potom Vy € gH je y=gk,kde k€ H =y = gk = glk = g(hih')k =
(gh1)(hi'k) = x(hi'k) = (hhy)(hi'k) = h(hohi'k) € hH . Tedy gH C hH . Stejné
hH C gH .
ad 3) Jestlize gH = hH = g=gl € gH = hH = 3k € H tak, Ze g = hk , potom
h=tg=h"'hk=1k=kec H .
Jestlize hlge H = h™lg=k, kde k€ H potom g=glegH , g=hke€ hH ,a
tedy g€ gHNhH . Tim gH NhH # () , a tedy podle 2) gH = hH .

|

Poznamka 1.3 Ozna¢me 4 mnozinu vSech navzajem raznych levych rozkladovych tiid
grupy G podle podgrupy H a B mnozinu vSech navzajem rtiznych pravych rozkladovych
tfid grupy G podle podgrupy H . Nyni muZeme definovat zobrazeni ¢: A — B takto:
p:gH — Hg™' .

Toto zobrazeni je vzajemné jednoznacné, a tedy |A| = |B| .

Tedy pocet levych rozkladovych t¥id grupy G podle podgrupy H se rovna poctu pravych
rozkladovych tfid grupy G podle H - toto ¢islo se oznacuje [G : H| a nazyva index
podgrupy H v grupé G .



Véta 1.2 (Lagrangeova)
Je-li H podgrupa grupy G , potom |G|=|H|-|G: H].

Diikaz Zobrazeni ¢: H — gH definované predpisem
p:h— gh Vhe H
je bijekce H na g¢gH ,atedy |H|=|gH|.
|

Véta 1.3 Prunik libovolného neprazdného souboru podgrup grupy G je opét podgrupa
grupy G .

Dukaz Necht H; < G Vi e I, potom Va,b e ﬂHi je a,be H; Vi el ,atedy
iel
ab™' € H; Viel.Tim ab™' € H;.
iel

|
Definice 1.5 Bud X podmnoZina grupy G . Pranik vsech podgrup grupy G , které
obsahuji mnozinu X , je opét podgrupa grupy G , obsahuje mnozZinu X , a nazyvd se
podgrupa generovand mnozinou X . Budeme ji znacit (X) .
Je-li (X) =G, potom X se nazgvd mnoZina generdtori grupy G .
Jestlize grupa G je generovand jedingm prvkem g € G, tj. G = ({g}) , Tikdme, Ze grupa
G je cyklickd a piseme zkrdcené G = (g) .
Jestlize g € G je prvek grupy G , potom ¢islo |(g)| se nazgvd vdd prvku g v grupé G
a znaci o(g) .
Grupa G se nazyva konecéna, jestlize |G| je konecné cislo.
Grupa G se nazyvd konecné generovand, jestlize existuje konecnda mnozina X , kterd
generuge grupu G |, tj. |X| je konecné cislo a (X) =G .

Disledek 1 Je-li G koneéné grupa, potom pro kazdy prvek g € G plati o(g) | |G| .

Diikaz Je to piimy disledek Lagrangeovy veéty.
|

Lemma 1.4 Bud G cyklickd grupa generovand prvkem g , potom G ={¢* ; k€ Z} .

Ditkaz Oznaéime-li X = {¢*; k € Z} , potom snadno vidime, ze X je podgrupa grupy
G, geX.Tim G=(9) CXCG.
|

Poznamka 1.4 Analogicky lze vyslovit takovéto tvrzeni:
Je-li X podmnozina grupy G , potom
(X)={h; heG, h=alak - 2k kde x1,29,...,00 € X k1, ko, ..k, € Z} .

Definice 1.6 Rekneme, Ze podgrupa H grupy G je normdini podgrupa grupy G ,
jestlize pro kazdé g € G a pro kazdé he€ H je g 'hge H .



Poznamka 1.5 V komutativni grupé je zrejmé kazda podgrupa normalni.

Véta 1.4 Necht H je podgrupa grupy G , potom nasledujici podminky jsou ekvivalentni.
1. H je normalni podgrupa grupy G .
2. g'HgC H Vg e G .
3. g'Hg=H Vge G .
4. gH = Hg Vg e G .
5

. Kazda levad rozkladovd trida G podle H se rovnd néjaké pravé rozkladoveé tridé G
podle H .

Dtikaz
1.=2. VgeGVYheH g'lhge H = ¢g'HgCH.
2.=3. (¢gYH'H¢g'CH = gH¢g'CH = HCg'Hg.
3.=>4. glHg=H = Hg=gH.
4. =5 gH=Hg.
5.=>1. VgeGVhe H 3¢ €G tak,%¢ go'H=Hgy = gleH¢nHg'! =
Hy =Hg' = ¢g'H=Hg! 3W"eH g'h=Wg! = glhg=HWecH.
|

Poznamka 1.6 Jestlize H je podgrupa grupy G takova, ze [G: H| =2 , potom H
je normalni podgrupa grupy G .

Definice 1.7 Jestlize H je normdlni podgrupa grupy G , potom ma mnoZiné levych
rozkladovych trid miuzZeme zavést grupovou operaci

aH -bH = abH.

Potom mnozina levijch rozkladovych trid s touto operaci tvori opét grupu, kterd se nazyvd
faktorgrupa grupy G podle normdlni podgrupy H a znaci G/H .

Definice 1.8 Necht G,H jsou grupy, necht o:G — H je zobrazeni. Toto zobrazeni se
nazyvd homomorfismus, jestlize pro kazdé a,b € G je (ab) = ¢(a)p(b) .

Jestlize ¢ je prosty homomorfismus, potom se nazyvd monomorfismus.

Jestlize ¢ je homomorfismus na H , potom se nazyvd epimorfismus.

Jestlize ¢ je vzajemné jednoznacny homomorfismus, potom se nazyvd izomorfismus.
Grupy G,H se nazyvaji izomorfni a znaci se G = H .

Véta 1.5 Necht ¢:G — H je homomorfismus grupy G do grupy H , potom plati:

1. o(1g) = 1p .



2. o) =¢plg)t  VYgel.
3. o(g*) = o(g)k Vge G VkeZ.

Dukaz

L yp(le)ly = ¢(le) = ¢(lele) = (
2. 9(9)p(9) ™ = 1m = (1) = (g9~
3.Pro k>0 je o(g*)=p(gg-- )
Pro k=0 je ¢(¢9°) = (1) = 1H =

Pro k<0 je p(g") = ((g7) ") = plg)* = (o)) * = p(g)* .

Jy(la)
p(9)elg™) -

;(g) (9)---wlg) = wlg)" .
©(9)° .

||\/Q

Definice 1.9 Necht ¢:G — H je homomorfismus grupy G do grupy H . Pro pod-
mnozinu K C H se mnoZina

p1(K)={g€G; ¢lg) € K}
nazyvd uplny vzor mnozZiny K . Specielné mnoZina

e1(ln) ={9€G; ¢(9) =1u}
se nazyvd jadro homomorfismu ¢ a znaci se Ker g .
Pro podmnoZinu L C G se mnozZina

(L) ={p(g) ; g€ L}

nazyvd obaz mnoziny L pri homomorfismu ¢ . Specielné mnozZina

o(G) ={plg) ; g€ G}

se nazyvd obraz homomorfismu ¢ a znaci se Imy .
Véta 1.6 Necht ¢:G — H je homomorfismus grup, potom plati:
1. Je-li K podgrupa grupy H , potom ¢_1(K) je podgrupa grupy G .

2. Je-li K normdlni podgrupa grupy H , potom ¢_1(K) je normdlni podgrupa grupa
G .

Ker ¢ je normalni podgrupa grupy G .
Je-li L podgrupa grupy G , potom @(L) je podgrupa grupy H .

Im ¢ je podgrupa grupy H .

S v e

Je-li L mnormdlni podgrupa grupy G , potom (L) je normdlni podgrupa grupy
Imep .

Dtikaz

ad 1) Va,b € o_1(K) p(ab™') = p(a)p(b)™ € K .

ad 2) Vg € G Vh € p_1(K) ¢(g " hg) = ¢(g) "e(h)p(g) € K .

ad 3) 1 je normdlni podgrupa grupy H .

ad 4) Ve,d € (L) Ja,b € L tak, ze ¢(a) =c, p(b) =d , potom cd™ = ¢(a)p(b)™! =
plab™) € (L) .



ad 5) G je podgrupa grupy G .
ad 6) (L) je podgrupa grupa Ime . Vo € Imp, Yy € (L) g€ G ¢(g9) ==

3he L ¢(h) =y, potom z~'yx = p(g9) 'p(h)e(g) = w9 hg) € p(L) .
| ]

Poznamka 1.7 Je-li ¢:G — H homomorfismus grup, potom plati: ¢ je injektivni
pravé tehdy, kdyz Kerp = {1} .

Definice 1.10 Necht H je normalni podgrupa grupy G , potom lze definovat zobrazeni
G — G/H

mgr— gH Vge G .

Toto zobrazeni se nazyjvd prirozend projekce grupy G na faktorgrupu G/H .

Lemma 1.5 Necht H je normdlni podgrupa grupy G , m:G — G/H prirozend
projekce, potom w je epimorfismus a Kerm = H .

Dikaz Vg,h € G w(gh) = ghH = (¢H)(hH) = n(g)m(h) .
geKerm & w(g)=1gy ©gH=1gu=1H < 17'ge H & ge H.

Véta 1.7 (o homomorfismu)

Necht K je normdlni podgrupa grupy G , necht m:G — G/K je pfirozend projekce.
Potom pro kaZdy homomorfismus ¢:G — H takovy, Ze K C Kery , existuje pravé
jeding homomorfismus :G/K — H tak, Ze mp=¢ a Keryp =Kerp/K .

Duikaz Budeme definovat zobrazeni ¢:G/K — H takto:
P gK — ©(g) VgK € G/K .

|
Véta 1.8 (1. véta o izomorfismu)
Necht ¢:G — H je homomorfismus grup, potom G/Kery = Imy .
Jestlize ¢ je epimorfismus, potom G/Kerp = H .
Dukaz Podle véty 1.7 existuje ¢:G/Kerp — H tak, ze ) = ¢ .
Potom 1:G/Kerp — Imp a @ je izomorfismus.
|

Véta 1.9 (2. véta o izomorfismu)
Necht H,K jsou normalni podgrupy grupy G takové, 2¢ K C H , potom H/K je
normdlni podgrupa grupy G/K a plati (G/K)/(H/K)=G/H .

Dukaz VgK € G/K VhK € H/K (gK) ' (hK)(gK) = (¢g7*hg)K € H/K .
Definujeme ¢:G/K — G/H takto:

o:gK — gH VgK € G/K .

Tvrzeni potom plyne z véty 1.8.



Lemma 1.6 Necht H, K jsou podgrupy grupy G , necht alespon jedna z nich je normdlni
podgrupa grupy G , potom (HUK)=HK =KH .

Véta 1.10 (3. véta o izomorfismu) Necht H, K jsou podgrupy grupy G takové, Ze H
je mormdlni podgrupa grupy G , potom H N K je normdlni podgrupa grupy K a plati
HK/H=K/(KNH) .

Dukaz Definujeme zobrazeni ¢: K — HK/H takto:
prk— kH Vk € K .
Tvrzeni véty plyne podle véty 1.8.



Cyklické grupy

Jelli G={g),potom G={g"; keZ}.
Pro kazdé a,b € G existuje k € Z, | € Z tak,7e a=g*, b=g', potom ab= gkg' =
¢t = ¢"*F = ¢lgF = ba , a tedy kazda cyklicka grupa je komutativni.

Véta 1.11 Bud G = (a) cyklicka grupa generovand prvkem a , potom jsou pouze tyto
dve moznosti:

bud Nr,s €Z, r#s je a" #a® , potom G je nekonecnd cyklickd grupa.

nebo In € N tak, Zepro t€Z a'=1 < n|t. Potom |G|=o0(a)=n,
G={aada®. . a1 a"=1}.

Diikaz Definujeme zobrazeni ¢:Z — G predpisem
o:r—a’ VreZ.
|

Véta 1.12 KaZdd nekonecnd cyklicka grupa je izomorfni s aditivni grupou celych cisel 7 .
KaZda konecnd cyklickd grupa vddu n je izomorfni s faktorgrupou Zuy = Z/nZ .

Dikaz Je-li G = (a) , potom zobrazeni ¢:Z — G definované predpisem
p:k—a® Vk €Z dava tvrzeni véty podle 1. véty o izomorfismu - véty 1.8.
|

Véta 1.13 KazZda podgrupa a kaZdy homomorfni obraz cyklické grupy je opét cyklickd
grupa. KaZda nejednotkovd podgrupa nekonecné cyklické grupy je opét nekonecnad.

Dukaz Necht G = (a) , H podgrupa grupy G , potom In € N tak, ze a" € H
nechf n je takové nejmensi. Potom snadno ukazeme, ze H = (a™) .
Necht ¢:G = (a) — K je epimorfismus, potom K = (p(a)) .

|

Véta 1.14 Necht G = (a) je konecnd cyklickd grupa tadu n , potom pro k € Z je
G= (") & (k,n)=1.

Dtikaz Tvrzeni plyne uzitim lemmatu 1.1.
|

Véta 1.15 Necht G = (a) je konecnd cyklickd grupa fadu n , necht d,m € N jsou
takovd ¢isla, Ze dm =n , potom (a?) je jedind podgrupa grupy G vddu m .

Dikaz Oznaéime-li t = o(a?) , potom t =m ,atedy (a?) je podgrupa grupy G fadu
m . Snadno ukazeme, Ze je jedina.
|



Véta 1.16 Bud G = (a) konecnd cyklickd grupa 7idu n , bud k € N a d= (k,n),
tedy d|n a existuje m € N tak, e dm =n . Potom H = (a*) je podgrupa grupy G
radu m .

Diikaz UkdZeme, ze H = (a*) = (a?) , potom tvrzeni plyne z véty 1.15.
]

Disledek 2 Kazda grupa prvociselného fadu je cyklicka. Cyklické grupy prvociselného
rfadu jsou praveé vSechny Abelovy grupy, které nemaji netrivialni normalni podgrupy.

Definice 1.11 Bud G grupa a {H; ; i € I} soubor normalnich podgrup grupy G .
Jestlize, (|JH;)=G , aprokaidé icI je H;N{{JH;)={1}, rikime, Ze grupa

iel Jel
i
G je direktnim souctem svych podgrup H; a piseme G = @HZ- .
iel

Je-li I konecnd mnoZina, |I| =n , potom piseme G = @Hi =H ®&H,®---®H, .

i=1

Véta 1.17 Bud {H; ; i € I} soubor podgrup grupy G , potom G = EBHi pravé tehdy,
i€l
kdyz plati nasledujici dve podminky:

1. Yh; € H;, Yhj € H; hhj =hjh; Vi,jel, i#7].

2. Kazdée g € G, g # 1 lze aZ na poradi pravé jedingm zpusobem zapsat ve tvaru

g="hhy---h, , kde Yi=1,...n h; #1, h; € Hy, , a pro kazdé i # j je k; #k; .
Dutikaz

= Pro kazdé ¢ € I je H; normdlni podgrupa grupy G , tim h;l(hj’lhihj) =
(hi *h;*hi)h; € HiNH; € H; N { User H; ) =1.Protoze G = (U H; ), lze kazdy
prvek g € G psat ve tvaru g = zitah? .. xkm kde xy, 79, .70 € Uier Hi . Prvky
z riznych podgrup H; spolu komutuji, a tedy prvek lze psat v pozadovaném tvaru

g:hlhghn

< Pro kazdé i € I a pro vsechny prvky g € G, h € H; je
g thg = (hihy---hy) th(hihy---hy,) . Jestlize 35 = 1,..,n tak, ze i = k; ,
potom ¢ thg = hj_lhhj € H; = Hy, . Jestlize Vj = 1,...,n je i # k; , potom
g thg=h¢€ H; . Tim je H; norméalni podgrupa grupy G pro kazdé i€ I .
Z druhé podminky snadno jiz plyne tvrzeni.

10



Poznamka 1.8 Méjme grupy Hi, Hs, ..., H, , potom na mnoziné
G:{(hl,hg,,hn> ) hlEHZ szl,,n}

Ize definovat grupovou operaci nasledovné:

(hh hg, ceey hn) . (gl,gg, ;gn) = (h191, hggg, ey hngn) V(hl, hQ, ey hn); (gl,gg, ,gn) eqG.
Mnozina G s touto operaci je grupa.

Pro kazdé i =1,...,n mizeme definovat zobrazeni (;: H; — G predpisem

tiih— (1,..,1,h,1,...,1), kde prvek h stoji na i-tém misté.

Toto zobrazeni je monomorfismus, a tedy H; = H; , H; je podgrupa grupy G .

Snadno vidime, ze G = Hi® H,@---@® H,, . Tato grupa G se ¢asto nazjva vnéjsi direktni
soucet grup H; .

Véta 1.18 Necht H,K jsou podgrupy grupy G takové, e G = H & K , potom
G/H==K .

Dtkaz Tvrzeni véty plyne z 3. véty o izomorfismu - véty 1.10.

11



2 Abelovy grupy

Abelova grupa je komutativni grupa a byva zvykem operaci Abelovy grupy oznacovat + .
Je-li (G,4) Abelova grupa, potom vyznacny prvek se oznacuje 0 a nazyva nulovy prvek.
Ke kazdému prvku ¢g € G existuje prvek opacny, oznacovany —g .

Definice 2.1 Abelova grupa G se nazyvd grupa bez torze, jestlize vsechny nenulové proky
maji nekonecny rad.

Abelova grupa G se nazyvd torzni grupa, jestlize vsechny jeji prvky maji konecny rdd.
Abelova grupa G se nazyvd p-grupa, jestlize kazdy prvek grupy G md konecny vdd, ktery
se rovnd mocnin€ prvocisla p .

Abelova grupa G se nazyvd smisend grupa, jestlize md nenulové prvky konecného i neko-
necného radu.

Je-li G Abelova grupa, potom mnozina Gr ={g; g € G, o(g) < oo} se nazyjvd torzni
cast grupy G .

Pro prvocislo p potom mnoZina Gy = {g € G ; o(g) = p*, kde 0 <k, k € Z} se
nazyvd p-primdrni komponenta grupy G .

Poznamka 2.1
1. Abelova grupa G je p-grupa pravé tehdy, kdyz G = G, .
2. Homomorfni obraz p-grupy je opét p-grupa.

Véta 2.1 Necht G je Abelova grupa, potom plati:
1. Gp je podgrupa grupy G .
2. Pro kaZdé prvocislo p je G, podgrupa grupy G .

3. G/Gr je grupa bez torze.

Diikaz Tvrzeni 1. a 2. jsou zfejma.

3. Necht g+Gr € G/Gr, o(g+Gr) < oo, potom Im € N tak, ze m(g+Gr) =0+Gr .

Tim mg € G , potom In € N tak, ze (nm)g = n(mg) =0, atedy g € Gy . Tim

g+ Gr =Gr =0+ Gr , atedy kazdy nenulovy prvek grupy G/Gr mé nekonecny rad.
|

Véta 2.2 Necht G je torzni Abelova grupa, potom G = @G(p) .
p

Ditkaz Bud p prvocislo, g € Gy N (Uyp Gig)) » 970, potom g=g1+go+--+gn,
kde Vi=1,...,n ¢ #0 g € Gy, pi # D, alze pfedpokladat, Zze p; # p; pro i #j .
Oznaéme Vi =1,...n o(g;) = p , potom (p§*---pfr)g =0, atedy Is € N tak, ze
o(g)s = pi*---pf . To je spor, nebot p#p; Vi=1,..,n. Tim Gy N{Upzp Gig)) =0 .

Necht nyni g € G je libovolny prvek. Je-li g = 0, potom g € (UG)) . Necht tedy
g#0,potom o(g) =m ,kde m €N, a m=pi" .- pk je prvodiselny rozklad éisla m .
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m

Polozme m; = —— Vi=1,..,n. Cisla my,...,m, jsou nesoudélna, a tedy existuji ¢isla
T

p;
Uy, ..., up, € 4 tak, ze uymi+---+u,m, =1.Tim g=uymig+---+u,m,g , a pro kazdé
i=1,...,n je pFi(umig) =umg=0,atim wmyg € G, - Potom g€ (U,Gp) -
|

Lemma 2.1 Bud G Abelova p-grupa obsahujici prvek g nejvétsiho vadu o(g) = p* ,
tj. o(z) < p¥ Vo € G . Potom existuje podgrupa H grupy G takovd, 7e G = (g) D H .

Dukaz Oznatme H={K ; K <G, KN{(g) =0}.
Protoze 0 € H ,je H # () . Mnozina H , usporddana inkluzi C , je nahoru induktivni,
a tedy podle Zornova lemmatu existuje prvek H € H , ktery je maximalniv-'H . H je
podgrupa grupy G, H @ (g) C G . UkdZzeme, 76 H ® (g9) =G .
Oznaé¢me G = H @ (g) a predpokladejme, ze G # G . Potom G/G # 0 , a tedy existuje
v € G\ G tak, ze '+ G # 0. Protoze G/G je p-grupa, existuje [ € N takové, ze
oz’ +G) =pl.
Polozme 7 = p'~}(2' +G) ,potom Z=2+G ,kde 1€ G\G a o(T)=p.
0=pt=plx+G)=pr+G,tim pr € G = H®D(g), atedy pr =h+ng, kde
he H, neZ.Protoze o(z) <p*, je 0=prr=pt(pr)=p*"th+plng, a protoze
pFing = —pFth e (¢9)NH =0,je pFlng=0,atim n=pm,h6kde m € Z . Potom
h = p(x —mg) . Protoze * ¢ G, v —mg ¢ H ,atim H C (H U (x —mg)) . Protoze
H byl maximdlni prvek mnoziny H , (H U {(x —mg)) ¢ H . Tim existuje prvek y # 0
takovy, ze y € (HU(x—mg))N(g) ,tedy y=rg=h'+s(x—mg) ,kde r,s€Z, h e H .
Protoze y # 0, s(z —mg) ¢ H , a tim ¢isla p,s jsou nesoudélna. Pro u,v € Z je
us+ovp=1,atim x = (us+wvp)z = u(sr) +v(pzr) € G, coz je spor. Tim G = H @ (g) .
|

Véta 2.3 Kazdd konecnd Abelova p-grupa G je direktnim souctem cyklickyjch grup.

Dukaz Oznac¢me |G| =m - dikaz probiha indukci podle m .
Pro m=1 je G=0=(0),pro m=p je G cyklickd grupa.
Necht G je fddu m , necht tvrzeni plati pro grupy fadu mensiho, potom grupa G mé
prvek nejvétstho fadu, tedy g € G takovy prvek, ze o(g) = p* , a pro kazdé = € G je
o(r) < p* . Podle lemmatu 2.1 existuje podgrupa H grupy G tak,%e G = (g)®H . Potom
m = |G| =[g)| - [G:(9)] =" [G: (g)] . Protoze G/(g) = H ,je m=|G|=p"-|H].
Tim |[H| <m , a tedy
bud H=0 a G = (g),atim grupa G je cyklicka,
nebo H # 0, a potom podle indukéniho predpokladu je H direktni suma cyklickych
grup, atim i G je direktnim souctem cyklickych grup.

|

Poznamka 2.2 Je-li G konetnd Abelova p-grupa, potom G = @} ,(g;) , a pro kazdé
i=1,..,n je o(g:) =p" . Timje (gi) = Zu , atedy G = Zpu)® Zpha) @ & Zpn)

kde mtzeme grupy seradit tak, ze k4 > ko >--- >k, .
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Vé&ta 2.4 Necht G je koneénd Abelova p-grupa, necht G = Z(pF )@ Z(p*)®- - -dZ(p*)
je jeji direktni rozklad na cyklické grupy a ki > kg > --- > k, > 0 . Potom posloupnost
cisel (ki,ko,....kn) je grupou G uréena jednoznacneé.

Dukaz Nejdiive si uvédomme, Ze pro ¢isla 7 < s je p"Zps) = Zps-—r) .
Jestlize nyni mame dva direktni rozklady grupy G, G = Zp) D Zpka) © -+ © Zphay =
Z(pzl)@Z(ng)@- @ Zpuy kiy>ky>--->k,, l1>1l>--->1, potom podle dikazu
véty 2.3 je Zymy 1 Zpny cyklickd podgrupa maximalniho fadu, tedy k1 =1 .
Necht jiz ki =1y ,..., ki_y =1l;_1 , ale k; <I; , potom
pkiG = Z(pklfki) DD Z(pki,rki) = Z(pllfki) DD Z(pzi,rki) ) Z(pli—ki) . Protoze k; <; ,
je Zgii-riy # 0, a véta je dokdzdna sporem.

|

Disledek 3 Kazda konecna Abelova grupa G je direktnim souc¢tem cyklickych grup, z
nichZ kazda mé fad mocninu prvoéisla. Rady téchto grup a ¢isla udavajici pocet séitanct
stejného fadu jsou grupou G urceny jednoznacné.

Dukaz Podle vét 2.2 a 2.4 je G = P(Zpm) ® -+ D Zgny) -
p

Véta 2.5 Bud G konecénd Abelova grupa tdadu n , bud p prvocislo, které déli n , potom
grupa G obsahuje prvek radu p , a tedy i podgrupu rddu p .

Dukaz Podle dusledku véty 2.4 je G = @(S(px_cli) S RERNS Z(p(gm-)) . Protoze p | n,
i=1 ! !

existuje ¢ = 1,...,n tak, ze p = p; . Tim grupa G obsahuje cyklickou podgrupu (a)

fadu o(a) = pf = p*i [ tedy a € G a (a) = Zphsy - Potom prvek g = p"ita € G,

tento prvek ¢ maiad p. (g) je podgrupa fadu p grupy G .

|
Disledek 4 Je-li G koneéna Abelova p-grupa, potom |G| =p', kde [ € Ny .
Dikaz Ozname |G| =m ,nechf m =p's a (p,s)=1.Kdyby s > 1, potom existuje
prvocislo ¢ tak, ze ¢q|s,atedy ¢|m . Protoze (p,s)=1,je p+# q.Podle véty 2.5

existuje prvek ¢g € G Fadu ¢, coz je spor, nebot G je p-grupa.
|
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3 Sylowovy podgrupy

Definice 3.1 Necht (G,-) je grupa (obecné nekomutationi). Rekneme, Ze prvek g grupy

G je konjugovany s prvkem h grupy G , jestliZe existuje prvek x € G takovy, Ze
-1

g=x"hx .

Poznamka 3.1 Relace R na mnoziné G dané vztahem xRy < x je konjugovany
s y,jena G ekvivalence, a tedy mnozinu G miiZeme rozlozit na t¥idy konjugovanych
prvki.

Jestlize ¢g € G, potom tfida prvkd konjugovanych s prvkem ¢ je jednoprvkova pravé
tehdy, kdyz prvek ¢ komutuje s kazdym prvkem grupy G .

Definice 3.2 Necht G je grupa, potom mnoZina C(G) = {9 € G ; gh = hg Vh € G}
se nazyvd centrum grupy G .

Je-li M neprdzdnd podmnoZina grupy G, pak mnoZina Ng(M)={g9€ G ; g-'Mg= M}
se nazyvd normalizator mnoziny M v grupé G . Je-li M = {a} , potom piseme
Ne(a)={9€G; glag=a} .

Poznamka 3.2 Centrum i normalizator jsou podgrupy grupy G .

Lemma 3.1 Necht G je grupa, necht x € G je jeji libovolny prvek. Oznacime-li A
mnoZinu vSech prvki konjugovanych s pruvkem x , potom |A| =[G : Ng(x)] .

Dikaz Budeme definovat zobrazeni ¢:G/Ng(x) — A predpisem
:gNg(z) — grg™ VgeG .
Toto zobrazeni je korektné definované a je to vzajemné jednoznac¢né zobrazeni faktorgrupy
G/Ng(zr) na mnozinu A .
[ ]

Véta 3.1 Necht G je konecnd grupa, necht R je mnoZina reprezentanti vybrangch po
jednom z kaZdé alespon dvouprvkové tridy konjugovanych prvki z G , potom

G| =1C(G)]+ X_[G : Ne(2)].
z€ER
Dikaz Podle poznamky 3.1 je |C(G)| roven poétu jednoprvkovych tfid konjugovanych
prvki. Podle lemmatu 3.1 je pocet prvki konjugovanych s prvkem x roven [G: Ng(x)],
pro kazdy prvek = € R .
|

Véta 3.2 Je-li G netrividini grupa takovd, e |G| =p* , kde k €N a p je prvocislo,
potom C(G) #1 .

Dukaz Podle véty 3.1 je |C(G)| = |G| — X 4erlG : Ng(x)] . Prvocislo p | |G| a podle
Lagrangeovy véty p | [G : Ng(z)] , pro kazdé =z € R . Tim p déli |C(G)|, a tedy
C(G)#1.

|
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Definice 3.3 Nechf konecnd grupa G md vdd n = p*m , kde p je prvocislo, k € N
a (p,m) =1 . Potom kazdd podgrupa H grupy G takovd, Ze |H| = p* , se nazjvd
Sylowova p-podgrupa grupy G ( téZ sylowovskd p-podgrupa grupy G ).

Véta 3.3 Necht G je konecnd grupa vddu n , necht prvocislo p déli n , potom grupa
G obsahuje alespon jednu Sylowovu p-podgrupu grupy G .

Dikaz Indukci podle n .
Nechf n =p, potom G je Sylowova p-podgrupa grupy G .
Necht n > p, potom n=p"m kde k€N, (p,m)=1.

a) Jestlize existuje vlastni podgrupa G; grupy G takova, ze p nedéli |G : G], potom
podle Lagrangeovy véty p déli |G4], a tedy podle indukéniho predpokladu existuje
H Sylowova p-podgrupa grupy G; . H je také Sylowova p-podgrupa grupy G .

b) Jestlize pro kazdou podgrupu G; grupy G prvocislo p déli [G : Gq] , podle
véty 3.1 prvocislo p déli |C(G)| . Grupa C(G) je Abelova, a tedy podle véty 2.5
existuje podgrupa H; grupy C(G) takova, ze |H;| = p . Podle Lagrangeovy véty
|G : Hy] = |G/H,| = p"~'m . Jestlize k =1,je H; Sylowova p-podgrupa grupy
G . Jestlize k > 1, potom podle indukéniho predpokladu existuje H Sylowova
p-podgrupa grupy G/H; , ‘FI‘ = pF~! . Potom existuje podgrupa H grupy G
takova, 7e H = H/Hy . Tim |H| = |Hy|-[H : H\| = |H|-|H| =p-p*' =p", a
tedy H je Sylowova p-podgrupa grupy G .

Lemma 3.2 Necht G je konecnd grupa vddu n , necht prvocislo p déli n , necht
M je trida konjugovanych Sylowovych p-podgrup grupy G , potom |M| déli n a
(IM[.p)=1.

Dikaz Bud P € M , potom M = {g7'Pg; g € G}, P je Sylowova p-podgrupa
grupy G, |Gl=n=p"m ,kde keN, (p,m)=1, |P|=7p".
Podle dtikazu lemmatu 3.1 je |M| =[G : Ng(P)] . Podle Lagrangeovy véty je pm =n =
|G| = |Ng(P)| - |G : Ng(P)| = |Ng(P)| - |IM] . Tim |M| déli n . Protoze P < Ng(P),
je |Ng(P)| =p*s,kde s € N.Potom pfm =n=ps-|M|, atedy m=s-|M|.Tim
(IM],p)=1.

|

Lemma 3.3 Bud G koneénd grupa, bud P jeji Sylowova p-podgrupa. Jestlize H je
p-podgrupa grupy Ng(P) , potom H C P .

Ditkaz Ozna¢me opét |G| =n = pfm kde k€ N, (p,m) =1, |P|=7p". Protoze

H je p-podgrupa, je |H|=p'. Podgrupa P je normalni podgrupa grupy Ng(P), H
je podgrupa grupy Ng(P) , potom podle 3. véty o izomorfismu je PH/P = H/PNH .
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Tim p! = |H|=|PNH|-[H: PNH],atedy |[H/PNH|=p" <p .Dile |PH| =

|P|-|PH/P| = p"* - p' = pk*t . Protoze PH je p-podgrupa grupy G ,a P je Sylowova

p-podgrupa grupy G ,je t=0.Tim H/PNH=1,atedy H=PNH a HCP .
|

Véta 3.4 (1. Sylowova véta)
KazZda p-podgrupa H konecné grupy G je obsaZena v néktere Sylowové p-podgrupé grupy
G .

Dikaz Nechf |H|=p', kde [ € N . Podle véty 3.3 existuje @ Sylowova p-podgrupa
grupy G , potom |Q| = p* ,kde |G| =n=p*m, k€ N, (p,m)=1. Oznacme
M = {g7'Qg ; g € G} , tedy t¥idu konjugovanych Sylowovych p-podgrup. Vezméme
libovolnou podgrupu P € M a oznatme Mp = {xPx~!; z € H} . Potom pro
podgrupu Hp = {z € H ; 27 'Px = P} opét plati |Mp| = [H : Hp] = |H/Hp| .
Tim |Mp| = p' < p' = |H| . MnoZinu M miZeme rozdélit na navzajem disjunktni
podmnoziny, tedy M = Up Mp , a tim |[M| = Y p|Mp| . Protoze (JM]|,p) =1,
existuje P € M tak, 7e |[Mp|=p°=1.Tim pro kazdé z € H je xPx~' =P , atedy
H < Ng(P) , a podle lemmatu 3.3 je HC P .

|

Poznamka 3.3 Uvédomme si, Ze jsme vlastné dokézali tvrzeni silnéjsi. Dokézali jsme, Ze
pro kazdou p-podgrupu H grupy G existuje P € M takova, ze H C P . Tedy existuje
Sylowova p-podgrupa z dané tiidy konjugovanych Sylowovych p-podgrup.

Véta 3.5 (2. Sylowova véta)
Libovolné dvé Sylowovy p-podgrupy konecné grupy G jsou spolu konjugované.

Dukaz Necht P, P, jsou dvé Sylowovy p-podgrupy grupy G .
Ozna¢me M = {g 'Pig; g € G} , tedy tiidu Sylowovych p-podgrup grupy G konjugo-
vanych s P, . P, je p-podgrupa, a tedy podle poznamky 3.3 existuje P € M tak, ze
P, C P . Protoze podgrupy P, P jsou obé Sylowovy, je |P| =|P|,atudiz P, =P .
Protoze P € M | je podgrupa P, konjugovana s P; .

|

Véta 3.6 (3. Sylowova véta)
Je-li 1 pocet vsech Sylowovych p-podgrup konecné grupy G , potom r deéli |G| a
r=1+4+sp,kde se€Z, s>0.

Dikaz Zvolme pevné Sylowovu p-podgrupu ) grupy G a oznac¢me M mnozinu vSech
Sylowovych p-podgrup grupy G . Tedy |M| =r .Pro P € M vytvofime Mp =
{zPiz7!; x € Q} . Bud Mp = M | nebo existuje P, € M\ Mp, , a potom vytvorime
Mp, ={axPyx™t; z € Q} . Protoze Mp NMp, =0, amnozina M je konecna, ziskdme
po konecné mnoha krocich disjunktni rozklad mnoziny M = Mp UMp, U--- U Mp, .
Podgrupa @) € M , a tedy existuje ¢ tak, ze Q) € Mp, . Pfedpokladejme ocislovani tak,
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ze @ € Mp, . Potom Mp = Mg={Q},tim |[Mp|=1.

Pro kazdé ¢ = 2,...;t , pro tfidu Mp, konjugovanych Sylowovych p-podgrup oznacme

Qp ={r€Q; v 'Px =P}, potom |[Mp|=[Q:Qp]=|Q/Qp/| . Podle Lagrangeovy

véty je Q] = [Q: Qp] - |Qp| = [Mp]-|Qp]| , atedy [Mp|=pk < p" =1Q| . Potom

r=|M|=Mp]|+ Mp]|+-+|Mp|=1+p">+- 4 pk.

Kdyby existoval index i = 2,...,t tak, ze |Mp| = p® =1, potom {P} = Mp =

{zPx™'; x € Q} , apotom Q C Ng(P;), tudiz Q = P, . To vSak neni mozné, tedy pro

kazdé i =2,....t je k; > 1, atedy r = 1+prF24- . 4pht = 14p(pF2~14- - 4pF 1) = 14ps.
|

Dusledek 5 Necht p,q jsou rtizné prvocisla, necht G je koneéné grupa fadu pq . Je-li
g < p , potom grupa G obsahuje pravé jedinou podgrupu fadu p a tato podgrupa je
normalni v G .

Dukaz Podle véty 3.3 existuje Sylowova p-podgrupa P grupy G, |P|=p . Jeli r
pocet vsech Sylowovych p-podgrup grupy G , potom podle véty 3.6 je r =1+ ps , kde
s€Z, s>0,aexistuje u €N tak, ze ru = pq.Potom pg=ru= (1+ sp)u, tim
plu,atedy u>p.Kdyby s>0,potom 1+sp>p,atedy u<gqg,tim u<p, coz
jespor. Tedy s=0,atudiz r=1.
ProtoZe pro kazdé g € G je g 'Pg Sylowova p-podgrupa grupy G , a protoze P je
jedina Sylowova p-podgrupa grupy G ,je ¢ 'Pg= P prokazdé gec G .

|

Dusledek 6 Necht G je grupa iadu p* , kde p je prvocislo. Potom G je Abelova
grupa, kterd je bud cyklickd ¥adu p? nebo je direktnim souc¢tem dvou cyklickych grup
radu p .

Dukaz Protoze |G| = p?,jepodlevéty 3.2 C(G) #1, p? = |G| =|C(G)] |G : C(Q)] .
Jeli [G:C(@Q)] =1, |C(G)]=p*, potom G je Abelova.
Je-li [G:C(G)]=p, |C(G)| =p, potom grupa G/C(G) je cyklickd, a tedy existuje
a € G\ C(G) tak, ze G/C(G) = (aC(G)) . Tim G = (a)C(G) . Pro kazdé ¢;,92 € G
je 1 =a"hy, go=a"hy,kde m,n€Z, hy,hy € C(G), potom gigo = a"hia™hy =
a™t™hihy = a™hya™hy = ¢g291 . Tim je grupa G Abelova a tvrzeni plyne z vty 2.3.

|

18



4 Okruhy a télesa

Definice 4.1 Meéjme neprdzdnou mnozZinu R se dvéema operacemi % , o , pro nézZ plati:
1. (R,*) je Abelova grupa.
2. Pro kaZdé a,b,c € R je
ao(bxc)=(aob)*(aoc),
(bxc)oa= (boa)*(coa).

Potom R se nazyvd okruh.

Jestlize operace o je asociativni, t.j. (aob)oc=ao(boc) pro kazdé a,b,c € R, potom
okruh R je asociativni okruh.

Jestlize operace o je komutativni, t.3. aob=boa pro kaZdée a,b € R, potom R je
komutativni okruh.

Prvek e € R okruhu R se nazyvd jednotkovy prvek okruhu R , jestliZe aoe =eoa =a
pro kaZdé a € R .

Poznamka 4.1

1. Byva zvykem operaci x znacit + a nazyvat s¢itani v okruhu R a operaci o
znacit - a nazyvat nasobeni v okruhu R .

2. V okruhu (R,+,-) plati:

a-0=0-a=0 Va € R,
a-(=b)=(—a)-b=—(a-b) Va,be R,
(na)-b=mn(a-b) =a- (nb) Va,be R, VneZ.

3. Ma-li okruh R jednotkovy prvek, potom je tento prvek urcen jednoznacné a znaci
se 1.

Definice 4.2 Jsou-li R, S dva okruhy a p: R — S zobrazeni, potom ¢ je homomor-
fismus okruhi, jestlize pro kazde a,b € R je

p(a+0b) = p(a) + ¢(b),
p(a-b) = p(a) - ().

Definice 4.3 Cislo n € N se nazjvd charakteristika okruhu R , jestlize n je nejmensi
prirozen€ cislo takové, Ze na =0 pro kazdé a € R .

Jestlize v néjakém okruhu R takoveé n mneexistuje, potom klademe charakteristiku okruhu
R rovnou 0 .

Piseme: charR .

Lemma 4.1
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1. Jestlize R je okruh s jednotkovym prvkem 1 , potom plati:

(a) Jestlize pro kazdé n € N je n-1#0, potom charR=0 .

(b) Jeslize n je nejmensi prirozené éislo takové, Ze n-1 =0, potom charR=n .

2. Jestlize charR = n a existuje m € N takové, Ze m-a =0 pro kazdé a € R
potom n>0 a n|m.

Dukaz
1. na=n(l-a)=(n-1)-a prokazdé a € R .
2. m=nqg+r,kde 0 <r <n,potom 0=ma=(ng+r)a=q(na)+ra=q-0+ra=ra.
Protoze r <mn a n bylo takové nejmesi ptirozené ¢islo, je r =0 .Tim n |m .
|

Véta 4.1 Necht R je konecnyj okruh s charakteristikou charR =p , kde p je prvocislo,
potom existuje k € N tak, Ze |R|=pF .
Navic pro grupu (R,+) plati: (R,+) = @, G; , kde pro kazdé i =1,....k je G; = Z, .

Dukaz Protoze pa =0 pro kazdé a € R, je (R,+) Abelova p-grupa, a tedy podle
véty 3.3je (G,+) =@ | G; ,kde prokazdé i =1,....k je G; cyklickd p-grupa. ProtoZe
pa=0 prokazdé a€ R ,je G; = Zy . Tim také |G| =p" .

[

Definice 4.4 Necht (R,+,-) je okruh a S je neprdzdnd podmnoZina mnoZiny R .
Rekneme, %e S je podokruh okruhu R , jestlie (S,+,-) je okruh.

Poznamka 4.2

1. S je podokruh okruhu R pravé tehdy, kdyz pro kazdé a,b€ S je a—be S a
a-be s .

2. Jestlize pro kazdé i € I je S; podokruh okruhu R , potom také ﬂ S; je podokruh
iel

okruhu R .

3. Jestlize pro kazdé i € N je S; podokruh okruhu R a S; C S, C S3 C ---, potom
U S; je podokruh okruhu R .
ielN

4. Je-li okruh R asociativni nebo komutativni a S je jeho podokruh, potom S je
téz asociativni ¢i komutativni.

5. Je-li R okruh s jednotkovym prvkem 1ip a S je podokruh okruhu R , potom S
nemusi mit jednotkovy prvek nebo miize mit jednotkovy prvek 1g , ale je mozné, Ze

1p # 1g .

20



Definice 4.5 Necht (R,+,-) je okruh.
Podgrupa I aditivni grupy (R,+) se nazgvd levy idedl okruhu R , jestliZe pro kaZdé
bel aprokaidé re R je r-bel.
Podgrupa 1 aditivnd grupy (R,4+) se nazyva pravy idedl okruhu R , jestliZe pro kaZdé
bel aprokaidé re R je b-rel.
Rekneme, Ze I je idedl okruhu R , jestlize I je levy a soucasné pravy idedl okruhu R .

Definice 4.6 Rekneme, Ze levy idedl I okruhu R je mazimding, jestlize I # R a v
mnozine vsech levych idedli okruhu R s uspordddnim C je tento idedl mazimdlni prvek,
t.j. neexistuje levy idedl J takovy, Ze ICJCR a I#J, J#R.

Analogicky lze definovat mazximdlni pravy idedl okruhu R mnebo maximdlni idedl okruhu

R .

Definice 4.7 Necht I je idedl okruhu (R,+,-) , potom (R/I,+) je Abelova grupa se
scitanim

(a+I1)+(b+1)=(a+0b)+1.
Jestlize na tuto mnoZinu definujeme ndsobeni predpisem

(a+1)-(b+1)=(a-b)+1

pro kazdé a+ I,b+ 1 € R/I , ziskime okruh (R/I,+,-) , ktery nazgvame faktorokruh
okruhu R podle idedlu I .

Zobrazeni m: R — R/I definované predpisem

ma—a+1 Ya € R

je homomorfismus okruhu R na faktorokruh R/I a nazyvd se prirozend projekce okruhu
R na R/I .

Poznamka 4.3 Je-li p: R — S homomorfismus okruhti, potom obraz
Imp={seS; IreR o) =s}
je podokruh okruhu S a jadro
Kerop={reR; ¢(r) =0}
je podokruh, dokonce ideal okruhu R .

Véta 4.2 (o izomorfismu)
Necht ©: R — S je homomorfismus okruhu R do okruhu S , potom

R/Ker ¢ = Im .

Dukaz Zobrazeni 1: R/Kery — Im definované predpisem
a4+ Ker p — p(a) Va + Ker ¢ € R/Ker ¢
je hledany, korektné definovany izomorfismus.
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Definice 4.8 Netrividlni asociativni okruh R se nazyvd téleso, jestlize (R \ {0},-) je
grupa.

Lemma 4.2 Téleso nemd délitele nuly,

t.g. v telese R pro kazdé a,be R, a#0, b#0 je a-b#0 .

Dtikkaz Necht a,b€ R, a#0, b#0 a a-b=0.Protoze R je téleso, existuje a! € R
takovy, ze a-a”'=a"ta=1,potom 0 =at-0=a"'-(a'b)=(ata)b=1b=0+#0,
COZ je Spor.

|

Véta 4.3 Necht R je asociativni okruh, jehoZ ndsobeni neni nulové. Potom ndsledujici
podminky jsou ekvivalentni.

1. 0 a R jsou jediné€ levé idedly okruhu R .
2. R je teleso.

3. 0 a R jsou jediné prave idedly okruhu R .

Dtikaz

2. = 1. Bud [ nenulovy levy idedl okruhu R , potom existuje a € I , a # 0 .
Protoze R je téleso, existuje a' € R. Tim 1=a'-a €I, atedy prokazdé r € R
jer=r-lel.

1.= 2. Oznaéme [ ={a € R; R-a=0}.Tato mnozina [ je ideél (levy i pravy)
okruhu R . Podle 1. podminky je nyni bud I =0 nebo [ = R . Protoze nasobeni na R
neni nulové, je I =0, tedy pro kazdé a € R, a#0 je R-a#0.

Nyni R-a={r-a; r € R} jeziejmé levy idedl okruhu R . Opét podle 1. podminky je
R-a=R prokazdé a€ R, a#0.

Nyni oznaéme A={x € R; x-a=0},kde a € R, a# 0. Tato mnozina je opét levy
ideal okruhu R a podle 1. podminky je bud A =0 nebo A = R . ProtoZe pro a # 0
je R-a=R,je A=0.Tedy prokazdé a€ R, a#0 aprokazdé xr € R, x#0 je
x-a#0.

Nyni vezméme libovolné a € R, a # 0, potom je R-a = R, a tedy existuje e € R
tak, 7e a =e-a.Prokazdé be R, b#0 je b-a=b-(e-a)=(b-¢e)-a, a tedy
(b—b-e)-a=0.Protoze a #0,je b=>b-e.Daleprokazdé b€ R, b#0 je
a-b=(a-e)-b=a-(e-b),tim a-(b—e-b)=0,atedy b=e-b.Tim jsme ukizali,
zeprokazdé be R, b#0 je b-e=e-b=10.Protozetaké 0-e=¢-0=0,je ¢
jednotkovy prvek okruhu R .

Nyni pro kazdé a € R, a#0 je R-a= R, atedy existuje b€ R tak,ze b-a=e.
Je jasné, ze b # 0, potom R-b= R, atedy existuje ¢ € R tak, ze ¢-b=¢ . Tim
b-a=e=c-b aziejmé ¢#0.Nynije a=e-a=(c-b)-a=c-(b-a)=c-e=c, tim
b-a=a-b=e¢,atedy b=a"'.

2. < 3. se dokazuje analogicky.
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Dusledek 7 Je-li o: R — S homomorfismus téles, potom bud ¢ =0 nebo ¢ je prosté
zobrazeni.

Dukaz Kerp je levy idedl télesa R , a tedy bud Keryp = R nebo Kerp =0 .
|

Dusledek 8 Necht R je asociativni okruh, I je idedl okruhu R takovy,ze R-REZ I,
potom plati:
R/I je téleso pravé tehdy, kdyz I je maximélni levy ideédl okruhu R .

Dukaz R/I je téleso pravé tehdy, kdyz 0 =1/ a R/I jsou jediné levé ideédly okruhu
R/I a to je pravé tehdy, kdyz [ je maximélni levy ideal okruhu R .
|

Definice 4.9 Necht R je asociativni, komutativni okruh s jednotkou, necht I je idedl
okruhu R . Rekneme, Ze prvky a,b € R jsou kongruentni modulo idedl I , jestlize
a—bel.

Piseme: a=0b (modl) .

Lemma 4.3 Necht R je asociativni, komutationi okruh s jednotkou, necht I, ,I jsou
idedly okruhu R takoveé, Ze I+ I, = R . Méyme A, s € R libovolné prvky okruhu R ,
potom ezistuje prvek A € R takovy, Ze A =X (modl;) a A=Ay (modls) .

Dikaz Protoze A\ € R = I; + I, , existuji prvky A1 € I1 a Ao € I, tak, Ze
A =M1+ A2 . Stejné Ay € R=1; + I, , a tedy existuji prvky o1 € I1 a Ay € I, tak,
7e )\2 = )\21 + )\22 .

Nyni polozme A = A5 + Aoy .

Potom A — A =MXa+ X — A1 — Ao =Xy —Apn €1 ,atedy A= )\; (mod 1) .

Stejné A — )\2 = )\12 + )\21 — )\21 — )\22 = )\12 - )\22 € IQ , A tedy A= )\2 (mod 12) .

Véta 4.4 (¢inskd véta o zbytku)
Necht R je asociativni, komutativni okruh s jednotkou, necht 1,1, ...,1, jsou idedly
okruhu R takové, Ze pro kazZdé +=1,2,....n je I;+ ﬂ I; = R . Méjme libovolné prvky
j=1
i
A, Ao, ., Ay € R, potom existuje prvek A € R takovy, Ze pro kazdé i=1,2,....n je

A=\ (modl;) .

Dikaz Indukci podle n .
Pro n =2 - viz lemma 4.3.
Necht k& < n a nechf tvrzeni plati pro k& —1.

k—1 n

Pro kazdé i =1,..,k—1 je L+ (1I; 2 I + () 1; = R, a tedy podle induk¢niho
j=1 =1
i i
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predpokladu existuje X € R takové, ze pro kazdé i=1,...k—1 je N =\; (mod ;) .

k—1 n
Nyni I + ﬂ I; O I + ﬂ I; = R, a tedy podle lemmatu 4.3 existuje prvek A € R tak,
j=1 j=1

i#k

k1
ze X=X (mod () I;) a A=) (modIy) .

j=1
k-1
Nyni pro kazdé i=1,...,k—1 je N =N el a A\=XNe (); CI, tedy
j=1

Tim pro kazdé i =1,....k je A= \; (modI;) .

Véta 4.5 (¢inskd véta o zbytku)

Necht R je asociativni, komutationi okruh s jednotkou 1, necht Iy, I, ..., 1, jsou idedly
okruhu R takove, Ze pro kazdé i # j je I, +1; = R . Potom pro libovolné pruky
A, g, Ay € R existuge prvek N € R takovy, Ze pro kazdé i=1,...n je

A=\ (mod ;) .

Dukaz Ukéazeme, ze pro kazdé 1 =1,....,.n je I; + ﬂ I, =R.
j=1
i
Vezméme ¢ € {1,...,n} , potom pro kazdé j € {1,..,n}, j#i je +1; =R, a

tedy 1:lij+lj,kd€ lijEIi a le[j.POtOIIl 1:1111:1_[([2]4—[3):
e
(ll-lg---li,l-li+1---ln)+x,kde (ll'lg"'lifl'li+1"'ln)G ﬂ[] a :L’GL-.Protoie

j=1
J#i

gt T
Tvrzeni véty nyni plyne z véty 4.4.

Véta 4.6 (disledek cinské véty o zbytku)

Necht R je asociativni, komutativni okruh s jednotkou, necht Iy, 1, ..., I, jsou po dvou
ruzné mazimdlni idealy okruhu R . Potom pro libovolné prvky Ay, Aa, ..., \, € R existuje
prvek A € R takovy, Ze pro kazde i=1,...n je

A=\ (mod ;) .

Dikaz Pro kazdé ¢ # ¢ jsou I; a I; rizné maximalni idedly okruhu R , a tedy
I; + I; = R . Tvrzeni nyni plyne z véty 4.5.
|
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5 Reprezentace grup

V celé kapitole bude G konecna grupa, V,, vektorovy prostor dimenze n nad télesem 7T
Oznacme:
AutV, = {¢ | p:V,, — V,, je automorfismus}

Uvédomime si, ze AutV,, s operaci skladani o je grupa.
Je-1i by, bs, ..., b, béaze prostoru V,,, potom pro kazdé ¢ € AutV, oznacme A, matici

—_— - —

automorfismu ¢ v bazi by, by, ..., b, t.j. Ay, = [¢(b1) | @(b2) | ... | ¢(by)]. Protoze automor-
fismus je izomorfismus z prostoru V;, na stejny prostor V,,, je matice A, regulérni.

Definice 5.1 Je-li G konecnd grupa, V,, vektorovy prostor dimenze n nad télesem T, potom
kazdy homomorfismus h: G — Aut (V) se nazyvd reprezentace grupy G ve V,,. Dimenze
prostoru V,, se nazyvd stupen reprezentace h.

Je-li h reprezentace grupy G ve V,,, potom pro kazdé g1, go € G je h(g192) = h(g1)oh(g2),
t.j. pro kazdé = € V,, je h(g1g2)(x) = (h(g1) © h(g2))(x) = h(g1)(h(g2)(x)).
Je-1i by, bo, ..., b, baze prostoru V,,, potom pro reprezentaci h: G — Aut V,, je pro kazdé
g € G prvek h(g) € AutV,,, a tedy v béazi by, by, ..., b, ma regularni matici h*(g) fadu n.
Oznacime:
R, ={ A | A je regularni matice fadu n }

Zobrazeni h:G — R, je homomorfismus, protoze pii skladani zobrazeni se matice
nasobi, a tim h(g1g2) = hM (g1) M (g2).
Lze tedy mluvit o maticové reprezentaci h* grupy G.

Definice 5.2 Rikdme, Ze dvé reprezentace h:G — Aut'V,, k:G — Aut W,, jsou ekvi-
valentni, jestlize existuje izomorfismus f:V, — W, tak, Ze pro kazZdy prvek g € G je

foh(g)=k(g)o f.

Potom nutné m = n.

Zvolime-li bq,bs,...,b, bazi V,, wi,w,, ..., w,, bazi prostoru W,,, potom reprezentace
h:G — AutV,, k:G — AutW,, jsou ekvivalentni, pravé tehdy, kdyz jsou ekvivalentni
maticové reprezentace a to je pravé tehdy, kdyz m = n a existuje regularni matice I’ ta-
kové, Ze pro kazdé g € G je FhM(g) = kM (g)F.

Odvozeni regularni reprezentace h”.

Necht G kone¢na grupa, |G| = m, necht G = {g1, 92, ..., gm} jsou vSechny prvky grupy G.
Bud V,,, vektorovy prostor dimenze m, bud baze prostoru V,, oznacena ey, €y, ..., €g,. -
Definujme zobrazeni h™: G — Aut V,, tak, ze pro kazdé g € G je h"(g) € AutV,, definovan
tak, ze hT(g)(egi) = Cqq;-

Toto zobrazeni je reprezentace konecné grupy G ve V,,.

Definice 5.3 KaZdd reprezentace konecné grupy G, kterd je ekvivalentni s touto reprezen-
taci h", se nazyva regularni reprezentace.
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Véta 5.1 Reprezentace h konecné grupy G ve W, je requldrni pravé tehdy, kdyZ |G| =m
a ezistuje prvek wy € W, takovy, Ze mnozina m vektori {vy, = h(g)(wo) | g € G} tvori
bazi prostoru W,,.

Dukaz Necht h je regularni reprezentace. Potom h je ekvivalentni s h", a tedy existuje
izomorfismus f:V,, — W,, takovy, ze pro kazdé g € G je foh"(g) = h(g) o f.
Ozna¢ime-li G = {g1, ..., gm }, €gys ---, €g,, DAZL Vi, potom h': G — Aut V,,,, kde h"(g;)(ey,) =
€g;9; J© Teguldrni reprezentace. Tim dim W,,, = dim V,, = m = |G/|.
Protoze G = {g1, 92, .-, gm }, potom existuje s € {1, ..., m} takové, ze 1 = g,. Tim pro kazdé
95 € G je h'(g;)(eq,) = €49, = €91 = €g;, atedy {h7(g;)(eq,) | J = 1, om) = {eg,, - €g
je to tedy béze V,,.
Polozme wy = f(e,).
Potom h(g;)(f(e,)) = F(W(0;)(e0)) = fleg) pro kaidé j = 1,...m, a tim v, =
h(g;)(wo) = h(g;)(f(eq.)) = f(ey,;). Protoze f je izomorfismus, je vy,, ..., vy, baze Wi,.
Necht naopak |G| = m a existuje prvek wy € W, takovy, ze mnozina m vektort
{vy = h(g)(wo) | g € G} tvoii bazi prostoru W,,. Necht V;, je vektorovy prostor dimenze m,
nechf ey, ..., e, je baze V,,, kde G = {g1, ..., gm}. Bud h": G — V},,, kde h"(g;)(ey,) = eg,q,
pro kazdé i, 7 = 1, ..., m, regularni reprezentace. UkaZeme, Ze reprezentace h, h" jsou ekvi-
valentni. Definujme zobrazeni f:V,, — W, tak, ze pro kazdé i = 1,...,m je f(e,) = vy,.
Potom pro kazdé =z € V,, je x = Ay + -+ + Aneg,., a tim mizeme definovat f(x) =
Mg, + -+ Ay, Toto zobrazeni je izomorfismus. Protoze pro kazdé 7,5 = 1,...,m je
(f o h"(g5))(eq,) = f(h"(g)(eq,)) = [legy0) = vg,0. = N(g;9:)(wo) = h(g;)(h(gi)(wo)) =
h(g)(vg,) = h(g;)(f(eq)) = (hlg;) © [)(eg,), je také (f o h"(g;))(x) = (h(g;) o f)(z) pro
kazdé g; € G a pro kazdé x € V,,,, a tedy f o h"(g) = h(g) o f pro kazdé g € G.

|

Definice 5.4 Necht' V,, je vektorovy prostor dimenze n, necht U je podprostor prostoru
V,,, necht h: G — V,, je reprezentace konecné grupy G ve V,,. Rikdme, Ze podprostor U je
G-invariantni vici reprezentaci h, jestlize pro kazdé g € G je h(g)(U) C U.

Véta 5.2 Necht'V,, je vektorovy prostor nad C dimenze n se skaldrnim soucinem (u,v)
pro kaZdé u,v € V,,. Necht h: G — AutV,, je reprezentace konecéné grupy G ve V,,. Potom
lze pro kazdé u.v € 'V, definovat funkci

((w,v)) = >_(h(g)(w), h(g)(v))-

geG

Takto definovand funkce je skalarni nasobeni na V,,.
Navic pro kazdé g € G plati ((h(g)(u), h(g)(v))) = ((u,v)) pro kazdé u,v € V,,.

Dukaz Vg € G, Yu,v € V,, je (h(g)(u), h(g)(v)) € C, proto pro kazdou konecnou grupu

Gje Y _(h(g)(u), h(g)(v)) € C.

geG

((v,w)) = > (h(g)(v), hlg)(w)) = >_ (hlg)(w), h(g)(v)) = >_(h(g)(w), h(g)(v)) = ((u,v));

geG geG geG
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(A, 0)) = > (h(g)(Au), h(g)(v) = >_ Mh(g)(u), h(g)(v)) = A > _(h(g)(w), h(g)(v)) =

ity = 3~ (e -+ ) h(9)(0) = T (h(5) () + Ala)w).h(a) () =

> (o)) Mg)() + > (o) (w), Mo () = ((u,0) + (0, 0));

() = > () Mg)(w) > 0 pro kazde u € Vi

() = 0 <= Y (hlo)u), hg)(w)) = 0 = (h(g)(w).h{g)(w) = 0 Vg € G

geG
h(g)(u) =0Vg € G <= u=0.
Tim jsme ukazali, Ze ((u,v)) je skaldrni ndsobeni na V.
Pro kazdé g € G a pro kazdé u,v € V,, je

((A(g)(u), h(g)(v))) = >_ (A(x)(h(g)(w)), h(x)(h(g)(v))) = >_ (h(xg)(u), h(zg)(v)) =

zeG z€G

> (A(zg)(u), h(zg)(v)) = ((u,v)).

zg€eG
|

Véta 5.3 Je-li V,, vektorovy prostor nad C dimenze n se skaldrnim soucinem (u,v) pro
kazdé u,v € V,,, je-li h: G — Aut'V,, reprezentace konecné grupy G ve V,,, je-li ((u,v))
skaldrni ndsobent na V,, dané reprezentact h, potom plati:
(1) Jsou-li Wi, Wy G-invariantni podprostory prostoru V,, vici h, potom podprostory
Wy N Wy, Wi + Wy = (W UWs) jsou také G-invariantni podprostory prostoru V,,
vUct h.
(i) Je-li W G-invariantni podprostor prostoru V,, vici h, potom jeho ortgondlni dopinék
pri skaldrnim ndsobeni ((u,v))

W# ={veV, | (v,w)=0vYweW}
je take G-invariantni podprostor prostoru V, vuci h.

Dtikaz
1. Pro kazdé g € G je h(g)(Wy) C Wy, h(g)(Ws) C Wa, potom h(g)(W1 N W) C Wy NWs.
Pro kazdé w € Wi + Wy je w = wy + way, kde wy; € Wy, wy € Wy, Potom h(g)(w) =
h(g)(w1 + wg) = h(g)(wl) + h(g)(wg) € W1 + WQ, a tedy h(g)(Wl + Wz) Q W1 + WQ.
2. W# = {v e V, | (v,w)) = 0 Vw € W} je ortogonalni doplnék podprostoru W v
prostoru V,, pti skaldrnim néasobeni ((u,v)). UkaZzeme, ze W# je G-invariantni podpro-
stor. Pro kazdé g € G a pro kazdé v € W# a pro kazdé w € W je ((h(g9)(v),w)) =
(g™ ((g)(v)), Mg~ (w))) = (g~ 9)(v), A(g~")(w))) = (M(1)(v), (g™ ")(w))) =
((v,h(g71)(w))). Protoze W je G-inavriantni, je prvek h(g~!)(w) € W, v € W# a
proto ((h(g)(v),w)) = ((v,h(g7)(w))) = 0. Tim h(g)(v) € W#, a podprostor W# je
G-invariantni.

|

27



Definice 5.5 Necht h: G — Aut'V,, je reprezentace konecéné grupy G ve V,,, necht W je
G-invariantni podprostor prostoru V,, vic¢i h. Potom pro kaZdé g € G je h(g)|lw € Aut W, a
tedy zobrazeni h'W: G — Aut W definované predpisem h'V(g) = h(g)|w pro kazdé g € G je
reprezentace grupy G v W. Tato reprezentace h'V' se nazjvd podreprezentace reprezentace
h na W ( reprezentace subdukovand).

Definice 5.6 Reprezentace h konecné grupy G ve V,, se nazyvd ireducibilni reprezentace,

jestlize jedinymi G-invariantnimi podprostory vici h jsou 0 a V,,.

Jestlize reprezentace h neni ireducibilni, nazyva se reducibilni reprezentace, t.j. existuje

G-invariantni podprostor W vici h takovy, Ze W # 0, W # V,,.

Reprezentace h konecné grupy G wve V,, se nazyvd rozloZitelnd, jestliZe existuji nenulove

G-invariantni podprostory Wy, Wy wvici h takove, zZe V,, = Wi @ Ws.

Reprezentace h konecné grupy G se nazyva uplné reducibilni, jestlize pro kaZdy G-invariantni
podprostor W vici h existuje G-invariantni podprostor W' vici h tak, Ze W & W' =V,,.

Véta 5.4 Je-li V,, vektorovy prostor nad C se skaldarnim soucinem, potom kaZdd reprezen-
tace h konecné grupy G ve V,, je uplné reducibilni.

Diikaz Je-li W G-invariantni podprostor prostoru V,,, potom pfi skalarnim nasobeni
((w,v)) = > _(h(g)(w),h(g)(v)) je W# ortogonilnim doplitkem, tedy W & W# =V, a
geG
W# je G-invariantni podprostor ve V,, podle véty 5.3.
[ ]

Definice 5.7 Rekneme, Ze podprostor W prostoru V;, je ireducibilni (resp. reducibilng)vici
reprezentact h konecné grupy G ve V,, jestlize W je G-invariantni vici h a subdukovand
reprezentace h"', kde h"V' (g) = h(g)|w pro kaZdé g € G, je ireducibilni (resp. reducibilni).

Véta 5.5 Necht V,, je uplné reducibilni prostor vici reprezentaci h konecné grupy G wve
V... Potom plati:
(1) Jsou-li Wy, Wy diplné reducibilni podprostory prostoru V,, vi¢i h, potom také W1iNW,
a Wy 4+ Wy jsou uplné reducibilni podprostory vici h.
(13) Je-li W aplné reducibilni podprostor prostoru V,, vici h, potom existuje W' uplné
reducibilni podprostor prostoru V,, vici h tak, Ze W & W' =V,,.

Dtikaz 1. Ukazeme, Ze h""1"W2 je tplné reducibilni. Bud W5 C W, NW, podprostor, ktery
je G-invariantni vaci h"1"W2, Uk4zeme, ze Wi je direktnim séitancem ve W; N W.
Protoze W3 je G-invariantni viici A"1"W2_ je také G-invariantni vaéi h. Protoze V,, je
uplné reducibilni prostor, existuje W, podprostor V,,, ktery je G-invariantni vaci h tak,
7e Wg D W4 = Vn Potom Wl N W2 = (Wl N Wg) N Vn = (Wl N Wz) N (Wg ©® W4> =
Wid(W1NWenNW,). Protoze WiNWeNW, je G-invartiantni vici h, WiNWonW, C WiNW,y,
je Wi N Wy N Wy G-invartiantni vaei A"z,
Pro Wy + W5 dtikaz probiha obdobné.
2. Je-li W 1uplné reducibilni vici A, je W G-invariantni vici h, a protoze V,, je uplné
reducibilni, existuje G-invariantni podprostor W’ vudi h takovy, ze W & W' =V,,.

|

28



Disledek 9 Kazda reprezentace h koneéné grupy G ve V,, nad télesem T', ktera je tplné
reducubilni, urc¢uje rozklad prostoru V,, na direktni sumu G-invariantnich podprostorii
ireducibilnich vici h.

Dusledek 10 Kazda reprezentace h konecné grupy G ve V,, nad C urcuje rozklad prostoru
V,, v direktni sumu G-invariantnich podprostorti ireducibilnich vici h.

Diikaz Tvrzeni plyne podle véty 5.4 a podle predchoziho disledku.

Véta 5.6 Maschkeova véta
Necht' V,, je vektorovy prostor dimenze n nad télesem T, necht h je reprezentace konecéné
grupy G ve V,,, necht charT }|G|. Potom reprezentace h je uplné reducibilni.

Dtikaz Véta je zobecnénim véty 5.4. Tuto vétu jiz nebudeme dokazovat.

Véta 5.7 Schurovo lemma

Necht h:G — AutV,, k:G — Aut W, jsou ireducibili reprezentace konecné grupy G.
Jestlize f:Vn — W, je takovy homomorfismus, Ze pro kazdé g € G je foh(g) = k(g)o f,
potom bud f =0 nebo [ je izomorfismus a tim m = n.

Dtkaz Je-li f =0, jsme hotovi.

Predpokladejme, ze f # 0. Potom Ker f je podprostor prostoru V,, a Ker f # V,,. Ukézeme,
ze Ker f je G-invariantni vici h. Pro kazdé g € G a pro kazdé v € Ker f je f(h(g)(v)) =
k(g)(f(v)) = k(g)(0) = 0, tedy h(g)(v) € Ker f. Protoze h je ireducibilni, Ker f je G-
invariantni vaci b, Ker f # V,, je Ker f = 0.

Stejné ukazeme, ze Im f je G-invariantni vic¢i h. Pro kazdé g € G a pro kazdé w € Im f
existuje v € V,, tak, ze f(v) = w. Potom k(g)(w) = k(g)(f(v)) = f(h(g)(v)) € Im f. Tim
Im f =V, nebot k je ireducibilni.

Tedy Ker f =0, Im f = V,,, a proto f je izomorfismus a m = n.

Véta 5.8 Schurovo lemma - maticovy tvar

Necht h:G — AutV,, k:G — AutW,, jsou ireducibili reprezentace koneéné grupy G.
Jestlize F je takovd matice typu m/n, Ze pro kazdé g € G je FhM(g) = kM (g)F, potom
bud F = 0 nebo F je requldrni matice a tim m = n.

Dtkaz Homomorfismus f:V,, — W,, ma v danych bazich matici F. Potom podle pred-

chozi véty f = 0 nebo f je izomorfismus, tim F = 0 nebo F je regularni matice a m = n.
|
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Co znamena, Ze reprezentace h je reducibilni?

Jestlize h: G — Aut 'V, je reducibilni reprezentace konecné grupy G ve V,,, potom exis-
tuje G-invariantni podprostor U prostoru V,, takovy, ze U # 0, U # V,. Zvolime-li
Uy, Us, ..., U bazi podprostoru U, potom ve V,, ji 1ze doplnit na béazi celého prostoru V,,,
tedy uq, ..., U, U1, ..., U, je baze V). Protoze U je G-invariantni, pro kazdé g € G je
h(g)(U) CU. Tim

h(g)(u1) = Aqug + -+ - + Agrug + Ougyq + -+ - + Ouy,

h(g)(uk) = /\1ku1 + -+ /\kkuk + 0uk+1 + -4 Oun,

h(g)(Ukt1) = Mprtn + - - 4 Mekr1UWe + M1k 41Ut1 + - - + Ak 1Un,

Ao Ak Akt A
, Akl Ak Akks1r ot Ak
Tim hM(g) = "
(9) 0 - 0 Apgirsr 0 Aksin
L0 0 Ak Aun
Proto reprezentace h konecné grupy G je reducibilni pravé tehdy, kdyz existuje maticova
. 1z . A B . .

reprezentace takova, Ze pro kazdé g € G je hM(g) = [ 0 C ], kde A je matice typu k/F,

B je matice typu k/(n — k), C je matice typu (n — k)/(n — k) a k # 0, k # n.

Co znamena, ze reprezentace h je rozlozitelna?

Jestlize h: G — AutV,, je rozlozitelna reprezentace konecné grupy G ve V,,, potom exis-
tuji G-invariantni podprostory Uy, Uy prostoru V,, takové, ze U; # 0, Uy # 0 a 'V, =
U, @& Us. Zvolime-li uq, us, ..., up bazi podprostoru Uy, ugy1, ..., u, bazi podprostoru Us, po-
tom uq, ..., Ug, U1, ..., Uy je baze V,,. Protoze U; i U, jsou G-invariantni, pro kazdé g € G
je h(g)(Uy) C Uy a h(g)(Us) C Us. Tim

h(g)(ul) = )\11'&1 + -+ )\kluk + OUk+1 + -+ 0un,

h(g)(uk) = >\1ku1 + -+ )\kkuk + Ouk+1 + -+ Oun,

h(g)(urs1) = Oug + - - + Oug + Mg 1pr1 U1 + - - + A1y,

h(g)(un) = Ouy + -+ - + Oug + Apyintsr + -+ - + Aanln.
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[ A A 0 0 ]
) M1 o Ak 0 cee 0
Tim hM(g) =
m (g) 0 ... O )\k:+1]€+1 M /\k+1n
0 s 0 )\nk—i-l e )\nn

Proto reprezentace h koneéné grupy G je rozlozitelna pravé tehdy, kdy# existuje maticova
A 0

0 C 1, kde A je matice typu k/k,

reprezentace takova, ze pro kazdé g € G je hM(g) = l
C je matice typu (n — k)/(n — k) a k # 0, k # n.

Protoze matice automorfismu v rtznych bazich jsou podobné, miizeme vyslovit nasle-
dujici vétu.

Véta 5.9 Necht h je reprezentace koneéné grupy G ve V,,. Potom plati:

(i) h je reducibilni prdvé tehdy, kdyZ pro kazdé g € G je matice h™ (g) podobnd matici
A B

0 C |’

(74) h je rozloZitelnd prave tehdy, kdys pro kaZdé g € G je matice hM(g) podobnd matici
A o

0 C |’

(vi1) h je tiplné reducibilni pravé tehdy, kdyZ pro kazdé g € G plati: je-li matice M (g)

], potom je h™(g) podobnd matici [ g g ]

. .. | A B
podobna matici [ 0 C
Dusledek 11 Jsou-li reprezentace h, k kone¢né grupy GG ekvivalentni, potom reprezentace

h je ireducubilni pravé tehdy, kdyz je ireducibilni reprezentace k.

Véta 5.10 Je-li h reprezentace konecné grupy G ve V,, nad C, potom pro kazZdé g € G je
matice h™(g) podobnd matici

hi'(g) 0 0
0 h(g) 0
0 0 h'(9)

kde pro kazdé i = 1,...,r je h; ireducibilni reprezentace grupy G.

Diikaz Protoze kazda reprezentace ve V,, nad C je uplné reducibilni, je V,, = W; & Wy &
- @W,, kde pro kazdé i = 1, ..., je W; G-invariantni vii¢i h a pro kazdé g € G je h(g)
ireducibilni na W;.

Oznacme

wy, ..., w;, bazi Wy,

W;
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Wi, 141y -y Wy, béazi W,«.
Protoze pro kazdé + = 1, ...,r je W; G-invariantni, je pro kazdé g € G

A, 0 0
0 A, 0

hM(g) = . :
0 0 A,

kde pro kazdé i = 1,...,r je A; = (h(g)|w,
Oznacime-li h;: G — Aut (W;), kde h;(g) = h(g)|w, pro kazdé g € G, potom h; je iredu-
cibilnf a A; = hM(g).

Y,

|
Definice 5.8 Je-li A = [a;;] ¢tvercovd matice Fadu n, potom prvek
TrA =ay1+axm+- -+ a,,
se nazyvd stopa matice A.
Véta 5.11 Jsou-li A, B ¢tvercové matice radu n, potom Tr (AB) = Tr (BA).
Dukaz Tr(AB) Zalj ]1+Z ag;jbjo+- - —l—z pbjn = kil(il agjbjr) = il i ak;bik)
-1 j= J=1 k=1
z": zn: birar;) = Tr (BA).
= n
Disledek 12 Jsou-li A, B ¢tvercové matice fadu n podobné, potom Tr A = Tr B.
Dukaz Jestlize B= P 'AP, potom TrB = Tr (P"'AP) = Tr (APP ') = Tr (A).
|

Disledek 13 Stopa ¢tvercové matice A se rovna souctu vlastnich ¢isel matice A.

Véta 5.12 Pro ctvercoveé matice nad koplexnimi cisly plati:
(1) Je-liD=D;®Dy®---® D,, potom TrD = ZTrDi.
i=1

(17) Je-li I jednotkovd matice Tddu n, potom TrI = n.

(1ii) Je-li A requldrni matice Tddu n s vlastnimi Cisly A1, ..., \,, potom inverzni matice
A~ md vlastni ¢isla A\[*, ..., AL

(iv) Jestlize pro matici A existuje k € N tak, Ze A*¥ =1, potom TtA™' =TrA o Tr A
je soucet k-tyych odmocnin z ¢isla 1.
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Dikaz 1. a 2. tvrzeni je jasné.

3. Je-li A vlastni ¢islo reguldrni matice A, potom Ah = Ah, kde h # 0 je vlastni vektor
piislusny vlastnimu éislu A, A # 0. Potom A~*M\h = A7'Ah, tim AA~'h = h, a proto
A7'h = X1h. Tim A 7! je vlastni ¢islo matice A~! a h je vlastni vektor matice A1
prislugny vlastnimu &slu A7

4. Jestlize A* =T pro néjaké k € N, potom (det A)* = det(A*) = detI = 1, tedy matice
A je regularni. Potom A = TJT!, kde Jordanova matice J mé na diagonéle nenulova
vlastni ¢isla A, ..., A, matice A. Tim J = T~'AT, aproto J* = (T7*AT)* = T!A*T = L.
Matice J* mé na diagonale A}, ..., A}, proto A¥ =1, a tedy \; je k-t4 odmocnina z jedné
pro kazdé j =1,....n.

Jestlize \; = a+ (i, pak |a+ (i| = 1, a protoze (a+ 3i)(a— i) = o®+ 3* = |a+ [i]* = 1,

n

jeNit=a—pi=X; Proto Tr(A™) =) A1 =N => A =Tr(A).
=1 =1 =1

Je-li h: G — AutV,, reprezentace kone¢né grupy G ve V,,, potom pro kazdé g € G je
h(g) automorfismus vektorového prostoru V,,. Je-li A, matice automorfismu h(g) v bazi
bi, ..., b, prostoru V,, a B, matice stejného automorfismu h(g) jen v jiné bazi vy, ..., vy,
potom matice A, a B, jsou podobné, a tudiZ maji stejnou stopu, tedy Tr A, = Tr B,.
Muzeme proto mluvit o stopé automorfismu h(g), je to stopa matice automorfismu h(g)
v libovolné bazi prostoru V,,.

Definice 5.9 Necht h: G — Aut'V,, je reprezentace koneéné grupy G ve V,, nad télesem
T. Potom zobrazeni x:G — T dané predpisem x(g) = Trh™(g) pro kazdé g € G se
nazyva charakter reprezentace h.

Véta 5.13 Necht h je reprezentace koneéné grupy G ve V,, nad télesem C, mecht x je
charakter reprezentace h. Potom plati:

(1) Necht Wy, ...,W, jsou G-invariantni podprostory prostoru V,, vici h, necht prostor

Vo =W1@---®W,. Pro kazdé i = 1,....,7 hi(9) = h(g)|w, pro kazdé g € G je

reprezentace grupy G ve W;, oznacme x; charkter reprezentace h;. Potom pro kazdé

g € G plati x(9) =>_ xi(9).
=1

Oznacime-li id € AutV,, identicky automorfismu prostoru V,,, potom x(id) = n.

)
(4i1) x(9192) = x(g291) pro kaZde g1, g2 € G.
(iv) X(9f19291) = X(g2) pro kaZdé g1, g2 € G.
(v) x(97") = x(g) pro kazdé g € G.

(7i
1

Dukaz 1. Zvolime-li
bl, ceey bk1 béazi Wl,
bk1+17 ceey bk2 béazi WQ,

bkr,l—&-l’ ceey bkr béazi Wr,
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Potom by, ..., b, je baze V,,, a v této bazi pro kazdé g € G je

hi'(g) 0 0
hM(g) = A N ’
0 0 | hM(g)
Proto pro kazdé g € G je x(g) = Tr (h™(g ZTI“ (hi' (g ZXZ

2. x(1) =Tr (I) = n.
3-(x(91)92) = Tr (W (g192)) = Tr (RM(g1)h™ (g2)) = Tr (KM (g2)h™ (g1)) = Tr (WM (g2g1)) =
X\g9291)-

4 x(g91 9201) = X (929191 ") = x(92).-
5. x(g7") = Tr(hM(g7")) = Tr ((hM(9)) ") = Tr (WM (g)) = x(9)-

Véta 5.14 Necht h je reprezentace koneéné grupy G ve V,,, necht k je reprezentace konecné
grupy G ve W,,, necht reprezentace h,k jsou ekvivalentni. Potom tyto reprezentace maji
stejné charaktery, tedy x = ).

Dikaz Protoze reprezentace h, k jsou ekvivalentni, existuje izomorfismus f:V,, — W,
takovy, ze pro kazdé g € G a pro kazdé v € V,, je k(g)(f(v)) = f(h(g)(v)), m = n. V danych
bazich prostort V,, a W,, je h™(g) matice h(g), k¥ (g) matice k(g) a F matice izomorfismu
f a FhM(g) = kM(g)F pro kazdé g € G. ProtoZe matice izomorfismu F je regularni, je
hM(g) = F7'kM(g)F pro kazdé g € G, a tedy x"(g) = Tr (hM(g)) = Tr (F~ kM (g)F) =
Tr (K" (9)) = xM(9).

|

Protoze pro dalsi vlastnosti budeme potiebovat predpoklad, ze téleso 1" je algebraicky
uzaviené a charT }|G|, omezime se v celém dalsim povidani na téleso komplexnich ¢isel C.

Lemma 5.1 Necht h je reprezentace konecné grupy G ve V,,, necht k je reprezentace grupy
G ve W,,,, necht M je libovolna matice typu n/m nad C. Jestlize matici typu n/m oznacime
P = nM(z)MEM(z7"), potom pro kazdé g € G plati h™ (g)P = PkM(g).

zeG

Dukaz Pro kazdé r € G je hM(z) matice typu n/n, k™ (x) je matice typu m/m, proto
P je matice typu n/m.

WM ()P = M (g) (D hM (2)MEM (271) = 3 WM (g)hM (2)MEM (271) =

xeG zeG
Z(:;hM(gfv)MkM(x’l) = ZéhM(gx)MkM(:v’l)kM(g*I)kM(g) =
ZGhM(gw)Mk‘M( g HEY (9) ZGhM (gz)MEM ((g2) ")k (9) = PEM (g).
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Véta 5.15 Necht G je konecnd grupa, necht h, k jsou dvé neekvivalentni ireducibilni repre-
zentace grupy G. Je-li h: G — Aut'V}, reprezentace G ve V,,, h™(g) matice reprezentace
h #ddu n pro kaZdé g € G, potom oznacme pro kaZdé i,j = 1,....,n prvek v matici h™ (g)
na misté ij symbolem R} (g). Je-li k: G — Aut W, reprezentace G ve Wy, kM (g) matice
reprezentace k radu m pro kaZdé g € G, potom oznacme pro kaZdé r,s = 1,....,m prvek
v matici k™ (g) na misté rs symbolem kM (g). Potom pro kadé i,j = 1,....,n a pro kazdé

r,s =1,...,m plati
> hij (kN (g =0.
geG

Dukaz Zvolme libovolnou matici M typu n/m a poloZzme podle pfedchoziho lemmatu
P = Z M (2)MEM (271), potom pro kazdé g € G je hM(g)P = PkM(g).

zeG
Pro ireducibilni reprezentace je podle véty 5.8 P = 0 nebo P je regularni matice. Kdyby

matice P byla regularni, reprezantace h, k by byly ekvivalentni, coz podle predpokladu
nejsou. Proto P = 0, tedy > 2" (z Mk’M( H=o.

zeG
Oznac¢ime-li M = [mw] potom pro kazdé i = 1,...,n a pro kazdé s = 1, ..., m méme
B @)MEY (@), = 3 (30 W @ma k@) = 30 30 B (@) muk? (a), a tedy
v=1 u=1 v=1u=1

= Z (Z Z h%(x>muvk%($_l))'
ze€G v=1u=1
Pro libovolné j = 1,...,n a pro libovolné r = 1, ..., m zvolme matici M = [m,;| takovou, ze

=1, muv —Opro kazdeu;«éj, vFET. Potom

ZZZh )Mk = SO0 R @yl ) =

rzeG v=1u=1 zeG v=1

Z(h?f(ﬂf)mjrk%(fl)) = Z h?f(ﬂf)kff(fl)-

zelG zeG
| |

Véta 5.16 Necht G je konecnd grupa, necht h: G — Aut 'V, je ireducibilni reprezentace
grupy G ve V,,, necht pro kazdé g € G je h*(g) matice reprezentace h v dané bdzi prostoru
V., necht hf]”(g) oznacuje prvek na misté ij v matici h™ (g). Potom pro kazdé i, j, k,1 =
1,...,n plati
n Z h h% 71) = 5zl53k’G|
geG

kde 6 oznacuje Kroneckerovo delta.

Dikaz Zvolme libovolnou ¢tvercovou matici M fadu n a opét polozme
P=> (MY (g7).
geG
Potom TrP = Tr (DY AM(g)MAM(¢g7") = Y Tr (A" (g)MAM(g7") = Y Tr(M) =
geG geqG geqG
|G| Tr M. Podle lemmatu 5.1 je hM(g)P = PhM(g) pro kazdé g € G.
Bud A € C vlastni ¢islo matice P, tedy det(A — P) = 0. Potom pro kazdé g € G je
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M (g) (M —P) = hM(g)\ — kM (g)P = AhM(g) — PRhM(g) = (M - P)hM(g). Podle véty 5.8
je A\I—P = 0 nebo matice \I— P je regularni. Protoze vSak det(A\I-P) =0, je \I-P = 0,
tedy P = AL

Tim |G|TrM = Tr P = Tr (AI) = nA.

Oznacime-li P = [py], potom p;; = A pro kazdé i = 1,...,n a p; = 0 pro kazdé i # [, tedy
Pit = Ay.

Oznac¢ime-li M = [mw] potom

)\51'[ = Di = Z Z Z h muv ( 71))'

geG v=1u=1
Pro kazdé i,l = 1,...,n a pro kazdé j,k = 1,...n zvolme matici M tak, ze m,, = 1 pro

u=7,v==Fka My = O pro vsechna u 7é 7 a pro vsechna v # k. Potom

)\511 = Di = Z Z Z h muv Z Z h m]v ( 1)) =

gerlul geG v=1

> B (g)mgehy ( Z hM(g)h (g71). Tim
geG geG
nYgea hf‘f(g)h%(g_l) = nAoy = |G|d;x0u, nebot nA = Tr(A\I) = |G|Tr (M) = |G|k,
protoZze mj, = 1 a ostatni jsou 0.
|

Pro z,y prvky grupy G budeme oznacovat x ~ y, jestlize jsou prvky x,y konjugované,
t.j. existuje prvek g € G tak, ze x = gygfl. Oznacime-li C, Cy, ..., C, t¥idy konjugovanych
prvkl grupy G, potom G =C,UCy U ---UC,.

Vzdy bude ocislovani trid konjugovanych prvki takové, ze 1 € Cy. Potom C; = {1}.

Pro kazdé i = 1, ...,r ozna¢me x; € C; reprezentant tiidy C;.

Pro kazdé ¢ = 1,...,r ozna¢me t; = |C}].

Uvédomime si, Ze pro kazdé i = 1,...,r je C;' = {z7! | z € C;} opét tiida konjugovanych
prvki, tedy existuje [ € {1,...,r} tak, ze C; ' = C.

Navic |C; Y| = |Cy| = t; pro kazdé i = 1,...,7

Véta 5.17 Je-li h:G — AutV,, reprezentace konecné grupy G ve V, nad C, je-li x
charakter reprezentace h, potom zobrazeni x je konstantni na tridé konjugovanych prvki
grupy G.

Dukaz Jsou-li z,y € G takové, Ze existuje g € G tak, Ze z = gyg~', potom x(z) =
X(gyg ") = Tr(h(gyg™)) = Tr (WM (9)h™ (y)h* (g7")) = Tr (WM (g)hM (y)h (9)~") =
Tr (R (y)) = x(y)-

|

Véta 5.18 Je-li h: G — AutV,, ireducibilni reprezentace konecné grupy G ve V,, nad C,
je-li x jeji charakter, potom plati

> x(9) =|G|.

geG
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Dukaz Oznacime-li hM ( ) prvky matice h (g) pro kazdé g € G, potom
x(g) = TrhM(g Z hM(g). Tim

Yox(@x(g™) =D Qo hil(9) Y halg™)) = DD (3 hil (9hir(g ™)
geG geG =1 k=1 i=1 k=1 geG

Podle vety 5.16 pro t = j, k =l ziskdvdme

n Z h h% Y = 010 |G| = 0i| G|. Proto

geG
2o x(x(g7h) =203 ~0ulGl =30 ~0ulGl = 3 |Gl = THG\ Gl.
geG i=1 k=1 1 i—1 i_

Poznamka 5.1 Véta 5.18 plati i pro ireducibilni reprezentace h koneéné grupy G ve V,,
nad télesem 7', ovSem téleso 7" musi byt algebraicky uzaviené a charl' f|G|.

Véta 5.19 Necht hy, hy jsou neekvivalentni ireducibilni reprezentace konecné grupy G,
necht x1, x2 jsou jejich charaktery. Potom plati

> xi(g)xa(g7) = 0.

geG

Ditkkaz Bud hy: G — Aut 'V, x1(g) = Tr (hM(g)) pro kazdé g € G,
hy: G — Aut W,,, x2(g9) = Tr (k! (g)) pro kazdé g € G.

Podle véty 5.15 pro kazdé ¢,7 =1, ..., a pro kazdé r,s = 1, ..., m mame
> h]\i (9)hd! (¢7") = 0, potom

geG
z;;Xl(g)Xz(g_l) = Xé(Tr (R (9))Tr (hy"(g71))) = Z;; ; Z_)l (ha! (971))) =
2 ST @) o) = L3 0=0

Posledni dvé véty lze formulovat spolecné.

Véta 5.20 Necht hq, hy jsou neekvivalentni ireducibilni reprezentace konecéné grupy G,
necht x1, X2 jsou jejich charaktery. Potom pro i,j € {1,2} plati

Z Xz 52J|G‘

geG

Véta 5.21 Necht hy, hy jsou neekvivalentni ireducibilni reprezentace konecné grupy G,
necht x1, X2 jsou jejich charaktery. Potom pro i,j € {1,2} plati

> texi(wr)x; (2 ) = 054G

k=1

37



Ditkaz Podle véty 5.20 pro i, j = 1,2 mame Y _ xi(g)x;(¢7") = 6;|Gl.
geG
Protoze G = C1UCyU---UC,, kde pro kazdé k =1, ..., r je C,. tfida konjugovanych prvki,

C; = {1}, mame

551G =" xi(@)xi(g™) =D (D xilg)xi(g™)-

geG k=1 geC}
Podle véty 5.17 je Z Xi(9) = texi(xp), Z Xj(g_l) = thj(xlzl).
9g€C geCy,

Potom Y xi(9)x;(97") = texi(xx)x;(z; 1), a proto
g€l

5,161 = 33 wl@)o(a) = X ooy (i),

k=1 geCy k=1
|

Definice 5.10 Necht G je konecnd grupa, necht C1, ..., C, jsou tridy konjugovanych prvki
grupy G. KaZdou funkci a: G — T, kterd je konstantni na kaZdé tridé konjugovanych
prvkd grupy G, T je téleso, nazveme tridovd funkce na grupé G nad T'. MnoZinu vsech
tridovych funkci na grupé G nad T oznacime C1(G,T).

Poznamka 5.2 Jednoduse vidime.

(1) Je-li h reprezentace kone¢né grupy G ve V,, nad 7', potom jeji charakter y je tfidova
funkce, tedy x € C1(G,T).

(1i) Prokazdéi =1,...,r je C; tfida konjugovanych prvki grupy G, x; € C; reprezentant
ttidy C;. Pro kazdé a € Cl1(G,T) méme [a(zy), ..., a(x,)]T € T, tim lze definovat
zobrazeni ¢: Cl(G,T) — T, piedpisem p(a) = [a(x1), ..., a(z,)]T. Toto zobrazeni
je zfejmé izomorfismus, proto Cl1(G,T) = T, a dim C1(G,T) = r.

(17i) Je-li T'= C, potom pro o € Cl(G, C) oznacme

v(a) = [a(zy), ..., a(z,)]?,

to(zt)  tea(z!)

w(a) GG ,
kde z; € C; je reprezentant t¥idy C;, t; = |C;| pro kazdé i =1, ..., 7.
Pro kazdé o, 8 € C1(G, C) a pro kazdé ¢ € C plati
v(a+5) = v(a) +0(3),
w(a+ B) = w(e) + w(p),
v(ea) = cv(a),
w(ca) = cw(a).

Véta 5.22 Necht hy, ..., hy jsou ireducibilni a po dvou neekvivalentni reprezentace konecné
grupy G, necht xi,...,xs jsou jejich charaktery. Potom charaktery xi,...,Xxs jako prvky
vektorového prostoru Cl(G, C) jsou linedrné nezdavislé, proto s < r = dim Cl (G, C).
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Dukaz Necht A;xi+A2x2+- -+ xs = 0. Potom pro kazdé j =1, ..., sje 0 = w(x;)v(0) =
w(xy)v(Aixs + Aaxz + -+ + Aaxs) = Aiw(xg)v(xa) + Aew(x;)v (Xz) A w(xj) (Xs)-

T

tux;(zy!
OvSemprokazdé i = 1,..., s jew(x;)v(x:) = D ngu ) Xi(Tw) |G| § tqu Hxi(za)
u=1

|G|(5Z]|G| d;; podle véty 5.21.
Tim 0 = A\jw(x;)v(x;) = Aj, a tedy charaktery xi, ..., xs jsou linedrné nezavislé.
|

Oznac¢me K tfidu ekvivalentnich reprezentaci konecné grupy GG. Podle dusledku 11 jsou
bud v8echny reprezentace v K ireducibilni, nebo jsou vSechny reprezentace v K reducibilni.
Oznacme Ky,...,K vSechny rtzné t¥idy ireducibilnich reprezentaci kone¢né grupy G. Podle
véty 5.22 je s <r =dim Cl(G, C).

Je-li h: G — AutV,, reprezentace konecné grupy G nad C, potom podle véty 5.10 je
reprezentace h ekvivalentni s hy & --- @ h,, kde pro kazdé ¢ = 1, ...,z je h; ireducibilni
reprezentace grupy G. Nékteré z téchto reprezentaci mohou byt ekvivalentni, proto repre-
zentace h je ekvivalentni s (mq X hy) @ -+ @ (mg X hy), kde m; X hy = h; @ --- @ h;, h; je

m;

ireducibilni reprezentace kone¢né grupy G, m; € Z, m; > 0 pro kazdé i =1, ...; s

Véta 5.23 Necht h": G — AutV,, je requldrni reprezentace konecné grupy G ve V,, nad
C, m = |G|, necht h" je ekvivalentni s (my X hy) @ --- @ (mg X hy), kde h; je ireducibilni
reprezentace konecné grupy G, m; € Z, m; > 0 pro kazdé i = 1, ..., s. Potom plati:

(1) m; = ny, kde n; je stupern ireducibilni reprezentace h; pro kazdé i =1,...;s

(i) ;HZ = 1G]

(vi1) anxz(xk) =0 pro kazdé k = 2, ...,r, kde x; oznacuje charakter reprezentace h;.
i=1

Diikaz Podle véty 5.14 maji ekvivalentni reprezentace stejné charaktery, proto
X = MmiX1+ MaX2 + -+ MsXs,
kde x je charakter reguldrni reprezentace h". Podle definice regularni reprezentace je
x(1) =m = |G| a x(g9) =0 pro kazdé g € G, g # 1.
Pro kazdé i =1, ..., s mame
w(x)v (Xz) = w(m1><1 o maxs)u(xa) = maiw(x)v(x) + -+ msw(xs)v(x) =

Zm] = ij ij = m; podle véty 5.21 - jiz jsme dokazovali v ditkazu véty

j=1
5 22

Z druhé strany vsSak pro kazdé ¢ =1, ..., s mame
" tex(e ) tix(z1) tix(17) 4G
w(x)o(x:) = ——rxilzr) = — o —xi(r1) = —5—x(l) = xi(l) =
k; |G| |G| |G| G~
Tim m; = w(x)v(x;) = n; pro kazdé i = 1, ..., s - ukdzali jsme prvni tvrzeni.
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Potom y = myx1 + -+ +msXxs = n1X1 + -+ + NsXs, a tedy pro prvek g = 1 mame

Gl =m = x(1) = nix1(1) + - +nsxs(1) = ning + -+ + ngng = n? + - -+ + n? - ukazali
jsme druhé tvrzeni.

Pro kazdy prvek g € G, g # 1 je x(g) = 0, a proto pro kazdé k = 2, ...,r je x(zx) = 0. Tim

0= x(xr) =nixi(xe) + - + nexs(zr) = an‘Xz‘(xk) pro kazdé k = 2, ...,r - ukézali jsme
i1
treti tvrzeni véty.

Lemma 5.2 Jsou-li C4,...,C, tridy konjugovanych prvki konecné grupy G, potom pro
kazdé i, j, k € {1,...,r} je bud C,, N C;C; = O nebo Cy, C C;C;.

Dukaz Je-li C, N C;C; # 0, potom existuje prvek z € C, N C;Cy, a tedy z € Cy, z = zy,
kde z € C}, y € C;. Pro kazdé 2’ € Cy existuje g € G tak, ze 2’ = gzg~'. Tim 2’ = gzg™' =
gryg—t = grgtgyg~?, a proto 2’ € C;C;. Tim C}, C C;C;.

|

Lemma 5.3 Necht C4, ..., C, jsou tridy konjugovanijch prvki konecné grupy G, necht nyni
Cy C C,C; pro i, j.k € {1,...,r}, necht z € Cy je libovolny prvek. Jestlize oznacime
z = 2WyM = 2@y@ = ... = 20y® wiechna riznd vyjddieni proku z v C;C;, potom
kaZdy prvek 2" € Cy, md prdvé t rizngch vyjadrent ve tvaru soucinu proki z C; a Cj.

Dutikaz Pro kazdé 2/ € () existuje g € G tak, ze 2 = gzg~!. Definujeme-li zobrazeni
Q,:G — G predpisem Q,(x) = grg' pro kazdé x € G, potom toto zobrazeni je auto-
morfismus a nazyva se vnitini automorfismus.
Potom 2’ = gzg™t = Q,(2) = Q,(zM)Q, (yY) = Q, (2@)Q, (y?)
Protoze (1, je automorfismus, je toto ¢ riznych vyjadieni prvku 2’.
Kdyby prvek 2z’ mél ¢ riznych vyjadieni, kde ¢’ > t, potom i prvek z = Q;l(z’ ) by mél ¢/
riznych vyjadieni, coz je spor. Proto kazdy prvek 2z’ € C), ma pravé t riznych vyjadieni.
|

- = Qy(a)Qy (y).

Sl

Definice 5.11 Necht C4,...,C, jsou tiidy konjugovanych prvki konecné grupy G, necht
i,j,k € {1,...,r}. Jestlize Cy, C C;C;, potom poloZme t;;, = t, kde t je ¢islo z lemmatu 5.3,
t.J. kazdy prvek z Cy, mad pravé t riznych vyjddrent ve tvaru soucinu proki z C;, C;. JestliZe
Cr N CiC; = 0, potom polozme t;j = 0. Cisla i se nazyvagi konstanty pro ndsobend trid
grupy G.

Véta 5.24 Necht h: G — Aut'V,, je ireducibilni reprezentace konecné grupy G ve V,, nad
C, necht C1, ..., C, jsou tridy konjugovanych prvki grupy G. Pro kaZdéi = 1,...,r definujme

matict
S =Y nM(x).

zeC;

Potom pro kazZdéi = 1,...,r je matice S; skaldrni, t.j. existuje c¢islo \; € C tak, Ze S; = \;1.
Pro cisla \; plati:
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(1) NAj = tikde  pro kazdé i, j € {1,..,r}
k=1
(13) N\ = %E‘X(%’) pro kazdé i =1, ...,r, kde z; € C; je reprezentant tridy C;, t; = |C;l,
X je charakter reprezentace h.

Dukaz Pro kazdé g€ G a pro kazdé j = 1 , 7 mame
M (9)S;hM (g7 = M (g Z M (x Z M (g (x)hM(g71) =
zeCj zeCj
> WM (grg™") = S;, a tedy pro kazdé g € G je hM(g)S; = S;hM (g).
SCECj
Bud \; € C vlastni ¢islo matice S;, tedy det(\;,I—S;) = 0. Potom pro kazdé g € G mtzeme
psat KM (g) (NI —S;) = KM (g)NI — WM (9)S; = N\RhM (g) — S;hM (g) = (AT — S;)RM (g),
a proto podle véty 5.8 je matice \;I —S; = 0 nebo je to regularni matice. Protoze vSak
det(M\;I —S;) =0, je tato matice nulova a proto S; = A1
Pocitejme
SiS; = (D WM (@) (> nM(y) = > > WY@t (y) = > D> W (ay) =
zeC; yeC; zeC; yely zeC; yel;
thk Z hM = Ztiijk;, nebot pro C, N C;C; = 0 je tijx = 0 a pro C, C C;C;
zeC k=1
mame pro Ii<azde z € C}, prave t;;, riaznych vyjadreni ve tvaru zy, kde z € C;, y € Cj.

Tim pro kazdé ’l,j = 1,...,7“ ziskdvame (>\1)\j)1 = ()\,LI>()\]I) = S,LS] = thksk =

Z t”k /\kI Z tz]k/\k I a tedy )\ )\ = Z tl]k‘)\k

k=1
Dale pro kazdé z =1,...,7 mame
A =Tr(N) =Tr(S;) =Tr (> AM(z)) = > Tr(AM(z)) = > x(z )t
zeC; zeC; zeC;

Proto \; = %t,X(LEZ)
|

Véta 5.25 Necht hy, ..., hy jsou ireducibilni a po dvou neekvivalentni reprezentace konecné
grupy G, necht x1, ..., Xs jsou jejich charaktery. Potom plati:

5ij.

Dikaz Pro kazdé [ = 1,...,s je hl ireducibilni reprezentace Xi jeji charakter, a proto

1
podle véty 5.24 je SE Z M (z l)I )\ Z tijk )\kl), >\ —t;xi(z;). Proto
xGC ny

1 1 1
*EXZ(%) tyXl 1’] E : tzyk thl(SCk)
ny

Vynasoblme li tuto rovnost ng, z1skame

tixi(wi)tjxi(z;) th]knlthl(wk)
k=1
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ktera plati pro kazdé l = 1 , s - vSechny tyto rovnosti secteme.

Zt Xi(za)tjxi () Z th]knlthl<xk))

=1 =1 k=1
tit; ZXI ;) X1(7;) thgktk anXl )
=1
Podle véty 5.23 je anxl(xk) = 0 pro kazdé k = 2,...,r. Pro k = 1 je anxl(xl) =
=1 =1

anxl(l) = anl = Zn? = |G| podle véty 5.23. Tim ziskdvame

lit; ZXI zi)xi(z;) th]ktk anXz zy,)) = tint1 (O mxa(e)) = ti11|G| = ;1G]
=1 =1
Protoze C; %, Cy?, ..., CT jsou opet vsechny tridy konjugovanych prvki G, existuje pro
kazdé j =1,...,r index p = 1, ..., 7 tak, ze C; = C, .
Cislo ti;1 udava, kolikrat se v soucinu C;C; = C’,Cp* L objevi 1.
1 Q ClC] = Olcp_l pI‘éVé tehdy, kdyi tijl = O,
tij1 # 0 prave tehdy, kdyz 1 = 2y, kde x € C;, y € C; = Cp_l, ale z toho nutné p = i. Tim
pro tijl # 0 je tijl = tz

Potom dosazenim do rovnosti ¢;t; Y xi(zi)xi(z;) = t;;1|G| ziskévame
=1

tit, Z xi(zi)xi(z, 1) = 8;,ti|G|. Vydélelim rovnosti ¢isly ¢;t, méme tvrzeni véty

u _ G G
ZXl(%‘)Xz(%l) = 5ip’t‘ = 5ip‘t"'
= P ?

Véta 5.26 Necht G je konecnd grupa, necht s je pocet vsech riznych tiid K, ..., K, ekvi-
valentnich ireducibilnich reprezentaci, necht r je pocet trid Cy, ..., C, konjugovanich prvki
grupy G. Potom s = r.

Dtikaz Podle véty 5.22 je s < r.
Vezméme pro kazdé ¢ = 1,...,s x; € K;, x; je charakter ireducibilni reprezentace h;.
Reprezentace hy, ..., hs jsou po dvou neekvivalentni.
Oznaéme pro kazdé i,7 =1, ..., vektory v; = [x1(x;), X2(Z4), -, Xs(i)]

[Xl( Y, x2(z; ), ..., xs(z; )] Potom podle véty 5.25 mame

_ G G

wjvz ZXZ mz Xl 1 | | zj - |t|61]
L j
Ukazeme ze Vektory U1, Vg, ..., Uy jsou linedrné nezavislé.
Necht &0y + {0 + -+ + frvr = 0.
Potom pro kazdé j = 1, ..., Mame

0 = w,0 = W;(&01 + &2 + -+ + &:0,) = L0 + L0020 + -+ + §0;0, = Zfﬂﬂgﬁz =

T
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G| G
S 6ty = 617
=1

Protoze |G’| + 0, je & = 0 pro kazdé ¢« = 1,...,r, tim jsou vektory o, D, ..., U, inedrné
nezavislé, a proto r < s.
|

Disledek 14 Je-li kone¢na grupa GG komutativni, potom pocet neekvivalentnich ireduci-
bilnich reprezentaci grupy G se rovna fadu |G| a navic kazd4 ireducibilni reprezentace ma
stupen 1.

Definice 5.12 Je-li G grupa, potom podgrupa grupy G generovand prvky x—‘y~‘ay pro
kazdé x,y € G se nazyvd komutatnt grupy G a znaci G'.

Poznamka 5.3 Pro kazdou grupu G je komutant G’ normalni podgrupa grupy G a fak-
torgrupa G/G’ je Abelova.

Véta 5.27 Je-li G konecnd grupa, potom pocet neekvivalentnich ireducibilnich reprezen-
tact stupné 1 grupy G se rovnd [G : G'], tedy indezu komutantu G' v grupé G.

Dikaz Je-li h reprezentace grupy G stupné 1, potom h: G — AutV;. Protoze grupa

Aut V] je Abelova, je G/Ker h = Im h, tim grupa G/Ker h je také Abelova, a proto G’ je

podgrupa Ker h.

Budeme definovat zobrazeni h: G/G’ — Aut V; piedpisem

h(gG') = h(g) pro kazdé g € G.

Jestlize gG' = ¢1G’, potom g;'g € G/, tim g;'g € Kerh, a proto h(g) = h(g). Piedpis

h je opravdu zobrazeni. Protoze h((gG”)(glG’)) = h(9q:1G") = h(gg1) = h(g) o h(g1) =

h(gG")h(g:G"), je h homomorfismus, a tedy reprezentace grupy G/G’ ve V;.

Miizeme tedy definovat zobrazeni ®, které kazdé reprezentaci h grupy G ve V) priradi re-

prezentaci h grupy G /G’ ve V;. Ukézeme, %e toto zobrazeni ® je bijekce.

Necht & je reprezentace grupy Gi/G’ ve Vi. Potom zobrazeni h: G — Aut V; dané piedpi-

sem h(g) = h(gG’ ) pro kazdé g € G je reprezentace grupy G ve Vi. Oznacime-li ®(h) = h,

pak pro kazdé g € G je h(gG") = h(g) = h(g9G"), tedy ®(h) = h a zobrazeni ® je na.

Jsou-li h, k reprezentace grupy G ve V; takové, ze ®(h) = ®(k), potom pro kazdé g € G je

h(g) = h(gG") = ®(h)(9G") = ®(k)(9G") = k(9G") = k(g), tedy h = k, a proto ® je prosté.

Tim jsme ukéazali, Ze pocet riiznych reprezentaci grupy G ve V; je roven poctu rtiznych

reprezentaci grupy G/G’ ve V; a to je |G/G'| =[G : G'], protoze G/G’ je Abelova grupa.
|
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