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Resime Glohu

u"(x) + m?u(x) + g(x, u(x)) = f(x), xe(0,7),
u(0) =u(r)=0.

Definujeme G(x,s) = [y g(x,t)dt

Gy (x) = liminf Glx, 5) ,  G_(x)=Ilimsup Glx, 5) .

§—+00 S S§——00
Predpokladame

/ [G_(x)(sinmx)* — G4 (x)(sin mx)~| dx

/ f(x) sin mx dx </ﬂ[G+(x)(sin mx)"— G_(x)(sin mx)~] dx.
0 0
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Rozklad Hilbertova prostoru
[ ]

Uzavieny linearni a samoadjungovany operator

Oznacime H realny separabilni Hilbertlv prostor se skalarnim
soucinem (.,.) a normou ||.||.

| A

linearni rovnice

Mame uzavfeny linearni operator A:H— H s definicnim oborem

D(A) (D(A)=H), oborem hodnot R(A) a jadrem N(A).

(A uzavreny: {un} C D(A), up— u, Aup—z = uc D(A), Au=z,

jestlize navic D(A)=H, pak A je spojity operator.)

Budeme hledat podminky, za kterych existuje feSeni rovnice
Au=f, feH. (1)

Oznat¢ime M+ ={veH:(u,v)=0 Yue M}. Pokud je M uzavieny

podprostor H, pak podle véty o ortogonalnim rozkladu plati

H=Mao M.




Rozklad Hilbertova prostoru
[ ]

Uzavieny linearni a samoadjungovany operator

Oznacime H realny separabilni Hilbertlv prostor se skalarnim
soucinem (.,.) a normou ||.||.

| \

rozklad prostoru H

Definujeme adjungovany operator A*: D(A*) — H, D(A*)CH
k operatoru A takto: Rekneme, Zze ve D(A*) a A*v = z, pokud

(Au,v) = (u, 2) Vue D(A).
Jestlize A = A*, pak se operator A nazyva samoadjungovany.

Pro uzavreny linearni operator A : D(A) — H plati

H = R(A) & N(A"). )
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Rozklad Hilbertova prostoru
[ ]

Uzavieny linearni a samoadjungovany operator

Oznacime H realny separabilni Hilbertlv prostor se skalarnim
soucinem (.,.) a normou ||.||.

Dukaz H = R(A) © N(A*)

N(A*) je uzavieny podprostor H, proto potrebujeme dokazat
rovnost R(A) = N(A*)*. Nejdfive dokdazeme R(A)*=N(A").

Necht' ve R(A)* = 0=(Au, v)=(u, A*v) Yue D(A) (D(A)=H)
= vED(A*) ANA*V =0 = ve N(A*) a R(A)'c N(A*).

Necht’ ve N(A*) = 0=(u,A*v)Vue H = Yue D(A) 0=(Au,v)
= vE R(A)*. Odtud N(A*)Cc R(A)*, tudiz R(A)*=N(A*).

Zaroven (R(A)1)Lt=R(A) = N(A*)L.




Rozklad Hilbertova prostoru
L]
Uzavienost oboru hodnot

Necht’ A: D(A) — H je uzavrieny linearni operator a 3¢y >0
takové, Ze
IAul > eillull  Yue N(A)" N D(A), @)

potom obor hodnot R(A) je uzavreny.




Rozklad Hilbertova prostoru
L]
Uzavienost oboru hodnot
Lemma

Necht’ A: D(A) — H je uzavrieny linearni operator a 3¢y >0
takové, Ze

lAul| > erflull Yue N(AY-nD(A), (3)

potom obor hodnot R(A) je uzavreny.

Dukaz: Necht posloupnost {f,} C R(A) a f, — f € H, potom
existuje posloupnost {v,} C D(A) takova, ze Av, = f,. Body v,
Ize psat ve tvaru v, = wh+Un, Wp € N(A), up € N(A)L. Pak

(3)
|fn — fmll = |AVR — AV|| = [|Aup — Aup|| = c1l|un — Ul ,

tedy {un} je Cauchyovska posloupnost s limitou u € N(A)*.
Z uzavrenosti operatoru A plyne ue D(A) A Au=f, tedy fc R(A)
a obor hodnot R(A) je uzavreny.
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Pozitivné definitni operator

Fredholmova alternativa pro pozitivné definitni operator

Necht' A: D(A) — H je linearni samoadjungovany operator
a dcp >0 takové, ze

(Au,u) > oollul®>  Yue N(A)* N DA, (4)
potom rovnice Au = f ma feSeni tehdy a jen tehdy, kdyz
(f,vy)=0 VveN(A). (5)

v




Rozklad Hilbertova prostoru
[ ]

Pozitivné definitni operator

Fredholmova alternativa pro pozitivné definitni operator

Necht' A: D(A) — H je linearni samoadjungovany operator
a dcp >0 takové, ze

(Au,u) > collul®>  Yue N(A)T N D(A), (4)
potom rovnice Au = f ma feSeni tehdy a jen tehdy, kdyz
(f,vy)=0 VveN(A). (5)

v

Dikaz: Linearni samoadjungovany operator A = A* je zfejmé
uzavreny. Z predpokladu (4) a Schwarzovy nerovnosti vyplyva
[ Aulllull > (Au, u) > co||ull?, tedy [|Au|| > co|lu]| a podle
predchoziho lematu je obor hodnot R(A) uzavreny.

Z rozkladu (2) a samoadjungovanosti operatoru A dostaneme
H = R(A) @ N(A*) = R(A) @ N(A), odtud plyne R(A) = N(A)+.
Neboli € R(A) < fe N(A)* < (f,v) =0 Vv e NA).
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Rozklad Hilbertova prostoru
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Sedlovy operator

Fredholmova alternativa pro sedlovy operator

Necht' operator A: H — H je linearni a samoadjungovany,
H, H C H jsou podprostory H a H=H @ N(A) @ H. Jestlize
existuji c3 > 0, ¢4 > 0 takové, ze

(Au,u) < —cs|ul® VueH, (6)
(Au, u)

<
> clul®?  VYueH, (7)

potom rovnice Au = f ma feSeni tehdy a jen tehdy, kdyz

(f,v)=0 VveNA).




Rozklad Hilbertova prostoru
[ ]

Sedlovy operator

Fredholmova alternativa pro sedlovy operator

Necht' operator A: H — H je linearni a samoadjungovany,
H, H C H jsou podprostory H a H=H @ N(A) @ H. Jestlize
existuji c3 > 0, ¢4 > 0 takové, ze
(Au, u)
(Au, u)

potom rovnice Au = f ma feSeni tehdy a jen tehdy, kdyz

—csllu|?  VueH, (6)

<
> clul®?  VYueH, (7)

(f,v)=0 VveNA).

Dikaz: Podobné jako v predchozim dikazu staci ovéFAt ze)
operator A splfiuje nerovnost ||Au|| > c||u|| na N(A)*=Ha H.
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Sedlovy operator

Polozime u= 0 +up+ 0, kde d eﬁ, upeN(A), U € H. Potom
(Au, 0—0)=(AG+Ad, G—0)=(Ad, 0)+(Ad, 0)—(Ad, 0)—(Ad, 0).
Operator A je samoadjungovany, proto plati
(Ad,0) — (Ad,0)=(Ad, ) — (4, A*0) = (Ad, ) — (Ad, d) = 0.
Odtud, ze Schwarzovy nerovnosti a nerovnosti (6), (7) vyplyva
|Aul||d =0 || > (Au, G —0)=(Al, G)—(Al, 0) > cal| G ||>+cs]|d 2.
Pro funkce G eH, 0 eH plati ||d — a2 =|d|? + ||0]
a podobné pro ue N(A)* je |[ul?=||d + a|® = ||d|®+|d]>.
PoloZime ¢ = min{cs, c4} a dostaneme

1Aullllull = [|Aull|& — a1 > cllul? Vue N(A)*.

Fiy e



Rozklad Hilbertova prostoru
[ ]

Sedlovy operator

Polozime u= 0 +up+ 0, kde d eﬁ, up e N(A), i € H. Potom
(Au, 0—0)=(AG+Ad, G—0)=(Ad, 0)+(Ad, 0)—(Ad, 0)—(Ad, 0).
Operator A je samoadjungovany, proto plati
(Ad,0) — (Ad,0)=(Ad, ) — (4, A*0) = (Ad, ) — (Ad, d) = 0.
Odtud, ze Schwarzovy nerovnosti a nerovnosti (6), (7) vyplyva
|Aul||d =0 || > (Au, G —0)=(Al, G)—(Al, 0) > cal| G ||>+cs]|d 2.
Pro funkce G eH, 0 eH plati ||d — a2 =|d|? + ||0]
a podobné pro ue N(A)* je |[ul?=||d + a|® = ||d|®+|d]>.
PoloZime ¢ = min{cs, c4} a dostaneme

1Aullllull = [|Aull|& — a1 > cllul? Vue N(A)*.

Poznamka: Pro nesamoadjungovany operator A potrebujeme
N(A) = N(A*) a (AdQ,d) — (Ad,0)=0.

Fiy e



Rozklad Hilbertova prostoru
L 1)

Kompaktni operator

Courant-Fisheruv princip

Necht T:H — H je linearni kompakini samoadjungovany
pozitivni operator, pak ma operator T vlastni Cisla

MZA2-->Ap>--->0,  lim Ay =0,

kterym odpovidaji vlastni funkce

P1, P25 -5 Pny -t
tvorici ortonormalni bazi prostoru H. Zaroven plati
Tu, u
Ay = max %, apro neN
veH ||ul|
. (Tu, u)
Api1= mMin max{ ull=1,(u, =-.-=(u, :O}.
n+1 i = HUHZ !H H ( 991) ( 99,7)

v




Rozklad Hilbertova prostoru
oe

Kompaktni operator

Fredholmova alternativa pro kompaktni operator

Necht A\e R, A\ >A >0 a T:H— H jelinearni kompaktni
samoadjungovany pozitivni operator, potom rovnice (\[—T)u=f
ma feSeni tehdy a jen tehdy, kdyz (f,v) =0 Vve N\ —T).




Rozklad Hilbertova prostoru

o] ]

Kompaktni operator

Fredholmova alternativa pro kompaktni operator

Necht A\e R, \y >A >0 a T:H— H jelinearni kompaktni
samoadjungovany pozitivni operator, potom rovnice (\[—T)u=f
ma feSeni tehdy a jen tehdy, kdyz (f,v) =0 Vve N\ —T).

Dukaz : Oznagime Hc H podprostor generovany funkcemi ¢p
odpovidajici vlastnim Cislim A\,<X a HC H podprostor gene-
rovany funkcemi ¢, odpovidajici vlastnim Cislim X\, > \. Polo-
zime A=M=T, Ap=min{\, | \p> A} a A\y=max{\, | A\n< A},
pak H = Heao N(A) @ H az Courant-Fischerova principu plyne
(Au,u) < A= Am)|lul? ueH, (Au,u)> (A—y)lull> ueH.

PoloZzime c3 = Ay — A a ¢4 = X\ — \y, pak operator A splnuje
predpoklady Fredholmovy alternativy pro sedlovy operator.
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© Potencialni operator
@ Véta o sedlovém bodu
@ Nelinearni Fredholmova alternativa



Potencialni operator
[ ]
Véta o sedlovém bodu

O funkcionalu Fe C'(H,R) fekneme, Ze spliiuje Palais-Smaleovu
(PS) podminku, jestlize kazda posloupnost {u,} C H, pro kterou je
{F(un)} omezena posloupnost a n[mw F’(us) = 0, obsahuje konver-
gentni podposloupnost. Dale fekneme, Ze up € H je kritickym bodem
funkcionalu F, pokud F’(up) = 0.




Potencialni operator
[ ]
Véta o sedlovém bodu

O funkcionalu Fe C'(H,R) fekneme, Ze spliiuje Palais-Smaleovu
(PS) podminku, jestlize kazda posloupnost {u,} C H, pro kterou je
{F(un)} omezena posloupnost a n[mw F’(us) = 0, obsahuje konver-
gentni podposloupnost. Dale fekneme, Ze up € H je kritickym bodem
funkcionalu F, pokud F’(up) = 0.

Véta o sedlovém bodu

Necht H=H @& H, dimH <co apro FeC'(H,R) plati

a) existuje omezené okoli U pocatku v H a konstanta a
takova, ze F|oU < a,

| A\

b) existuje konstanta 3 > « takova, ze F\ H > 0,
c) F spliuje (PS) podminku,

potom ma funkcional F kriticky bod.




Potencialni operator
[ ]
Véta o sedlovém bodu

O funkcionalu Fe C'(H,R) fekneme, Ze spliiuje Palais-Smaleovu
(PS) podminku, jestlize kazda posloupnost {u,} C H, pro kterou je
{F(un)} omezena posloupnost a n[mw F’(us) = 0, obsahuje konver-
gentni podposloupnost. Dale fekneme, Ze up € H je kritickym bodem
funkcionalu F, pokud F’(up) = 0.




Potencialni operator

000

Nelinearni Fredholmova alternativa

Nelinearni Fredholmova alternativa
Necht’ A je spojity linearni samoadjungovany operator splfujici
nerovnosti (6), (7), N(A)={0}, feH a S je spojity kompaktni
nelinearni operator. Dale existuji konstanty 0 < cs <min{cs, ¢4}
a 7€(0,1) takové, ze

ISl < csllul”  VYueH. (8)
Necht' pro Fs: H— R plati Fl(u) = S(u), potom funkcional
F : H— R dany vztahem

F(U) - %(AU./ U) + FS(U) o (f U)
ma Frechetovu derivaci
F'(uy=Au+ S(u)—f VYueH.

Pomoci véty o sedlovém bodu dokazeme, ze funkcional F ma
kriticky bod wu, ktery je zaroven feSenim rovnice Au+S(u)=f.




Potencialni operator
(o] le}

Nelinearni Fredholmova alternativa

Ziejmé F e C'(H,R). Z piedpokladu (8) dostaneme
1 1

Fs(u)— Fs(0) = Of(S(tu), u) dt < gc5HtuH7HuH dt =

Zrllullr*.

a) Pro ueH plati (6), tedy F(u)= 3(Au,u)+ Fs(u) — (f,u) <

=2 ul® + 537 lul"* " + [Ifllllull + Fs(0). Odtud vyplyva

lim F(u) = —oo, tudiz Ya3U0)CH: F|oU < a.

llul|—o0

b) ProueH je F(u)>%|ul? - Ellul*" = [If]]lull + Fs(0).

’y+1 |

Odtud | Ililm F(u) = oo aexistuje § takové, ze F | H>3.
uj|—oo
Tedy funkcional F splfiuje predpoklady a), b) véty o sedlovém
bodé.

Fiy e



Potencialni operator
[efe] ]

Nelinearni Fredholmova alternativa

c) Necht {un}CH, Jcs: |F(un)| <cs a nlim F'(un) = 0. Pak

0 — [[F'(un)ll = l|Aun+ S(un) — fll = [|Aunl| = [ S(un)| — I ]l

> min{cs, Ca}{|un| — csl[unl|” — [[f]|, coz plyne z (6),(7),(8).

Odtud plyne, Ze posloupnost {u,} je omezenaa JupeH

takové, ze up— uy, Aup— Aug, S(un)— S(up) v H a plati
0 «— Aup+ S(up) — f — Aug + S(up) — £

Odtud dostaneme

(@g) m

Aup — Aug — 0= A(up — Up) — 0 n— Ug € H.

Neboli funkcional F spliuje (PS) podminku, tim i vSechny
predpoklady vety o sedlovém bodu.

Fiy e



Potencialni operator
L 1e)

Fredholmova alternativa jako dusledek véty o sedlovém bodu

Linearni uloha s netrivialnim jadrem

Necht' S=0, N(A)+# {0}, pak funkcional F(u)= %(Au, u)—(f, u)
spliiuje predpoklady véty o sedlovém bodu na N(A)*=H ¢ H
a existuje up € N(A)* takové, ze (Aug—f,z)=0 VzeN(A)*.
Pro we H polozime w=v+z, kde ve N(A), ze N(A)*, potom
(Aup — f,w) = (Aup — f,v+2) = (Aup — £, 2) + (Ao, v) — (£, V)
= (up, Av) — (f,v) = —(f, v).

Odtud vyplyva, ze ugc N(A)* zaroven fesi Au = f praveé tehdy,
kdyz (f,v) =0 VveN(A). (Fredholmova alternativa)




Potencialni operator
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Fredholmova alternativa jako dusledek véty o sedlovém bodu
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