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Predmluva

Tento pomocny text vznikl pro potfeby predmétu Geometrie pro Strojni fakultu 1, ktery vyu-
¢ujeme od roku 2005 v upravené podobé.

Snazili jsme se napsat velice strucné a jednoduché pojednani. Vérime, ze je to ta forma,
kterou studenti potiebuji. Radi bychom timto textem odstranili predevsim casté studijni neu-
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Pokud jsme v textu nechali nedopatteni, resp. pokud je text nékde nesrozumitelny, prosime
o sdéleni takovych poznatki. Idedlni cestou je pouziti e-mailu a adresy JEZEKQKMA.ZCU.CZ.
Zv1asteé pilni hledaci chyb a prekleptt budou odménéni. Vérime, Ze tou odménou ale bude prede-
v8im tspésné slozeni zkousky, nebot ten, kdo nasel chybu, zpravidla pfemyslel. Pravé geometrie
je prilezitosti k ovéreni Vaseho myslenkového potencialu, ktery pak uplatnite v kreativni inze-
nyrské ¢innosti.
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Kapitola 1

Opakovani stereometrie

1.1 Uvod

Na tvod pfipomeneme zakladni pojmy a véty z prostorové geometrie, které budeme pouzivat
v dalsich kapitolach.

1.2 Axiomy

Axiémy jsou jednoduchéa tvrzeni, ktera nemtzeme dokézat. Z nich se potom odvozuji dalsi véty.
Tento systém axiomu pouzil pred vice nez 2000 lety slavny fecky geometr Euklides k vybudovani
prostorové geometrie. Geometrii vybudované na tomto systému axiéomi fikime Euklidovska
geometrie.

Uvedeme si pét zakladnich axiémi prostorové geometrie:

1. axiém: Dva rizné body A, B urcuji pravé jednu primku p. Symbolicky tuto vétu zapiSeme:
VA, B;A+# B3l p=AB.

2. axiom: Primka p a bod A, ktery nelezi na pfimce p, ur¢uji pravé jednu rovinu «.. Symbolicky:
VA, p;Aé¢ pIla= (A, p).

3. axiom: Lezi-li bod A na pfimce p a pfimka p v roviné «, lezi i bod A v roviné «. Symbolicky:
VA, p,a; AepApCa=Ac€a.

4. axiom: Maji-li dvé rizné roviny «, 3 spole¢ny bod P, pak maji i spole¢nou primku p a P
lezi na p. Symbolicky: Vo, 5, a £ : PeanG=3Ap: PepAhanf=np.

5. axiom: Ke kazdé piimce p lze bodem P, ktery na ni nelezi, vést jedinou pfimku p’ rovno-
béZnou s p. Symbolicky: VA, p: A¢p= 3T p' :pllpANAecy.

Uvedenych pét axiému tvori zaklad, ale museli bychom je doplnit o dalsi axiémy, aby systém
dovoloval vybudovani klasické geometrie. Neni vSak cilem tohoto textu uvést uplny prehled
axiomu a vét prostorové geometrie. Zamérime se jen na takové vztahy, které budeme pfimo
vyuzivat v dalsim vykladu.
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1.3 Urcovani odchylek

V roviné umime urc¢it odchyloku primek, které jsou riiznobézné. Protoze se zabyvame prostoro-
vymi vztahy, nadefinujeme si i odchylku dvou mimobézek a ukazeme si i, jak 1ze urcit odchylku
dvou rovin.

a
1.3.1 Odchylka mimobézek /

1. V prostoru jsou dany dvé mimobézky a, N
b

) a
2. Libovolnym bodem M vedeme pfimku o >o< b’
M

rovnobéznou s piimkou a a pfimku o’ rov-
nobéznou s primkou b.

3. Odchylka mimobézek a, b je rovna od-
chylce ptimek o', b'. Obrazek 1.1:

1.3.2 Odchylka dvou rovin

Uvedeme dva zpiisoby, jak urc¢it odchylku dvou rtiznobéznych rovin o a f3.
1. zpusob - obr. 1.2

1. Sestrojime priisecnici p rovin o a 3

2. Sestrojime rovinu v kolmou na p.

3. Sestrojime prisecnici a rovin « a y a prusecnici b rovin 3 a .
4. Odchylka ¢ ptimek a, b je odchylkou rovin « a f3.

2. zptsob - obr. 1.3

1. Libovolnym bodem M vedeme kolmici n k roviné a.
2. Stejnym bodem M vedeme kolmici n’ k roviné (.
3. Odchylka pfimek n, n’ je odchylkou rovin « a f3.

1.4 Kritéria rovnobézZnosti

Véta 1.1 Kritérium rovnobézZnosti primky s rovinou. Primka p je rovnobéznd s rovinou
a, prave kdyz existuje primka p’ leZici v roviné «, rovnobéznd s primkou p.

Véta 1.2 Kritérium rovnobézZnosti dvou rovin. Rovina « je rovnobéind s rovinou (3,
prave kdyz existuji ruznobézky a, b leZici v rovineé v a rovnobézné s rovinou (3.
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Obrazek 1.2: Obrézek 1.3:

Obréazek 1.4: Obrazek 1.5:

1.5 Kritéria kolmosti

Véta 1.3 Kritérium kolmosti primky a roviny. Primka p je kolmd k roviné «, jestlize je
kolmd ke dvéma riznobézkam a, b leZicim v rovin€ «.

Véta 1.4 Kritérium kolmosti dvou rovin. Rovina «a je kolmd k roviné (3, jestlize v roviné
a ezistuje primka p kolmd k roviné B (tj. kolma ke dvéma riznobéZkam a, b leZicim v roviné

B)-

1.6 Otaceni v prostoru

Transformacim bude vénovana cela kapitola. Nyni si pouze pfipomeneme zakladni vlastnosti
otaceni (rotace), protoZe otaceni budeme potfebovat pii studiu zobrazovacich metod.

PopiSeme otaceni v prostoru okolo osy o o tihel . Body osy otac¢eni jsou samodruzné (zobrazi
se samy na sebe). Bod A se otac¢i po kruznici k. Urcime stfed S kruznice k, polomér r a
rovinu p, ve které kruznice k lezi - obr. 1.8.

e Rovina otaceni p prochazi bodem A a je kolma k ose otaceni o.
e Stied otaceni S je prusecikem osy o s rovinou p.
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p o
‘ b
, a a B
b
a »

Obrézek 1.6: Obrézek 1.7:

k
p_A :

Obréazek 1.8: Obréazek 1.9:

e Polomér otaceni r je velikost tsecky AS, pisSeme r = |AB].

Priklad 1.1 Jsou dany rtznobézné roviny a a 7, v roviné « je dan bod A. Napiseme postup
pro otoc¢eni bodu A do roviny 7 - obr. 1.9.

ReSeni:

1. Osou otaceni o je prusecnice rovin a a m (0 = aN ).

2. Rovina otaceni p je kolmé k ose o a prochazi bodem A (p L o A A € p).
3. Stied otécdeni S ziskdme jako priisecik osy o a roviny p (S =o0nNp).

4. Velikost tisecky SA je polomér otaceni (r = |SA|).

1.7 Délici pomér

Na orientované pfimce p jsou dany dva rtuzné body A, B. Bod C # B je libovolny bod primky
p. Délici pomér bodu C' vzhledem k bodim A, B je ¢islo

A= (A, B, C) = d(AC) : d(BO),
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kde d(m), d(m) jsou orientované délky prislusnych tsecek.
Napiiklad je-li bod C stfedem tsecky AB, jeho délici pomér vzhledem k bodim A, B je

A = —1, coz plyne ze vztahu d(m) = —d(B?).
Obracené ke kazdému cislu A # 1 mizeme sestrojit na dané orientované primce AB bod,
jehoz délici pomér vici bodim A, B je dané ¢islo .

1.8 Kontrolni otazky

1.1 Popiste, jak lze urcit odchylku dvou rovin.

1.2 Uvedte kritérium kolmosti pfimky a roviny a kritérium kolmosti dvou rovin.



Kapitola 2

Nevlastni elementy

2.1 Uvodni tivaha

Je dana pfimka ¢ a bod P, ktery na této pfimce nelezi. Bodem P prochézi ptimka p (obr.1).
Otéacime piimkou p kolem bodu P a sestrojujeme priseciky primky p s pfimkou q.

M\ o~ q

p

Obrazek 2.1:

V ur¢itém okamziku se pfimka p dostane do specialni polohy (p || ¢), kdy prisecik neexistuje.
Nyni nastavaji dvé moznosti: bud ve svych tivahach budeme uvadét tento pripad zvlast, nebo
si pomizeme tim, Ze i pro tuto situaci zavedeme “prisecik” a budeme rovnobézky povazovat
za primky, které maji spole¢ny bod. Tento prisecik, ktery ovSem nemuiizeme zobrazit, nazveme
nevlastnim bodem.

2.2 Nevlastni bod, primka a rovina
Definice 2.1 Vsechny navzajem rovnobézné primky v prostoru maji spolecny prdave jeden bod,

ktery nazgvdme nevlastnim bodem. (Nékdy rikame, Ze rovnobézné primky maji stejny smér
- nahradili jsme tedy pojem smér pojmem nevlastni bod.) - obr. 2.2

Podobnou tvahu jako v obr.1 mizeme provést pro dvé roviny a vyslovime dalsi definice:

12
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2\ £Z"

Obrazek 2.2: Obrézek 2.3:

Definice 2.2 Vsechny navzdjem rovnobézné roviny v prostoru maji spolecnou prdavé jednu
primku, kterou nazyvame nevlastni primkou - obr. 2.5.

Definice 2.3 Nevlastni rovina je mnozina vsech nevlastnich bodi a nevlastnich primek.

Nevlastni utvary oznacujeme stejné jako vlastni, pouze pripojujeme index oo. Tedy napf.
Ao je nevlastni bod, p., je nevlastni primka apod.

Euklidovsky prostor obsahuje pouze vlastni utvary. Jestlize k nému piidame praveé zave-
dené nevlastni body, pfimky a roviny, dostaneme novy prostor, ktery nazyvame projektivné
rozsifeny euklidovsky prostor (nebo zkracené rozsifeny euklidovsky prostor).

V rozsiteném euklidovském prostoru plati pro vlastni ttvary vsechny axiomy a véty, které
platily v euklidovském prostoru. Pro nevlastni itvary musime predpokladat platnost dalsich
tvrzeni o incidenci vlastnich a nevlastnich atvart:

e Na kazdé vlastni pfimce lezi praveé jeden nevlastni bod.
e V kazdé vlastni roviné lezi pravé jedna nevlastni primka.

e Nevlastni body vsech vlastnich pfimek jedné roviny lezi na nevlastni pfimce této roviny.

Poznamka 2.1 Nevlastni bod na vlastni pifimce zna¢ime A, a nékdy pfipojujeme k prislusné
primce Sipku, coz ale nesmi vést k domnénce, Ze na vlastni primce existuji dva rtzné nevlastni
body. Vlastni pfimka mé jediny nevlastni bod, nebot patii jednomu systému navzdjem rovno-
béznych primek. Dvé rovnobézné piimky maji jeden spoleény nevlastni bod.

2.3 Kontrolni otazky
2.1 Definujte nevlastni bod ptimky.
2.2 Kolik nevlastnich bodt lezi na jedné piimce (rozliSte pfimku vlastni a nevlastni)?

2.3 Je pravdivé tvrzeni, ze v rozsitené euklidovské roviné maji dvé rizné primky praveé jeden
spole¢ny bod? Je toto trvzeni pravdivé i pro rozsizeny euklidovsky prostor?



Kapitola 3

Zaklady promitani

3.1 Uvod

Deskriptivni geometrie se zabyva studiem takovych zobrazeni, kterymi muzeme zobrazit pro-
storové utvary do roviny a naopak. Zpravidla pozadujeme, aby tato zobrazeni byla vzajemné
jednoznacna. Vzajemné jednoznacnym zobrazenim v deskriptivni geometrii fikdme zobrazo-
vaci metody.

Protoze deskriptivni geometrie vznikla z potfeb praxe, je dilezité, aby bylo mozné snadno
vycist velikost objekti, jejich tvar a vzajemnou polohu jednotlivych c¢asti. Dalsi pozadavky se
tykaji nazornosti a snadného reseni stereometrickych tloh.

Procesu naseho vidéni se nejvice blizi stfedové promitani a jeho specidlni piipad line-
arni perspektiva. Tyto zobrazovaci metody jsou velmi nadzorné a casto se s nimi setkdvame v
situacich, kdy je tieba realné zobrazeni svéta, naptiklad v uméni nebo architekture. Nevyho-
dou stfedového promitani je slozitost konstrukci a obtize s méfenim délek. Proto se v technické
praxi vice pouzivaji zobrazovaci metody, které mizeme oznacit spoleénym nézvem rovnobézna
promitani. V nésledujicim textu se tedy velmi kratce zminime o principech stfedového promi-
tani, ale podrobnéji se budeme zabyvat promitanim rovnobéznym a jeho specialnim piipadem
- pravotuhlym promitanim.

3.2 Stredové promitani

Zvolme v prostoru rovinu 7, na kterou budeme zobrazovat - budeme ji fikat priimétna a bod
S (vlastni), ktery nelezi v roviné m. Bod S se nazyva stfed promitani. Libovolny bod A
v prostoru (rizny od bodu S) zobrazime do roviny m nasledujicim zptisobem: Body S a A
prolozime pfimku p. Pfimka p se nazyva promitaci pfimka. Prisecik A’ piimky p s rovinou 7
je stfedovym prumétem bodu A do roviny w. Podobné sestrojime bod B’ jako stiedovy prumét
bodu B - obr. 3.1.

Vlastnosti stfedového promitani

1. Stfedovym primétem bodu ritizného od stiedu promiténi je bod. (Bod S ve stfedovém
promitani nemtzeme zobrazit.)

14
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2. Stredovym primétem piimky, ktera neprochazi sttedem promitani S, je primka. Stiedo-
vym prumétem piimky prochazejici stfedem promitani S je bod.

3. Stfedovym primétem roviny prochazejici stfedem promitani S je primka. Stfedovym
prumeétem roviny, kterd neprochéazi stfedem promitani S, je celd primétna.

4. Stfedovym prumétem bodu A leziciho na pfimce k je bod A’ lezici na stfedovém priamétu
k' pfimky k. Obecné leZi-li bod na néjaké ¢are, pak jeho priamét lezi na primétu té Cary.
Rikame, Ze se zachovava incidence.

Poznamka 3.1 Pokud budeme pracovat s body z projektivniho rozsifeni prostoru, zjistime,
Ze ve stfedovém promitani mize byt obrazem vlastniho bodu bod nevlastni a naopak obrazem
nevlastniho bodu bod vlastni. Nacrtnéte si takovou situaci a uvedte vhodny redlny priklad
(napf. zobrazeni Zelezni¢nich koleji).

A
\A' 7 :OB,
A

'

Obrazek 3.1: Obrazek 3.2:

3.3 Rovnobézné promitani

Podobné jako ve stfedovém promitani zvolime v rovnobézném promitani rovinu 7, na kterou
budeme zobrazovat, a které fikdme priumétna. Déle zvolime pfimku s, ktera neni rovnobézna
s rovinou 7. Rikdme, Ze pfimka s ndm uréuje smér promitani. Rovnobé&zny primét A’ bodu
A ziskdme tak, ze bodem A vedeme piimku p (nazyvame ji opét promitaci pfimka), kterd je
rovnobézna s primkou s a najdeme jeji prusecik s rovinou 7. Podobné najdeme priameét bodu
B - obr. 3.2.

Pokud pouzijeme pojmy z kapitoly o nevlastnich elementech, mtzeme tict, Ze rovnobézné
promitani je specialni ptipad stredového promitani, kde stfedem promitani je nevlastni bod.

Vlastnosti rovnobézného promitani

1. Rovnobéznym priumétem (vlastniho) bodu je (vlastni) bod.
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2. Rovnobéznym priameétem primky, kterd neni sméru promitani, je ptimka. Rovnobéznym
prumétem piimky, ktera je sméru promitani, je bod.

3. Rovnobéznym primeétem roviny, kterd je sméru promitani, je pfimka. Rovnobéznym pri-
métem roviny, ktera neni sméru promitani, je celd primeétna.

4. Rovnobéznym pramétem bodu A leziciho na pfimce k je bod A’ lezici na rovnobézném
priumétu &’ pfimky k. Obecné lezi-li bod na néjaké ¢are, pak jeho priumét lezi na prumétu
té cary.

5. Rovnobéznym primétem riznobézek a, b jsou riznobézné primky nebo ptimky splyvajici,
pokud a, b nejsou sméru promitani. Jestlize je jedna z primek a,b sméru promitani, pak
rovnobéznym primeétem riznobézek a, b je primka a na ni bod.

6. Rovnobéznost se zachovava, tj. rovnobézné piimky se zobrazi na rovnobézné nebo sply-
vajici pfimky (nebo na dva body), rovnobézné tisecky na rovnobézné tisecky apod.

7. Rovnobéznym primétem rovnobéznych a shodnych usecek jsou rovnobézné a shodné
usecky (popi. dva body).

8. Rovnobéznym primeétem utvaru lezicitho v roviné rovnobézné s primétnou je itvar s nim
shodny.

9. Délici pomér se v rovnobézném promitani zachovava, tj. naptiklad stfed tsecky se zobrazi
na stied tsecky.

Druhy rovnobézného promitani

Podle vztahu sméru promitani vzhledem k primeétné rozlisujeme dva druhy rovnobézného pro-
mitani. Jestlize smér promiténi je kolmy k primétné, pak hovoiime o pravotthlém (nebo také
o kolmém ¢ ortogonalnim) promitani. Pokud smér promitani neni kolmy k primétné, mlu-
vime o kosothlém promitani. Pfipomenime, Ze jsme vylou¢ili pfipad, kdy smér promitani je
rovnobézny s prameétnou.

3.4 Pravouhlé promitani

Vlastnosti, které jsme uvedli pro rovnobézné promitani, doplnime dvéma vétami, které plati
jen pro pravouhlé promitani.

Véta 3.1 (Véta o pravotthlém prumétu pravého thlu) Pravodhlym primétem pravého ihlu
je pravy uhel, jestlize alesporn jedno jeho rameno je rovnobézné s prumétnou a druhé neni na
prumeétnu kolme.

Véta 3.2 Velikost pravouhlého primétu A'B’ usecky AB je mensi nebo rovna velikosti usecky

AB, tj. |A'B'| < |AB|.

3.5 Stredova kolineace

Jsou dany dvé ruzné roviny a a o a bod S, ktery nelezi v Zadné z rovin o a o/. Stfedova
kolineace je geometricka pribuznost, kdy bodu jedné roviny odpovida jeho stfedovy primét z
bodu S do druhé roviny. Priise¢nice o rovin v a o/ se nazyva osa kolineace (obr. 3.3).
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Obréazek 3.3: Obrazek 3.4:

Vlastnosti stfedové kolineace

Uvedeme vlastnosti stfedové kolineace, které vyplyvaji z vlastnosti stfedového promitani.

1. Bodu odpovida bod a pfimce pfimka.

2. Primky, které si odpovidaji ve stfedové kolineaci, se protinaji na ose kolineace nebo jsou
s ni rovnobézné, coz ale znamena, ze maji spole¢né nevlastni body.

3. Body osy kolineace jsou samodruzné, tj. vzor a obraz splyvaji.

4. Stfedova kolineace zachovava incidenci. To znamena, ze jestlize bod A lezi na piimce b,
pak pro jejich obrazy A’, v/ opét plati A’ € ¥'.

5. Body, které si odpovidaji ve stiedové kolineaci, lezi na primce prochéazejici sttedem koli-
neace.

Poznamka 3.2 Je nutné si uvédomit, Ze stiedové kolineace obecné nezachovavé rovnobéznost
a ze vlastnimu bodu muze odpovidat bod nevlastni a naopak. Také délici pomér tii kolinearnich
bodu se obecné ve stfedové kolineaci nezachovava.

Stfedova kolineace v roviné

Protoze se zabyvame zobrazovanim trojrozmérného prostoru na rovinu, zajima nas, co se stane,
promitneme-li stfedovou kolineaci do roviny.

Promitneme rovnobézné obé roviny «, o' a stied promitani S do prumétny 7 tak, aby smér
promitani nebyl rovnobézny s Zadnou z rovin «a a o’ (tj. zddné z rovin se nezobrazi jako ptimka).
Odpovidajici si body A a A’ promitnuté do 7 lezi opét na pfimce prochazejici primétem stredu
kolineace. Takto ziskanou pribuznost v roviné nazveme stfedovou kolineaci v roviné - obr.
3.4.

Vlastnosti, které jsme uvedli pro stfedovou kolineaci mezi rovinami, plati také pro stfedovou
kolineaci v roviné.

Zmalost stredové kolineace vyuzijeme napt. pfi sestrojovani fezll na jehlanu a kuzeli.
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3.5. Stredova kolineace
Stiredova kolineace v roviné je urcena stiedem S, osou o a parem odpovidajicich si bodi A,
A" (body A, A’, S lezi na jedné pfimce). Pro sestrojovani obrazii bodi ve stfedové kolineaci

Vv

1.

Stfedova kolineace zachovava incidenci.
2. Primky, které si odpovidaji ve stfedové kolineaci, se protinaji na ose kolineace nebo jsou

s ni rovnobézné.
3. Body, které si odpovidaji, lezi na pfimce prochazejici stfedem kolineace.
Priklad 3.1 Stredova kolineace v roviné je urcena stfedem S, osou o a parem odpovidajicich

si bodi A, A’ - obr. 3.5. Sestrojime obraz bodu B v kolineaci.

Reseni: (obr. 3.6)
Spojime bod B se vzorem bodu, pro ktery zndme jeho obraz, tj. v nasem pripadé€ s bodem

1.

A - dostaneme ptimku p.
Najdeme obraz p’ pfimky p (p a p’ se protinaji na ose a pfimka p’ prochézi bodem A’ -

vlastnost 2. a 1.)
Protoze body, které si odpovidaji, lezi na primce prochazejici stfedem kolineace- vlastnost

3.
3., sestrojime ptimku SB.
Bod B’ le7i v pruseéiku piimek SB a p'.

)

! o

r
1
1
1
1
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1
1
1
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1
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Obrazek 3.6:
O

Obréazek 3.5:

Poznamka 3.3 Jak jsme jiz uvedli, obrazem vlastniho bodu ve stfedové kolineaci nemusi vzdy
byt vlastni bod. Stejné tak se nékteré nevlastni body zobrazi na vlastni body. Vzory a obrazy

nevlastnich bodi nazyvame GabéZniky. Vzor nevlastni pfimky se nazyva abéZnice vzorua a

obraz nevlastni pfimky se nazyva ibéznice obrazu.
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3.6 QOsova afinita

Jsou dany dvé rtizné roviny « a o’ a smér s, ktery neni rovnobé’ny s zadnou z rovin « a o’’.
Osova afinita je geometrickd pribuznost, kdy bodu jedné roviny odpovida jeho rovnobézny
prumét ve sméru s do druhé roviny.

Prisecnice rovin « a o se nazyva osa afinity. (obr. 3.7)

// //////////// e

Obrazek 3.7: Obrézek 3.8:

Vlastnosti osové afinity

(vyplyvaji z rovnobéZného promitani)

Vlastnosti 1.- 5. jsou podobné vlastnostem pro kolineaci, ale v§imnéte si pozorné vlastnosti
6.aT7.

1. Bodu odpovida bod a primce primka.

2. Piimky, které si odpovidaji v osové afinité, se protinaji na ose afinity nebo jsou s ni
rovnobézné.

3. Body osy afinity jsou samodruzné.

4. Osova afinita zachovava incidenci.(To znamend, Ze jestlize bod A lezi na piimce b, pak
pro jejich pruméty A’, b’ opét plati A’ € '.)

5. Body, které si odpovidaji v osové afinité lezi na rovnobézce se stfedem promitani.

6. Osova afinita zachovava rovnobéznost.

7. Osova afinita zachovava délici pomér.

Osova afinita v roviné

Podobné jako kolineaci promitneme rovnobézné i afinitu.
Promitneme rovnobézné obé roviny «, o a smér promitani s do primétny 7 tak, aby smér
promitani u do roviny 7 nebyl rovnobézny s zadnou z rovin « a o’ (tj. Zddna z rovin se nezobrazi
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jako pfimka) a aby nebyl rovnobézny se smérem s (dostali bychom identitu). Odpovidajici si
body A a A’ promitnuté do 7 lezi na pfimce rovnobéZné s promitnutym smérem s.

Takto ziskanou pribuznost nazveme osovou afinitou v roviné - obr. 3.8.
Uvedené vlastnosti osové afinity mezi rovinami budou platit i pro osovou afinitu v roviné.

Osovou afinitu vyuzijeme pii sestrojovani fezti na hranolu a kuzeli a pii otaceni v Mongeové

projekci a axonometrii.

Nejcastéjsi urceni osové afinity je osou o a parem odpovidajicich si bodi A a A’ (tim je
urc¢en smér afinity). Opét zopakujeme tfi vlastnosti, které vyuzijeme pfi sestrojovani obrazu

nebo vzoru daného bodu:

1. Osova afinita zachovava incidenci
2. Primky, které si odpovidaji v osové afinité, se protinaji na ose afinity nebo jsou s ni

rovnobézné.
3. Body, které si odpovidaji, lezi na rovnobézce se smérem afinity.

Priklad 3.2 Osovéa afinita v roviné je urcena osou o a parem odpovidajicich si bodu A, A’ -
obr. 3.9. Sestrojime obraz bodu B v afinité.
Reseni: (obr. 3.10)
1. Spojime bod B s bodem A - dostaneme piimku p. (Obecné se vzorem bodu, pro ktery
znéme jeho obraz.)
2. Najdeme obraz p’ pfimky p (p a p’ se protinaji na ose a pfimka p’ prochézi bodem A’ -

vlastnost 2 a 1)

3. Protoze body, které si odpovidaji, lezi na pfimce sméru afinity a tento smér urcuje primka
AA’ (vlastnost 3), sestrojime pfimku k& rovnobéznou s pfimkou AA’ a prochézejici bodem

B.
4. Bod B’ lezi v pruseciku piimek k a p'.

Obréazek 3.9: Obrézek 3.10:
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Poznamka 3.4 Osové afinita muze byt uréena i jinym zptisobem nez osou a parem odpovi-
dajicich bodd, napf. osou, smérem a parem odpovidajicich si pfimek (které se protinaji na
ose) nebo dvéma pary odpovidajicich si pfimek. Stejné i kolineace miize byt urcena jinak nez
stfedem, osou a parem odpovidajicich si bodii.

3.7 Kontrolni otazky

3.1 Vyslovte vétu o pravoihlém primétu pravého thlu.

3.2 Jakou délku muze mit (v porovnani s délkou zobrazované tsecky) priumét tisecky v pra-
vothlém promitani a jakou v kosotthlém?

3.3 Rovnobézné promitani zachovava délici pomeér. Je pravda, ze obrazem stiedu tsecky je v
rovnobézném promitani stied tisecky, ktera je primétem dané tisecky?

3.4 Jakou vlastnost maji body, které lezi na ose afinity nebo kolineace?

3.5 Jakou vlastnost maji body ubéznic kolineace?



Kapitola 4

Mongeovo promitani

4.1 Uvod

Mongeovo promitani je pravothlé promitani na dvé navzajem kolmé primétny. Jeho vyhodou je

vvvvvv

z
B
/ CA - 'OB
b4 i ; v /s , .
v S Zvolime v prostoru dvé navzajem kolmé roviny.
~ B, Rovinu 7 volime ve vodorovné poloze - fikame
- a2 - o- =] I- .7 o . . ’ »,

0 y ji pudorysna - a rovinu v v poloze svislé - na-
K ' . rysna. PriiseCnici rovin 7 a v ztotoznime s osou

x soufadnicového systému a fikame ji zaklad-
nice. Osu y volime v roviné 7, tak aby byla
kolma k x. Prisecikem O os z a y prochazi osa
z, lezi v roviné v a je kolmé k osam z, y. V
Mongeové promitani budeme pouzivat pravoto-
Obrazek 4.1: ¢ivy soutadnicovy systém.

Poznamka 4.1 Pokud bychom chtéli promitat pouze na jednu primétnu, pak atvar, ktery
promitneme, nebude v prostoru jednoznacné urcen. Dalsi moznosti je pouzit kétované promi-
tani, to znamena, ze ke kazdému bodu budeme pripisovat jeho vzdalenost od prumétny. Toto
promitani se pouziva pii FeSeni stfech a pii tvorbé map (vstevnice), to znamend vétsinou v

vvvvvv

4.2 Obraz bodu

Nejprve kolmo promitneme bod B do ptdorysny a primét oznac¢ime indexem 1 - dostaneme
bod Bj - obr. 4.2a), potom bod B promitneme do narysny, primét oznac¢ime indexem 2 a

22
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ziskdme bod B - obr. 4.2b). Nyni mame dvé moznosti, jak si pfedstavit sdruzeni praméti.
Bud otoc¢ime rovinu 7 kolem osy x tak, aby kladnd ¢ast osy y splynula se zapornou ¢asti osy
z - obr. 4.1 nebo si predstavime narysnu a ptidorysnu jako dvé prithledné folie, které polozime
na sebe, tak aby se prekryvaly priméty osy z1 a x5 a bod O a Oy - obr. 4.2.

Bod B; nazyvame pudorysem a bod B, narysem bodu B. Spojnice narysu a pudorysu
téhoz bodu je kolmé k zakladnici a nazyvéa se ordinala. (Ptudorys je vlastné pohled shora a
narys je pohled zpfedu).

Z obrazku 4.2 ¢) je vidét jak sestrojime nérys a ptidorys bodu, zndme-li jeho soutadnice. V
nasem pripadé jsou vSechny tii souradnice kladné. Narysu a ptudorysu bodu B fikdme sdruzené
praméty bodu B. (Neplést si se sdruzenymi priméry, ty najdeme u elipsy.)

Z V4
X E ° X, O, ° Xi2

. B .

y ' z Y|z B, T

a) b) 9)
Obrazek 4.2:

Priklad 4.1 Urceme, kde bude lezet narys a ptudorys bodu B, C, D, E, jestlize umistime kazdy
do jiného kvadrantu vymezeného narysnou a ptdorysnou - obr. 4.3.

Reseni: (obr. 4.4) Bod B, ktery se nachazi nad ptidorysnou a pied narysnou, mé ptdorys pod
osou a narys nad osou z 2 .

Bod C' lezi za narysnou a nad pidorysnou a oba jeho priméty lezi nad osou 5.

Narys i ptdorys bodu E leziciho pod ptdorysnou a pfed narysnou najdeme pod osou z; .

Pro bod D, ktery je za narysnou a pod ptidorysnou plati, Ze narys je pod a pudorys nad
osou T 2.

O

4.3 Obraz primky

Z vlastnosti rovnobézného promitani vime, Ze obrazem pfimky je bud pfimka, nebo bod. Pokud
primka p neni kolmé k ose x, pak jejim ptidorysem a narysem jsou piimky p; a ps, které nejsou
kolmé k ose x19 - obr. 4.5 a 4.6. Jestlize je pfimka kolma k piidorysné je jejim ptdorysem
bod a narysem pfimka kolma k ose z9, pro piimku kolmou k néarysné¢ bude narysem bod
a pudorysem piimka kolma k ose z12. Ve vSech téchto pripadech je pfimka svymi priméty
jednoznac¢né urcena.
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Obréazek 4.3: Obrazek 4.4:

Je-li pfimka kolma k ose x a pfitom neni kolmé k zadné primeétné, pak jeji sdruzené priaméty
splyvaji a jsou kolmé k x4 5. Jen v tomto piipadé neni pfimka urcena svymi sdruzenymi priameéty.
K urceni je v tomto pfipadé nutna znalost napt. primétt dvou rtznych boda primky.

Ptrimkou, ktera neni kolméa k primétné, mizeme prolozit rovinu kolmou k primeétné. Této
roviné fikdme promitaci rovina primky. Pfimkou muzeme prolozit ptidorysné promitaci
rovinu kolmou k ptdorysné nebo narysné promitaci rovinu kolmou k narysné.

Na zvlastni polohy pfimky vzhledem k primétné se podivejme v piikladu 4.2.

Obréazek 4.5: Obréazek 4.6:

Priklad 4.2 V obrazku 4.7 uréime polohu jednotlivych pfimek vzhledem k praimétnam.

ResSeni: Piimky p,q,r jsou kolmé k zakladnici. P¥imka p je navic kolma k ptidorysné a ¢
je kolma k narysné. Piimka r neni svymi primeéty jednoznacné urcena a musime ji dourcit
sdruzenymi primeéty dvou bodi, které na ni lezi. Pfimka s je rovnobéznéa s ptidorysnou a primka
t s narysnou, s’ v ptudorysné lezi a u je rovnobézna se zakladnici.

U
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Obrazek 4.7:

Vzéajemny vztah piimky a bodu, ktery na ni lezi, je v Mongeové promitani dan vétou:

Véta 4.1 LeZi-li bod M na primce p, pak My € p1 a My € p,.

Jestlize primka p je urcena svymi pruméty (tim vylucujeme primky kolmé k ose x a nejsou
promitact), pak pro sdruZené praméty bodu M a primky p plati: pokud My € py a My € po, pak
bod M lezi na primce p.

Ptimka je jednozna¢né urcena dvéma body. Pro sdruzené priméty primky miizeme vyslovit
nasledujici vétu:

Véta 4.2 Sdruzené prumety primky p = AB jsou v Mongeové promitani jednoznacné urceny
pruméty dvou jejich bodu A, B.

Vlastni bod, ve kterém piimka protne primétnu, nazyvame stopnik. Pudorysny stopnik
P je bod, ve kterém piimka protne ptidorysnu, narysny stopnik N je bod, ve kterém pfimka
protind narysnu - obr. 4.5.

Pro ptdorysny stopnik P piimky p plati: Py € p1, P» € py a P» € 21 5.

Pro narysny stopnik N piimky p plati: Ny € pi, No € p; a Ny € 212 - obr. 4.6.

Poznamka 4.2 Piimka, kterd je rovnobézné s prumétnou, mé jen jeden stopnik.

4.4 QObraz roviny

Pravouhlym primétem roviny, ktera neni kolméa k primeétné, je celd primétna. Rovinu v Mon-
geové projekci zaddme pomoci sdruzenych priméta urcujicich prvki. Ukazme si nejobvyklejsi
zpUsoby urceni roviny.

1. Tfemi body, které nelezi v piimce (nekolinearni body) - obr. 4.8.

2. Dvéma rtznobézkami - obr. 4.9. Sdruzené pruméty prusec¢iku ruznobézek musi lezet
na ordinale.
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Obrézek 4.9:

Obrazek 4.10: Obrazek 4.11:

3. Dvéma rovnobézkami - obr. 4.10. Narysem i pidorysem rovnobézek jsou opét rovno-
bézky (mohou ovsem i splyvat).

4. Bodem a primkou - obr. 4.11. Aby byla rovina urc¢ena bodem a pfimkou, nesmi bod
leZet na piimce.

Specidlnim piipadem je zadani roviny stopami. Stopa roviny p je piimka, ve které rovina
p protne prumétnu. Prise¢nice roviny p s narysnou se nazyva narysna stopa a znacime ji n”.
Prisecnice roviny p s pudorysnou se nazyva pudorysna stopa a znac¢ime ji p”.

Stopy roviny jsou dvé piimky (rovnobéné nebo rtiznobézné). Rovina uréend stopami je
tedy opét urcena rovnobézkami nebo rtiznobézkami.

Pro pidorys narysné stopy n{ a néarys ptidorysné stopy p4 plati nf = p§ = x1 2. Pfimky nj
a pj se protinaji na ose x5 - obr. 4.12 nebo jsou obé rovnobézné s osou z s.

Priklad 4.3 V obrazku 4.13 rozhodneme, jakou polohu maji roviny, uréené svym stopami,
vzhledem k primétnam.

Reseni: Rovina p je v obecné poloze vzhledem k primétnam, neni kolmé ani rovhobézna s
zadnou s priméten. Rovina (3 je kolma k narysné, rovina ~ je kolma k ptidorysné. Rovina o je
kolma k ose x a p je s x rovnobézna. Poslednim pfipadem je rovina 7, ktera obsahuje osu x, v
tomto pfipadé neni rovina stopami urcena.

O
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n n;’
pp X1,2=n1p=pzp
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P
Obrézek 4.12:
N B_ n,=
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\ X1,2
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B
P, :
p:=Y, p, =0,

Obrazek 4.13:

Poznamka 4.3 Rovina, kterd je rovnobézné s prumétnou, ma jen jednu stopu.

V nésledujicich kapitolach ukazeme 12 zakladnich tdloh, pomoci kterych budeme schopni
plochéach. Kazdou slozitéjsi alohu pak rozlozime na tyto zakladni tlohy, které uz budeme umét
fesit (provedeme dekompozici, coz je velice dillezity postup plynouci z analytického geometrické
mysleni).

Rozdélime tlohy na dva typy - polohové a metrické. Polohové tlohy fesi vztahy mezi jednot-
livymi utvary, jako je vzajemna poloha, prinik, rovnobéznost. Vzdalenosti, velikost objekti,
kolmost nam pomohou urcit tlohy metrické.

Uvedeme vzdy diilezité skutecnosti, které budeme vyuzivat, a ukdazeme primo na ptikladech
feseni zakladnich tloh.
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4.5 Polohové ulohy

4.5.1 Primka v roviné (zakladni aloha Z1)

Pti feseni této tlohy je vhodné uvédomit si nasle-
dujici fakta: n’

e Lezi-li pfimka v roviné, je se vSemi pfimkami N
roviny riznobézna nebo rovnobézna.

e Stopnik primky lezici v roviné lezi na jeji
stopé (Pudorysny stopnik na pudorysné
stopé, narysny stopnik na nérysné stopé).

e Chceme-li sestrojit stopu roviny, uréime p
stopniky dvou primek lezicich v roviné. Pt-
dorysné stopa je spojnici ptidorysnych stop-
nikidl, narysna stopa je spojnici narysnych
stopnik. Obrazek 4.14:

Obrazek 4.15: Obrazek 4.16:

Priklad 4.4 Je déana rovina p a jeden prumét pfimky k lezici v roviné p. Sestrojme druhy
prumét primky k.

a) Rovina p je ucena pfimkami a, b - obr. 4.15.

b) Rovina p je ufena stopami - obr. 4.17.

Reseni: a) obr. 4.16

1. Sestrojime prusecik A; pfimky a; a k;.

2. Sestrojime prusecik By primky b; a k.

3. Odvodime druhé priméty bodi A a B Na pfimce ay dostaneme bod A, a podobné bod
Bs.
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P/
Obrazek 4.17: Obrazek 4.18:

4. Primka ko je spojnici bodu A, a Bs.
b) obr. 4.18

1. Sestrojime nérys narysného stopniku N, - prisecik pifimky ko a stopy nj.

2. Sestrojime nérys pudorysného stopniku P - prisecik ptimky ks a osy 12 = ph.
3. Uréime body N; a P;, N; lezi na ose x5 a Py na stopé pf.

4. Primka k; je spojnici boda N; a P;.

Hlavni pfimky roviny

Hlavni pfimka roviny p je pfimka, kterd lezi v roviné p a je rovnobézna s pramétnou.
Horizontalni hlavni pfimka (hlavni pfimka prvni osnovy) je rovnobéznéd s pudorys-
nou. Specialnim ptipadem horizontéalni hlavni pfimky je ptidorysna stopa. VSechny horizontalni
hlavni pfimky jedné roviny jsou navzajem rovnobézné - 4.19.
Frontalni hlavni pfimka (hlavni pfimka druhé osnovy) je rovnobéZné s narysnou. Spe-
cidlnim pfipadem frontalni hlavni pfimky je narysné stopa. VsSechny frontalni hlavni piimky
jedné roviny jsou navzajem rovnobézné - 4.20.

Piiklad 4.5 Zobrazte néjakou (libovolnou) a) horizontélni hlavni pfimku roviny p - obr. 4.21,
b) frontalni hlavni pfimku roviny p - obr. 4.23.
ReSeni: a) (obr.4.22) Horizontalni hlavni pfimka je rovnobé&zna s ptidorysnou, proto je jeji
narys rovnobézny s osou T o.

1. Sestrojime narys piimky h. (hz||z12).

2. Pudorys piimky A je rovnobézny se stopou py. PouZijeme stopnik N piimky h.
Kdyby rovina nebyla urcena stopami, odvodili bychom ptdorys pomoci prisecikii s jinymi
primkami roviny.

b) (obr.4.24) Frontalni hlavni pfimka je rovnobéina s narysnou, proto je jeji pudorys rov-
nobézny s osou 1 .
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Obrazek 4.19: Obrazek 4.20:

n, n,
N, h,

P/ P/
Obrazek 4.21: Obrazek 4.22:

1. Sestrojime pudorys ptimky f. (fi||z12)-
2. Nérys pfimky f je rovnobézny se stopou nb. Pouzijeme stopnik P piimky f.

Kdyby rovina nebyla urcena stopami, odvodili bychom néarys pomoci priiseciki s jinymi prim-
kami roviny.

O

Spadové primky roviny

Spadova primka je kolmé na hlavni primky jednoho systému - obr. 4.25. To znamend, ze
mame dva systémy spadovych primek - spadové primky kolmé na horizontalni hlavni ptimky -
spadové primky prvni osnovy a spadové primky kolmé na frontalni hlavni ptimky - spadové
pfimky druhé osnovy.

Piiklad 4.6 Sestrojime spadovou pfimku s prvni osnovy (kolmou k horizontalnim hlavnim
primkam).

ReSeni: (obr. 4.26) Pudorys s; spadové piimky je kolmy k piidorysné stopé pf, coz plyne z
véty o pravotihlém primétu pravého thlu. Najdeme piidorysy stopniki této ptimky a odvodime
je do narysu. Narys s, spadové primky prochazi narysy téchto stopniki. Narys spadové primky
nema zadnou specialni polohu viic¢i stopam nebo ose .
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Obrézek 4.23: Obrézek 4.24:

Obréazek 4.25: Obrézek 4.26:

4.5.2 Bod v roviné (zakladni aloha Z2)

Bod lezi v roviné, pravé kdyz lezi na nékteré primce roviny. Chceme-li odvodit druhy primét
bodu leziciho v roviné, zvolime pfimku prochazejici timto bodem (mize to byt i pfimka hlavni)
a pouzijeme TeSeni ulohy 4.5.1, tj. Z1. Bod lezi na odvozené pfimce a na ordinéle.

Priklad 4.7 Rovina p je urcena pfimkami a, b. Sestrojme narys bodu M leziciho v roviné p,
zname-li jeho ptdorys - obr.4.27.

Reseni: (obr.4.28)
1. Bodem M; vedeme piimku k;, tim jsme tlohu pfevedli na tlohu 4.5.1, tj. Z1.

a) Sestrojime prisecik A; piimky a; a k;.

b) Sestrojime priisecik B; piimky by a kj.

¢) Odvodime body Ay a Bs. Po ordinale na pfimce as dostaneme bod Aj, na pfimce by
dostaneme bod Bs.

d) Piimka ky je spojnici bodi Ay a Bs.
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Obrazek 4.27: Obrazek 4.28:

2. Bod M; najdeme na pifimce ks a na ordinale vedené bodem M.

p/

Obrazek 4.29: Obrazek 4.30:

Priklad 4.8 Rovina p je urcena stopami. Sestrojme pudorys bodu M leziciho v roviné p,
znadme-li jeho narys - obr.4.29.

Reseni: (obr.4.30)
1. Bodem M, vedeme piimku ks, tim jsme tlohu prevedli na tlohu 4.5.1, tj. Z1.

a) Sestrojime narys narysného stopniku Ny - prisecik pfimky ko a stopy nb.

b) Sestrojime néarys pidorysného stopniku P, - prisecik pfimky ke a osy 12 = pb.
c) Odvodime body N; a Py, Ny lezi na ose x12 a P, na stopé pf.

d) Piimka k; je spojnici bodid Ny a P.

2. Bod M; najdeme na pfimce k; a na ordinale vedené bodem M,.
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Pti fesSeni této tlohy je vhodné uvédomit si na-
sledujici fakta: N

e Kritérium rovnobéznosti primky a roviny. v
Kritérium rovnobéznosti dvou rovin. o

p
e Rovnobézné roviny maji rovnobézné p
stopy. p°

e Stopy roviny obecné neprochazi narysem
i ptdorysem bodu lezicim v této roviné X
(aby nastal tento pfipad, musel by bod
leZet na ose ). Obréazek 4.31:

Obrazek 4.32: Obrazek 4.33:

4.5.3 Rovnobézné roviny (zakladni tloha Z3)

Priklad 4.9 Rovina p je uréena piimkami a, b. Bodem M vedte rovinu o rovnobéZnou s rovinou
p - obr.4.32.

ResSeni: (obr.4.33)

1. Bodem M vedeme pfimku a’ rovnobéznou s piimkou a (a}||ai, ab|las).
2. Bodem M vedeme piimku ' rovnobéinou s piimkou b (b ||b1, b5||b2).
3. Pfimkami o’ b’ je urcena rovina o.

0

Priklad 4.10 Rovina p je ur¢ena stopami. Bodem M vedte rovinu o rovnobéZnou s rovinou p
- obr.4.34. Sestrojte stopy roviny o.

Reseni: (obr.4.35)
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p/

Obrazek 4.34: Obrazek 4.35:

1. Bodem M vedeme hlavni pfimku i rovnobéznou s ptidorysnou stopou roviny p (hy||py, ha||ph =

ZL’LQ).

2. Bodem M vedeme hlavni pfimku f rovnobéznou s narysnou stopou roviny p
(fallng, fillnf = z12).

3. Pifimkami h, f je urcena rovina o.

4. Pro sestrojeni stop roviny ¢ nam staci nalézt stopnik jedné z primek h f - nasli jsme
ptdorysny stopnik P pfimky f.

5. Pidorysna stopa roviny o prochéazi ptidorysnym stopnikem a je rovnobézna s ptidorysnou
stopou roviny p.

6. Narysna stopa roviny o je rovnobézna s narysnou stopou roviny p a protina se s pudo-
rysnou stopou na ose .

O

4.5.4 Pruasecik pfimky s rovinou (zakladni tloha Z4)

S

\
Pro urceni priseciku pfimky s rovinou pouzi- p
jeme metodu kryci pfimky. V roviné o zvo-
lime primku s, ktera se “kryje” s ptfimkou p
v nékterém prameétu, tj. lezi s primkou p v
jedné promitaci roving, a zaroven lezi v roviné o.
Ptimka s je prtisecnici roviny ¢ a promitaci ro-
viny primky p. Prisecik pfimky p a s je zaroven
prusecikem pfimky p s rovinou o. V primeétné,
ve které priméty primek p a s nesplyvaji, na-
jdeme jejich prisecik a odvodime pomoci ordi-
naly do druhé primeétny. Obrazek 4.36:
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Priklad 4.11 Rovina o je urcena primkami a, b. Sestrojte prusecik pfimky p s rovinou o -
obr.4.37.

Reseni: (obr.4.38)

1. V roviné o zvolime pudorysné kryci pfimku s (s; = p;, s C o).

2. Pomoci priisecikti ptimky s s pfimkami a, b odvodime pfimku s, (loha 4.5.1, tj. Z1).
3. Priisecik P, primek ps a s5 je narysem hledaného pruseciku piimky p s rovinou o.

4. Piadorys P, priseciku najdeme na primce p; a na ordinale vedené bodem P.

Obrézek 4.37: Obrézek 4.38:

Priklad 4.12 Rovina o je urcena stopami. Sestrojte prusecik pfimky p s rovinou o - obr.4.39.
Reseni: (obr.4.40)

1. V roviné o zvolime narysné kryci pfimku s (s; = p3, s C 0).

2. Pomoci stopnikti odvodime pfimku s do ptidorysu (dloha 4.5.1, tj. Z1).

3. Prlisecik P; primek p; a s; je pudorysem hledaného priseciku primky p s rovinou o.
4. Narys P, priseciku najdeme na primce p, a na ordinale vedené bodem P;.

4.5.5 Prusecnice dvou rovin (zakladni tloha Z5)

Priklad 4.13 Roviny p a ¢ jsou urceny stopami. Sestrojte prisecnici téchto rovin - obr.4.42.
Reseni: (obr.4.43)

1. Nérysny stopnik priisecnice lezi na narysné stopé roviny p i roviny o.
(Ny € nbNng, Ny € x12).

2. Pidorysny stopnik prisecnice lezi na piidorysné stopé roviny p i roviny o.
(Pl S p’f ﬂp‘l’, Pg S $1,2).
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P: o

Obrazek 4.39: Obrazek 4.40:

e Pokud piimka r lezi v roviné p, pak pri- p

seCik R primky r s rovinou o lezi na pri-
senicl p rovin p a o.

e PriiseCnice rovin je pfimka lezici v obou X

3.

rovinach, tj. jeji stopnik lezi na stopach
obou rovin. ’ {

Obréazek 4.41:

Piimka NP je hledanou priisecnici.

0

Priklad 4.14 Rovina p je urcena primkami r a ¢ a rovina ¢ je dana stopami. Sestrojte pru-
secnici téchto rovin - obr.4.44.

ResSeni: (obr.4.45) Vyfesime dvakrat tlohu prisecik pfimky s rovinou.

OOt W

Zvolime kryci pfimku s, tak aby ss = ¢, a s C 0.
Odvodime ptidorys s, ptimky s. (Uloha 4.5.1).
Najdeme priisecik X; primek s; a q.

Odvodime bod X do narysu na primku q.

Podobné zvolime kryci pfimku u a najdeme prisecik Y.
Ptimka XY je hledana priiseCnice.
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I’Izp n,

p

P+

Obrazek 4.42: Obrazek 4.43:

q. n2° _ aq.=s, n2°
r, ry=u,

Obrazek 4.44: Obrazek 4.45:

Poznamka 4.4 Vsimnéte si, Zze v nékterych tlohach jsme ke konstrukcim nepouzivali osu
Z192, stacilo ndm znat smér ordindly. Vzpomeneme si, ze kolmé priméty téhoz objektu do
rovnobéznych rovin jsou shodné. Pokud tedy nezalezi na vzdalenosti od priméten, mizeme osu
x vynechat, pfipadné posunout primeéty ve smeéry ordinaly. Je to vyhodné zejména v pripadech,
kdy se narys a pudorys piekryvaji a chceme zobrazeni zpiehlednit.

Neni-li zadana osa z, nemizeme pouzivat stopy a stopniky.

4.6 Metrické ulohy

4.6.1 Skutecna velikost tsecky (zakladni tloha Z6)
Priklad 4.15 Sestrojte skutecnou velikost tisecky AB - obr.4.47.
Reseni: (obr.4.48)

1. z4 (zetovou soutadnici bodu A) naneseme na kolmici vedenou bodem Ay, ziskany bod
oznac¢ime (A).

2. zp (zetovou soufadnici bodu B) naneseme na kolmici vedenou bodem By, ziskany bod
oznacime (B).
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Na obrazku 4.46 je ziejmé, ze body A, B a
jejich praméty do pudorysny tvoii lichobéznik
ABB;A; s pravymi uhly pfi vrcholech A; a Bj.
V tomto lichobézniku znédme, kromé pravych
uhld, také velikost strany A; By, a velikosti stran
AA; (z-ova soufadnice bodu A) a BB; (z-ova
soufadnice bodu B). Tento lichobé&Znik zobra-
zime pomoci sklopeni promitaci roviny do pt-
dorysny.

Podobné miizeme provést sklopeni do néarysny. Obrazek 4.46:

(B)
Obréazek 4.47: Obrazek 4.48:

3. Spojnice bodu (A), (B) je sklopena pfimka b. Vzdalenost bodu (A), (B) je skutecna
velikost tsecky AB.

O

Poznamka 4.5 Maji-li body A, B opacné znaménka soufadnice z, pak body ABB;A; netvori
lichobéznik, ale ¢tyituhelnik, ve kterém se dvé strany protinaji. Pri sklapéni tohoto ¢tyithelniku
naneseme prislusné souradnice na opacné orientované kolmice.

Poznamka 4.6 Je-li body A, B je urcena pifimka p, pak sklopend piimka (p) je uréena body
(A)(B). Odchylka ptimky od ptudorysny je rovna odchylce piimek p(p).

Postup pro urcovani skutecné velikosti tisecky si miizeme zjednodusit pouzitim metody roz-
dilového trojihelnika. V obrazku 4.46 je vyznacen pravouhly trojahelnik A; B;(B)* s pravym
tthlem pfi vrcholu B;. Usecky (A)(B) a A;(B)* jsou rovnobé&zné a shodné. Stadi tedy sestrojit
tento rozdilovy trojuhelnik, kde velikost strany B;(B)* je rovna rozdilu z-ovych soufadnic bodu
Aa B.

I tento postup lze analogicky pouzit pro narys, na kolmici k tisecce Ay B, ovSem naneseme
rozdil y-ovych souradnic bodu A a B.
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Obrazek 4.49: Obrazek 4.50:

Priklad 4.16 Sestrojte skutecnou velikost tisecky AB pouzitim rozdilového trojtihelnika -
obr.4.49.

Reseni: (obr.4.50) Pomoci rozdilového trojiihelnika.

1. Na kolmici vedenou bodem B; naneseme |z4 — zp|, ziskany bod oznac¢ime (B).
2. Spojnice bodu (B), A; je sklopena usecka AB a vzdalenost bodu (B), A; je skutecna
velikost tsecky AB.

Je zfejmé, ze velikost tisecky rovnéz zjistime, vedeme-li kolmici bodem A (a neni pritom dulezité,
do které poloroviny sklapime). Ve vSech piipadech vyjdou shodné trojuhelniky, které maji
shodné prepony. Uvedeny postup pouziva misto absolutnich souradnic soufadnice relativni.
Pouziti relativnich soufadnic vede k moznosti vynechani zakladnice.

O

4.6.2 Naneseni tsecky na primku (zékladni uloha Z7)

Sklapéni, které jsme vyuzili v tloze 4.6.1, vyuzijeme i v této tloze. Zvolime na pfimce dva body
a sklopime ji. Na sklopenou pfimku naneseme tsecku ve skutecné velikosti a sklopime zpét.
P1i sklapéni pouzijeme metodu rozdilového trojihelnika.

Priklad 4.17 Je déna pfimka b a na ni bod A. Naneste na pfimku b od bodu A vzdalenost u
- obr.4.51.

Reseni: (obr.4.52)

1. Zvolime na primce b bod X # A.
2. Sklopime tusecku AX (pouzitim tlohy 4.6.1):

(a) Na kolmici vedenou bodem X, naneseme |zx — 24|, ziskany bod oznac¢ime (X).
(b) Spojnice bodi (X)), As je sklopend pfimka b.

3. Na sklopenou pfimku b naneseme velikost u, ziskany bod oznacime (B).
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Obrazek 4.51: Obrazek 4.52:

4. Bod (B) sklopime zpét na piimku by pomoci kolmice vedené bodem (B) k piimce bs.
Dostavame bod B,.

5. Bod B; odvodime po ordinale na pfimku b;.

6. Usetka AB ma skuteénou velikost u.

4.6.3 Primka kolma k roviné (zakladni uloha Z8)

Pfti hledani pfimky kolmé k roviné je vhodné si
pripomenout:

e Kritérium kolmosti primky a roviny. v
e Vétu o prumeétu pravého thlu. h f

e Protoze h||m, tak k; L hy.

e Protoze f||v, tak ko L f. n

Obrazek 4.53:

Priklad 4.18 Rovina p je urcena hlavnimi pfimkami h, f. Sestrojte kolmici k& bodem M k
roviné p - obr.4.54.

Reseni: (obr.4.55)

1. Bodem M; vedeme kolmici k; k primce hy.
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f2 o M2 f2 M2
h, h

1,2

zk/ N
/

Obrazek 4.54:

OM2 p2

M.©

Obréazek 4.56: Obrazek 4.57:

2. Bodem M, vedeme kolmici ko k piimce fo.

0

Priklad 4.19 Rovina p je urcena pfimkami p, ¢q. Sestrojte kolmici & bodem M k roviné p -
obr.4.56.

Reseni: (obr.4.57)
1. Sestrojime libovolné hlavni primky A, f roviny p.

a) Primka f; je rovnobézna s x; 5, fo odvodime pomoci prisecikii pfimky f s p a g.
b) Piimka hs je rovnobéznd s xy 2, h; odvodime pomoci prisecika piimky ~ s p a q.

2. Postupujeme jako v predchozi tloze.

a) Bodem M, vedeme kolmici k ptimce h;, dostaneme ;.
b) Bodem M, vedeme kolmici k pfimce f2, dostaneme ks.
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4.6.4 Rovina kolma k pFimce (zakladni aloha Z9)

Tato tloha je obracena k tloze predchozi, vyuzijeme opét znalosti kritéria kolmosti primky k
roviné a hlavnich pfimek. Uvédomime si, Ze narys horizontalni hlavni hlavni pfimky je rovno-
bézny s osou x1 2 (neboli kolmy na ordinaly) a ptidorys je kolmy k zadané pfimce. Pro frontalni
hlavni pfimku plati, Ze ptidorys je rovnobézny s osou x; 2 a narys je kolmy k zadané piimce.

Tedy hl 1 pP1 a h2||ZIJ1’2 a f2 1 P2 a leSL’LQ.

Hlavni piimky v této tiloze proto neodvozujeme pomoci priisecikii, ale sestrojujeme kolmice
k primétim zadané primky! Je totiz zfejmé, ze hlavni ptfimky jsou zpravidla s danou pfimkou
mimobézné, a tudiz priseciky v prostoru neexistuji.

M, P - P>
o) h,
f,
h,
N M1 \ f1
P P+
Obrézek 4.58: Obrézek 4.59:

Priklad 4.20 Je dana primka p. Sestrojime bodem M rovinu kolmou k pfimce p - obr.4.58.

Reseni: (obr.4.59) Sestrojime hlavni pfimky hledané roviny o.

1. hl 1 P1 a h2||$1’2 a M1 € hl, M2 € hg.

2. fo Lpoa filltiga My € fi, My € fo.
3. Rovina o je urcena primkami h, f.

O

4.6.5 Otoceni roviny do polohy rovnobézné s prumétnou (zakladni
uloha Z10)

Casto je sou¢asti prostorové konstrukce rovinna tloha. Potiebujeme naptiklad sestrojit pod-
stavu néjakého télesa v obecné roviné . Vime, ze utvar lezici v roviné rovnobézné s primeét-
nou se promitne ve skutecné velikosti. Oto¢ime tedy rovinu « (nékteré jeji body) do polohy
rovnobézné s prumétnou 7 (obr. 4.60b)) nebo pfimo do pramétny (obr. 4.60a)), provedeme
pozadovanou konstrukci a vysledek oto¢ime zpét.

Nejprve musime urcit piimku, kolem které budeme rovinu « otacet. V ptfipadé, ze otacime
pfimo do prumétny, je osou otaceni priisecnice rovin «v a 7, tedy stopa roviny « (obr. 4.60a)).
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a) b)

Obrazek 4.60:

Nemame-li zadanou osu x nebo chceme-li si usetiit praci se sestrojovanim stopy, miizeme otocit
rovinu « do polohy rovnobézné s primeétnou kolem pfimky rovnobézné s primétnou, tedy
hlavni pfimky roviny a (obr. 4.60b)).

Mezi body roviny « a body otocenymi do primeétny existuje prostorova geometricka pri-
buznost - osova afinita. Vime, ze rovnobéznym priamétem osové afinity ziskame osovou afinitu
v roviné, odtud plyne, ze pri konstrukcich mizeme vyuzivat osové afinity mezi priméty bodu
(naptiklad pidorysy) a otofenymi body do téze primétny (pidorysny). Osou afinity je osa
otaceni, parem odpovidajicich si bodu je prumét bodu (napi. A;) a jeho oto¢eny obraz Ay.

Postup fesSeni rovinné tlohy je nésledujici:

NS gk W e

Urc¢ime osu otaceni - hlavni pfimka nebo stopa roviny.

Sestrojime rovinu, stied a polomér kruznice otaceni (piiklad 1.1 na strané 10).
Otoc¢ime jeden bod.

Dalsi otocené body ziskdme pomoci afinity.

Provedeme rovinnou konstrukei.

S vyuzitim afinity otoc¢ime vysledek zpét.

Body vysledného utvaru odvodime do druhého primétu.

Priklad 4.21 Oto¢me rovinu « kolem stopy do prumétny - obr.4.61.

Reseni: (obr.4.62) Oto¢ime jeden bod roviny a.

1.

Pomoci horizontalni hlavni primky h roviny a vedené bodem C' odvodime ptidorys bodu
C.

Budeme otacet do pidorysny, tj. osou otaceni je ptudorysna stopa pf.

Rovina otaceni p bodu C' se promita do primky k; prochézejici bodem C a kolmé k ose
otaceni pf.
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n, n,

C, C,

P/

Obrazek 4.61: Obrazek 4.62:

4. Stied otaceni S je priisecik roviny p se stopou, tedy S; je prisecikem piimky k; se stopou
Py

5. Polomér otaceni r je skutecnd velikost tsecky CS. Skutecnou velikost tsecky urcime
sklopenim - na kolmici k tiseéce C1.S naneseme zetovou soutadnici bodu C' (tj. rozdil
zetovych soufadnic bodi C' a S, S méa zetovou soufadnici 0, protoze lezi v pudorysné).

6. Na kolmici k; naneseme od bodu S; polomér r, dostaneme tak otoceny bod Cj.

O

Obrazek 4.63: Obrazek 4.64:

Priklad 4.22 Oto¢me rovinu «, uréenou bodem C' a hlavni pfimkou h, kolem A do roviny
rovnobézné s primeétnou - obr.4.63.

ResSeni: (obr.4.64) Otoc¢ime jeden bod roviny a.

1. Otoc¢ime rovinu « kolem hlavni pfimky h do polohy rovnobézné s ptidorysnou.
2. Osou otéceni je hlavni pfimka h.
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- W

Bodem C} vedeme kolmici k; k pfimce h; (rovina otaceni se promité do k).

Prisecik primky k; s h; je ptidorysem stfedu otaceni S.

Sklopime tsecku C'S a zjistime skutec¢nou velikost poloméru otéceni r (na kolmici k C1.5
naneseme rozdil zetovych soutadnic bodu C'S a ptimky h).

Od bodu S; naneseme na ki polomér r a ziskdme otoceny bod Cj.

Obrazek 4.65: Obrazek 4.66:

Priklad 4.23 V roviné p jsou dany body A a C' svymi narysy. Sestrojime c¢tverec ABCD
s thlopfickou AC' lezici v roviné p - obr.4.65.

Reseni: (obr.4.66) Sestrojeni ¢tverce je rovinné tloha. Rovinu p oto¢ime do ptdorysny, sestro-
jime ¢tverec v otoceni a vysledek otocime zpét.

AR

Pomoci hlavni pifimky odvodime bod C' do ptdorysu, ptidorys bodu A lezi na ose z o.
Otoc¢ime bod C' do ptdorysny - ziskdme bod Cj.

Bod Ay sestrojime pomoci afinity (osa afinity je pf, par odpovidajicich si bodt je A;, Ap.
V otoceni sestrojime ¢tverec AgByCyDy.

Pomoci afinity oto¢ime ¢tverec zpét do ptudorysu. (Muzeme vyuzit rovnobéznosti protéj-
Sich stran.)

S vyuzitim hlavnich pfimek najdeme narys ¢tverce.
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4.6.6 Obraz kruznice (zakladni tloha Z11)

Podivejme se, jak se v pravouhlém promitani zobrazi kruznice. Pokud kruznice lezi v roviné
rovnobézné s primétnou, bude jejim obrazem shodnd kruznice. Obrazem kruznice lezici v roviné
kolmé na primeétnu bude tsecka, jejiz délka je rovna priaméru kruznice. Obrazem kruznice
v obecném piipadé je elipsa. Velikost priméru kruznice, ktery lezi na hlavni pfimce, se pfi
pravouhlém promitani zachové, ostatni priméry se v pravouhlém promitani zkracuje. Primér
na hlavni primce bude tedy hlavni osou elipsy, do které se kruznice zobrazi.

r f2 r ‘\.\- f 2
"\ S, —"—\ B, - D,
/ 5 "

A,
X7 2 X1,2
/ A1
5 : ;
h,
Obréazek 4.67: Obrazek 4.68:

Piiklad 4.24 V roviné p(h, f) sestrojme kruznici (S, r) - obr.4.67.
Reseni:

1. Na horizontalni hlavni pfimku A naneseme v ptidorysu od bodu S; na obé strany skutec-
nou velikost poloméru r - body oznac¢ime A;, B; a odvodime je po ordinédle do narysu.

2. Na frontalni hlavni pfimku f naneseme v narysu od bodu S; na obé strany skutecnou
velikost poloméru r - body oznac¢ime Cs, Dy a odvodime je po ordinale do ptidorysu.

3. Obrazem kruznice v piidorysu je elipsa s hlavni osou A; By, body C;, D; lezi na elipse.
Pomoci prouzkové konstrukce ziskdme vedlejsi osu.

4. Obrazem kruznice v narysu je elipsa s hlavni osou CsD,, body A,, Bs leZi na elipse.
Pomoci prouzkové konstrukce ziskdme vedlejsi osu.

O

4.6.7 Transformace priméten (zakladni Gloha Z12)

V predchozich tlohach jsme jiz mluvili o moznosti vynechani osy x, to znamena o posunuti
pidorysny nebo narysny. Narys nebo ptidorys ttvari se neménil, nebot poloha novych priméten
byla rovnobézna s ptivodnimi.

Nyni pfejdeme od ptivodnich priméten k nové dvojici navzajem kolmyjch priméten. Jednu
primétnu nechame v puvodni poloze a jako druhou volime libovolnou rovinu k ni kolmou
(volime ji vhodné tak, aby se pouzitim novych priméten tloha zjednodusila).
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Zvolime naptiklad tfeti pramétnu p kolmou k piidorysné 7 - obr.4.69. Priise¢nice rovin y a 7
bude novou osou x - oznacime ji z; 3. Promitneme bod M do tieti pramétny, primét oznacime
indexem Mj3 a provedeme sdruzeni priméti. Ordinala bude spojnici bodd M; a Mj3 a bude
kolma k ose x; 3, vzdalenost M3 od osy 13 je z-ovou soufadnici bodu M - obr.4.70.

n2
v
M M,
OM2
M ’,’: X,
oL
! ) 'OM3 Xi2
Mel M,
M,
n X1,3=p1
1=X1,3
Obrazek 4.69: Obrazek 4.70:

Priklad 4.25 Urceme vzdélenost bodu A od roviny p s vyuzitim tfeti pramétny.

n2
A,
o
X7,2
(:j 3=n3
A,
P 1=X1,3 A3
Obrazek 4.71: Obrazek 4.72:

Reseni:

1. Zvolime tfeti primétnu p kolmou k ptidorysné a kolmou k rovin€ p - rovina p se do nové

priumétny zobrazi jako piimka.

Najdeme treti primét bodu A.

Najdeme treti primeét libovolného bodu roviny p - zvolili jsme stopnik N.

4. Ttetim pramétem roviny p je pfimka prochézejici bodem N3 a protinajici se se stopou pf
na ose 3.

5. Vzdélenost Aj a ps je hledanou vzdalenosti bodu A od roviny p.

W N
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4.7 Kontrolni otazky

4.1 Definujte pojem stopnik a stopa.
4.2 Vysvétlete pojem hlavni primka.
4.3 Vysvétlete metodu kryci primky.
4.4 K ¢emu se pouziva otaceni roviny?

4.5 V ¢em se lisi otaceni roviny okolo stopy a okolo hlavni pfimky?



Kapitola 5

Mnohocéleny a algebraické rovnice

5.1 Pojem mnohoclenu (polynomu) v jedné proménné

Ptipomenme, Ze vyraztim typu
a2x2 + a1x + ag
iikdme kvadraticky trojclen, kdyz as # 0. Cislim ag, a1, as Tikdme koeficienty a pismenem x
ozna¢ujeme proménnou. Naznacujeme tim, Ze za z lze dosazovat riznd ¢isla (redlnd ¢ kom-
plexni). Mnozinu reélnych ¢isle déle znac¢ime symbolem R a mnoZinu komplexnich ¢&isel ozna-
cujeme C.
Napiiklad pro kvadraticky trojélen 322 — 5z + 1 po dosazeni

£=0  dostaneme 3-0*~5-0+1=1 (hodnota v bodé z = 0),
r=—-2 dostaneme 3-(—2)>—5-(-2)+1=23 (hodnota v bodé z = —2).

Definice 5.1 Vyraz tvaru
A" + ap 12" 4 Far +ap = Zaka:k , ap #0 (5.1)
k=0

se nazyvd mnohoclen n-tého stupné v proménné x a ¢isla (redlnd, resp. komplexni) ay, k =
0,1,2,...,n, n € N (N je mnoZina pfirozenych cisel), se nazyvaji koeficienty mnohoélenu.
Namisto ndzvu mnohoclen se pro vyraz (5.1) pouZivd také oznaceni polynom n-tého stupné
v proménné x (v dalsim textu budeme pouZivat oznaceni ,polynom v jedné proménné*).

Definice 5.2 Cislo

E apa® = 4™ + ap 10"+ aa+
k=0

se nazyvd hodnota polynomu v bodé .

Piiklad 5.1 Je dan polynom z* — 42® — 762% + 324x — 405. Vypodéteme hodnotu v bodech
ap=—1laay=2+1i.

49
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Reseni: Hodnota v bodé ay = —1:
(—1)* —4(—1)*> = 76(—1)* 4 324(—1) — 405 = 1 + 4 — 76 — 324 — 405 = —800 .
Hodnota v bodé ay = 2 4 1:

(24 1)* — 4(2 +1)% — T6(2 + 1) + 324(2 + 1) — 405 = (5.2)
— (=7 + 24i) — 4(2 + 11i) — 76(3 + 4i) + 324(2 + i) — 405 =0 .

O
Definice 5.3 Polynom, ktery mad viechny koeficienty rovny nule, se nazyvd nulovy polynom.
Pro nulovy polynom nedefinujeme stupen. Mezi vSemi polynomy je pouze jeden nulovy

polynom.

5.2 Algebraické operace s polynomy v jedné proménné

Definice 5.4 Dva polynomy > apx®, a, #0, a > bpa®, b, # 0, si jsou rovny, je-li
k=0 k=0

ap=br pro k=0,1,2,...,n,
tj. rovnagi-li se koefiecienty u stejnych mocnin x.
Priklad 5.2 Urcime koeficienty A, B, C' polynomu
A(2® +1) + Ba* + +Cx(2® + 1)
tak, aby byl roven polynomu x® + x + 1.
Reseni: Upravou dostdvame
A@P+ 1)+ B +Cz(2®* +1) =Ca® + (A+ B)a* + Cx + A

Z rovnosti
C*+ (A+B)2*+Cor+A=2"+z+1

dostaneme porovnanim koeficientii u stejnych mocnin x podminky
C=1, A+B=0, A=1,

takze A=1, B=-1, C' =1.
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Polynomy muZeme (stejné jako ¢isla) secitat, odecitat, nasobit i délit. S¢itat a odecitat
polynomy budeme podle pravidel pro pocitani s mocninami:

(32 —x +7)+ (5a* — T2 + 120 — 1) =
= 5t + B3 -N2* + (-1 +12)2+ (7—1) =52* —4a® + 112 + 6 ,
(B2 —x+7)— (52" —T2* + 120 — 1) =
= 52"+ 3+ 72>+ (-1 -12)z + (7T+ 1) == —52" + 102° — 132 + 8 .

Nésobit polynomy budeme podle distributivniho zékona, tj. nasobime kazdy ¢len jednoho po-
lynomu s kazdym c¢lenem druhého polynomu:

>+ V)@ —2)=2+2° -2 —z=2"—2.
Vidime, ze soucet, rozdil i souc¢in polynomi je opét polynom. Jsou-li si dva polynomy rovny,

jejich rozdil je nulovy polynom.

vvvvvv

5.3 Podil dvou polynomu

Déleni polynomu polynomem nultého stupné (tj. nenulovou konstantou) je definovano takto:

A" + Q12"+ T+ ag p, ,  (p—1 .1 ai ag
= —r +—F +- =4+ —.
bo bo bo bo bo

Déleni polynomt definujeme obecné podobné jako déleni pfirozenych cisel:

2 =2+ % = 11=2-4+3 (déleni se zbytkem, podil neni pfirozené ¢islo),
(5.3)
2 =3 = 12=3-4 (déleni beze zbytku, podil je pfirozené ¢islo) .

Chceme-li  stanovit podil polynomt  P(x) = ™ 4+ ap_x™t 4+ 4
+a1x + ap a S(x) = bpa™ + by_12™ P + - + bix + by (pro nenulovy S(z)), musime najit
takové polynomy Q(z) a R(x) tak, aby platil vztah

P@) . R
S0y = QW)+ 5 (54)
neboli
P(z) = S(x)Q(z) + R(x) (5.5)

(srovnej s (5.3) pro déleni pfirozenych ¢isel). Pokud stupen polynomu S(z) je vétsi nez stuperl
P(z), pak Q(z) = 0a R(z) = P(x). Postup, ktery pro dané polynomy P(x) a S(z) uréi polynom
Q(z) (tj. podil, resp. cdstecny podil) a polynom R(x) (tj. zbytek), se nazyva algoritmus délent
polynomai.

Priklad 5.3 Vypocteme podil, resp. ¢astecny podil, polynomi

=22+ —1, 22 -3z +2.
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Reseni:
(23— 2224+ x—1): (#*—3z+2)=2x+1 (Castecny podil)
+23F 32+ 22
- z-—1
27 3z 42
2 —3 (zbytek)
Tedy
x3—2x2+x—1_ 1 20— 3
Z_3r12 T T @ 3ir2
resp.

-2t r— 1= 30 +2)(x+1)+22-3.
(Srovnej s (5.3).)

5.4 Hornertv algoritmus

Ve specialnim ptipadé, kdyz délime polynom
P(z) = ap2™ + ap 2™ '+ -+ a1 + ag
linedrnim polynomem (polynomem prvniho stupné)
S(x) =z —a, kdea je dané islo,

je algoritmus déleni velmi jednoduchy a nazyva se Horneruv algoritmus. Nez si jej uvedeme,
pfipomenme, ze v tomto piipadé maji vzorce (5.4) a (5.5) tvar

resp.
P(z)=(z—a)Q(x)+ R, (5.7)

kde R je polynom nultého stupné (konstanta) a je to hodnota polynomu P(z) pro z = a. Je
totiz
Pla)=(a—a)Qz)+ R=0-Q(z)+ R=R.
Tento poznatek bude velice dileZity pii urcovani kofenti algebraickych rovnic (odst. 5.5).
Uvedme nyni rtizné verze algoritmu déleni linearnim cinitelem.

1. verze algoritmu

(72* =223 +3x 48) : (z+1)= 72> —922+92—6

+72* £72°
—92° +3z  +8
F9xr3  F9x2
922 43z 48
+922 +9x
—6x 48
Fb6xr  F6

14 (zbytek)
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Je tedy

Tt — 223 4 32 + 8 14
T ZATHOTHS o3 92 49 6o

21 — = R=P()=14. (58)

2. verze algoritmu Polynom P(z) = 7z* — 223 + 3z + 8 napiSeme ve tvaru

P(z)=(((Tz —2)z + 0)x + 3)x + 8. (5.9)
Pro x = —1 pocitame hodnoty jednotlivych zavorek:
g3 = a4 =7
q2 :7(—1)—2ZQ304+6L3 =-9
g =-9-1)+0=gpat+a =9
qo :9(—1)—1—3:q1a+a1 = —6
R =—-6(-1)+8=qga+a =14= P(x)

Ziskan4 ¢isla qo, q1, go, g3 jsou koeficienty polynomu Q(z), je tedy Q(x) = 72*—92%+9x—6.

3. verze algoritmu Upravime-li polynom do tvaru (5.9), lze pomoci kalkulatoru velice snadno
vypocitat koeficienty polynomu Q(x) i hodnotu P(—1).

4. verze algoritmu Ptedchozi postup se da zapsat do schématu, ktery se dobfe pamatuje
(v prvnim faddku jsou koeficienty polynomu P(z)):

ar=7 a3=-2 a,=0 a1 =3 apg =8
-7 9 -9 6
1[gs=7 &2=-9 @1=9 q=-6 14=P(-1)

Postup vypoctu:
Lgz=a4=T;
2. p=agtaz=(-1)-7T-2=-9;
. qp=ag@+a=(-1)-(-9)+0=29;
4. g =aq +a; =(-1)-9+3 = —6;
5. P(-1)=aq+ag=(—1)-(—6) +8 = 14.

Tato verze Hornerova algoritmu je znama pod nazvem Hornerovo schéma.

5.5 Algebraické rovnice

Kofen rovnice a zakladni véta algebry

Rovnice typu
A"+ 12" @z +ag =0, (5.10)
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kde a pro k = 0,1,2,...,n jsou dana ¢isla (tzv. koeficienty rovnice) a a, # 0, se nazyva
algebraickd rovnice n-tého stupné v proménné z. Na levé strané rovnice je polynom P(z) =
n
3" apx® obecné s komplexnimi koeficienty.
k=0
Resent (koven) rovnice (5.10) je &islo a takové, ze P(a) = 0. Plati nasledujici velice dfilezita
zékladni véta algebry, kterou uvadime bez dikazu:

Véta 5.1 Kazda algebraickd rovnice ma v oboru komplexnich cisel alespon jeden koren.
Jingmi slovy: Pro kaZdou algebraickou rovnici (je lhostejné, zda koeficienty jsou komplexni ¢i
redlné) existuje alespor jedno cislo, které je kotenem této rovnice.

Je-li ¢islo o kofenem rovnice (5.10), je ve vztahu (5.7) R = 0 a plati tedy rovnost
P(z) = (r — a)Q(x) ,
kde Q(z) je polynom stupné n — 1. Linearni polynom x — « se nazyva kotenovy cinitel.

3 222 —x+2 =0 je &slo 1. Vypocteme ostatni kofeny.

Priklad 5.4 Jednim kofenem rovnice x
ReSeni: Délenim polynomu 2% — 222 — z + 2 kofenovym éinitelem x — 1 (napt. Hornerovym
schématem) zjistime, Ze rovnici lze psat ve tvaru

(z—1D(2*—2-2)=0.
Dalsi kofeny zjistime fesenim kvadratické rovnice
?—r—-2=0.

Kofeny této kvadratické rovnice jsou ¢isla —1 a 2. Dané rovnice tietiho stupné méa tedy kofeny
1,-1,2.
O
Z predchoziho vidime, ze zndme-li kofen « algebraické rovnice n-tého stupné, mtizeme déle-
nim kofenovym ¢initelem = — o dostat algebraickou rovnici stupné n — 1. Opakovanim tohoto
postupu lze tedy polynom na levé strané rovnice rozlozit na soucin korenovych ¢initelt:

A" 4 ap 2"+ ag = an(r — ) (T —ag) - (T — ),

kde aq, s, . . ., o, jsou koFeny algebraické rovnice a, 2" +a,_ 2"+ - -+a;r+ag = 0. Vyskytuje-
li se v rozkladu korenovy ¢initel © — o; k-krat, nazyva se kofen «; k-nasobny koren algebraické
rovnice P(z) = 0.

Maji-li kofeny aq, s, ..., a; nasobnosti ki, ks, ..., k., kder <naki+ky+---+k = n,
pak rozklad polynomu lze zapsat ve tvaru

ko

A" + ap 12" air +ag = an(r — ay) (- ap)2 (2 — )

P¥iklad 5.5 Jednim koienem rovnice 82° — 3622 + 54z — 27 = 0 je &islo o = % Vypocteme
ostatni kofeny.
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Reseni: Délenim zadaného polynomu 8z° — 3622+ 54z — 27 polynomem (kofenovym ¢initelem)
xr — % ziskdme polynom 822 — 24z + 18, fesime tedy rovnici

3
872 —24x +18=0 = 42’-120+9=0 = Qrg =35 -
Dana rovnice mé tedy jeden trojnasobny kofen o o3 = %

0

Poznamka 5.1 Rozklad polynomu 8z3 — 3622 + 542 — 27 na soudin kotfenovych ¢initeltt méa
tvar

3 3
8x3—36x2+54m—27:8(:p—§) .

Vlastnosti kofenu algebraické rovnice s realnymi koeficienty

1. M&-li algebraickd rovnice s redlnymi koeficienty komplexni kofen o« = a + bi, ma také
kofen @ = a — bi (¢islo komplexné sdruzené k «).

2. Ma-li algebraicka rovnice s redlnymi koeficienty vicenasobny komplexni kofen, potom ¢islo
komplexné sdruzené je také vicendsobnym kofenem této rovnice a nasobnosti obou kotent
jsou stejné.

3. Ma-li algebraicka rovnice s realnymi koeficienty komplexni koreny, je jejich pocet sudy.

4. Kazda algebraicka rovnice s redlnymi koeficienty lichého stupné ma alespon jeden realny
kofen.

Piiklad 5.6 Jednim kofenem rovnice x! — 8% 4 262% — 36z + 24 = 0 je ¢islo a; = 3 — V/3i.
Vypocteme ostatni kofeny.

ReSeni: Druhym kofenem je ¢islo ap = 3 + 1/3i. Hleddme polynom ¢(z) takovy, aby

(z — 34 V3i)(z — 3 — V3i)g(z) = a*—8a3 + 2622 — 36z + 24 (5.11)

(2% — 62 + 12)q(z) = 2* — 8% + 2622 — 362 + 24

_ z* 82342622 —362+24
q(z) = 22— 65+12

Délenim zjistime, Ze ¢(z) = 22 — 22 + 2. Staci tedy najit kofeny rovnice
2 —224+2=0 = oaz3=1+1i, asz=1-1.

Dan4 rovnice mé tedy kofeny: aq =3 — v/3i, a0 =3+ V31, a5 =1 +1, ay = 1 —i.

Piiklad 5.7 Urc¢ime kofeny rovnice z* + 42% — 162 — 16 = 0.



5.6. Souvislost korenu a koeficientt algebraické rovnice 56

ReSeni: Postupnym dosazovéanim (zkusime nap¥. dosadit &isla 1, —1,2, —2 atd.) zjistime, ze
¢isla 2 a —2 jsou kofeny nasi rovnice. Je tedy

(x—2)(z+2)(2® +42+4) =0

a zbyvé vyfesit kvadratickou rovnici 22 + 4z + 4 = 0. Ta m4 jeden dvojnisobny kofen —2.
Dané rovnice m4 tedy jeden trojnasobny kofen —2 a jednonasobny (jednoduchy) kofen 2.

OJ
Piiklad 5.8 Vypocteme koieny rovnice 32° + 222 — 2 — 4 = 0.
ResSeni: Postupnym dosazovanim zjistime, Ze rovnice ma kofen 1. Je tedy
(x—1)(32* +5x+4) =0
a TeSenim rovnice 322 + 5z + 4 = 0 jsou disla —% + */Tﬁi.
Dané rovnice ma tedy tii koreny 1 a —% + %i.
O

5.6 Souvislost korenil a koeficientti algebraické rovnice

Z predchozich prikladt je ziejmé, ze u algebraickych rovnic vyssich stupnd nam nezbyva nic
jiného, nez néktera feseni rovnice bud uhddnout, nebo je urc¢ovat numerickymi metodami, kte-
rymi se zabyva tzv. numerickd matematika. Pro rovnice 3. a 4. stupné je sice mozné pouzit
vzorce pro vypocet kofeni, ale ty jsou znacné komplikované. Pro rovnice vyssich stupnu ta-
kové vzorce vibec neexistuji. K uréeni kofentt napomohou vztahy (tzv. Viétovy vzorce) mezi
koeficienty a koreny polynomu. Pro nas budou vyznamné dva z nich:

1. Soucet vsech kofenti nasobeny koeficientem a,, je roven opa¢nému koeficientu u "1, tj.

(q tag+ - +ay)a, = —a, 1 .

2. Pro soucin vsech kofent a koeficientu a,, plati

(al.a2.....an).an:(—1)”.@0'

Poznamka 5.2

1. Kofeny algebraické rovnice odhadujeme tak, ze urc¢ime délitele absolutniho ¢lenu ay a
dosazenim se presvédcime, zda je kofenem.

2. Pro kvadraticky trojclen lze velice snadno uvedené vlastnosti odvodit z rovnosti:
P tar+ag= (- a1)(r — ) =2 — (a1 + az)z + aray .
Porovnanim koeficientii u stejnych mocnin x dostavame

a, = —(a1+a2),

apg = Q109 .
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5.6.1 Cviceni

5.1 Urcete koeficienty A, B,C' polynomu A(z — 1) + B(x — 1)z + Cz? tak, aby byl roven
polynomu z + 1. [Vysledek: A = -1, B= -2, C' = 2]

5.2 Jsou dany polynomy 6z* + 223 — 522 +4x + 5 a x + 1. Vypoctéte jejich soudet, rozdil,
soudin. [Vysledek: 6x* + 22% — 522 + 5z + 6, 62* + 223 — 5% + 3z + 4,
62° + 8z* — 323 — 22 + 9z + 5]

5.3 Vypoctéte podil polynomii:
1. (323 + 1022 4+ 22 — 3) : (2* + 5z + 6) ;
2. (22* — 323 + 42 — 52+ 6) : (2% — 3z + 1);
3. (22° —2* =323+ 2 —3): (z —3).

[Vysledek: 1. 3z — 5 + 5’1;516, 2. 227 4 3w + 11 + L5

3. 22" + 5% + 1222 4 36z + 109 + 22|

5.4 Jednim kofenem rovnice P(x) = 0 je ¢islo a. Vypoctéte ostatni kofeny.

1. 223+ 622 — 182 — 54 =0, o = —3, (12 = =3, az = 3]
2. 23 +222-32-10=0, a=2, [—2 +]
3. 142° — 152 + 67— 1=0, a =1, 241V
4. 2 +323 4222 —2+5=0, a=—2+1, [—2 —i, V3]
5. 2t 4+ 223 4+ 222 + 100 +25 =0, o= —2 —i, [—2 41, 1+ 2i]
6. 62% — 527 +192% — 1525+ 210* — 152% +92% — 5z +1, 193 = (trOJnasobny koren)

[044,5,6 —1, ar = %]

5.5 Hledanim celociselnych kotfenti feste dané rovnice.

1. 23— 622 + 112 — 6 =0, 1,2, 3]
2. 3 — 5% +2x +8 =0, [—1,2,4]
3. at — 4+ +2=0, 1, -2, =125
4. 2* — 2 — T +15 =0, [—3,2 £ ]

5.6.2 Kontrolni otazky
5.1 Jaka feSeni mize mit kvadratickd rovnice s redlnymi koeficienty?

5.2 Zduvodnéte, proc¢ je v pocitacovych aplikacich hodnota polynomu zpravidla vycislovana
Hornerovym algoritmem. (Névod: Porovnejte pocet nasobeni, kterd je nutné provést pro
urceni hodnoty polynomu stupné n.)

5.3 Formulujte nékolika zplisoby zakladni vétu algebry.

5.4 Polynom (s realnymi koeficienty) lichého stupné mé alespori jeden reélny kofen. Zdtivod-
néte toto tvrzeni.



Kapitola 6

Maticovy pocet

6.1 Pojem matice

Matici typu (m,n), kde m,n jsou pfirozena ¢isla, se rozumi soubor mn veli¢in aj; zapsanych
do m radkt a n sloupci tvaru:

a1 aig ... i ... Qin
asy asz ... @9 ... QA9pn
(6.1)
aj1 ajo ... Qi ... Qjp
Am1 Am2 ... Qmk ... Qmp
Veli¢iny aq1, aja, . . ., Gmy ve schématu (6.1) nazyvame proky matice a mohou to byt ¢isla (redlna

i komplexni) i funkce. Indexy j, k prvku a;j; urcuji pozici (umisténi) prvku ve schématu. Prvni
index j udava poradi radku, druhy index k poradi sloupce. Napi. prvek ags je umistén ve 3.
radku a ve 2. sloupci, tj. ma pozici 32.

Matici (6.1) budeme oznacovat A nebo (a;;). Chceme-li soucasné vyjadfit, ze matice A je
typu (m,n), zapiSeme A, ).

Je-li matice tvofena jedinym sloupcem, resp. jedinym fadkem, miizeme k oznaceni jejich
prvkid pouzit pouze jeden index, napf.

by
by
B = | , resp. C=(c1,09,...,0).
bm
Prvky a; matice (6.1) nazyvame diagondlni prvky, vSechny diagonalni prvky tvoii hlavni
diagondlu matice.

o8
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6.2 Vlastnosti matic

6.2.1 Rovnost matic

Rekneme, 7e dvé matice A = (a5) a B = (by), i = 1,2,....,m,
Jj = 1,2,...,n, téhoz typu (m,n) jsou si rovny, jestlize prvky ve stejnych pozicich si jsou
rovny, tj. plati rovnost

a;; = b;j, prokazdé i =1,2,....m, 7=1,2,...,n.
Zapisujeme A = B. V opa¢ném piipadé fekneme, ze matice A a B jsou rtizné a zapisujeme

A #B.

3 0 3 00
typu (2,2), zatimco B je matice typu (2, 3).

Priklad 6.1 Matice A = ( L2 ) aB = ( 120 > si nejsou rovny, protoze A je matice

Priklad 6.2 Oznacime-li

dq -1
| de B 2
D = ds , potom rovnost D = 3
dy —4
je struénym zapisem ¢tyr rovnosti d; = —1,dy = 2,d3 = 3,dy = —4.
Piiklad 6.3 Rovnost matic typu (3,1)
x+ 5y — 3z -9
20 —Ty+z | = 3 (6.2)
b6y — 2 -3

je jeden z moznych zapisi soustavy tii linearnich rovnic

r+0oy—32 = -9
20 —-Ty+2z = 3
by —z = —3.

6.2.2 Transponovani matic

Je-li dana matice A = (a;j) typu (m,n), potom matice B = (b;;) typu (n,m), pro jejiz prvky
plati
bji=a;; prokazdé i=1,....m, j=1,...,n,

se nazyva transponovand matice k matici A a znaci se AT,
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Priklad 6.4 Transponovana matice k matici

1, 3, 0
7, 4, —1
A=l 4 3 o |~ (aw)
2, 1, 5
je matice
1, 7, —4, 2
AT =13, 4, -3 1 (aji) ,
0, -1, 0, 5

tj. prvek z pozice (i, j) se objevi v pozici (7,1).
Z definice transponované matice vyplyva
(AT = A (6.3)
Pomoci horniho indexu T se d4 matice typu (n, 1) zapsat ve tvaru

X1

T2
= (21,29, ...,7,)" .

Tn

Je Ucelné si zvyknout na oznacovani n-tic ¢isel pravé naznacenym zpisobem.

6.2.3 Vyznacné matice

1. Nulova matice ma vSechny prvky nulové; budeme ji znacit 0.

2. Ctvercovd matice je matice, jejiz pocet fadki je stejny jako pocet sloupcii (v opacném
pripadé mluvime o obdélnikové matici). Pocet fadkl (a tedy i pocet sloupcil) u étvercové
matice se nazyva rdd matice.

Je zfejmé, ze transponovana matice ke ¢tvercové matici n-tého fadu je opét ctvercova
matice stejného radu.
3. Diagonalni matice je ctvercova matice, jejiz prvky lezici mimo hlavni diagonalu jsou
nulové.
Zvlastnim pripadem diagonalni matice je jednotkova matice, ktera ma na diagonale vSechny
prvky rovné 1, tj. plati
a;; =0 prokazdé i#j, i=12,...,n, j=1,2,...,n,

a; =1 prokazdé i=1,2,....,n.

Jednotkovou matici znac¢ime 1.
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4. Symetrickd matice je ¢tvercova matice, pro jejiz prvky plati
a;j = aj prokazdé ¢=1,2,....n, j=1,2,...,n.
Snadno lze ovérit, ze
(a) pro symetrickou matici je AT = A;
(b) kazda diagonélni matice je symetricks;
(c) jednotkova matice je symetricka.
5. Horni trojuihelnikovd matice U = (u;;) je ¢tvercova matice, jejiz prvky pod hlavni diago-
nalou jsou nulové, tj. plati
u; =0 pro ©>7.
Dolni trojihelnikovd matice L = (l;;) je ¢tvercova matice, jejiz prvky nad hlavni diago-
nalou jsou nulové, tj. plati
lij=0 pro i<j.

6.3 Aritmetické operace s maticemi

6.3.1 Soucet matic
Pro matice A = (a;j) a B = (b;;) téhoz typu (m,n) definujeme
1. soucet matic jako matici S = (s;;) typu (m,n), pro jejiz prvky plati
Sij = aij + bij;
2. rozdil matic jako matici R = (r;;) typu (m,n), pro jejiz prvky plati
Tij = aij — bij;
prot=1,2,....maj=12,...,n.

Kratce feceno: s¢itame, resp. odecitame, prvky ve stejnych pozicich. Znacime A + B, resp.
A - B.

Piiklad 6.5 Ctvercovou matici A = (a;;) lze zapsat jako soucet horni a dolni trojihelnikové
matice. Pro matici 3. fadu je tedy

a2 a3 a;r a2 i3 0 0 0
Qo1 Q22 A23 = 0 Ay agz | + | axzn O 0
a31 Q32 a3s3 0 0 a33 as; agy 0

Toto vyjadfeni se pouziva u numerickych metod feseni soustav linearnich rovnic, zvlasté u tzv.
metody LU-rozkladu.

Sc¢itani matic je definovano tak, ze plati:

A+B=B+ A, (komutativni zdkon) (6.4)
(A+B)+C=A+(B+C), (asociativni zakon) (6.5)
(A+B) =AT +B”, (6.6)
O+A=A+0=A. (6.7)
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6.3.2 Nasobeni matice ¢islem

Pro libovolnou matici A = (a;;) typu (m,n) definujeme r-nasobek (r realné nebo komplexni
¢islo) matice A jako matici typu (m,n), jejiz prvky jsou r-nasobky prvku a;;, tedy

rA=(r-ag) proi=1....m j=1,..n.

Tedy matici vynasobime ¢islem r tak, ze ¢islem r vynasobime vSechny jeji prvky. Odtud plyne,
Ze pro nasobek matice plati:
rA + sA = (r+s)A, (distributivni zédkon)
r(A+B)=rA+rB, (distributivni zakon)
r(sA) = (rs)A
(rA)" =rAT

kde 7, s jsou ¢isla (redlnd nebo komplexni).

Priklad 6.6 Je dana matice A = (a;;) tfetiho fadu. Vytvorime matici \I—-A, kde A je libovolné
Cislo (realné nebo komplexni).

Reseni:
100 ailz aiz2 Aais A —ag —a12 —as
MN—-—A=)\ 010 — 21 29 A23 = —ag A — 929 —a93
0 01 az1 azz as3 —a31 —a32 A —asz

S matici tohoto typu se setkdme pfi vypoctu tzv. vlastnich ¢isel matice.

Priklad 6.7 Matici, obsahujici komplexni ¢isla, miZeme vyjadrit pomoci matic s realnymi

Cisly:
2431 4-51\ _( 24), (3 -5
—9 6i “\ -2 0 "\o 6/

6.3.3 Soucin matic

nejdrive budeme postup ilustrovat na jednoduchém piikladeé:

Priklad 6.8

2 3 1 1 2-1+3-6, 2-(-1)+3-7 20 19
9 4 '(6 7)_ 9-1+4-6, 9-(-1)+4-7 | = 33 19
5 0 5:140-6, 5-(-=1)+0-7 5 =5
Priklad 6.9 Nasobeni dvou matic provedeme pro obecné matice
A = (aij) typu (3,2) aB= (sz) typu (2,2)
eSenti:
air a2 a11b11 + a12b21,  @11012 + 12022
bii bz \ b b b b
a21 A2 by boo = 21011 + G22021, Q21012 + A22022

az1 asz a31b11 + asabar,  as1biz + agabag
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Uvedme obecné zésady, které plati pro vypocet souc¢inu dvou matic A a B :

1. Aby soucin dvou matic A a B byl definovan, musi byt pocet sloupcit matice A stejny jako
pocet Tadkt matice B, tj. je-li matice A = (a;;) typu (m,p), musi byt matice B = (by;)
typu (p, n), tj.

Amnp)  Bn) = Comn) -

2. Prvek ¢;; vysledné matice C = A - B je

p
Cz’j = aﬂblj + ainQj 4+ -+ aipbpj = Z aikbkj. (68)
k=1

3. Vysledna matice C je typu (m,n).

Poznamka 6.1 Pokud povazujeme fadky (resp. sloupce) matice za fadkové (resp. sloupcové)
aritmetické vektory, lze vztah ( 6.8) pro prvek ¢;; chapat jako skalarni soucin i-tého fadkového
vektoru matice A a j-tého sloupcového vektoru matice B. Tim je také zdivodnéna podminka
pro typ matic, ktera musi byt pro definici souc¢inu splnéna.

Vlastnosti soué¢inu matic

1. Ndsobeni matic neni obecné komutativni. Je-li definovan souc¢in AB, nemusi byt definovan
sou¢in BA, protoze nemusi byt splnéna podminka pro pocet fadki a sloupci. Ale i
v ptipadé, Ze sou¢iny AB i BA jsou definovany, nemusi platit AB=BA (viz nasledujici
ptiklad). OvSem v nékterych pfipadech dany vztah plati.

(P2)(a2)=(22%)
(02)(G2)-(53)

V tomto pfipadé je tedy AB # BA. Rovnost plati pouze pro nékteré specidlni dvojice
matic, napft. je-li jedna z matic jednotkova.

Priklad 6.10

ale

2. Pro libovolnou matici A plati 0A = 0 a A0 = 0, kde 0 je nulova matice (jsou-li sou¢iny
na levych stranach definovany). Pro ¢tvercové matice plati A-0 = 0-A, kde A je libovolna
¢tvercova matice.

3. Pro libovolnou matici A je Al = A aIA = A, kde I je jednotkova matice (jsou-li sou¢iny
na levych stranich definovany).

4. Soucin dvou nenulovych matic mtize byt nulova matice. To znamen4, Ze z rovnosti AB = 0
nevyplyva, ze musi byt A nebo B nulova matice. Je tfeba si uvédomit, ze v pripadé cisel
(redlnych nebo komplexnich) z nulovosti sou¢inu plyne nulovost alespori jednoho z ¢isel.
To vyuzivame casto pii FeSeni rovnic. Pro maticové rovnice vsak takové postupy nelze
pouzit.
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Priklad 6.11
22\ (-2 1\_(00
11 2 -1 ) \00)"
Jsou-li vSechny néasledujici souc¢iny matic definovany (maji smysl), plati:
4. A(BC) = (AB)C, (asociativni zakon)
5. (A+B)C =AC+ BC, (distributivni zakon)
6. (AB)T = BTAT,
7. r(AB) = (rA)B = A(rB) , kde r je libovolné ¢islo.
8. Pomoci souéinu matic mtizeme definovat mocninu ctvercové matice:
(a) Al = A;
(b) A" =A"1A proneN, n>2;
(c) Definujeme A° =1.
6.4 Determinant ¢tvercové matice
V tomto odstavci se budeme zabyvat pouze ¢tvercovymi maticemi.
6.4.1 Definice determinantu
Pojem  determinant  matice si  nejdfive  zavedeme pro  (¢iselnou)  matici
2. a 3. fadu a pak teprve pristoupime k definici determinantu matice n-tého radu.
Je dana ¢tvercova matice 2. radu
A= ( a2 ) . (6.9)
21 QG22
Cislo a11a92 — asia1 se nazyva determinant matice A a znadi se
a2 , det | 11 912 , det A .
21 QA922 Q21 Q22
Je dana c¢tvercova matice 3. rddu
aix ai2 a3
A= Q21 Q22 (23
g1 a3z @33
Cislo
ass @ as1 @ asy @
ay | 022 0| | G2 23| ) G2 G2 (6.10)
az2 ass asy ass asy asz
%,—/ N ~ > N\ P P
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se nazyva determinant matice A a znaci se

@11 a2 13 aix Qa2 Qi3
a1 G a3 |, det | aor az ass , detA.
31 dgzz G33 ag1 dasz ass

Determinanty Ajy, Az, Az v (6.10) jsme vytvofili vynechanim prvniho faddku a postupné
prvniho, druhého a ttretiho sloupce ptivodni matice tifetiho radu.

Analogicky  jako v (6.10) definujeme determinant ¢tvercové matice
n-tého fadu pro n > 3 (pomoci determinanti (n — 1)-ho fadu):

Determinant ¢tvercové matice (n-tého fadu)

ay;; a1 ... QAip
A — A921 Q29 ... QA9
Ap1 Ap2 ... QApp

je ¢islo oznacované det A a definované takto:
1. Pron =1 je det A = aq;.
2. Pron=2 je det A = a11Q922 — A12Q97.

3. Pron > 2 je

det A = a1y det A11 — 12 det A12 + 4 (—1)”+1a1n det A1n7 (611)
kde matice Ay; pro i = 1,2,...,n jsou matice (n — 1)-ho fadu a vzniknou z matice A
vynechanim 1. fadku a i-tého sloupce, i = 1,2,... n.

Poznamka 6.2 Vyjadieni determinantu vztahem (6.11) se nazyva rozvoj determinantu podle
1. radku.

Priklad 6.12 Vypocteme determinant matice ( 54 )

5 —6
Reseni:
3 4
‘ 56 ‘—3-(—6)—5-4——38‘
0 3 4
Priklad 6.13 Vypocteme determinant matice 1 2 -1
-2 3 -1
Reseni:
03 4
2 —1 1 -1 1 2
1 2 -1 :0-’ ‘—3-’ '+4-' ‘:
9 3 _1 3 —1 -2 —1 -2 3

= 0-1-3-(=3)4+4-7=237



6.4. Determinant ¢tvercové matice 66

6.4.2 Sarrusovo pravidlo

Ptedpis (6.10) pro uréeni determinantu matice tfetiho fadu se nazyva Sarrusovo pravidlo. Z
(6.10) rozepsani determinantii a roznasobenim dostaneme

det A = ay1a92a33 + a12a23a31 + A13021a32 — Q11023033 — Q12021033 — (1302203] - (6.12)

Pro zapamatovani volby prislusnych tfi vybérta s kladnym, pfipadné zapornym znaménkem se
)

pouziva obvykle jedno z nasledujicich dvou schémat. Matici A rozsifime na matici typu (5, 3)

(resp. typu (3,5)) tak, Ze pod (resp. za) matici A piipiSeme jesté prvni a druhy fadek (resp.
prvni a druhy sloupec) matice A. Dostaneme matice

(AH  Gi2 413 ;O G2 A3 d11 (12,
a1 Oeg Q23 | |21 Gag Ued Uail a2
as1_ Wss sy | Vagi T azy w3 w1 usy)
Lai :‘\‘@12;1\1513

fazi Gy 93!

v nichz vybéry s kladnym znaménkem jsou vyznaceny souvislymi carami a vybéry se zapornym
znaménkem carkovaneé.

“Nebezpecnost” tohoto pravidla spoc¢iva v tom, Ze je mnohdy nespravné aplikovano i na
vypocet determinant matic vyssich radi. POZOR, je to hruba CHYBA.

Priklad 6.14 Sarrusovym pravidlem vypocteme determinant matice

03 4
A= 1 2 -1
-2 3 -1

Reseni:
det A =0-2-(=1)+3-(=1)-(-2)+4-1-3—4-2-(=2)—3-1-(=1)—0-(—1)-3=37.

Priklad 6.15 Rozvojem podle 1. fadku vypocteme determinant matice

1 0 —1 2

2 3 2 =2

A= 2 4 2 1

30 5 =3

Reseni:

3 2 =2 2 2 =2 2 3 =2 2 3 2
detA=1-14 2 1/-0-12 2 L|+(-1)-|2 4 11—-2-12 4 2
05 -3 3 5 -3 3 0 -3 305

Prevedli jsme vypocet determinantu 4. fadu na vypocet 4 determinantt 3. fadu. Pomoci ( 6.10)
dostévame
det A =1-(—49) — 0. (—12) + (~1)-27—2-4= —84 .
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6.4.3 Dalsi zpusoby vypoc¢tu determinantu

Postup vypoctu determinantu rozvojem podle prvniho radku lze modifikovat tak, ze provedeme
rozvoj podle libovolného fadku, popt. sloupce.
Rozvoj determinantu podle i-tého Tadku zapiSeme

det A = (=1)""a;det Ay + (—1)" Pazdet Ay + -+ + (6.13)
+ (=1)""a;, det A;, = i(—l)i”aij det A;; |
j=1
a rozvoj podle j-tého sloupce zapiseme
det A = (=1)"ay;det Ay + (—1)*Vay; det Ag; + -+ + (6.14)

+ (—1)"+jam~ det Anj = Z(—l)i”aij det Aij .

=1

Matice A;; je matice fadu n — 1 vznikla z ptivodni matice A vynechanim i-tého fadku a j-tého
sloupce.
Cislo (prodand i =1,2,...,n, j=1,...,n)

Dij = (—1)i+j det AZ']', (615)

se nazyva algebraicky doplnék prvku a;;.
Rozvoj determinantu podle i-tého Fadku (vztah 6.13) lze pomoci algebraickych doplitki

psat ve tvaru
n

det A = CLﬂDZ‘l + CLZ‘QDZ‘Q + -+ amDm = Z aijDZ-j . (616)
j=1
Rozvoj determinantu podle j-tého sloupce (viz (6.14)) lze pomoci algebraickych dopliikii psat
ve tvaru resp. podle

det A = allej + CZQjDQj +-+ ananj = Z aijDij . (617)
=1

Nyni si pro vypocet determinantu mtzeme vybrat vhodny fadek nebo sloupec, podle kterého
provedeme rozvoj. Nejcastéji vybirame takovy rfadek nebo sloupec, v némz je nejvice nulovych
prvki.

Priklad 6.16 Umime-li nyni provést rozvoj determinantu podle libovolného sloupce nebo
radku, pokusme se vypocitat determinant matice z predchoziho pfikladu kratsim postupem.
Provedeme-li rozvoj podle druhého sloupce, je ziejmé, ze v rozvoji dostaneme pouze dva nenu-
lové s¢itance a budeme tedy pocitat pouze dva determinanty 3. fadu.

det A = (=1)>T2.3.det Agy + (—1)*"? .4 .det Asy =
1 -1 2 1 -1 2
= (-D)*3-]2 2 1|+(-1)°-4-|2 2 -2
3 5 -3 3 5 -3
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Priklad 6.17 Uplnou matematickou indukei lze dokézat, ze determinant trojihelnikové matice
je roven soucinu prvkid na diagonéle. Diikaz provedeme pro horni trojihelnikovou matici.
Pron =2 je

Uil Uiz

= U11U12-
0 U922

Predpokladejme, Ze tvrzeni plati pro trojihelnikovou matici (n — 1)-ho fadu. Rozvineme-li
determinant horni trojiihelnikové matice n-tého radu podle prvkt n-to radku, dostaneme

Up U2 ... Ulp Uz U12 ...  Uin-1
0  up Uy, 0 u U
s _ n+n 22 .- 2,n—1 _
- <_1) Unn = U11U22 - . . Un—l,n—l * Unn-
0 0 e Upp 0 0 cor Up—1n-1

Stejnym zptsobem lze dokazat tvrzeni pro dolni trojihelnikovou matici.

6.4.4 Vlastnosti determinantu

1. Pro libovolnou c¢tvercovou matici A plati det AT = det A.

Pro determinant matice 2. fadu je dikaz uvedeného tvrzeni elementarni.

11 A2
det A = = 11029 — A12021
Q21 Q22
a11 a1
det AT = = 11922 — A12Q97.
a12 Q22

Je tedy det A = det AT
Pro determinant matice A 3. fadu dostaneme rozvojem podle 1. fadku

11 Aiz2 Qi3
det A = 921 Q922 Q93 = a1
a3z1 azz Aass

Q21 A22
a31 as2

Q22 A23
a3z Q33

+ a13

a31 a33

a pro determinant matice transponované AT dostaneme rozvojem podle prvniho sloupce

ailz Adg1 A31
det AT = 19 A29 A39 = a1
a13 Q23 A33

Q21 A31
Q22 A32

Q22 A32
Q23 A33

Pro determinant matice 3. fadu tedy plati det A = det AT
Uplnou matematickou indukei lze analogick§m postupem dokazat uvedenou vlastnost pro

determinant matice n-tého radu.
Dtisledkem uvedené vlastnosti je, ze vsechna tvrzeni o determinantech, ktera plati pro radky

matice, plati i pro jeji sloupce.

2. Zamenime-li v matici poradi dvou Tadkiu, zmeni se znaménko determinantu.



6.4. Determinant ¢tvercové matice 69

Pro determinant matice 2. fadu je zfejmé

a21 Qa22
ail Az

11 a2

= A11022 — A12G21 = —(a12a21 - Clnazz) = -
a21 A22

Uplnou indukei lze opét ukézat, ze tvrzeni plati i pro determinant matice fadu n > 2.
Dtisledkem tvrzeni 2. je:

3. Mad-li matice dva rddky stejné, je determinant matice nulovy.
4. 7 definice determinantu vyplyva, ze je-li jeden radek matice A nulovy, je det A = 0.

5. Vznikne-li matice B z matice A vynasobenim jednoho radku cislem k, je

detB =k det A.

6. Vznikne-li matice B z matice A prictenim k-ndsobku i-tého radku k j-tému, je

det B = det A.

Pro matici 2. radu je

a11 a2

ag + kayr  ag + kayg | an(ag + k- arz) — arz(az + k- an) =

= 11092 — Q12091 + k(a11a12 — a1pa11) = det A+ k-0 .

7. Jsou-li A a B ctvercove matice téhoz radu, pak det AB = det A det B.

12 3 4

” . . 23 1 2
Priklad 6.18 Vypocteme determinant 11 1 -1
1 0 -2 -6

Reseni: Od druhého Fadku odec¢teme dvojnasobek prvniho ¥adku a od t¥etiho a &tvrtého ode-
¢teme prvni fadek. Potom provedeme rozvoj determinantu podle prvniho sloupce.

= (-1)° =1-(-1)*|1 2 5|=|12 5
0 -1 -2 =5 012 5 5 5 10 5 5 10
0 -2 =5 -10 025 10

Od druhého fadku odec¢teme prvni fadek, od tietiho dvojnasobek prvniho fadku a provedeme
rozvoj podle prvniho sloupce:

15

6
0 3 1|=1-(-1)?
05 2

Je tedy

—_ =N

O = W N
—_
[\
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6.5 Inverzni matice

6.5.1 Regularni a singularni matice, inverzni matice

Ctvercova matice, jejiz determinant je rfizny od nuly, se nazjva reguldrni matice.
Ctvercova matice, jejiz determinant je roven nule, se naz§va singuldrni matice.
Nechf A je regularni matice, I jednotkova matice. Jestlize pro matici X plati

AX =XA =1, (6.18)

nazyvé se matice X inverzni matice k matici A a znaci se AL
Vztah (6.18) lze psat tedy ve tvaru

AAT=ATTA=1.
Inverzni matice X = A~ je tedy feSenim maticové rovnice AX = I.

Priklad 6.19 Stanovme matici X takovou, ze plati AX = I, kde
11 10
A:<1 2) aI:(o 1)'
11 ) T11 T12 . 10
1 2 T21 T22 o 01 '

Z podminky rovnosti matic feSime soustavu rovnic

Reseni: Tedy

T +x =1, Tip2 + T2 =0,
1+ 2w =0, Tio+ 2w =1 .

Reseni téchto dvou soustav snadno vypocteme:

T = 2, T2 = —1
To1 = —1, Tog =1.

o (2 4
x=at=( 1 71).

Vidime, Ze stanoveni inverzni matice je ekvivalentni k urceni feseni soustav lineadrnich rovnic
(viz kap. 3).

Tedy

6.5.2 Vlastnosti inverzni matice

1. Ke kazdé ¢tvercové matici existuje nejvyse jedna inverzni matice.

2. Ke kazdé regularni matici existuje praveé jedna inverzni matice.

3. (AH)™l = A;
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4, T =1;

5. (AC)™! = C'A~!, jakmile je definovdna alespoii jedna strana této rovnosti;

6. (AT)™ = (A7)

11
7. det A7t = .
8. Inverzni matice X k diagonalni matici D = (d;), d; # 0, je opét diagonalni matice
X=D1= (%); rozepsano
di, 0, ..., 0\ " L0, ..., 0
oot | 0 da 0 I I
0, 0, ..., dy 0, 0, .. L

6.6 Vlastni cisla a vlastni vektory matice

6.6.1 Charakteristicky polynom a charakteristicka rovnice matice

Méjme ¢tvercovou matici A = (a;;) fadu n. Determinant matice \I — A

A— iy, —a12, ey —Q1n
—a21 A — 929 Ce —a9
det(A\I — A) = ’ S "
—Qnp1, —Qp2, R A— Qpn

je polynom stupné n v proménné \ s realnymi koeficienty. Tento polynom se nazyva charak-
teristicky polynom matice A.
Algebraicka rovnice

det(\I— A) =0 (6.19)

je charakteristickd rovnice matice A.

6.6.2 Vypocet vlastnich ¢isel matice

Kofeny rovnice (6.19) nazyvame vlastni ¢isla matice A. Je-li Ay k-nadsobnym kofenem charak-
teristické rovnice, fikame, Ze je k-ndsobnym vlastnim cislem matice A. Misto pojmu vlastni
¢islo matice se také pouziva nazev charakteristickd hodnota matice A. Kofeny charakteristické
rovnice hleddme v mnoziné komplexnich cisel.

Mnozina vSech vlastnich ¢isel matice A se nazyva spektrum matice A.

Priklad 6.20 Najdéte vlastni ¢isla matice

11
A = 1 -1 1
11
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Reseni: Nejdiive vypoc¢teme charakteristicky polynom matice A

A1 -1 -1
detANI-A)=| -1 A+1 —1[=N+)N-2).
1 -1 A—1

Resime charakteristickou rovnici matice A
AN —20=0.
Jejim FeSenim dostaneme tii jednoduché (redlnd) vlastni ¢isla matice A:
AL =1, A2 = —2, A3 = 0.

Priklad 6.21 Najdéte vlastni ¢isla matice

-1 1 O
A= 0 -1 4
1 0 —4

Reseni: Charakteristicky polynom matice A mé tvar

A1 1 0
detONI—A)=| 0 A+1 —4 [=X+6X2+91=)1)+3)%.
~1 0 A+4

Jeho kotfeny jsou A\; = 0,As = A3 = —3. Matice A ma tedy jednoduché vlastni ¢islo 0 a
dvojnéasobné vlastni ¢islo —3.

Priklad 6.22 Najdéte vlastni ¢isla matice

10 0
A= 0 2 -2
0 2 2
ResSeni: Charakteristickd rovnice matice A
A—1 0 0
detOM I-A)=| 0 X=2 2 |=A-1)AN-41+8)=0

0 -2 A=2

ma realny kofen A\; = 1 a komplexné sdruzené koifeny Ay = 2 + 2i, A\3 = 2 — 2i. Matice A ma
tedy jednonésobnd vlastni ¢isla 1,2 4 2i, 2 — 2i.
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6.6.3 Vlastni vektory matice

Je-1i ¢islo \¢ vlastnim ¢islem matice A, je matice A\oI — A singularni (méa nulovy determinant).
Pro jeji hodnost tedy plati h(AI — A) < n.
Homogenni soustava rovnic

()\0 — all)xl + 122 + .- +a1nl’n = O7
a91T1 +()\0 — a22>£€2 + - +aonx, = O7 (620)
(n1T1 +anoxy 4+ +(Xo — apn)z, =0.

mé matici soustavy Al — A (ta je singuldrni) a ma tudiz nekoneéné mnoho feSeni tvaru
(71,22, ..., 2,)". Kazdé netrivialni, tj. nenulové, feseni soustavy (6.20) se nazjva vlastni vektor
(nebo také charakteristicky vektor) matice A piislusny vlastnimu éislu Ag.

Priklad 6.23 Hledejme vlastni vektory matice

2, 6
a-(5 8

ReSeni: Charakteristickd rovnice

| A=2, =6 | 2 B B
det()\I—A)—‘ 6, /\+3‘—)\ +A-42=A+T7T)(A-6)=0
mé kofeny A\; = —7, Ay = 6. Vlastni vektory matice A prislusejici vlastnimu ¢islu hleddme jako

feseni homogenni soustavy linearnich rovnic

(/\ — 2)1‘1 — 61’2 = 0,
—61’1 + ()\ + 3)1‘2 =0.
Pro \; = —7 fesime soustavu
—9I1 —6ZL’2 = 0,
—61’1 —45(]2 = 0.
Tato soustava ma nekonecné mnoho reseni a vyhovuje ji kazda dvojice r; = 2t, 2o = —3t, t € R.
To znamena, ze vlastnim vektorem matice A pfislusejicim vlastnimu ¢islu \; = —7 je kazdy

vektor tvaru (2t, —3t), t € R,t # 0.
Pro \ = 6 fesime soustavu linedrnich rovnic

4r; —6x5 =0,
—6x17 492 =0.

Resenim této rovnice je kazda dvojice xq = 3t, 25 = 2t, t € R. Vlastnim vektorem matice A
ptislusejicim vlastnimu ¢&islu Ay = 6 je kazdy vektor tvaru (3t,2t), t € R,t # 0.

Priklad 6.24 Hledejme vlastni vektory matice

2, -1 2
A=| 5 -3 3
1 0 -2
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Reseni: Charakteristickd rovnice

A—2, 1 -2
detO\I—A)=| =5 A+3 =3 [=X+3N+3A+1=01+1)>=0
1 0 A+2
mé trojnasobny kofen \; = Ay = A3 = —1. Vlastni vektor hleddme jako feseni soustavy

linearnich rovnic
—31’1 +Zo —2!173 = 0,
—5.731 —|—25L’2 —3%3 = 0,

I —|—l’3 = 0.
Resenim této soustavy je kazda trojice 1 = t,zo = t,23 = —t, t € R. Vlastnim vektorem
matice A piisluSejicim vlastnimu ¢islu A\j23 = —1 je kazdy vektor tvaru (¢,¢,—t), t € R,
t#£0.
Priklad 6.25 Hledejme vlastni vektory matice
0, 1 0
A=| —4, 4 0
-2 1 2
Reseni: Charakteristickd rovnice
A, —1 0
detO\I—A)=]4, A=4 0 |[=X-6 +120-8=(\1—-2)=0
2 -1 AX=2

ma trojnasobny kofen \; = Ay = A3 = 2. Vlastni vektor hleddme jako feseni soustavy linearnich
rovnic

2£C1 —Xy = O,
4.1‘1 —21’2 = 0,
2[E1 —X2 = 0.

Resenim této soustavy je kazda trojice z1 = t, 2o = 2t, 23 = r, t,r € R. Vlastnim vektorem
matice A pfislusejicim vlastnimu ¢éislu A\ 23 = 2 je kazdy vektor tvaru (¢,2¢,7), t,r € R, [t| +
7| # 0 (parametry ¢ a r nemohou byt souc¢asné rovny 0).

6.7 Cvicleni

6.1 Reste nasledujici maticové rovnice, tj. uréete matici X tak, aby platila rovnost

1 -2 3 0 24
(—5 6—2)+X_3<2—3 1>

1 —i i -2
2 3 | —(1+)X=i| 3 1+i
0 1 1 1—i

1.



6.7. Cviceni 75

1—7 1t

[Vysledky:l.X:(_l s 9),2.){: S g,
11 15 5 ERg
2 2

6.2 Ukazte, Ze pro kazdou ¢tvercovou matici A je B = A + AT symetrickd matice.
(Navod: Mate prokazat, ze B = BT. Podle ttetiho vztahu v ( 6.4) stanovte (A + AT)T

a pouzijte (6.3).)

10 -1
6.3 Jsou dany matice X = | 20 , Y=| -2
30 -3

1. Urcete matici X + 2Y.
2. Zjistéte, zda existuje dvojice ¢isel p # 0, g # 0 takova, ze pX + ¢Y je nulova matice.

[Vysledek: 1. X +2Y = —8Y, 2. ¢ = 10p|

6.4 Pro zadané matice A, B uréete AB a BA (pokud tyto souciny existuji).

10
1. A:(_‘;’ _g Z),B: -3 4
5 7
1 -2 5 6
(e )
2
3. A=(5,2,-3),B=[ -1
4
3 =5 7
[1.AB:<_53 22),BA: —-17 51 =5 |,
1 38 63
-9 22 —19 8
2'AB_( 1 —48)’BA_< 39 —38)’
10 4 —6
3.AB=-4BA=| -5 -2 3 1]
20 8 —12
6.5 Vypocitejte soucin matic
1 2 3 3 10
1. 2 31 . 1 ; 2. 20 - (1,2,3) .
3 1 2 3 30

[Vysledky: 1. (14,12,16)7, 2. 10

W N =
D =N
O O W
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6.6

6.7

6.8

6.9

6.10

6.11

6.12

6.13

Ukazte, ze pro diagonéalni matice Dy, D5 plati D;Dy = DyDy, pokud jsou dané matice
stejného radu.

Vypoctéte A% a A3 | je-li A = ( _; 411 )

, (1 16 . (=29 20
[A_(—s 7 A= 10 —39 )

Je-li A symetricka, jsou A%, A% ... A" symetrické matice. Dokazte. (N4vod: Oznacte
A? = C = (¢;;). Pomoci ( 6.8) vyjadiete ¢;; a c;;.]

Je ddna matice A = ( é } > .

1. Utvoite matice A%, A3;

2. Vyslovte domnénku o tvaru matice A™ a dokazte jeji spravnost uplnou indukei.

2= 1))

Vypoctéte determinanty

2 =3 4
1.‘?_2'; 2.1 -7 6 5
8 —9 10
[Vysledky: 1. —38, 2. —60]
1 -2 3
Vypoctéte det A a det AT pro A= | —6 5 4 |. Porovnejte sviij vysledek s pravi-
7 08

dlem 1 na str. 24.
[Vysledek: det A = —217]

Rozvojem podle nékterého radku nebo sloupce vypoctéte determinant

Zdivodnéte nasledujici tvrzeni:
1. Determinant diagonalni matice je roven souc¢inu prvki na diagonale. (Navod: Pou-
zijte definici determinantu.)
2. Determinant jednotkové matice je roven 1.

3. Jednotkova matice je regularni.



6.8. Kontrolni otazky

k k+1 k+2
6.14 Vypoctéte determinant matice A = | k+3 k+4 k+5 | . [det A = 0]
k+6 k+7 k+38

2 z+2 -1
6.15 Reste nerovnici 1 1 =-2(>0. [z € (—6,—4)]
5 -3 =z
1z 22
6.16 Vypoctéte tzv. Vandermondtiv determinant | 1 x5 22 | , kde 21, 2, 23 jsou libovolna
1 x3 a:%

realna nebo komplexni ¢isla.
[Vysledek: (23 —x — 1)(x3 — z1) (23 — 22)]

6.17 Najdéte vlastni ¢isla a vlastni vektory matice A, kde A = ( é i )

M =6, (1), t ER, t £0, \o = —1, (=5¢,2t), t € R, t # 0]

6.18 Najdéte vlastni ¢isla a vlastni vektory matice A, kde A =

oS O O
— o
o = O

A1 =0, (£,0,0), t e R, t £0, \y = —1, (t,t,t), t R, t #0,
A3 =1, (t,—t,t), t € R, t # 0]

-1 -2 2
6.19 Najdéte vlastni ¢isla a vlastni vektory matice A, kde A = 0 10
0 01

M=-1, (£,0,0), teR, t #0, \y =Xg =1, (=t +7,t,r),  t,reR, [t[+]r]#0]

6.8 Kontrolni otazky
6.1 Pro jaké matice je definovana mocnina, tj. X", kde n je pfirozené ¢islo?
6.2 Pro jaké matice je definovan determinant.
6.3 Uvedte vztah, jaky plati mezi det A a det A™.
6.4 Definujte regularni a singularni matici.

6.5 Doplnte nasledujici tabulku, tj. rozhodnéte, kdy soucinem dvou c¢tvercovych matic je
matice singuldrni ¢i regularni.

A | B | AB |
regularni | regularni
singularni | regularni
regularni | singularni
singularni | singularni
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6.6

6.7
6.8

6.9

6.10

6.11
6.12

6.13
6.14

6.15

Formulujte obecnou podminku regularity a singularity soucinu libovolného poctu c¢tver-
covych matic.

Definujte inverzni matici a uvedte, pro které matice je tento pojem definovan.

Jak rozhodnete, zda dvé matice jsou vzajemné inverzni? Provedte pro matice

(1) (1)

Vyjadiete (A.B)~! pomoci A~! a B71.

Uvedte a zdiivodnéte vztah, ktery plati mezi determinantem regularni matice a determi-
nantem matice k ni inverzni.

Definujte pojem vlastni ¢islo matice a uvedte, pro jaké matice je tento pojem definovan.

Necht A je vlastni ¢islo matice A. Definujte vlastni vektor « matice A ptislusny vlastnimu
¢islu .

Jaka vlastni ¢isla ma diagonalni matice?
Jaka vlastni ¢isla ma horni nebo dolni trojihelnikové matice?

Které matice maji alespon jedno realné vlastni ¢islo?
(Navod: Uvédomte si, ze vypocet vlastnich ¢isel se provadi pomoci hledani kofenti poly-
nomu - viz kontrolni otédzka 4 na strané 57.)



Kapitola 7

Soustavy linearnich rovnic

V této kapitole se budeme zabyvat soustavami linearnich rovnic, to znamenéa nékolika linearnimi
rovnicemi, které musi byt soucasné splnény.

7.1 Zakladni pojmy

Definice 7.1 Soustavu m linedrnich rovnic o n nezndmych zapisujeme ve tvaru

a11T1 + 122 4+ o+ A1 Ty = bl, (71)
211 + A99To + + -+ + Aoy = bg, (72)
(7.3)
Am1%1 + AmaXe + - - + Apn @y = bmy (74)
(7.5)
kde a;;,b; proi=1,...,m, j =1,2,...,n jsou dand cisla. Hleddme n-tici ¢isel (redlnych nebo
komplexnich) (vy,vs, ..., v,) takovou, Ze po dosazeni v; za x; do (7.1) dostaneme identity.
Oznacujeme-li
a1 a12 ... QAip I bl
A — Q21 A2 ... Q2qp x — T b — by
m1 Am2  --. Gmp Tn, bm
pak (7.1) lze zapsat ve tvaru
Ax=b, (7.6)

Matice A se nazyvéa matice soustavy (7.1), matice b se nazyva sloupec pravych stran a matice
X se nazyva matice nezndmych. Matice A a b zapisujeme také spolecné jako jednu matici,
oznac¢ujeme ji A|b, v niz posledni sloupec tvoii sloupec pravych stran a pii jejim zapisu pomoci

79
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prvki oddélujeme posledni sloupec svislou carou, tj.

a1 a19 . A1n b1

921 929 Cen a9 b2
Alb = "

Ami  Am2 o Gpn | b

Matice A|b se nazyva rozsirend matice soustavy. Je-li matice pravych stran b nulova, nazyva
se takova soustava homogenni. Je-li alespon jedno z Cisel b;, ©+ = 1,2, ..., m, nenulové, mluvime
o nehomogenni soustave.

Pojem resitelnosti soustavy linearnich rovnic

Na soustavé dvou rovnic se dvéma neznamymi x, y

anr +apy = b,

an T + axy = b

si ukdzeme tii moznosti pro fesitelnost soustavy lineadrnich rovnic.

(a)

Soustava md jediné reseni. Naptiklad soustava

r+y = 3
r—y = 1

1 1

m4 jediné FeSeni x = (2,1)7. Vidime, ze det ( 1 1

) = —2 # 0, tj. matice soustavy je
regularni.

Jestlize x a y povazujeme za soutfadnice bodu v roviné, pak kazda rovnice soustavy vyja-
dfuje pfimku v roviné. Dvojice vy, vy je FeSenim soustavy, pravé kdyz bod [v1, vs] lezi na
obou primkach.

V nasem ptipadé maji obé piimky spolecény bod [2,1] - viz obr. 7.1.
Soustava md nekonecne mnoho teseni. Naptiklad soustava

r+y = 3
2r+2y = 6

obsahuje dvé rovnice, z nichz druha je dvojnasobkem prvni. Druha rovnice tedy nedava
zaddnou novou informaci o dvojici neznamych z,y, a proto ji mizeme vynechat. Tim se
soustava redukuje na jednu rovnici se dvéma nezndmymi. Jejim fesenim je nekonecné
mnoho dvojic, pro néz plati

Y= 3— Z,

napt. (1,2)7, (2,1)7, (=1,4)T atd. Vidime, Ze det ( 5 9

11 . . .
) = 0, tj. matice soustavy je
singulérni.

Geometricky vyjadfuji obé rovnice tutéz pfimku (viz obr. 7.2).
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Y, Y Y,
T +ty=3
20 +2y =6
ol 1 3 = 0 3 @ 0 23 @
Obrazek 7.1: Obrazek 7.2: Obrazek 7.3:

(c) Soustava nemd reseni. Napiiklad soustava

r+y = 3
20 +2y = 4

nema Feseni, nebot leva strana 2. rovnice je dvojnésobek levé strany 1. rovnice, pro pravé
11
2 2

obé rovnice dvé rtizné rovnobézné piimky (nemaji spoleény bod) — viz obr.7.3.

strany vSak uvedeny vztah neplati. Vidime, ze det = 0. Geometricky vyjadiuji

Poznamka 7.1 Resit soustavu znamena najit obecné feSeni, tj. popsat viechna jeji Feseni,
popft. zjistit, Ze je nefesitelnd. Ma-li soustava nekonec¢né mnoho feseni, ,fesit soustavu® znamena
uvést predpis, podle néhoz lze vyjadrit jednotlivé neznamé. V predchozim piikladé (b) 1ze tento
predpis uvést ve tvaru

r=t, y=3—t, teR.

Geometricky Teceno, zapsali jsme pfimku = 4+ y = 3 v parametrickém tvaru.
Césteénym (partikularnim) fesenim rozumime jedno z feSeni.

7.2 Metody reseni soustav linearnich rovnic

7.2.1 Elementarni upravy matice

Elementdarnimi upravami matice W budeme rozumét kteroukoli z nasledujicich tprav:
e vymeénu i-tého a j-tého radku;
e vynasobeni i-tého fadku nenulovym cislem;
e pricteni k-nasobku i-tého fadku k j-tému radku.

Element4rnimi Gpravami matice W vznikne matice W. O maticich W a W i{kdme, Ze jsou
ekvivalentni. Znadime W ~ W.

Méjme dénu soustavu linedrnich  rovnic tvaru (7.1) s matici soustavy
A = (a;j) typu (m,n) a s rozsifenou matici A|b. Lze dokazat, Ze elementarnimi Gpravami
rozsifené matice soustavy ziskame matici, které odpovida soustava rovnic se stejnym fesenim,
jaké méla soustava pivodni.
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Poznamka 7.2 Nékdy se za elementarni tpravy povazuje i vyskrtnuti nulového fadku. Tato
uprava vsSak méni typ matice, a proto ji za elementarni ipravu nebudeme povazovat.

Dalsi pojem, ktery zavedeme, je ,matice ve stupfiovitém tvaru“. Rekneme, 7e matice A je
ve stupnovitém tvaru, jestlize plati:
Je-li v nekterém radku proni nenulovy prvek na i-tém misté, potom ve vsech dalsich tadcich
jsou vSechny prvky az do i-tého véetné rovny nule.

7.2.2 Gaussova eliminaéni metoda

Proces Gaussovy eliminace budeme pfi feSeni soustavy linearnich rovnic realizovat na prvky
rozsirené matice soustavy. Uvedeme paralelné dva zptsoby vylucovani neznamych, jednak piimo
v soustavé, jednak s prvky rozsitené matice soustavy. Cilem tprav je prevést rozsifenou matici
soustavy do stupnovitého tvaru.

Priklad 7.1

Ty +3z9 Hx3 = 5 1 3 1| 5
21’1 +9 +x3 = 2 2 1 1 2
T1 +X9 +5l’3 = -7 1 1 5|-7

ReSent:

1. krok Ze vSech rovnic, kromé prvni, vylouc¢ime neznamou x;. U rozsifené matice soustavy to
znamena, ze chceme, aby v pozicich (2,1) a (3, 1) byly nulové prvky. Prvni fadek opiSeme
a postupné jej nasobime ¢islem —2 a pricteme ke druhému radku, c¢islem —1 a pricteme
ke tfetimu radku.

T +3I2 +r3 = 5 1 3 1 5
—dxry —x3 = —8 0 -5 —-1| -8
—2wy +dzy = —12 0 -2 4|-12

2. krok Vylouc¢ime z, ze tfeti rovnice. U rozsifené matice soustavy nasobime druhy radek
¢islem —% a pricteme ke tfetimu fadku. Tim dostaneme v pozici (3,2) nulovy prvek.

Ty +3l’2 +xr3 = 5 1 3 1 5
—bx, -1y = —8 0 -5 —1| -8 |. (7.7)
2y, = 4 \o o 2|ou

Rozsifend matice soustavy (7.7) je jiz ve stupnovitém tvaru. Proces Gaussovy eliminace je
u konce. Soustavu (7.7) jiz snadno vyfesime zpétnym dosazenim:

22 “ )
573 5 3
—5$2—l‘3:—8 = 1'2:2

1+ 39+ 23=>5 = x1=1.

Jedinym feSenim soustavy je trojice ¢isel (1,2, —2)T. O spravnosti feSeni se miizeme piesvédcit
dosazenim trojice do dané soustavy.
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Dalsimi dvéma priklady budeme ilustrovat pouziti Gaussovy eliminace pro pfipad soustavy,
kterda ma nekonecné mnoho feseni, a pro ptripad nefeSitelné soustavy.

P#iklad 7.2 Re$me soustavu

Ty —2xy +3x3 —4dry = 4
Ty —T3 +x4 = -3

r1 +3x —3xy4 = 1
—7%2 +3l‘3 +r4 = —3.

Reseni: V tomto piikladé jiz budeme vylu¢ovat neznamé Gaussovou eliminaci pouze v rozsitené
matici soustavy.
Rozsitenou matici soustavy

Alb =

O = O =
o
|
w
—_

prevedeme Gaussovou eliminaci na matici

1 -2 3 —4] 4
0 1 -1 11-3
0 0 1 -2 6
0 0 0 0 0

Rozsitena matice soustavy ma po eliminaci jeden fadek nulovy a ten odpovida rovnici 0 - x; +
0-29+0-23+0-24 =0, ktera je splnéna identicky, tj. plati pro libovolnou ¢tverici ¢isel, a
proto miizeme tuto rovnici vynechat. Ekvivalentni soustava vznikl4 po eliminaci méa tedy tvar

Ty —2ry +3x3 —4dxry = 4
To —x3 x4y = -3 (78)
T3 —21'4 = 6.

Chceme zjistit vysledny tvar feSeni. Pfevedeme soustavu (7.8) na tvar

T —21’2 +3£L'3 = 4 +4ZE47
Ty —x3 = —3 — g
r3 = 6 +2$4

Jestlize do této soustavy dosadime x4 = ¢, ¢t € R, dostaneme soustavu, kterou jiz umime fesit
zpétnym dosazenim.
Soustava mé tedy nekonecné mnoho feseni tvaru

r1=-8, Ty=3+1t wx3=6+2t, x4=1, tGR,

napi. partikuldrni feseni jsou (—8,4,8,1)7, (=8,3,6,0)” apod. ReSeni (rozumi se obecné) Ize
psat také ve tvaru
x = (—8,3,6,0)" +(0,1,2,1)".
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P#iklad 7.3 Re$me soustavu

xT1 —|—2.T2 +3$3 = 4
21‘1 +xo —I3
3r1 +3x9 +2z3 = 10

I
w

Reseni: Rozsifenou matici soustavy

1 2 3| 4
Ab=| 2 1 -1| 3
3 2|10
upravime eliminaci na tvar
1 2 3|4
0 3 7|5
0 0 013

Ekvivalentni soustava vznikla po eliminaci ma tedy tvar

1 +2x9 +3x3 = 4
3332 —|'7.T3 = 5
0- I3 = 3.

Neexistuje x3 takové, aby byla splnéna posledni rovnice vzniklé soustavy. Dana soustava je
tudiz také nefesitelna.

7.2.3 Podminky reSitelnosti soustavy linearnich rovnic

Pti realizaci Gaussovy eliminace 1ze zaroven rozhodnout o fesitelnosti a jednoznac¢nosti reseni
soustavy. Pomoci matice a rozsifené matice soustavy mizeme vyslovit obecné podminky fesi-
telnosti a jednoznacnosti feseni.

Kazdé matici A pritadime celé nezaporné ¢islo h(A), které nazyvame hodnost matice a de-
finujeme jako pocet nenulovych fadkt v matici, kterou dostaneme prevedenim matice A do
stupnovitého tvaru.

Vratme se nyni k prikladim z predchazejiciho odstavce a zkusme formulovat podminky
fesitelnosti (Frobeniova véta) uvedenych soustav pomoci hodnosti matice soustavy a hodnosti
matice rozsirené.

Priklad 7.4 1. V prikladé 3.2, kde soustava méla jediné feseni, vznikla po eliminaci rozsi-

fend matice ve tvaru
1 3 1 5
Alb = 0 -5 —-1] -8
22 44
0 0 Fi-F

Matice soustavy i rozsifend matice maji 3 nenulové fadky, a proto maji obé hodnost 3, tj.

h(A) = h(A|b) = 3.
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2. V prikladé 3.3, kde soustava meéla nekonecné mnoho feseni, vznikla po eliminaci rozsirena
matice ve tvaru

1 -2 3 —4 4
0 1 -1 13
0 0 1 -2 6
0 0 0 0 0

Zde je
h(A) = h(A|b) = 3.

Ptipomenme, Ze slo o soustavu, kterd ma ¢tyfi neznamé.

3. V prikladé 3.4, kde soustava neméla feseni, vznikla po eliminaci rozsitena matice ve tvaru

1 2 3|4
0 3 7|5
0 0 03

V tomto ptipadé je

Tvar soustavy

|

Podminky h(A)=h(Alb)=n | h(A) =h(Alb)<n | h(A)< h(Alb)

Resitelnost Existuje jediné feseni | Existuje  nekonec¢né | Neexistuje feSeni
mnoho TfeSeni

Tabulka 7.1:

V uvedenych prikladech je zajimavé si vSimnout vztahu mezi hodnosti matice soustavy
a hodnosti matice rozsifené. U Fesitelné soustavy (piipad 1. a 2.) plati h(A) = h(Al|b), u ne-
fesitelné (pfipad 3.) je h(A) # h(A|b). Tyto vlastnosti plati obecné (Frobeniova véta) a lze je
shrnout do tabulky 7.1 (n v tabulce znaé¢i pocet nezndmych dané soustavy linearnich rovnic).

Véta 7.1 (Frobeniova) Soustava linedrnich rovnic
Ax =D
o n neznamych md alesporn jedno tesent, prave kdyz
h(A) = h(Alb)

tj. hodnost matice soustavy se rovnd hodnosti rozsirené matice.
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7.2.4 Cramerovo pravidlo

Priklad 7.5 Pro ilustraci Cramerova pravidla vyfesime soustavu dvou rovnic o dvou neznéa-
mych

ayr + apprs = by,

a21%1 + ATy = bs.

Reseni: Vynasobime prvni rovnici ¢islem agy, druhou rovnici ¢islem —ajo a obé rovnice
seCteme. Vylouc¢ime tak proménnou x5 a dostaneme jednu rovnici pro neznamou

(@11@22 - a12a21)$1 = agb; — a2bs .
Je-1i
11022 — Q12021 7£ 0,

pak
a201 — a12b2

T = .
a11a22 — G12021

Obdobné dostaneme (vyloucenim proménné z;)

a11b2 — a1 by

To = .
a11G22 — A12021

Vzorce pro z; a ro mizeme piepsat pomoci determinantt na tvar

by ai a; by
by ag as  bo
=", XT9g=—"—"—"—
ail a2 11 QA12
a21 A2 Q21 Q22

Uvedené vzorce jsou specidlnim piipadem tzv. Cramerova pravidla.

Uvazujme soustavu n rovnic o n neznamych Ax = b (matice soustavy A je ¢tvercova)
s regularni matici soustavy A (tj. det A # 0). Potom mé soustava FeSeni a toto FeSeni mizeme
vyjadrit pomoci determinanti ve tvaru

det A, det Aq det A, (7.9)
T =—", Tg=—— c, Tp=——— )
"7 detA T P detA ’ det A
kde Ay, k=1,2,...,n, je matice, ktera vznikne z matice A nahrazenim jejiho k-tého sloupce

sloupcem pravych stran. Vzorce (7.9) se nazyvaji Cramerovo pravidlo.

Ve srovnéni s ostatnimi metodami feSeni soustav linedrnich rovnic (v numerické matematice)
je Teseni soustavy pomoci Cramerova pravidla pro n > 3 mnohem pracnéjsi a ¢asové narocnéjsi.
Navic tuto metodu 1ze pouzit jen pro soustavy s reguldrni matici. Crammerovo pravidlo ale na
druhé strané poslouzi k odvozeni vzorci v riiznych aplikacich.

Priklad 7.6 Pomoci Cramerova pravidla vyfesime soustavu

41‘1 +Zo —X3 = 2,
—T9 +x3 —107
2x1 +3r9 —2x3 = 24.



7.3. Soustavy linearnich rovnic s parametrem 87

Reseni: Matice soustavy je ¢tvercova a

4 1 -1
detA={0 -1 1|=-4#0,
2 3 -2

proto mizeme Cramerovo pravidlo pouzit. Vypocteme tedy postupné determinanty det A,

det Ay, a det Ags.

2 1 -1 4 2 -1
detA;=| —-10 -1 1 |=8, detAy, =0 —10 1 |=-32,
24 3 -2 2 24 -2
4 1 2
detA3=]0 —1 —10|=8.
2 3 24
Podle (7.9) je tedy
8 —32 8
:L’1:_—4:—2, 3322—_4:8 $3=_—4:—2-

Poznamka 7.3 Ze vzorct (7.9) miizeme také odvodit jeden dilezity vysledek tykajici se FeSeni
homogenni soustavy s regularni matici soustavy. U homogenni soustavy jsou det Ay = 0 pro
k=1,2,...,n asoustava ma tedy vzdy jen nulové (tzv. trividlni) FeSeni.

7.3 Soustavy linearnich rovnic s parametrem

Budeme se zabyvat soustavou linearnich algebraickych rovnic Ax = b (homogenni i nehomo-
genni), v niz nékteré z prvki a;;, b; nejsou udany jako ¢isla, ale jako parametry, které mohou
nabyvat libovolnych hodnot z dané ¢iselné mnoziny. Hodnost matice i rozsifené matice takové
soustavy zavisi obecné na hodnotach parametru, a proto na hodnotach parametru zavisi i exis-
tence Ci neexistence Teseni. U soustav s parametrem je tieba nejdiive provést rozbor a teprve
pak hledat prislusna reseni soustavy, pokud existuji.

Priklad 7.7 Provedeme rozbor existence feSeni soustavy linedrnich rovnic

—x1 +pra +3x3 = -1
—2x1  +my +prz = —3 (7.10)
T —51’2 —7$3 =0

v zavislosti na parametru p € R a najdéte vSechna jeji feseni.
Reseni: Nejprve zjistime, pro které hodnoty parametru p je matice soustavy regularni. Stano-
vime proto det A:

-1 p 3
detA=|-2 1 pl=>p-2)(p-17).
1 -5 —7

Matice A je regularni, pravé kdyz det A # 0, tj. kdyz p # 2 a p # 17. Musime tedy vySettit
zvI4st t¥i pripady.
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1. Pro hodnoty parametru p # 2 a p # 17
Cramerova pravidla:

mtizeme hledat feSeni soustavy napt. pomoci

-1 p 3
detA;=|-3 1 p|=26(2-p),
0 -5 —7
-1 -1 3
detAy=| -2 -3 p|=2-—0p,
1 0 -7
-1 p -1
detAs=| -2 1 -3 |=3(2—1p)
1 =5 0
Odtud
g 2-p) 2% 2-p
p=2)(p—17) 17—p’ p—2)(p—17) 17—p’
S 3(2—p) 3
-2 -11) 17—y

prop#2 a p#17.

Pro hodnotu parametru p = 2 je det A = 0 a Cramerovo pravidlo tedy nelze pouzit.

Gaussovou eliminaci dostaneme, Ze rozsifena matice soustavy (7.10) mé tvar

2.
-1 2 3] —1
-2 1 2| -3
1 -5 -7 0

a soustava tedy méa nekonecné mnoho feseni ve tvaru

5+1t
r1 = = -
1 3 37

1

.272:3

-1 2 3| -1
~ 0 -3 —4|-1
0O 0 0] O
4
§t7 Zs3 :t, teR.

3. Pro hodnotu parametru p = 17 ma rozsifena matice soustavy (7.10) tvar

-1 17 3] —1
-2 1 17| -3
1 -5 -7 0

-1 17 3| -1
~| 0 -3 1]|-1
0 0 0] -2

Vidime, Ze hodnost matice soustavy je mensi nez hodnost rozsifené matice soustavy, a
tedy soustava v tomto ptipadé nema feseni.

Priklad 7.8 Provedeme rozbor existence feSeni

r +y +2z
r +2y +3z
T +z

soustavy linearnich rovnic

+2t =2
+t =3 (7.11)
+3t =a
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v zavislosti na parametru a € R a najdéte vSechna jeji feseni.
Reseni: Tuto soustavu nelze fesit postupem z pfedchoziho piikladu, protoze matice soustavy
neni ¢tvercova. Pouzijeme tedy Gaussovu eliminaci. Po tpravé dostaneme rozsifenou matici

soustavy ve tvaru

1 1 2 2 2
01 1 -1 1
0 0 0 0la—-1

1. Pro a =1 je hodnost matice soustavy stejnd jako hodnost matice rozsirené a je rovna 2.
Soustava ma tedy nekonecné mnoho feSeni tvaru

r=1-3p—q, y=1+p—q, z=gq, t=p, p.qg €ER.

2. Pro a # 1 nemé soustava TeSeni, protoze hodnost matice soustavy je 2, kdezto hodnost
matice rozsirené je 3.

7.4 Vypocet inverzni matice

7.4.1 Vypocet inverzni matice eliminaci

Na obecné regularni matici A tretiho fadu ukazeme, jak lze urcit prvky inverzni matice modi-

fikovanou Gaussovou eliminaci.
Oznac¢ime prvky matice A a A%

11 Q12 413 11 Ti12 T13
-1
A= 921 Q922 Q923 5 A = To1 X922 T923 . (712)
31 Aazz ass Tr31 T3z X33

Nasim tikolem je najit matici A~! takovou, aby
AAT=ATA=T, (7.13)

kde I je jednotkova matice. Rovnost AA~! = I Ize rozepsat pomoci ti{ rovnosti takto:

11 Aaiz2 i3 T11 1
a1 G2 Q23 o1 | =1 0 |, (7.14)
31 dAaz2 a33 x31 0
aix G2 013 T12 0
a1 G2 (23 T | = 1|, (7.15)
asy asy 0ass T3 0
aixz aiz2 a3 T3 0
21 Q929 a23 23 == 0 (716)
asy asy ass3 x33 1

Mame tedy tTi soustavy rovnic se stejnou matici soustavy A. O matici A vime, Ze je regularni,
vSechny tii soustavy maji tedy jediné feSeni. Neznamé v soustavach jsou prvky inverzni matice
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A~!. ReSenim prvni soustavy dostaneme prvky i1, a1, 31, feSenim druhé soustavy prvky
T12, Ta2, T3z a TeSenim tfeti soustavy prvky i3, xa3, r33. Pouzijeme-li pro feseni vSech tii soustav
(se stejnou matici soustavy) Gaussovu elimina¢ni metodu, miizeme eliminaci provadét soucasné
tak, ze vytvorime modifikovanou rozsifenou matici soustavy ve tvaru

aix Qa2 A3
Q21 Q22 A23
a31 a3z a3z

1 (

(7.17)

oo R
{oro
—_ o o

N

)

Gaussovu elimina¢ni metodu miizeme modifikovat tak, aby v rozsifené matici soustavy
(7.17) na misté matice A (v (7.17) je toto misto oznaceno (1)) vznikla jednotkova matice. Na
misté jednotkové matice (oznaceno (2)) pak vznikne matice inverzni. Tato modifikace Gaussovy
eliminace se nazyva Jordanova eliminacni metoda, jejiz princip se da charakterizovat v né€kolika
krocich:

1. Vytvofime rozsifenou matici (7.17).

2. V ni eliminujeme zndmym postupem prvky pod diagondlou (GEM). Analogickym postu-
pem eliminujeme i prvky nad diagonalou.

3. Délime tadek, pomoci néhoz jsme provedli eliminaci, jeho diagonalnim prvkem.

Jinymi slovy v Jordanové elimina¢ni metodé odec¢itame fadek matice ve vhodnych nasobcich
od v8ech fadki matice (s vyjimkou daného fadku). Tak zarovern odpadne realizace zpétného
chodu, tj. zpétné dosazovani.

Timto algoritmem dostaneme

a) na misté ptivodni matice A matici jednotkovou,
b) na misté jednotkové matice matici inverzni A~

Priklad 7.9 Jordanovou metodou uréime inverzni matici k matici

2 11
A=|114
3 21
Reseni: Vytvoiime rozsifenou matici
21 1(1 0 0
A= 1 1 4/0 1 0
3 2 1]0 0 1

1. krok Znamym postupem dostaneme v pozicich (2,1) a (3,1) nulové prvky.

2 1 11 0 0
0O -1 —-7|1 -2 0
0 -1 113 0 -2
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2. krok Stejnym postupem eliminujeme prvek v pozici (3,2) a dostaneme matici

2 1 11 0 0 2 1 111 0 0
0 -1 —-7]1 =2 0 ~1 0 -1 =71 =2 0
0 0 812 2 =2 0 0 411 1 -1

K dokonceni tpravy druhého sloupce k prvnimu rfadku pfi¢teme druhy radek a tim eli-
minujeme prvek v pozici (1, 2):

2 0 —6]2 =2 0 1 0 =31 -1 0
0O -1 =71 =2 0 ~1 0 -1 =71 =2 0
0 0 411 1 -1 0 0 411 1 -1

Pomoci néasobki tfetiho fadku eliminujeme dva prvky tfetiho sloupce v pozicich (1,3)
a (2,3):

4 0 0| 7 -1 =3

0O -4 0|11 -1 -7

0 0 4| 1 1 -1

3. krok Posledni krok spoc¢iva v prevedeni matice, ktera je na misté pivodni matice A, na
matici jednotkovou. Prvni a treti fadek vydélime cislem 4, druhy fadek cislem —4:

v 1 _3

1 0 0 1 1 )

_1n 1 7

0 1 0 1 i 1

1 1 1

0 0 1 1 1 1

Hledana inverzni matice ma tedy tvar

T _1 _3
4 4 4
-1_ | _n 1 7
AT = 4 4 4
1 1 _1
4 4 4

Tim jsme vyfesili souCasné vSechny t¥i soustavy rovnic (7.14). Spravnost vysledku mutzeme
ovetit platnosti rovnosti AA™! =1, A~ A =T (staci ovétit platnost jedné z nich).

7.4.2 Vypocet inverzni matice pomoci determinantu

Véta 7.2 Necht A = (a;;), i,j =1,...,n, je requldrni matice radu n. Pak

D117 D217 ey Dnl
1 D D ..., D
-1 12, 22, y n2
= 7.18
det A ' (7.18)
D1n7 DQna ceey Dnn

kde D;; je algebraicky doplnék proku a;; — viz (6.15).
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Dukaz: Ozna¢me AA™' = C = (¢;;) . Ovéfime, ze matice C je jednotkova. Podle definice
souéinu matic je

Cij ainDj1 + aiDjs + -+ + ainDjn) -

= m(

Je-li i = j, pak podle (6.16) je
anDi1 + apDig + -+ - + @i Dy = det A

atedy ¢; =1proi=1,2,...,n. Je-li i # j, pak soucet

a;1Dj1 + apDjs + -+ - + apnDjp

predstavuje rozvoj determinantu (podle i-tého fadku) matice, ktera vznikla z matice A na-
hrazenim j-tého radkového vektoru i-tym fadkovym vektorem. Jde tedy o determinant matice,
ktera méa dva fadky stejné. To znamend, Ze determinant je roven nule, takze c;; = 0 pro i # j.
Matice C je tedy jednotkova.

Analogicky se dokaze, ze také BA je jednotkova matice.

Priklad 7.10 Pro matici druhého fadu
aiy, a2
A= ’
21, A22
Dy = 22, Dy = —as, Dy = —ai2, Dy = a1y,

a tedy podle (7.18)
1 a —a
Al — 225 12 )
det A ( —az;,  a11

Poznamka 7.4 Vzorec (7.18) je pro prakticky vypocet inverzni matice vhodny pouze u ma-
tic nejvyse tietiho fadu. Pro matice ¢tvrtého fadu vyzaduje vypocet jednoho determinantu
¢tvrtého radu a Sestnacti determinantt tretiho radu.

je podle (6.15)

7.5 Cviceni

7.1 Naleznéte vSechna reSeni soustav linedrnich rovnic:

T1 +2o +l‘3 =5

1. r1 —To X3 =1 [x1:1+t,x2:2,x3:2—t,t€R]
Ty +x3 = 3
22?1 —XT9 +33§3 = 9

|
|
W

2. 3x1 —bHre +x3 [Reseni neexistuje.]

4561 —75(,’2 +x3 = 5
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I +ZE2 +2[L’3 +3ZE4 = 1
3 3r1 —T9 —x3 24 = —4
" 2y +3x9 —wx3 —x4 = —6
r1 +2x9 +3x3 —14 = —4
[l‘l = —171'2 = —1,?[73 = 0,1’4 = 1]
4 = +2y =3z = 5
" 3x —4dy +5z =
v =1(t+16),y = 1c(14t +9),z =t, t e R/]
5t +3z H4u = 0
4y +2t = 6
5 = 43z 4+5u = 0
2y 44 = 6
r +z +u = 0

[t=ty=1,2=-2tt=1Lu=t,teR,]
7.2 Naleznéte vsechna Feseni homogennich soustav linearnich rovnic:

r +y +z = 0
1. = 43y +6z = 0 [t=0,y=0,2=0.]
r +8y —3z = 0

20 -4y 45z +3t = 0
2. 4r -8y +17z +11t
v —6y 44z 42

[
oo

[t =2r,y=s,2=-br+5s,t="7Tr—"7s, r,s € R/

7.3 Pomoci Cramerova pravidla feste soustavu

1 +X9 —I3 = -2
1 —4.%‘2 +2[E3 = —1
I —XT2 +ZE3 = 0.

[.Z'l = —1,33'2 = 1,]}3 = 2]
7.4 Reste soustavy linearnich rovnic s parametrem p € R

Ty +T2 +pr3 = p
1. 1 4+pre +z23 = P
X1 —f-l’g +ZL‘3 = 1
[Prop=1ljex;=1—t—s,29="t,x3=3s, t,s€R,
prop#1ljexy =—1,29 =1,25 =1]

pr1  +xo = 1

Ty +pry = P
[Prop=1ljex; =t,xo=1—t, t eR,prop=—1jexr; = —1+t,20 =t, t € R,
prop#1Ap# —1ljex; =0,29 = 1]
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3 pri  +x2 = P
S oxy 4prs = 0

[Pro p = 1 nema soustava feSeni, pro p = —1 nem4 soustava FeSeni,
2

. 2
prop# 1Ap#—1jew = Fv,00 = £ ]
4 P +ry = D
11 Apr2 = p
[Prop=1jex; =t,ag=1—1t, t € R, pro p = —1 nem4 soustava FeSeni,
prop# LAp#—1jexs = Ly az = 27

7.5 Najdéte inverzni matici k matici A:

1. A:(09sx —SIHJJ); [Alz( C.OSJJ SlIl:C) ]
S @ COS T —Smx COSx
12 2 o5 b
2A=|2 1 -2 |; A7t=| 2 $ -2 ]
2 -2 1 2 _2 1
9 9 9
1111 1 -1 0 0
o111 |, . 0 1 -1 0
SA=loo011 |’ A7=10o 0o 1 -1
0001 0 0 0 1

7.6 Kontrolni otazky

7.1
7.2

7.3

7.4

7.5

7.6
7.7

Definujte hodnost matice.
Jakou hodnost ma matice -
a-(12):
Formulujte Frobeniovu vétu pro popis mnoziny feseni dané soustavy linedrnich rovnic

v zavislosti na hodnosti matice soustavy, hodnosti soustavy rozsitené a poc¢tu neznamych.

Uvedte nutnou a postacujici podminku pro existenci alespon jednoho FeSeni soustavy
linearnich rovnic.

Proc¢ je nevhodné pouziti Cramerova pravidla pro feseni soustav rovnic s vétsim poctem
rovnic (a neznamych)?

Vysvétlete rozdil mezi Gaussovou a Jordanou eliminac¢ni metodou.

Uvedte dvé metody vypoctu inverzni matice k dané regularni matici.



Kapitola 8

Vektorovy pocet

8.1 Euklidovsky prostor [E;

Vlastnostmi euklidovskych prostorti E, (rovina) a E3 (prostor — trojdimenzionalni prostor) se
zabyva planimetrie a stereometrie na stfedni skole. Euklidovsky prostor E3 je bodovy prostor,
v némz je definovana vzdalenost dvou jeho bodi X,Y (znacime ji |XY'|) jako velikost tisecky
XY s tim, Ze pro libovolné tii body XY, Z z [E3 plati

1. |[XY|>0a|XY|=0 < X=VY,
2. |XY|=|YX]|,
3. |XY|+|YZ| >|XZ|.

Prvni dvé vlastnosti maji ziejmy geometricky vyznam. Tteti z vliastnosti se nazyva trojuhel-
nikovd nerovnost a slovné ji lze vyjadrit takto: soucet délek dvou stran v trojuhelniku je vétsi
nez délka treti strany. Rovnost nastane jen tehdy, jestlize dané body lezi v primce.

V euklidovském prostoru Ej3 zavedeme kartézskou soustavu souradnic, kterou tvoii bod O
(pocatek) a usporadana trojice vzajemné kolmych soufadnicovych os z,y, z. Na soufadnicovych
osach jsou dany body E,, E,, E, tak, ze (obr. 8.1)

(OE,| = |OE,| = |OE.| = 1.

Uréenim bodt £, £, a E, je stanovena i orientace souradnicovych os i soufadnicového systému
(zpravidla se v aplikacich pracuje s pravoto¢ivym kartézskym soutadnicovym systémem). Pro
urceni orientace souradnicového systému pouzivame pravidlo pravé ruky, které je znamé ze
stfedoskolské fyziky.

Pomoci pravouhlych primétt bodu prostoru [E3 do soutadnicovych os prifazujeme kazdému
bodu A uspofadanou trojici ¢isel Alay, ag, as]. Obracené, kazdé trojici ¢isel a;, i = 1,2, 3, pfifa-
zujeme jediny bod
A€ E;s.

Vzddlenost bodi Alay, as, as], B[by, by, b3] € E3 definujeme v euklidovském prostoru E; jako
¢islo

d=|AB| = /(b1 — a1)? + (by — a2)? + (b — a3)?. (8.1)

95
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<Y

Obrazek 8.1: Obrézek 8.2:

8.2 Vazany a volny vektor

Vazangm vektorem rozumime usporadanou dvojici bodi A, B, tj. orientovanou tusecku. Pro

vazany vektor dany body A, B se pouziva znaceni AB, resp. B — A, resp. AB. Bod A je
pocatecnim bodem a bod B koncovym bodem tohoto vektoru. S takto vymezenym pojmem
vektoru pracuje fyzika napf. pii popisu sil.

Uvazujme mnozinu vsech vazanych vektortt XY, které splnuji nasledujici podminku: pro
kazdé dva vektory X;Y; a X,Y5 z této mnoziny maji tsecky X;Y5 a Y7 X, spoleény stied S —
obr. 8.2. Jinymi slovy tato mnozina je tvofena rovnobéznymi tseckami stejné délky a o stejné
orientaci. Tuto mnozinu nazyvame volnym vektorem a znacime ji @, resp. a. Samoziejmeé plati,

—

ze vazanym vektorem AB je jednoznacné uréen (reprezentovan) volny vektor a. Vazany vektor

—

AB je mozné chapat jako umisténi volného vektoru a do bodu A. V dalsim textu se budeme
zabyvat volnymi vektory, a proto budeme slovo ,volny“ vynechavat.

ku R vy
u (k>0) R U
/ V R u
v Q u
v u u-v
Q u U u (k<0)
4 voQ v %
Q R v

Obrazek 8.3:

Na obr. 8.3 je znazornéno, jak je urcen pro vektory w a v jejich soucet w + v. Vektory
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umistime do bodu @ a trojuhelnik UQV doplnime na rovnobéznik. Vazany vektor QR je pak
umisténim hledaného vektoru u + v.

Na tomto obrazku je znazornéno i ndsobeni vektoru w (redlnym) ¢islem k, tj. vektor ku.
Uvedena je varianta pro nasobeni kladnym i zapornym cislem. Jestlize zvolime k = —1, pak
znafime (—1l)a = —a a fikame, Ze vektor —a je opacny k vektoru a. Déle je na obr. 8.3
znazornéno urceni rozdilu vektord u — v. Tuto operaci mtizeme provést pomoci souctu vektoru
u s vektorem opacnym k vektoru v, tj. vyuzijeme vztahu u — v = u + (—v).

Velikosti vektoru a rozumime velikost tisecky X;Y;, kterd je umisténim vektoru a. Vektor,
jehoz velikost je rovna nule, nazyvame nulovy vektor a zna¢ime 0, resp. o.

8.3 Souradnice vektoru a algebraické operace s vektory

—

Uvazujme vektor u a jeho umisténi AB. Nechf soufadnice bodi v dané souradnicové soustave
jsou déany takto: Alay,as,as], Blby, b, bs]. Cisla

up =by —ay, uy=0by—ay, uz=>bs—as

se nezméni, zvolime-li jiné umisténi vektoru w. Proto usporadanou trojici (uq, ug, u3) nazyvame
soutadnicemi vektoru u v dané soutadnicové soustavé a pisSeme u = (uy, ug, ug).

Pro nulovy vektor plati o = (0,0, 0).

Velikost vektoru w = (uq, us, u3) je Cislo

lu] = \/u? 4+ u3 + us. (8.2)

Velikost nulového vektoru je nulova. Je-li |u| = 1, fikdme, Ze vektor u je jednotkouvy vektor.

Pojem vektoru a jeho souradnic jsme zavedli na zakladé geometrie prostoru Es. Vektor vSak
lze chapat jako usporadanou n-tici redlnych ¢isel x;, i = 1,...,n. V technickych aplikacich pak
napi. mluvime o stavovém vektoru jistého systému apod. Vektor tedy miize mit i jiny pocet
slozek a nemusi vzdy vychazet jen z geometrickych predstav.

Nyni urc¢ime, jaké souradnice maji vektory, které vzniknou z danych vektorti pomoci arit-
metickych operaci. Snadno zjistime (nacrtnéte si obréazek), ze pro soucet s vektort u a v, kde
u = (uqg, ug, uz), v = (v1, v, v3), plati

S = (U1+U1,U2+1}2,U3+U3). (83)
Pro soudin ¢isla o a vektoru w = (uq, ug, u3) plati
s =au = (quy, aug, aug). (8.4)

Uvedené operace (soucet dvou vektori a néasobeni vektoru ,skaldrem*) maji nasledujici
vlastnosti:
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1. | komutativni zdkon |u+v=v+u

2. | asociativni zdkon | (u+v)+z=u+ (v + 2)
3. u+o=1u

4. | distributivni zédkon | a(u + v) = au + av

5. | distributivni zdkon | (o + ) - u = au + fu

6. l-u=u

7. | asociativni zdkon | a(fu) = (af)u.

8. u+ (—u) = o.

Platnost vlastnosti 1 — 8 se snadno ovéii piimym vypoctem pomoci souiadnic vektort
u,v, 2.
Vektory w, v nazveme kolinedrni, je-li jeden z nich nasobkem druhého, tj. pokud existuje
realné cislo A tak, ze
u=M\-v nebhov = \-u. (8.5)

Pokud je uvedené A\ > 0, fikame, ze vektory jsou souhlasné kolinedrnsi.
Rozdil vektori w, v ur¢ime snadno jako vektor

r=u—v=u+(—v). (8.6)

Pro soutadnice vektoru r plati: 7 = (u; — vy, us — ve, uz — v3).

Dilezitou operaci je tzv. normovdni vektoru. Podstatou této operace je, ze k danému ne-
nulovému vektoru w = (uy, ug, u3z) stanovime jednotkovy vektor e tak, aby s nim byl souhlasné
kolinearni. Plati

1 1

e = m-u: o (uy,us, uz) = (8.7)

. (75} U2 Uus
ViR i +ud R el R ud 4l )
8.4 Vektorové zaméreni prostou E3; a ortonormalni baze

VSechny vektory, které mizeme utvorit usporadanymi dvojicemi bodt z Es, tvori tzv. vektorove
zaméreni euklidovského prostoru Es, které ozna¢ime V(E3). Zaméfeni euklidovského prostoru
E; je také mozné chapat jako mnozinu vSech uspofadanych trojic redlnych ¢isel (uq,us,us).
V prostoru V(E3) jsou dilezité jednotkové vektory

e; =(1,0,0), ey =1(0,1,0), e3=1(0,0,1). (8.8)

Vektory e;, ¢ = 1,2,3, nazveme bazové vektory. Budeme rovnéz fikat, ze tvori bazi prostoru
V(E3). Jednotkové vektory e; umisténé do po¢atku ur¢i na soufadnicovych oséch postupné body
E,[1,0,0], E,[0,1,0], E.[0,0,1]. Odtud ihned vidime, ze vektory e; jsou rovnéz vzajemné kolmé,
takze tvoii tzv. ortonormdlni bdzi. Pomoci nich mizeme vSechny vektory z V(Es3) jednozna¢né
vyjadrit ve tvaru

3
u:u1-el+u2-eg+u3'63:Zuiei. (8.9)
i=1



8.5. Linearni zavislost a nezavislost vektoru 99

K tomu, abychom usporddanou trojici uy,us,us povazovali za soutadnice vektoru w v bézi
V(E3), tvofené jednotkovymi vektory e;, nds nyni opraviiuje (8.9).

Obecné povazujeme za ortonormalni bazi prostoru V(E3) kazdou trojici navzajem kolmych
jednotkovych vektord. Vztahy mezi souradnicemi bodu v rtznych kartézskych soustavach sou-
fadnic (uréenych vzdy bodem a ortonormalni bazi) uvedeme v odstavci ?7.

Ve fyzice a v mechanice je zvykem znacit v prostoru V(E3) bazové vektory e; symboly 2, 5, k.

8.5 Linearni zavislost a nezavislost vektoru

Uvazujme vektory wy, us, ..., u, a realnd c¢isla A, Ay, ..., \.. Rekneme, ze vektor w je linearni
kombinaci vektor wq, us, ..., u, pro kombinacni koeficienty Ay, \o, ..., A\, jestlize

w=> \u,. (8.10)
=1

Rada tvah v geometrii je opfena o pojmy linearni zavislost ¢i nezavislost vektorti. Vektory

UL, U, . .., U, jsOu linedrne zdvislé, jestlize jeden z nich lze vyjadrit jako linedrni kombinaci
zbyvajicich vektorii.
Vektory jsou linedrné nezdavisle, nejsou-li linearné zavislé, tedy vektory wq, us, ..., u, jsou

linearné nezavisle, jestlize zadny z nich nelze vyjadrit jako linearni kombinaci zbyvajicich vek-
tord.
V prostoru V(E3) lze linearni zévislost vektorti charakterizovat takto:

1. Dwva vektory wi, us jsou linearné zavislé pravé tehdy, kdyz jeden je nasobkem druhého.
Linearné zavislé (tj. kolinearni) vektory lze umistit na tutéz pfimku. V opa¢ném piipadé
jsou dva vektory v V(E3) linedrné nezavislé.

2. Tri vektory wy,ws, w3 jsou linedrné zavislé praveé tehdy, kdyz jeden z nich je linearni
kombinaci ostatnich, tedy napi. us = A\jus + Ausy. Tii linedrné zavislé vektory lze vzdy
umistit do téze roviny (tzv. komplanarni vektory), resp. na tutéz pfimku (kolinearni
vektory). V opa¢ném piipadé jsou vektory u, v, w linedrné nezavislé.

3. Ctyri vektory jsou v V(E3) vzdy linedrné zavislé. Podobné skupina vice nez étyi vektort
v V(E;3) je vzdy linearné zavisla.

Pro posouzeni linearni zavislosti ¢i nezéavislosti tii vektort v V(E3) s vyhodou vyuzZijeme
vlastnosti determinantti. Sestavme matici U, jejiz fadky tvori soutfadnice vektord wy, uy, ws.
Z vlastnosti determinantii plyne

Uy
detU=| us | =0, (8.11)
Us

praveé kdyz jsou vektory wq, ug, w3 linedrné zavislé.
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8.6 Baze a dimenze

Bazi prostoru V(E3) rozumime libovolnou trojici linearné nezavislych vektorti. Snadno plyne,
Ze kazda ctvetice vektort je jiz linearné zavisla.

Pocet prvki v riznych bazich téhoz prostoru je shodny a nazyva se dimenze. Zaméteni
V(E;) euklidovské roviny ma dimenzi dvé. Prostor V(E3) mé dimenzi tfi. Je mozné i zobecnéni
na prostory vyssich dimenzi.

8.7 Skalarni soudin vektoru

Nejprve pfipomeneme definici thlu a velikosti thlu dvou vektorti. Uhlem dvou nenulovych
vektorti rozumime konvexni tthel umisténi téchto vektorti do spoleéného bodu. Pro velikost ¢
thlu (v obloukové mife) dvou nenulovych vektori plati 0 < ¢ < 7.

Ve fyzice se pocita prace, kterou vykona sila F' ptsobici po draze, ktera je umisténim
vektoru s, jako tzv. skalarni soucin vektori F' a s. Velikost thlu vektort F' a s oznacme ¢.

Pro vykonanou praci plati
A=F-s=|F|-|s|-cosp.

Skaldrni souc¢in u -v dvou nenulovych vektorti w a v definujeme jako ¢islo, které je sou¢inem
velikosti obou vektorti a kosinu velikosti thlu, ktery tyto vektory sviraji, tj.

u-v = |u| |v|cos. (8.12)

Pokud je alespon jeden z vektori w a v nulovy, definujeme jejich skalarni soucin jako nulovy.
Pouzijeme-li (8.12) pro vypocet skalarnich souéini vektorii e; ortonormalni baze, dostaneme

61‘81262'82283'63:1,
e -e;=ey-e3=e3-e; =0.
Obecné lze pro bazové vektory strucné zapsat vysledek skalarniho nasobeni pomoci tzv.

Kroneckerova delta
e;e; = 0;; = {0 proi # jl proi = j. (8.13)

Poznamenejme bez diikazu, ze skaldrni soucin je distributivni operaci — viz tabulka v zavéru
odstavce.

Vypocteme skalarni soucin vektordt w = (uq,us,u3),v = (v1,vse,v3). V ortonormélni bazi
tvofené vektory e; vyjadiime vektory w a v jako linearni kombinaci bazovych vektori:

3 3
u = E U; €5, UV = E Vj€;.
=1 j=1

Pak provedeme nasobeni podle distributivniho zakona. Dostaneme

u-v= (Z_; uiei) (Z_; vjej,) = Z w;v;(e;e;) .

2,j=1
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Pouzijeme-li (8.13), ziskame vysledek

3
u-v = Z U;V; = ULV1 + U9V + U3V3. (814)
=1

Ze vztahi (8.12) a (8.14) vyplyva, Ze skalarni soucin je komutativni, tj. v - v = v - u.
Polozime-li v (8.14) v = u, obdrZime jiny mozny zptisob vypoctu velikosti vektoru u

lu| = Vu-u=/ul+ud+ul. (8.15)

Pomoci (8.12) zjistime, Ze nutnou a postac¢ujici podminkou kolmosti dvou nenulovych vek-
torid je nulovost jejich skaldrniho soucinu. Pti vypoctech s vektory se Casto pouziva nasledujici
implikace (samoziejmé by mohla byt doplnéna na ekvivalenci)

(u v =0=(u =0)V(v =0)V((u #o)AN(v #0) A (u Lv)).

Slovné: je-li skalarni soucin dvou vektort nulovy, pak bud alespon jeden z vektort je nulovy,
nebo jsou dané vektory na sebe kolmé. Je vhodné si uvédomit rozdil oproti pocitani v oboru
realnych cisel.

Povsimnéme si jesté jednou vzorce (8.12) pro u # 0 a |v| = 1. V tomto pfipadé znaci
absolutni hodnota skalarniho sou¢inu |u - v| velikost pravouhlého primétu (obr. 8.4) vektoru
u na primku, jejiz smér je urcen vektorem v.

vl =1

Obrazek 8.4: Obrézek 8.5:

vvvvvv

soucinu:

1. | definice u #£0,v #0, u-v=|u||v|cosy
3
2. | vypocet u v =) u;
i=1
3. | komutativni zdkon |u -v=v -u
4. | distributivni zékon | v - (v+2)=u -v+u -2z
5. | velikost lul =+vu -u
6. | kolmost prou #0,v Zoplatiu-v=0&u Lo

Priklad 8.1 Pomoci vlastnosti skalarniho sou¢inu dvou vektort upravime rovnici pro neznamy
vektor  a dané nenulové vektory a a b:

3a  —2xb+2x(b—a) = 0.
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Reseni: Vypocteme

3ax—2xb+2x(b—a) = 0
3ax—2xb+2xb—-2ax = 0

ax = 0
Resenim rovnice jsou vSechny vektory & L a a nulovy vektor.

Priklad 8.2 Stanovime jednotkovy vektor m, ktery je kolmy k danym dvéma vektorim a a b.
Uvazujme a = (0,1,2) ab=(2,1,0).
Reseni: Pro hledany vektor n = (ny, ny,n3) musi platit [n| =1 a

n-a =0, n-b=0. (8.16)
Pro dané souradnice vektorti @ a b dostavame z (8.16) soustavu

o +2n3 =0
2711 +no =0

Regeni (provedte si) miizeme psat ve tvaru ng = t, ny = —2t, n; = t, kde t € R. Parametr
t stanovime tak, aby byla splnéna i podminka |n| = 1. Plati

In| =V + 42 + 12 = [t|V6 = 1.

Resenim je tedy vektor n = %6(1, —2,1) a vektor k nému opacny.
Jiny postup Teseni této tllohy bude uveden v prikladu 8.3.

V mechanice se pouzivaji tzv. smeérovée kosiny vektoru w. Jsou to kosiny thlt «;, které svira
vektor u postupné s vektory béze e;, i = 1,2, 3. Dostaneme je snadno z (8.12) a (8.14):

cos(a;) = I%\ . i=1,23. (8.17)

Umocnénim rovnic (8.17) na druhou a se¢tenim odvodime dulezity vztah
cos?(ay) + cos?(ay) + cos®(az) = 1. (8.18)

Porovname-li (8.17) a (8.7), zjistime, ze smérové kosiny vektoru w jsou soufadnicemi jednotko-
vého vektoru kolinearniho s vektorem w.

8.8 Vektorovy soucin

Vektorovy soucin zavedeme pro vektory z V(Es). Pouziti vektorového soucinu je velmi Casté
napi. v mechanice pfi stanoveni momentu sily apod.

Vektorovym soucinem dvou vektort, z nichz jeden je nulovy, je nulovy vektor. Uvazujme
nenulové vektory u, v v V(Es). Jejich vektorovym soucinem (v tomto pofadi) rozumime vektor
w, ktery ma tyto vlastnosti:
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1. vektor w je kolmy na vektory w, v;

2. trojice vektori u, v, w je stejné orientovand (pravotocive) jako trojice bazovych vektori
€1, ey, ez — obr. 8.6;

3. velikost |w| = |u] - |v] - sinp, kde ¢ € (0, 7) je velikost thlu vektori u, v.

Vektorovy soucin vektorii u, v znac¢ime u X v.
Geometricky vyznam tteti vlastnosti lze formulovat takto: velikost |u x v| vektoru u x v je
rovna obsahu rovnobézniku sestrojeného pomoci vektort u, v (obr. 8.7).

.sin @ = |ux V|

2

Obréazek 8.6: Obrazek 8.7:

Podle vyse uvedenych vlastnosti vektorového soucinu lze vypocitat, ze pro vektory baze e;
plati

1. e xe =0, 1=1,23,; (8.19)
2. € X €1 —€;12, 1=1,2,3; (820)
3. €ir1 X € = —€;49, 1= 1,2,3. (821)

Ve vztazich (8.19) je nutné chépat indexy ,modulo“ 3, tj. je-li hodnota nékterého vyrazu vétsi
nez 3, pak ¢islo 3 odecteme. Napt. druha uvedend vlastnost ma pro ¢ = 2 tvar

€2 X €3 = €(4mod3) = €1 -
Nyni vyjadiime vektorovy soucin pomoci soutadnic vektort
u = (ul, Ua, Ug), V= (’U17 Vg, ’1}3).
Pouzijeme-li (8.19), dostaneme

w = uXv= (ue; + uzes + uzez) X (vie; + vy + v3e3) = (8.22)
= wva(e; X ez) +uyvs(er X e3) + ugvy(ez X €1) +
+ ugvs(es X e3) + ugvi(es X e1) + uzva(es x es)
= (ugv3 — uzvy)e; + (uzv; — uqvs)es + (ugvy — ugvy)es =

(

Uz U3
Vg U3

uy ug
U1 Us

Uy U2
V1 V2

, —
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Vysledek v (8.22) se da struéné zapsat symbolickym determinantem (pozor na potadi!):

€ €y €3
w=|u U Ug (8.23)
U1 V2 U3

Ze znamé vlastnosti o zdméné dvou fadki v determinantu (8.23) plyne, Ze pro vektorové naso-
beni nenulovych vektorii nebude platit komutativni zakon. Plati tu vsak, ze

uxv=—(vXxu). (8.24)

Z vlastnosti (8.24) plyne, Ze pfi vektorovém nasobeni vektorové rovnosti ¢i rovnice danym
vektorem je nutné rozlisit nasobeni zprava a zleva podobné jako v pripadé matic.

Z definice vektorového soucinu dale vyplyva, ze u x v = o, pravé kdyz jsou vektory w,v
linearné zavislé, tj. kolinearni, neboli jeden vektor je nasobkem druhého vektoru. V symbolickém
tvaru:

uxv=0 < (INeR, u = )V (INER, v =)\u)

vvvvvv

soudcinu:

1. | definice lu X v|=|ul |v|siny,
kolmost a pravidlo pravé ruky
2. | vypocet viz vztah (8.22)
3. | antikomutativni zdkon | u X v=—(v X u)
4. | distributivni zdkon u X(v+z)=u XxXv+u Xz
5. | distributivni zédkon u X (v+2z)Xxu =v Xu+z Xu

Priklad 8.3 Pomoci vektorového soucinu znovu vyresime piiklad 8.2, tj. stanovime jednotkovy
vektor n, ktery je kolmy k danym dvéma vektorim a a b, je-lia = (0,1,2) a b= (2,1,0).
Reseni: Pro hledany vektor n = (n;, ny, n3) musi platit

a xb
=+
"7 e x b
Pro dané sourfadnice mame:
1, 2 0, 2 0, 1 o B
R (T L N

Vypocteme-li velikost vektoru a provedeme jeho normovéni, dojdeme (spolu s vektorem opaé-
nym) k feSeni podrobné uvedeném v piikladu 8.2.

Piiklad 8.4 Urc¢ime obsah trojuhelnika SQR, je-li S[1,1,1], Q[3,2,—1] a R[4,5,0].
Reseni: K urceni obsahu pouzijeme geometrického viznamu velikosti vektorového souinu vek-
torti. Oznacme ¢ = Q — S ar = R— S. Vypocteme-li |g x |, dostaneme obsah rovnobézniku,
ktery vznikne doplnénim trojihelnika SQ R. Pro obsah trojihelnika SQR tedy plati

1
PASQR = §|q X ’l"|.
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Pro dané souradnice mame: ¢ = (2,1, —-2), r = (3,4, —1),
1, —2

—

Nyni ur¢ime obsah trojuhelnika:

12, -2
Y 3’ _1 )

Y

1 3
Pasqr = 5\/72 + (—4)2 452 = 5@

8.9 Smiseny soucin

Jsou-li dany vektory u = (uy,us,u3),v = (v1,v9,v3),w = (wy,ws,ws), definujeme pro né
smiseny soucin (u,v,w) jako ¢islo
A= (u,v,w)=u-(vxXw). (8.25)
Na zékladé definice vektorového a skalarniho soucinu a s uplatnénim vztaht (8.22) lze
ukazat, ze
Uy Uz U
A=(u,v,w)=u-(vXw)=| vy vy vz |. (8.26)

w1 W W3

Priklad 8.5 Pro dané vektory u, v a w je dan smiseny soucin

A = (u,v,w). Pomoci A uréime (v,u,w) (zdména dvou operandi) a (w,u,v) (cyklicka
zaména operandi).
Reseni: Ze vztahu (8.26) plyne, Ze (v,u, w) = —A, nebof v determinantu dojde k vyméné

prvniho a druhého radku.
V pripadé cyklické zamény operandii provedeme vlastné dvé vymény radkt, tj. dvakrat
dojde ke zméné znaménka, neboli plati

(w,u,v) = (—1)*A = A.
Vyznamna je geometricka interpretace smiseného souc¢inu. Snadno 1ze zdtvodnit, Ze ¢islo
Al = |(u, v, w)] (8.27)

udava objem rovnobéZnosténu, ktery je urcen vektory w, v, w umisténymi do spole¢ného bodu
P (obr. 8.8). Pro objem V rovnobéznosténu plati V' = P.a, kde P je obsah podstavy a a je
vyska rovnobéznosténu. Stadi si vSak uvédomit, ze P = |v X w| (viz obr. 8.7 a obr. 8.9) a vyska
a odpovida pravouhlému primétu vektoru w do sméru vektoru v x w, tedy jea =u -n —
obr. 8.4. Pro vektor n v obr. 8.9 plati

1

= o xw| w’(v X w),

tj. vznikne normovanim vektoru v X w.

Jinymi slovy: geometrickéa interpretace absolutni hodnoty smiSeného soucinu plyne z geo-
metrické interpretace vektorového a skalarniho soucinu.

Smiseny soucin vektori w,v,w je roven nule jen v pfipadé, jsou-li dané vektory linedarné
zdawislé. Vektory jsou v tomto piipadé komplanarni nebo dokonce kolinearni a nelze proto mluvit
o vytvoreni télesa podle obr. 8.8.
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|PQ| = |n.v|

Qr
In| =1

v
P P
Obréazek 8.8: Obréazek 8.9:
c’
C’ A ) c’
<\ ’ ' D’
A’ B C ,
A
B’
CA A D
A B B
B
B
Obrazek 8.10: Obrazek 8.11: Obrazek 8.12:

Piiklad 8.6 Pro ¢tyistén ABCA’ stanovime jeho objem V. Uvazujme A[1,1,0], B[2,—2,3],
C[4,4,1] a A’[2,0,7].
Reseni: K vypocétu objemu vyuZzijeme geometrické interpretace absolutni hodnoty smiseného
souinu tii vektori. Ozna¢ime b= B — A= (1,-3,3),c=C—-A=(3,3,1))av=A"— A=
(1,-1,7).

Vypocteme smiSeny soucin (b, ¢, v). Plati:

1, -3, 3
A=(bev)=[3 3, 1|[=21-3-9-9+1+63=64 (8.28)
1, -1, 7

Vypoctené ¢islo udava objem rovnobéznosténu, ktery lze podle obr. 8.10 rozlozit na dva
trojboké hranoly o stejném objemu a kazdy z téchto trojbokych hranolt pak na tfi ¢tyfstény
— obr. 8.11 a 8.12 — o stejném objemu. Snadno tedy stanovime objem V zadaného ctyfsténu
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ABCA'. Plati 1 64 9

8.10 Lagrangeova identita a Cauchyova nerovnost

Vyjadfeme |u X v|? pomoci velikosti vektorii u a v a pomoci jejich skaldrniho sou¢inu. Podle
definice vektorového soucinu plati

lu x v|* = |u*|v|*sin? ¢.
Vzhledem k tomu, Ze sin® ¢ = 1 — cos? ¢ a vzhledem k definici (8.12) skalarniho sou¢inu mame

[u x v|* = ul|vf*(1 - cos® ) =

= [ullv]* = [uf’|v]* cos” o = [ul*|v]* — (u - v)*.

Tak jsme dokazali Lagrangeovu identitu:

u x v = [uflvo] - (u - v)?,

ktera vyjadiuje velikost vektorového souc¢inu dvou vektori pomoci velikosti a skalarniho souc¢inu
téchto vektort.
Vypo¢téme nyni druhou mocninu skaldrniho sou¢inu dvou vektort, tj. uréime (u -v)?2. Podle
(8.12) plati
(u - v)? = (Jullv| cos ) = [uf*|v]* cos® p.

Vzhledem k tomu, Ze cos? o < 1, miiZeme psat
(u -v)* < |uf?|v]

Tento vztah se nazyva Cauchyova nerovnost a ukazuje, ze pri pocitani s vektory, v tomto
pripadé s jejich skalarnim soucinem, neplati prosta analogie s aritmetikou realnych cisel.

8.11 Cviceni

8.1 Je dén bod A[3, —5,1]. Urcdete soufadnice bodu, ktery je symetricky k bodu A podle
a) poCatku,  b) roviny xz, c) osy v.
[a) [-3,5,—1], b) [3,5,1], ¢) [-3,—5, —1]]

8.2 Na ose x stanovte bod, jenz méa stejnou vzdalenost od bodii
Al4,1,-2], B[1,0,3]. [4,0,0]

8.3 Rozhodnéte, zda body A[—2,1,4], B[3,0,1], C[1,1, 1] lezi na jedné piimce. [pouZzijte
napf. trojihelnikovou nerovnost — nelezi]

8.4 Je dan rovnobéznostén ABCDA'B'C'D" a vektorya =B — A, b=D — A, ¢= A" — A.
Graficky v nacrtu znazornéte vektory
a)zx=a+b+c, b)y=a-b+ic
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8.5

8.6

8.7

8.8

8.9

8.10

8.11

8.12

8.13

8.14

8.15

8.16

8.17

8.18
8.19

V bodé O kvéadru OABCDEFG piisobi ti sily, které jsou dény vektory OB, OF, OG.

V nacrtu zobrazte silu OR, kterd uc¢inek danych tiech sil rusi.

Je dan c¢tyrstén OABC. Hranami vychéazejicimi z bodu O jsou urceny vektory a =0A,
b=0B, ¢=0C . Pomoci téchto vektori vyjadrete vektor OT, je-li T' tézisté stény ABC.
[OT= %(a + b+ c)]

Jsou déany vektory a = (5,7,2), b = (3,0,4), ¢ = (—6,1,—1). Urcete vektor d = 3a —
2b + c.

Vypoctéte velikost vektoru a = (—4,4,/3) a uréete jednotkovy vektor m, ktery je s nim
(souhlasné) kolinearni.

Ha’| = \/%77” = \/%*5 (_474’ \/g)]

Rozhodnéte, zda ¢tyithelnik o vrcholech A[2,1,1], B[5,5, 6],
C16,11,14] a D[3,7,9] je rovnobé&znik. lje, B—A=C—-D|

Jsou dany vrcholy trojuhelnika A[—1,2, 3], B[5,—3,4], C[2,1,6]. Vektory AB, BC, AC
vyjadfete jako linedrni kombinaci vektori e;, i = 1,2, 3 ortonormélni baze V(E3).

[14_é: 661 — 562 + es atd.]

Rozhodnéte, zda vektory AB, BC jsou kolinearni, kdyz A[2,4, 1], B[3,7,5], C[4,10,9].
[jsou kolinearni]

Vyjadiete vektor d = (0,20,18) jako linearni kombinaci vektori a = (3,5,6),b =
(2,-7,1), ¢ = (12,0,6). [d = 4a — ¢

Pro ktera a, 3 jsou vektory a = («,2,—2),b = (3,1, 5) kolinearni?
[a=6,0=—1]

Rozhodnéte, zda vektory a = (—1,3,2), b = (2,—-3,—4), ¢ = (—3,12,6) jsou linearné
zavislé i nezavislé.
[determinant dle 8.11 je nulovy, vektory jsou linedrné zavislé]

Pro které x € R jsou vektory @ = (1,1,2),b = (z,1,1),¢ = (1,z,1) linedrné zavislé?
[z =1]

Pro které z jsou vektory a = (2,3,—1),b = (1, —5,z) vzajemné kolmé? [stanovime z
tak, aby @ - b =0, vysledek z = —13]

Urcete vektor r tak, aby platiloa -r = =5, b-r = —11, ¢- r = 20, jestlize a = (2,1, 3),
b=(1,-3,2), c= (3,2, —4).
r=(2,-3,-2)]

Urcete vektor r = (3, -9, z), jehoz |r| = 12. [z = £36]

Vypoctéte odchylku vektori a = (4, —2,4),b = 3e; + 2e; + 6es.

[cosp = 22 ¢ = 40°20]
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8.20

8.21

8.22

8.23

8.24

8.25
8.26

8.27

8.28

8.29

8.30

8.31

8.32

Urcete jednotkovy vektor, ktery je souc¢asné kolmy k vektorim a = (3,6,8) ae; = (1,0,0).
[(0,F5, %3]

Vypoététe velikost primétu vektoru a = (6, —2,1) do jednotkového vektoru kolinearniho
s vektorem AB, A[3,4,—2|, B[4,—2,—3].

[ ]
Vypoctéte vektorovy soucin a x b, je-li a = 4e; —2ey +4e3, b = (3,2,6). [(—20, —12,14)]

Pro dané vektory a = (3,5,—1),b = (0,—2,1),c = (—2,2,3) vypoctéte (a x b) x ¢
(3,3,0)]

V‘ypoététe a><( +c) ( Xv )xw pro vektory a=(1,2,-2),b=(-2,3,1),c=(2,-2,2)

Zjednoduste X[(Fxk)yxt—(E+7)x(F+E)]. 7 + K]

Urcete vektor ¢ = (9, y, z) tak, aby byl kolmy k vektorim a = (10, —14,2),b = (6,5, —2).
= (9,14,54)

Provedte vektorové nasobeni (2a + 3b) x (a — 2b) . [7b x a

Stanovte obsah rovnobézniku o vrcholech A[2,1,1], B[5,5, 6],

C[6,11,14] a D[3,7,9). [v/381]

Vypoctéte smisSeny soucin vektorti a = (1,2,3),b = (—1,0,2),

c = (3,4,0). Vysledek interpretujte geometricky. [—8]

Rozhodnéte, zda vektory a,b,c jsou linearné zavislé ¢ nezavislé. Plati a = (3,1,2),

b=(2,7,4),c=(1,21).

[jsou nezavislé]

Pro jaké ¢ je smiSeny soucin (a, b, c) = 0, jestlize a = (0, —1,2),
b=(-1,1,2), c = (0,1,¢+ 1). [t = —3]

Vypoctéte smiseny soucin (u, v, w), jestlizeu =a+b+c,v=a+b—c,w=a—-b+c.
[4(a,c,b)]

8.12 Kontrolni otazky

8.1
8.2
8.3

8.4

Definujte linearni zavislost n vektori. Jaky je specidlni vyznam definice pro n = 27
Definujte linearni nezavislost n vektori. Jaky je specidlni vyznam definice pro n = 2?7
Jak rozhodnete, ze dané tii vektory tvoii bazi v V(Es3)?

Jsou dany nenulové vektory a a b a pro skalarni soucin plati @ - b = 0. Jakou vlastnost
pak maji dané vektory?
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8.5 Jsou dany vektory a a b v V(E;3) a pro vektorovy soucin plati @ x b = o. Jakou vlastnost
pak maji dané vektory?

8.6 Jsou dany vektory a, b a ¢ v V(E3) a pro smiSeny soucin plati (a,b,c) = 0. Jakou
vlastnost pak maji dané vektory?

8.7 Odpovédi na predchazejici tfi otazky zdtvodnéte pomoci geometrické interpretace vy-
znamu jednotlivych soucini vektort.



Kapitola 9

Analyticka geometrie linearnich ttvart
v g

V této casti textu budeme aplikovat nékteré poznatky vektorového poctu na popis linearnich
geometrickych utvari v prostoru Es. Pracovat budeme s body, pfimkami a rovinami. Zkoumat
budeme jejich vzajemnou polohu — polohové vztahy a uvedeme i potiebny aparat pro urceni
vzdélenosti ¢i odchylek (velikosti thlt) — metrické vztahy.

Pouzivat budeme popisu objektii pomoci rovnic, tj. tzv. analytické metody. Jiného popisu
geometrickych objektd pouziva synteticka geometrie, kterou jste poznali na zékladni a stiedni
skole. V syntetické geometrii se pracuje s grafickym znazornénim objekti a jako nastroj se
pouziva kruzitko a pravitko. Zdiraznéme, ze obé metody popisuji stejné objekty a doporucu-
jeme, aby pfi analytické metodé byly postupy a vysledky vypoctt konfrontovany s nazornéjsim
syntetickym popisem.

9.1 Rovnice primky

9.1.1 Vektorova rovnice primky

Uvazujme pifimku p uréenou dvéma riznymi body A, B. Smérovym vektorem primky p rozu-
mime libovolny nenulovy vektor, ktery je kolinearni s vektorem w = AB = B— A. Pro libovolny
bod X na pfimce p plati

X—-A=t(B-A)=t-u, teR.
Tak dostavame tzv. vektorovou rovnici primky p
X=A+t-uw, teR. (9.1)

V rovnici uzivame symbolt X, A, B, které oznacuji body, ale zde se jedna o polohové vektory
X, A, B danych bodi — obr. 9.1. Symbolem ¢ je oznacen tzv. parametr. Bodu A, resp. B,
prislusi parametr t = 0, resp. t = 1. Uvedena vektorova rovnice primky je formalné stejna pro
vyjadieni pfimek v libovolném euklidovském prostoru, tj. v Eg, resp. v [E3, ale i v euklidovskych
prostorech vyssich dimenzi.

111
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Obrézek 9.1:

9.1.2 Parametrické vyjadieni primky

Rozepiseme-li rovnici (9.1) do jednotlivych slozek pomoci soutadnic bodt X[z, y, 2|, Alay, as, as]
a vektoru uw = (uy, uz, ug), dostaneme parametrické vyjadrent primky p:

r=a;+tu, y=as+tuy, z=uaz+tus, tER. (9.2)

Z hlediska fyziky a mechaniky jsou uvedené rovnice (9.1) a (9.2) popisem rovnomérného
pfimocarého pohybu a parametr ¢ udava c¢as. Chceme-li analyticky vyjadfit jen (uzavienou)
usecku AB, resp. polopfimku AB, volime t € (0,1), resp. t € (0,00). Podobné libovolnym
omezenym intervalem (d,h) je urcena usecka DH lezici na pfimce p, kde D = A+ d - u
aH=A+h-u.

Snadno zjistime, Ze napf. stfedu S tsecky AB odpovida parametr t = <.

V aplikacich geometrie se pro tii body A, B, X, A # B, X # B, lezici na jedné primce
pouziva tzv. délici pomeéer \ bodu X wvzhledem k bodum A, B, ktery je definovan vztahem
AX = AXB a zna¢ime A = (A, B; X). Snadno zjistime, Ze napf. pro stied S tsecky AB
plati (4, B; S) = —1.

V nasledujicim prikladu si ukdzeme, ze pfimku je mozné parametrizovat podle konkrétniho
zadani jinak, nez jsme uvedli v (9.2). Provedeme tzv. linedrni transformaci parametru.

1

N

Piiklad 9.1 Hmotny bod koné pfimocary rovnomérny pohyb z bodu R[1,5,2| (¢as tg = 12)
do bodu Q)[3,2, 7] (¢as tg = 22). Uréime ¢as a bod, v némz hmotny bod dosédhne “vysky” v = 6.
ReSeni: Nejprve sestavime parametrické rovnice pfimky RQ podle (9.2). Platiu = @Q — R =
(2, —3,5). Parametrické rovnice jsou pak tvaru

r=1+2t, y=5-3t, 2=2+5t, teR. (9.3)

Nyni provedeme transformaci parametru ¢ tak, aby byly splnény podminky tlohy. Zavedeme
novy parametr t* tak, ze ¢ bude linearni funkci t*, tj. t = at* + 3. Hodnoty « a (3 stanovime
tak, aby pro t* = 12 bylo t = 0 a pro t* = 22 bylo t = 1, tj. dostavame soustavu

1204+ = 0
2a+ b = 1,
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Obrazek 9.2:

ktera ma feseni a = 0,1, § = —1,2. Dosadime ¢t = 0,1 t* — 1,2 do parametrického vyjadreni
(9.3) a dostaneme

r=—1,4+0,2t", y=8,6—0,3t", 2= —4+0,5", ' €R . (9.4)

Nyni ur¢ime bod drahy, ktery ma “vysku” v = 6, tj. bod pfimky (9.4), ktery mé soufadnici
z = 6. Plati tedy 6 = —4 + 0, 5¢*. Snadno vypocéteme cas t* = 20. Hledany bod X méa pak
soufadnice X2, 6;2, 6;6].

9.2 Vzajemna poloha dvou primek

K diskusi vzajemné polohy dvou pfimek vyuzijeme vektorové algebry. Kazdou z piimek p a ¢
uré¢ime bodem a smérovym vektorem. Necht rovnice danych pfimek jsou tvaru

p: X=P+tp, teR
q: Y=Q+sq, s €R.

Vzéajemnou polohu pfimek p a ¢ lze posoudit na zakladé vlastnosti vektort p, g a PQ (plati
P # o0 a q # o). Prehledné je klasifikace vzajemné polohy uvedena v tab. 9.1.

Pp,q kolinearni p a PQ kolinearni totozné primky
p a PQ nekolinearni rizné rovnobézky
Pp,q nekolinearni | p, g a PQ linearné zavislé riznobézky
P, q a PQ lineadrné nezavislé | mimobézky

Tabulka 9.1:
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Priklad 9.2 Rozhodneme o vzajemné poloze pfimky a a osy y. Pfimka a je urcena body
Al-2,3,—4] a A'[1,-1,2].
Reseni: Ozna¢me a smérovy vektor piimky a. Vypocteme a = A’ — A = (3, —4,6).

Pro osu y mtzeme za urcujici prvky vzit pocatek O[0,0,0] a vektor e; = (0, 1,0).

Je zfejmé, Ze smérové vektory a a e, jsou nekolinedrni (zadny z nich nelze vyjadfit jako
nasobek druhého). Uvazované ptimky jsou tedy podle tab. 9.1 bud riznobé&zné nebo mimobézné.
Nyni zalezi na tom, zda vektor OA “pricky” je na vektorech a a ey linedrné zavisly nebo
nezavisly. Proto vypoc¢teme determinant

a 3, —4, 6
ey | = 0, 1, 0|=-124+04+0+12—-0—-0=0.
OA 2, 3, —4

Vektory a, es a O A jsou linearné zavislé. Piimky a a y jsou tedy riiznobézné.
Stanovime soufadnice jejich priseciku (). Napiseme parametrické vyjadreni téchto primek:

a: r=-2+4+3t, y=3—-4t, z=-44+6t, teR
Y r=0 y=s, z=0, s €R.

Resime tedy soustavu t¥i rovnic pro nezndmé t a s (vime, 7e soustava bude mit jediné feseni):
—243t=0, 3—-4t=s, —44+6t=0

Ziejmé t = % as= % Hledany prusecik Q[0, %, 0].

9.3 Rovina

Uvazujme rovinu p uréenou tfemi nekolinedrnimi body A, B, C'. Analyticky popis roviny p mtze
mit nékolik tvarti. Postupné uvedeme vektorovou rovnici, norméalovy a parametricky tvar, obec-
nou rovnici a usekovy tvar rovnice.

9.3.1 Vektorova rovnice roviny

Ozname b= B— A, ¢ = C'— A. Vektor (X — A) urfeny danym bodem A a libovolnym bodem
X roviny p vyjadiime jako linedrni kombinaci vektort b, ¢, tj. vektory b, ¢, X — A jsou linearné
zavislé (komplanéarni):

X—A=u-b+v-c,

neboli

X=A+u-b+v-c, (uv)e€R. (9.5)

Rovnice (9.5) je vektorovou rovnici roviny p. Parametry jsou oznaceny u, v a dvojici b, ¢ nazy-
vame zaméreni roviny. Na obr. 9.3 je zndzornén vyznam téchto parametri a rovnice (9.5).
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Obréazek 9.3: Obréazek 9.4:

9.3.2 Parametrické vyjadieni roviny

Rovnici (9.5) rozepiseme do jednotlivych slozek. Ozna¢me soufadnice bodu X[z, y, 2|, Alxa, ya, 24]
a soufadnice vektortt b = (by, by, b3) a ¢ = (¢4, ¢o, ¢3). Parametrické rovnice roviny p jsou pak
tvaru:

T=Ta+u-by+v-c, 9.6)
Yy=yatu-by+v-c, (9.7)
z=za+u- b3+ uv-cs. (9.8)

9.3.3 Hessuv normalovy tvar rovnice roviny

Pomoci operaci s vektory muzZeme rovinu popsat i jinou cestou (obr. 9.4): Vektory b= B — A
a c = c - A vynasobime vektoroveé a oznacCime
n = u X v. Vektor n — tzv. normdlovy vektor roviny — je kolmy k nekolinearnim vektorim
b a c (tj. vektor n je smérovym vektorem kolmice k roviné p). Hesstiv normdlovy tvar rovnice
roviny p predstavuje podminku

(X—A)-n=0, (9.9)

kde X je libovolny (obecny) bod roviny p. Vychazime z toho, ze pro X # A musi byt vektory
X A an kolmé. Je-li X = A, pak vektor X A je nulovy a vztah (9.9) je splnén.

9.3.4 Obecna rovnice roviny

Vyjdeme z Hessova normalového tvaru (9.9) a ozna¢ime normalovy (nenulovy) vektor n =
(n1,n2,n3). RozepiSeme-li rovnici (9.9) do jednotlivych slozek, obdrzime obecnou rovnici ro-
viny p

mr+ngy +nzz+d=0, (9.10)

v niz koeficient d = —(xan; + yanas + zans). Koeficient d tedy uréime dosazenim soufadnic
libovolné bodu A roviny do rovnice (9.10).



9.3. Rovina 116

Obecnou rovnici roviny p lze odvodit také z parametrického vyjadieni (9.6). Staci vyloudit
parametry u, v.

9.3.5 Usekovy tvar rovnice roviny

Uvazujme rovnici (9.10) pro piipad d # 0 a nenulové slozky vektoru n. Mizeme psat

x Y z
=1, (9.11)

ni ng ns
V rovnici (9.11) ozna¢me d, = —nil, d, = —n%, d, = —%. Ziskavame tak dsekovy tvar rovnice
roviny

r oy oz

—+ =+ —=1. 9.12

4 a, (9.12)

Nézev tohoto tvaru rovnice roviny vychazi ze skutecnosti, Ze ¢isla d,, d,,, d, udéavaji “aseky”,
které rovina p vytind na soutradnicovych osach, presnéji rovina p protind souradnicové osy
v bodech P,[d,,0,0], P,[0,d,,0], P,[0,0,d.]. Toto tvrzeni plyne z toho, ze vypocet priseciki
roviny p napi. se soufadnicovou osou x muZeme provést z rovnice (9.12) tak, Ze poloZime
y = z = 0 (tim jsou charakterizovany vSechny body lezici na ose ).

Pokud je rovina p rovnobézna s nékterou soutadnicovou osou, pak je v rovnici (9.10) pfi-
slusnd slozka vektoru n rovna nule, tj. v rovnici (9.12) chybi piislusny ¢len. Konkrétné napt.
pro rovinu p rovnobéznou s osou x, x Z p, p M(zy), 1ze uvést usekovy tvar rovnice % +5=1
a podobné pro dalsi pripady. V tsekové tvaru vSak nelze uvést rovnici rovin, které prochazeji
pocatkem O. Pro takové roviny je totiz v rovnici (9.10) d = 0.

Priklad 9.3 Pro rovinu a = (LM N) uvedte jednotlivé typy (vektorovy, parametricky, Hesstav,
obecny, tsekovy) jejiho analytického popisu, je-li L[2,4,0], M[1,—-2,2], N[-1,1,6].
ReSeni: Zaméfeni roviny a tvoii napf. vektory a = M — L = (—=1,-6,2) ab = N — L =
(—3,—-3,6). Vybrat by bylo mozné i jiné zaméfeni roviny, napf. misto vektoru b = N — L
muzeme uvazovat vektor b* = M — N apod.

Vektorova rovnice roviny « je napf. tvaru

X=L+u-a+v-b=1[2,4,0]+u(-1,-6,2) + v(—3,—3,6) . (9.13)
Jiny tvar vektorové rovnice roviny « (vektory a a b* umistime do bodu N) je
X=N+u-a+v-b =[-1,1,6 +u(—1,—6,2) + v(2, —3,—4) . (9.14)

Parametrické vyjadieni roviny « ziskdme rozepsanim vztahu (9.13) nebo (9.14), pfip. i jiného
vektorového vyjadieni, do slozek. Z (9.13) mdme © = 2 —u — 3v, y = 4 — 6u — 3v, z
2u+6v. Ukézali jsme tak, zZe pro danou rovinu neni jeji vektorova rovnice vyjadiena jednoznacné
(volitelny je bod roviny a jeji zaméteni). Pochopitelné i parametrické vyjadieni zavisi na vybéru
urcujicich prvki roviny.

Urcéime nyni normélovy vektor nm roviny «. Stanovime n = a X b, tj.

(] -6 2| | -1, 2] | -1, -6
"=\ -3, 67| -3 6| -3 -3

(—30,0, —15).
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Normalovy vektor n roviny je urcen jednoznacné az na nasobek, tj. misto vektoru n mtzeme
* 1

uvazovat libovolny nenulovy vektor m* kolinearni s vektorem m. Zvolme n* = —= - n, tj.
n* = (2,0, 1). Hesstiv normalovy tvar rovnice roviny a mtizeme zapsat jako (X — L) - n* = 0,
£,

(r—2y—4,2)(2,01)=0. (9.15)

Obecny tvar rovnice roviny mtzeme nyni urcit nékolika zpiisoby. Nejjednodussi cestou je ro-

zepsani rovnice (9.15). Jinou moznosti je napt. vyuziti vztahu (9.10). Snadno obdrzime obecnou
rovnici roviny o:

2e+2—4=0. (9.16)

Je zfejmé, Ze obecny tvar rovnice roviny je urcen jednoznac¢né az na nasobek nenulovym realnym
¢islem. To je nepochybné vyhoda tohoto tvaru pro mnohé aplikace (napft. pfi navrhu datového
popisu objekti v CAD/CAM).
Uvedeme jesté usekovy tvar rovnice roviny «. Rovnici (9.16) upravime na tvar (9.12). Plati
r oz

2421, 1
51 (9.17)

Z tsekového tvaru si dokdzeme snadno predstavit, jak je rovina a umisténa vzhledem k osam

systému soufadnic. Rovina « je rovnobéZzna s osou y, osu x protind v bodé X[2,0,0] a osu z
v bodé Z[0, 0, 4].

9.4 Vzajemna poloha dvou rovin, prisecnice dvou rovin

Uvazujeme dvé roviny «, resp. 3, a kazdou ur¢ime bodem A, resp. B, a norméalovym vektorem
T, resp. ng. Rovnice danych danych rovin v Hessové normalovém tvaru jsou

a: (X—A)n,=0, (9.18)
B: (Y—=B) nz=0. (9.19)
Vzéjemnou polohu rovin « a 3 1ze posoudit na zakladé vlastnosti vektori n,, nga AB = B—A

(plati n, # o a ng # o). Prehledné je klasifikace vzdjemné polohy dvou rovin uvedena v tab.
9.2.

N,n 3 kolinedrni n, - AB = 0 | totozné roviny
n, - AB # 0 | rizné rovnobézné roviny
N4,n 3 nekolinedrni riznobézné roviny
Tabulka 9.2:

O vzajemné poloze dvou rovin lze rozhodnout také napi. na zakladé diskuse feseni soustavy,
kterou vytvotime z obecnych rovnic danych rovin.

Priklad 9.4 Rozhodnéte o vzajemné poloze rovin a a § danych parametrickym vyjadienim:

Q: r=14u+2v, y=-246u—3v, z2=2-2u—4v;
0 r=242s, y=r, z=-—4s,
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kde u a v jsou parametry ve vyjadieni roviny . a s a r jsou parametry pro rovinu [3.
Reseni: Pro kazdou z rovin stanovime nejprve normélovy vektor. Pomoci vektorového sou¢inu
prislusnych vektori zamétreni obdrzime

1 6

’ = (—30,0,—15)
Y Y Y )
' 2, =3

B 6, —2|
Ma=\| =3, —4|" |2 -4
0, —4 2, —4| ]2 of\_
ol (Y S A A )RR T

Vektory n, a ng jsou kolinearni, nebot n, = —%ng. Dané roviny jsou tedy bud rovnobézné,
nebo totozné. Uréime “pricku” AB danych rovin a podle tab. 9.2 posoudime nulovost skalarniho
soucinu vektoru AB s nékterym z norméalovych vektort. Z parametrického vyjadfeni danych
rovin snadno zvolime (mozny je i vybér jinych boda) A[l,—2,2], B[2,0,0] a mame AB =
B — A= (1,2,-2). Pro zminény skaldrni soucin plati

1, —2

ng-(B—A)=(4,0,2)-(1,2,-2) =0.
Ukazali jsme tedy, ze dané roviny a a (3 jsou totozné.

Pro dvé rtiznobézné roviny « a 3 je mozné stanovit rovnici (vektorovou nebo parametrickou)
jejich spole¢né primky — tzv. prusecnice. Postupovat miizeme nékolika zptisoby. Popiseme-li
obé roviny pomoci obecné rovnice, staci fesit soustavu, ktera je tvorena témito rovnicemi, tj.
soustavu:

Npal + Ny + Moz +do =0, (9.20)
Ng T + Ny gy +n,52+dg=0.

Pro smérovy vektor p prusecnice p plati (normélové vektory riznobéznych rovin jsou nekoline-
arni) p = n, x ng.

Piiklad 9.5 Uréime prisecnici (pokud existuje) rovin p a o:

p: x+2y—32+1=0,
o: 20—-2y+32—-4=0,

Reseni: Sestavime rozsifenou matici soustavy a provedeme Gaussovu eliminaci.

1, 2, =3 |-1 1, 2, =3 | -1
2, —2, 3| 4 0, —6, 9 6 )
Reseni miizeme psat ve tvaru
3

z=1t, y:—1+§t7 r=—-143t+2-3t=1, teR,

coz jsou parametrické rovnice hledané priisecnice rovin p a 0. Poznamenejme, Ze priisecnice je
urcéena bodem P[1, —1,0] a napf. smérovym vektorem p = (0, 3, 2).

Urceni pfimky jako prisecnice dvou ruznobéznych rovin — viz (9.20) — je dalsim zptsobem
popisu piimky (kromé vektorového a parametrického popisu).



9.5. Geometricka interpretace Gaussovy eliminace 119

9.5 Geometricka interpretace Gaussovy eliminace

Uvazujme tii roviny «, 3 a 7. Diskuse jejich vzajemné polohy souvisi s diskusi TFesitelnosti
soustavy linearnich rovnic, kterou tvoti obecné rovnice danych rovin.
Uvazujme konkrétni roviny:

a:rx+y+2—-3=0, pf:ax+2y—2—-2=0, ~v:2xr+y—2—2=0.

Urceni spole¢ného bodu X téchto rovin provedeme fesenim soustavy linearnich rovnic Gausso-
vou eliminaci:

1, 1, 1]3 1, 1, 1] 3 1, 1, 1] 3
1, 2, —1]2 ~ 0, 1, —2|-1 ~ 0, 1, —2|-1
2, 1, —112 0, -1, —3|—4 0, 0, —5|—5

Resenim soustavy je, jak snadno zjistime, z = y = = = 1, neboli priiseéikem danjch rovin
je bod X[1,1,1].

Obrazek 9.5:

Vsimnéme si nyni, jaky proces byl z geometrického hlediska realizovan Gaussovou eliminaci.
V kazdém kroku eliminacniho procesu soustava popisuje tfi roviny s uvedenym spole¢nym
bodem X. Po prvnim kroku eliminace uvazujeme misto rovin  a ~ roviny

Gr:y—2z241=0, m:y+32—4=0.

V druhém kroku dojde k vyméné roviny 7, za rovinu 7, s rovnici (po upravé) z — 1 = 0.

Na obr. 9.5 je znazornéna vychozi situace. Obr. 9.6 zobrazuje situaci po prvnim eliminac-
nim kroku a na obr. 9.7 je uvedena vysledna konfigurace. Geometrickou podstatou Gaussovy
metrické objekty (zde roviny), které maji vzhledem k systému soufadnic specidlni polohu. Napt.
roviny (31 a 7y jsou rovnobézné s osou x, rovina 7, je rovnobézna jak s osou x, tak s osou y, tj.
je rovnobézna s rovinou (zy).
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z z
|a
1x
— 4
B
V1
X
Obrazek 9.6: Obrézek 9.7:

9.6 Vzajemna poloha primky a roviny
Necht je pifimka p dané vektorovou rovnici
X=A+t-u (9.21)
a rovina p Hessovym normalovym tvarem
(X—B) n=0. (9.22)

O vzajemné poloze pfimky p a roviny p lze rozhodnout na zakladé skalarniho sou¢inu u -n
smérového vektoru primky a normalového vektoru roviny a pfipadné i vektoru “pricky” AB.
Klasifikace vzajemné polohy pfimky a roviny je uvedena v tab. 9.3 (u # o, n # o).

u - n=0|(B-—A) -n=0|pCp
(B—A)-n #0 | rovnobéznost, p ¢ p
u -n#0 riznobéznost

Tabulka 9.3:

Urceni priseciku v pripadé riznobézné piimky a roviny provedeme pomoci vypoctu prislus-
ného parametru ¢ z rovnice (9.21).
Je-li bod X spoletnym bodem piimky a roviny, plyne z (9.22) a z (9.21) po jednoduché
Uprave
(A-=B)+t-ul-n=0.

Pro parametr ¢ ziskdme linearni rovnici
(A-B) - n+t-(u-n)=0, (9.23)

kterd méa jediné feSeni ty, nebot skalarni souc¢in u - n # 0. Hledanym prusecikem je bod P =
A+ to - u.



9.7. Vzdalenost bodu, pfimek a rovin 121

Priklad 9.6 Rozhodneme o vzajemné poloze piimky p a roviny « a jsou-li riznobézné, ur¢ime
jejich prisecik. Pro piimku plati p = RQ, R[1,1,1], Q[2,3,0] a rovina a« = (ABC') je uréena
body A[—1,2,-3], B[2,0,4], C[0, 4, —2].

Reseni: Uréime smérovy vektor p piimky p a zaméfeni b= B — A, ¢ = C — A roviny «. Plati

p=Q—-R=(1,2,-1), b=(3,-2,7), c=(1,2,1). (9.24)

Snadno vypoéteme vektorovy soufin w = b x ¢ = (—16,4,8) a zvolime normalovy vektor
n = (—4,1,2) roviny o (n je nenulovy a kolinearni s vektorem w).

Pomoci skalarniho sou¢inu p-n (viz tab. 9.3) rozhodneme o vzajemné poloze danych objekti.
Plati p-n = (1,2,—-1) - (—4,1,2) = —4 # 0, tj. vektory p a n nejsou kolmé a v dtisledku toho
je primka p rtiznobézna s rovinou a.

Pro vypocet priise¢iku piimky p a roviny o sestavime parametrické vyjadieni pfimky p
a obecnou rovnici roviny «. Plati

p: x=1+t, y=14+2t, z=1—-t, teR. (9.25)

Obecna rovnice roviny o (mé normalovy vektor n) je tvaru —4z + y + 2z + d = 0. Absolutni
¢len d této rovnice stanovime napi. z podminky B € a, tj. =8 + 0+ 8 +d = 0, neboli d = 0
(zjistili jsme, Ze rovina « prochdzi poc¢atkem souradnicového systému). Mame tedy:

a: —dr+y+22=0. (9.26)

Jestlize nyni z (9.25) dosadime do (9.26), dostaneme linedrni rovnici pro hledanou hodnotu
parametru t. Po snadnych tpravach obdrzime rovnici —4t — 1 = 0, tudiz priseciku X primky p

a roviny a odpovida na pfimce p parametr ¢ty = —%. Po dosazeni hodnoty parametru do (9.25)
mame X = [3,1 2],

Vzhledem k zaporné hodnoté parametru ¢y jsme zjistili, ze prisecik X lezi na poloptimce
opacné k polopfimce RQ. Plati X = R — 1(Q — R).

9.7 Vzdalenost bodt, primek a rovin

V prehledu uvedeme metody a piip. i ptislusné vzorce pro urceni vzdalenosti. V celém odstavci
uvazujeme body A a B, ptimky p, ¢ (p || ¢), r (r mimobéZzna s ¢q) a roviny o a # (« || 3) dané
takto:

A[alaa27a3]7 B[blab27b3]a (927)
p: X=A+t-u, q:Y=B+s-u, r: Z=CHw-v,
a: (X—A)-n=0, p: (Y -B)-n=0.

Znacime déle u = Uy, Ug2,Uz), M = (N1, N2, N3 atd. Pro absolutni ¢len obecné rovnice roviny o
) ) ) ) )
pouiivéme oznaceni d.
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9.7.1 Vzdalenost bodu A, B

Ptislusny vzorec je disledkem opakovaného pouziti Pythagorovy véty a odpovida samoziejmeé
vztahu pro uréeni velikosti vektoru (B — A):

d(A, B) = |AB| = /(b1 — a1)? + (by — a2)? + (bs — a3)? =

9.7.2 Vzdalenost bodu A od primky ¢

Postupovat miizeme tak, ze bodem A prolozime rovinu p kolmou na pfimku ¢ a ur¢ime prisecik
M ptimky ¢ s rovinou p. Pro hledanou vzdalenost plati d(A, q) = d(A, M) — obr. 9.8.

Obrazek 9.8: Obréazek 9.9:

Hledanou vzdalenost lze ziskat rovnéz pomoci vektorového poctu, zejména pomoci geome-
_ 1

trickych vlastnosti vektorového sou¢inu. Oznaéme w* = Y normalizovany smérovy vektor
piimky ¢ a uvazujme vektor (B — A) — obr. 9.9. Z vlastnosti vektorového sou¢inu vime, ze veli-
kost |(B — A) x w*| udava obsah rovnobézniku uréeného umisténim danych vektort. Vzhledem
k tomu, ze strana rovnobézniku lezici na pfimce ¢ ma jednotkovou délku, je obsah rovnobézniku

roven jeho vysce v, tj. hledané vzdalenosti d(A, q). Plati tedy
1

Ju]

Piiklad 9.7 Uréime vysku v, v trojihelniku ABC, kde A[1,1,1], B[2,3,4] a C[-1,—1, —1].

Reseni: Pro hledanou vysku v, plati v, = d(A, BC). Vzdalenost bodu A od piimky BC uréime
podle vzorce (9.29):

d(A,q) = |(B— A) x u| = —|(B - A) x u] (9.29)

1

Vg = d(A’BC):d(B,C)

(B—A)x(B-C)|=
1 44+16+4 2

—1(1,2,3 3,4,5) =/ —— = =V3.

\/E|< » < ) X ( ) )| 50 5\/_

Priklad 9.8 Na tsecéce AB ur¢ime bod X, ktery ma miniméalni vzdalenost od daného bodu

C. A[1,1,1], B[2,3,4] a C[-1,—1, —1].



9.7. Vzdalenost bodu, pfimek a rovin 123

Reseni: Uréime bod M € AB, ktery urcuje vzdalenost bodu C od piimky AB. Pokud bod M
nalezi tsecce AB, bude X = M. Padne-li bod M mimo usecku AB, splyne bod X s jednim
z krajnich bodi usecky AB. Je-li d(C, A) < d(C, B), bude X = A, jinak X = B.

Pro urc¢eni bodu M vedeme bodem C rovinu p kolmou na ptimku AB. Pro normalovy vektor
roviny p plati n = B — A = (1,2, 3). Obecna rovnice roviny p po dopo¢itani absolutniho ¢lenu
z podminky C' € p ma tvar x + 2y + 3z + 6 = 0.

Urcéime prusecik M piimky AB s rovinou p. Pfimka AB ma parametrické vyjadieni

r=1+t, y=14+2t, 2=1+3t, teR.

Po dosazeni a tpravé stanovime pro prisecik M parametr tg = —g. JelikoZ to ¢ (0, 1), nenélezi
bod M tusecce AB.

Regenim tlohy bude tedy jeden z krajnich bodt tisecky. Vypoéteme d(A, C) = v/12ad(B, C)
V50. Je tedy d(A,C) < d(B,C) a fesenim tlohy je bod M = A. Zdfivodnéni tohoto zavéru
plyne i z toho, ze ty < 0, tj. bod M lezi na opac¢né polopfimce k polopfimce AB a bod A
oddéluje body M a B.

9.7.3 Vzdalenost bodu B od roviny «

Konstruktivni postup feseni tlohy vede k urceni paty B’ kolmice k£ vedené z bodu B k roviné
a. Hledand vzdalenost d(B, «) = d(B, B") — obr. 9.10.

Obrézek 9.10: Obrézek 9.11:

S vyuzitim geometrické interpretace absolutni hodnoty skalarniho soucinu vektort snadno
dojdeme k jiné moznosti urceni vzdéalenosti. Oznacime n* jednotkovy normalovy vektor roviny
«. Hledana vzdalenost — obr. 9.11

1

A(B,0) = n* (B = A)| = fn - (B = A)]. (9.30)

Po tpravé (jde vlastné analogii k pfevedeni Hessova normalového tvaru rovnice roviny na obec-
nou rovnici) muzeme psat

- \nlbl + n2b2 + ngbg + d’

VN3 +n3+n3

d(B,«)

(9.31)
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9.7.4 Vzdalenost rovnobéznych primek p a ¢

Snadno zjistime, ze d(p,q) = d(A, q), tj. vzdalenost dvou rovnobéznych pfimek mizeme urcit
jako vzdalenost zvoleného bodu na jedné z danych piimek od druhé piimky. Urceni vzdalenosti
d(A, q) jsme podrobné probrali v odst. 9.7.2.

9.7.5 Vzdalenost mimobézZnych primek g a r

Vzdalenost mimobéznych piimek ¢ a r je urcena tzv. nejkratsi prickou mimobézZek. Oznacme
body, v nichZ nejkratsi pricka protind dané mimobézky, Yy a Zy. Lze ukazat, ze

dYo, Zp) =min{d(Y, Z2);Y € ¢, Z €r} < (YoZo Lq) N (YoZy L 7).

Nejkratsi pricka mimobézek je kolma k obéma mimobézkam. Na obr. 9.12 jsou uvedeny mi-
mobézky ¢ a r a pro lepsi ndzornost je doplnén ctytstén. V odst. 9.9 uvedeme vice poznatkt
o prickach mimobézek. Zde urc¢ime vzdéalenost mimobézek ¢ a » pomoci vektorové algebry. Uva-
zujme vektory uw, v a C' — B — obr. 9.13. Vime, ze objem V' rovnobéznosténu urceného tremi
vektory se rovna absolutni hodnoté smiseného soucinu danych vektor, tj.

V =|(u,v,C - B)|. (9.32)

Obrézek 9.12: Obrézek 9.13:

Pfipomenme, ze obsah rovnobézniku se rovna velikosti vektorové soucinu vektorti urcenych
jeho stranami. Podstava rovnobéznosténu z obr. 9.13 mé tedy obsah

P=|u x| (9.33)
Pro vysku v rovnobéznosténu plati v = % a zaroveii v = d(Yy, Zo) = d(q, ).

Pro vzdalenost mimobézek ¢ a r jsme tedy odvodili vztah

Priklad 9.9 Urcime vzdalenost mimobézek a a b. Pfimka a je rovnobézna s osou z a prochazi
bodem A[2,1,0], pfimka b je prise¢nici rovin danych obecnymi rovnicemi z —y + 2z = 0 a 2z +
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y+2z=0.
ReSeni: Oznaéme a a b smérové vektory stejnojmennych pifmek. UvaZovat miizeme a =
(0,0,1) a vektor b vypoéteme jako vektorovy souéin normélovych vektorti danych rovin, tj.

b=(1,-1,1) x (2,1,2) = (—3,0,3).

Pro dalsi vypocet musime znat jesté jeden bod primky b, zde je takovym bodem pocatek
010, 0,0].
Nyni jiz mizeme urcit vzdalenost mimobézek a a b podle vztahu (9.34):

0, 0 1
v:’(a’b’A;O)’:%abs -3, 0, 3 =1.
@ > bl 2.1, 0

Doporucujeme c¢tenari, aby si v nacrtku vyznacil dané primky. K tomuto zadani se vratime
jesté v prikladu 9.10.

9.7.6 Vzdalenost primky p od rovnobézné roviny [

Plati d(p, 3) = d(A, 3), tj. vzdalenost pfimky od rovnobézné roviny se rovna vzdalenosti zvole-
ného bodu pfimky od dané roviny. Urceni vzdélenosti d(A, 3) jsme podrobné probrali v odst.
9.7.3.

9.7.7 Vzdalenost rovnobéznych rovin a a

Plati d(«, 5) = d(A, ), tj. vzdalenost rovnobéznych rovin se rovna vzdélenosti zvoleného bodu
v jedné roviné od druhé roviny. Urceni vzdélenosti d(A, 3) jsme podrobné probrali v odst. 9.7.3.

9.8 Odchylky pfimek a rovin

V tomto odstavci uvazujeme primky a, b a roviny «, 3 dané takto:
a: X=A4t-u, b:Y=B+s-v, (9.35)
a: (X—=N)-n=0, : (Y-M)-m=0.

Odchylkou dvou geometrickych ttvari rozumime velikost (ostrého nebo pravého) ahlu, ktery
dané utvary sviraji. Pro odchylku ¢ tedy plati 0 < ¢ < 7.

9.8.1 Odchylka primek p a ¢

Pomoci skalarniho souc¢inu smérovych vektort lze urcit odchylku danych piimek. Oznac¢me ¢*
odchylku vektorti w a v. Plati 0 < ¢* < 7 a podle definice skalarniho soucinu je

u v = |u|-|v|-cosp”.
Pro odchylku ¢ piimek p a ¢ — obr. 9.14 a 9.15 — plati

u - v

cos p = (9.36)

jul - v
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Obrazek 9.14: Obrazek 9.15:

9.8.2 Odchylka primky p a roviny «

Podle predchazejiciho odstavce snadno ur¢ime odchylku ¢ primky p a normaly n roviny a. Pro
odchylku ¢ piimky p a roviny a plati ¢ = 7 — @ (jednd se o velikost dopliikového tihlu) — obr.
9.16.

Vysledny vztah je tvaru

: T _ |u -n
singp = cos(= — ) =cosp = ————. (9.37)
2 ul - [n]
Obrazek 9.16: Obrazek 9.17:
9.8.3 Odchylka rovin a a (3
Odchylku ¢ danych rovin uré¢ime jako odchylku jejich normal — obr. 9.17. Plati tedy
cos p = In-m| (9.38)

n[ - [m]
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9.9 Pricky mimobézek

Prickou mimobézek a, b rozumime kazdou piimku p, kterd dané mimobézky a, b protina. Mezi
vsemi prickami dvou mimobézek mtzeme hledat takovou, ktera spliiuje dalsi podminky. Z hle-
diska aplikaci maji vyznam nésledujici tlohy:

1. urcit pficku mimobézek prochézejici danym bodem M,

2. urcit pricku daného sméru, tj. pticku rovnobéznou s danou primkou ¢, resp. pricku s danym
smérovym vektorem,

3. urcit nejkratsi pricku, tj. pricku kolmou k danym mimobézkam.
Ptedpokladejme, Ze mimobézky a, b jsou dany vektorovymi rovnicemi

a: X=A+t-a, b: Y=B+u-b. (9.39)

9.9.1 Pricka mimobézZzek a, b bodem M

Pticku p mimobézek a,b prochazejici bodem M uréime jako prusecnici rovin o = (Ma) a 3 =
(Mb) — obr. 9.18. Pro tuto prisecnici zname jeden bod — bod M — a mtuzeme urcit jeji smérovy
vektor p pomoci vektorového souc¢inu norméalovych vektort rovin a a 5. V symbolickém zapisu:

p=((M—-A)xa)x ((M—B)xb). (9.40)
Vektorova rovnice pricky p je tvaru
Z=M+v-p, veER, (9.41)
kde v je parametr a smérovy vektor p je dan vztahem (9.40).

Pokud by bylo potieba v ramci feseni tllohy urcit i body A*, resp. B*, v nichz pricka p protina
primku a, resp. b, mizeme je urcit jako priseciky rovin «, resp. # s danymi mimobézkami.

Obrézek 9.18: Obrézek 9.19:
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9.9.2 Pricka mimobézZek a, b rovnobéZna s primkou ¢

Sestavime vektorovou rovnici pricky p mimobézek a,b rovnobézné s pfimkou c. Smérovym
vektorem piimky ¢ necht je vektor c. Pficku p mizeme urcit jako prisecnici rovin a a (3, kde
rovina « je urc¢end bodem A a zaméfenim a,c; rovina [ obsahuje bod B a méa zaméfeni b,c.

Podobné jako v tilloze o pTficce mimobézek vedené danym bodem, miizeme i zde urcit body
A*, B*, v nichz pricka protina dané mimobézky — obr. 9.19.

9.9.3 Nejkratsi pricka mimobézek a, b

V odst. 9.7.4 jsme popsali vlastnosti nejkratsi pricky danych mimobézek. Urcili jsme pak vzdale-
nost mimobézek. Nyni uvedeme postup, kterym je mozné stanovit vektorovou rovnici nejkratsi
pricky, prip. urcit body A*, B*, v nichz nejkratsi pricka protind dané mimobézky.

Vzhledem k tomu, Ze nejkratsi pricka je kolma k danym mimobézkam, miizeme urcit smérovy
vektor p této pricky pomoci vektorového soucinu smérovych vektorti @ a b. Tim jsme ale tilohu
o nejkratsi pricce prevedli na tulohu predchazejici, tj. na urceni pricky o daném smeérovém
vektoru.

Priklad 9.10 Uréime body A* a B*, v nichz nejkratsi pficka mimobézek a a b protina tyto
primky. Stejné jako v pfikladu 9.9 je pfimka a rovnobézna s osou z a prochazi bodem A[2, 1, 0]
a primka b je prisecnici rovin danych obecnymi rovnicemi x —y + 2 =0 a 2x +y + 2z = 0.
Reseni: Pro smérovy vektor nejkratsi pticky plati p = @ x b. V piikladu 9.9 jsme vypocetli
b = (—3,0,3). Snadno plyne, ze p = (0, —3,0). Uvazujme pro dalsi vypocet vektor es, ktery je
kolinearni s vektorem p.

Uréime pricku se smérovym vektorem e, — odst. 9.9.2. Pfipomenme, ze a = e3. Pro
rovinu « lze pak uvazovat e; jako jeji norméalovy vektor. Obecné rovnice roviny a (A € «)
je tvaru x — 2 = 0. Vzhledem k tomu, zZe parametrické rovnice primky b lze psat ve tvaru
r = —t,y = 0,z = t — uvazovali jsme smérovy vektor kolinearni s vektorem b, dostavame
B*[2,0, —2]. Stanovime-li obecnou rovnici roviny 3 a uréime-li prisec¢ik s pifimkou a, obdrzime
A*[2,1,—2]. K tomuto vysledku v§ak mtizeme dojit i ivahou zaloZenou na tom, ze piimka a je
rovnobézna s osou z.

Potvrzuje se vysledkem z piikladu 9.9 — vzdélenost mimobéZek a a b se rovna jedné, nebot
|A*B*| = 1.

9.10 Cviceni

9.1 Pro pfimku AB uvedte vektorovou rovnici a parametrické vyjadieni, je-li A[l,0,—2],
B[2,4, —4].

[a) X =[1,0,—2] +¢(1,4,-2), t € R,

b)x=1+t y=4t, z=—-2—2t, t € R]

9.2 Ktery z bodu A[5,7,1], B[O, %,0] lezi na pfimce p: t =14+ 2t, y =2+ 3t, 2 = 3+ 6t7
[A ¢ p,B € p
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9.3 NapisSte parametrické rovnice pfimky p, kterd je vedend bodem A[3,5,1] rovnobéziné
s piimkou ¢: © =2+ 4t, y = —3t, z = —3.
[t=3+4u,y=>5—3u,z=1]

9.4 Urcete pravouhly primét piimky p: © = 3 — 5t, y = 44 6t, z = 6 4+ 8¢ do roviny zy.
[t =3—bu, y=4+ 6u, z=0]

9.5 Rozhodnéte o vzajemné poloze primek a, b:

l.a: z=14+2t, y=7+t 2=3+4t, teR;

b: z=6+3u, y=-1—2u, z=-24u, u€eR.
2.a: x=244t, y=-6t, z=-1-—-8t teR,

b: x=7—6u, y=249u, z=12u, ueR.
3. a r=1+2t, y=2-2t, z=-t, teR;

b: x=-2u, y=-54+3u, z=4, ueR.

Jedna-li se o rliznobézky, vypoctéte souradnice jejich priseciku. Jedna-li se o rovnobézky
nebo riznobézky, napiste obecnou rovnici roviny, ve které piimky a, b lezi.

[(a) riznobézky; P[—3,5,—5], 9z + 10y — 7z — 58 = 0,

(b) rovnobézky; bz — 22y + 192+ 9 = 0,

(c) mimobézky]

9.6 Rovina p prochézi bodem A[—2,5,7] a jeji normdalovy vektor je n = (21, 15,8). Uvedte
obecnou rovnici roviny p a rozhodnéte, zda rovina p prochazi pocatkem O. [21z + 15y +
82=0, O € pl

9.7 Rovina o je urCena body A[2,3,1], B[3,1, 4], C[2,1,5]. Napiste riizné analytickd vyjadieni
roviny o. [napf. obecnd rovnice je x + 2y + z — 9 = 0]

9.8 Napiste obecnou rovnici roviny, pro niz znate jeji parametrické rovnice
r=u4+v, y=u—v, z=5+6u—4v, u,veR.
[z +5y —2+5=0]

9.9 Sestavte rovnici roviny v tsekovém tvaru, jestlize tato rovina prochézi bodem A[3,5, —7]
a na soufadnicovych osach vytina stejné dlouhé useky. [f+4¥+32=1]

9.10 Urcete rovinu, ktera je rovnobézna s piimkou x = 1+ 82t, y =7 2 = 5 4 79t a ve které
lezi piimka (dana jako prisec¢nice dvou rovin) 3z —4y+2—-12=0, 4xr—Ty—3z+4=0.
(792 — 147y — 82z + 184 = 0]

9.11 Rozhodnéte o vzajemné poloze rovin p a o:

1l.p: 3x—-2y—324+5=0, o: 92—-6y—92—-5=0;
2.p: x4+y+2—-1=0, o: 22+2y—2z+3=0.

[(a) rovnobézné ruzné; (b) riznobézné]
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9.12

9.13

9.14

9.15

9.16

9.17

9.18

9.19

9.20

9.21

Vysettete vzajemnou polohu nasledujicich tii rovin, jejichz obecné rovnice jsou:
20 —4y+52—-21=0, z—-3y+18=0, 6z+y+2—-30=0.
[protinaji se v bodé [3, 5, 7]]

Pro kterou hodnotu A € R nemaji roviny o rovnicich x+y+2—3=0,z+Ay+2z+1=0,
2x +y — 2z — 2 = 0 zadny spolecny bod? A =1]

Rozhodnéte o vzajemné poloze piimky p a roviny p.
l.p:ox=—-142t, y=3+4t, 2=3t, p: 3z—3y+22—5=0.
2.p:x=13+8t, y=14+2t, 2=4+3t, p: z+2y—42+1=0.

[(a) pllp, pZ p. (b) p C p]

Stanovte pruseciky primky p: x = 6 + 2t, y = —2 4+ 4t, z = —5bt se soufadnicovymi
rovinami. [[6,—2,0],[7,0,—2], [0, —14, 15]]

Sestavte parametrické rovnice priisecnice rovin
prrx+y+z—1=0ao0c: 2x+y—2+2=0.
napf. x = =3+ 2t, y =4 — 3t, z =]

Urcete obecnou rovnici roviny, kterd prochazi bodem A[—3,1,0] a pruse¢nici rovin
p:x+2y—z2+4=0ac0: 3x—y+22—1=0. 20z + 19y — 5z + 41 = 0]

Ptrimka p je dana jako priisecnice rovin o rovnicich
r—3y+22+4=0,2z+y—32—6=0.

Urcete obecné rovnice pravouhlych primétt primky p do souradnicovych rovin zz a yz.
[t —2—-2=0,y —2z—2=0]

Vypoctéte vzdalenost bodu M od roviny p:
1. M[1,2,-3], p: 2z +3y —4z+5 = 0;
2. M[7,-1,2], p= ABC, A[-5,0,0], B[0,0,2],C[0,-3,0].
[(a) 4,6; (b) 2]
Vypoctéte vzdalenost bodu M od primky p:

1. M[1,3,5], p=pno, p: 2e+y+2—1=0,
o:3r+y+2z—-3=0;

2. M[1,2)5], p: x=t, y=1—-2t, z=3+1.

Vypoctéte vzdalenost primek a, b:

l.a: =3+t y=1—1, 2=2+ 2t,
b: v=—u, y=2+4 3u, z = 3u;
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9.22

9.23

9.24

9.25

9.26

9.27

9.28

9.29

9.30

9.31

2.a: x=24+3t, y=—-1+4t, 2z =12t,
b: x=7T+3uy=1+4u, z =3+ 2u;

Vypoctéte odchylku ¢ primek a, b, je-li
a: x=1+3t y=—-246t, z =95+ 2t,
72]

b: x=2uy=34+9%, z=—1+ 6u. [¢ = arccos <=

Vypoctéte odchylku ¢ rovin pa o, kde p: v +2y—32=0,0: 20 +3y+2+8 = 0.

_ 5
[ = arccos 3]

Vypoctéte odchylku ptimky p a roviny p, kde p: z =14+t y=2+1t, 2 =3+t
pr r+2y+2:—3=0. [ = 74,2°]

Vypoctéte soutadnice bodu, ktery je soumérné polozen podle roviny p: x—4y+2+7=10

k bodu A[2,7,1]. [4,—1,3]]

Pocatkem O je vedena rovina kolma k ptimce p: x = -2+ 4t, y=3+5t, 2 =1- 2L
Urcete jeji obecnou rovnici. [Ax 4+ by — 2z = 0]

NapisSte parametrické rovnice piimky jdouci bodem A[—1,0, 4], ktera protind ptimku p :
r=1+4+t y =2t z=4—1 pod pravym thlem. Jaké soufadnice mé prisecik téchto

primek? [t =—-1+5bu, y=—2u, z=4+u; [§,_§’1_33]]

Napiste parametrické rovnice pricky mimobézek
a: v=1—ty=t,z=4t b: x=2—u, y=4+42u,z = 1, kterd lezi v roviné
p:y+22=0. [z =1+ 4u,y = —2u, z = ul

Napiste parametrické rovnice pricky mimobézek
a: r=t,y=1—t,z=3+t, b: v=2+42u,y=3—u,z =4+ 3u, kterd prochéazi
pocatkem O. [z = 22v,y = —19v, z = 31v]

Urcete pricku mimobézek a : ¢ =3+t,y = —14+2t,2=4t, b: v = —-243u,y=—1,2 =
4 — u, pro niz je dan jeji smérovy vektor s = (1,1,2). 2y —2+2=0,2—Ty+32—17 = 0]

Napiste parametrické rovnice nejkratsi pricky osy y a primky p: x =3+ 4t,y =1 — ¢,
63

z = 2+ bt. [napf. z = du,y = 33,2 = —4u]

9.11 Kontrolni otazky

9.1

9.2

9.3

Uvedte prehled rtznych zptisobt analytického popisu pfimky v Es.
(Névod: jde o tfi moznosti.)

Uvedte prehled rtznych zptisobti analytického popisu roviny v Ej.
(Navod: jde o pét moznosti.)

Uvedte, pro které roviny neni dané vyjadieni definovéno.
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9.4

9.5
9.6

9.7

9.8

Popiste algoritmus, pomoci néhoz rozhodnete o vzajemné poloze

1. dvou pfimek,
2. dvou rovin,

3. primky a roviny.
Jak se lisi odchylka vektorti a odchylka pfimek?

Uvedte, jaky geometricky vyznam ma4 nulovost jednotlivych koeficientii v obecné rovnici
roviny.

Slovné pomoci geometrickych pojmi (obsah rovnobézniku, jeho vyska) popiste vzorec pro
vypocet vzdalenosti bodu od primky.

Slovné pomoci geometrickych pojmi (rovnobéznostén, objem, obsah podstavy, vyska)
popiste vzorec pro vypocet vzdalenosti dvou mimobézek.
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