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1

Derivace

Priklad 1.1: Mame auto, jehoz ujetda draha je popsana

funkei s(¢) . Checeme-li spocitat jeho prumérnou rychlost
s(t)—s(to)

v ¢asovém intervalu (o, t), pak 7= —

Rozdil At =t—t; se nazyva diference argumentu, rozdil
As(tg, At) = s(t) — s(ty) se nazyva diference funkce s
v bodé ty a podil 24=2l0)

funkce s v bodeé ¢;.

se nazyva pomérna diference

K vypoctu okamzité rychlosti vy auta v case t; potfebujeme

znét hodnotu limity vy = lim 24=sle)

tt, tto

Definice 1.1: (derivace) Necht funkce f je definovdna na
okoli bodu U(x). Jestlize existuje limita

f(x) = f(x0)

T — Xy

= f'(@0) (= flwo),

lim
T—Xo

(Jestlize
= +00, pak hovoiime o nevlastni derivaci.)

pak se nazyva derivace funkce f v bodé x.
lim f(@)—f(20)
x—=xy Lo

Jim FE= = £ (),
derivace zprava.

Jestlize existuje pak se nazyva

lim {@=flz) _ F (o),

r—xo— LTI
derivace zleva funkce f v bodé x.

Jestlize existuje pak se nazyva

Funkce f: x — f'(x), x € I senazyvé derivace funkce f
na mnoziné /.

Priklad 1.2: Vypocitame derivaci funkce f(x)=z",neN,

x € R. Dostaneme f'(xy) = lim %ﬁxo) = lim 2= =
T—T0

(x_xo)(xn—1+xn—2xo+...—i—l‘g_l) — nxg—l = (xn)l — n—1 )
Tr—2Xo

lim
T—Io

V 17.stoleti se ma-
tematici pokouseli
vytesit tzv. "Problém
tecny”- nalezeni tecny
ke grafu funkce a
"Problém plochy”-
spocitat obsah plochy
pod grafem funkce.
Na dspésném vyteseni
téchto problému se
nezavisle na  sobé
podileli Isaac Newton

(1643-1727)

a Gottfried Wilhelm
von Leibniz (1646-
1716). Dalsi rozvoj
v této oblasti wvedl
k  ziskdni  velkého
mnozstvi matema-
tickych poznatku,
které nazyvame
?kalkulus”.



http://www-history.mcs.st-andrews.ac.uk/history/Mathematicians/Newton.html 
http://www-history.mcs.st-andrews.ac.uk/history/Mathematicians/Newton.html 
http://www-history.mcs.st-andrews.ac.uk/history/Mathematicians/Leibniz.html 
http://www-history.mcs.st-andrews.ac.uk/history/Mathematicians/Leibniz.html 
http://www-history.mcs.st-andrews.ac.uk/history/Mathematicians/Leibniz.html 

diferencial funkce f
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Definice 1.2: Necht k funkci f: U(zg) — R existuji kon-
stanta A a funkce w: U(xy) — R takové, ze Va € U(xy):

Fl@) = flmo) = A+ (z — 20) + w(@—z0) A lim 2&=2) —

x—xy TTTo

pak fekneme, ze funkce f je diferencovatelna v bodé xy .
Polozime h = x — xy . Funkce

df (xo,h) = A - h

se nazyva diferencial funkce f v bodé z.

Vétal.l: Funkce f ma derivaci v bodé zg (je derivovatelna
v o) prave tehdy, kdyz je diferencovatelna v bodé x(. Navic
plati

df (zo, h) = f'(zo) - h.

=\

Poznamka 1.1:
1. Profunkci f(z) =z je f(x)—f(x9) = L(z—z()+0 = h.
Tedy f'(z) =1 a df(xg,h) = dx(xg,h) = h, proto
se pro diferencidl funkce f v bodé zy zavadi znaceni

df (zo, h) = f'(zo) dz|.

2. Diferencial funkce f urcuje hlavni (linedrni) zménu
funkce f v bodé xq a pouziva se pro vypocet ptibliznych
hodnot dané funkce na okoli bodu zy pomoci vztahu
f(x) = flxo) + f'(wo)(z — 20) .

Napiiklad pro funkci f(z) = /x a body = = 4,1,
zo = 4 dostaneme /4,1 = \/Z+ﬁ-(4,1—4) =2,025.

3. Rovnice teény ke grafu funkce f v bodé [z, f(z¢)]
ma tvar

y — f(z0) = f'(z0)(z — 20).
4. Pokud f'(zg) # 0, pak rovnice normdly ke grafu

funkce f v bodé [z, f(x¢)] m4a tvar

1
f'(x0)

y — f(wo) = —

(ZC —1’0) .
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Vétal.2: (algebra derivaci)
Necht existuji derivace f'(xg), ¢'(xo), pak plati:

i) (afxbg)(we) =af(xe) £bg'(z0), a,beER,
i) (f-g)(20) = f'(x0) g(x0) + f(20) 9'(20) ,

T (g)'(xo) _ f/(x0)9($(;2(—x£(xo)g’($o)7 i) £ 0.

Vétal.3: (Derivace slozené a inverzni funkce)

Necht funkce f je diferencovatelnd v bodé xg, yo = f(x0)
a funkce g je diferencovatelna v bodé gy, potom i slozend
funkce g(f(x)) je diferencovatelnd v bodé z( a plati

(9(f(2))) (o) = g'(yo) - f'(0)

Necht f'(xq) # 0, pak pro derivaci inverzn{ funkce f~! v bodé
yo = f(x) plati

_ 1 1

(f7) (wo) =

fizo)  F(F(wo)

Priklad 1.3

L (%) = (™) = (y = vlna) = () - (zIna)’ =

e?™a . Ing = |(a*) = a® Ina.

— 1 _ 1 _ 1 _
2. (arctg y)/(yO) T (tana)(wg) T —5— = cos?(zg)tsin(zg)

cos2 (zq)

S B 1 1
1+tan? (o) 1+tan?(arctan(yo)) 1+(y0)?

0052(10)

1
1422 -

(arctgx)’ =

((2z 4+ 1)cosze®) =
2cosre” + (20 4 1)
(cosz e®) =2cosxe”
+(2x+1)(—sinx) e”+
(2x + 1) cosx e”.

/
r_ sin x —
(tg 'T) o (cos T ) o
cos x cos z—sin z(— sin x)
cos? x

1
cos? ¢

<tg il?)/ = 0051255

Derivace inverzni funkce

Napiiklad 1 = (x)
(elnx)/ — elnx-(lnx)’

z-(lnz) =

(Inz) :% )
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Tabulka 1: Prehled derivaci zakladnich funkci

zeR

a>0,a#1,xeR

z € (0,00)

a>0,a#1,2€(0,00)

a€eR z e (0,00)

(z") = nan! neNzeR
(sinx) = cosx reR
(cosz) = —sinz reR

(tg J/’)/ = cos12 T

r#@2k+1)I kel

(cotgz) = — v #kn, ke’
(arcsinz)’ = - re(—1,1)
(arccosz) = — 11_w2 re(—1,1)
(arctgz) = ﬁ reR
(arccotg z)’ = —ﬁ reR
(sinhz)" = coshz reR
(coshz)" = sinhz reR

(tghz)' = —5— zeR
(cotghz) = —ﬁ x#0
(argsinh z)" = ;H reR
(argcoshz) = x;_l z € (1,00)
(argtghz) = 1—1952 re(—1,1)
(argeotgh z) = = x € (—o0,—1)U(1,00)
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2 Integraly

2.1 Neurcité integraly

Uz vime, ze derivace §'(t) funkce s(t) popisujici ujetou vzdalenost
auta v zavislosti na case t udava jeho rychlost v(t). V této ka-
pitole budeme fesit opacny problém. K dané rychlosti budeme
hledat ujetou vzdalenost.

Definice 2.1: Funkce F' se nazyva primitivni funkce
k funkci f na mnoziné M | jestlize Vo € M : F'(x) = f(x).

Definice 2.2: Mnozina vSech primitivnich funkei k funkci
f se nazyva neurcity integral funkce f a znaci se

/f(ﬂf)dfﬂ=F(:v)+C, CeR.

Konstanta C' se nazyva integracni konstanta.

Priklad 2.1
1. Funkce s(t) popisujici drdhu auta je primitivni funkei
k funkci v(t) popisujici rychlost auta.

2. Funkce 2% 4+ 2, 23 — 23 jsou primitivni k funkci
322 na R a pro neurcity integral k funkci 322 plati
[3zx*de =2+ C, CeR.

Uloha najit primitivni funkci je obracena k tloze nalézt de-
rivaci dané funkce. Z linearity operace derivovani (véta (1.2) 1))
plyne i linearita neurc¢itého integralu.

Véta2.1: Necht funkce f, g maji primitivni funkce na in-
tervalu I, o, 8 € R, potom plati

Jla s@£p-g@N do=a [ fz)da x5 [ o) do.

Priklad 2.2: f36‘”—2 sinz dx = Sfemda:—2fsin:1:dx =
3e* +2cosz + C'.

Ze znalosti derivaci zédkladnich funkei Ize odvodit nésledujici
primitivni funkce.

Necht G, F jsou pri-
mitivni funkce k fun-
kci f na mnoziné M,
pak Vo € M plati:

(G - FY(2) = f(z) -
f(z) = 0. Odtud vy-
plyva, ze existuje kon-
stanta C' € R takova,
ze G(z) — F(z)=C.

Zmnak integralu

|

/ f(z) dz
|
Integrand

Integralni proménna
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Tabulka 2: Zakladni primitivni funkce

[etdz=e"+C

zeR

fa%lxz%%—c

a>0,a#1,xeR

Jarde =25+ C neN,zeR
[Ydz=In|z|+C z € R\ {0}

Ja*dr = AL/

a+1

a#—1,z€(0,00)

fsinmdz = —cosz+C

rz € R

fcosxdx =sinz +C

rz € R

[—dr=tgz+C

cos? x

v#(2k+1)I kel

[ == dx = —cotgz + C x#km kel
fﬁdw=arcsinx+0=—arccosx+C z e (—1,1)
fﬁdmzarctgm%—C:—arccotgx+C’ reR

[ coshadx =sinhz + C reR
[sinhz dx = coshx + C reR
fcosi2$dx:tghx+0 reR

[ oz do = —cotghz + C x#0
fﬁd:c:argsinhx+0:1n]x+m|+C’ r €R

[ o== da = argcosh |z +C = In |z + Va2 — 1| +C |z| € (1,00)
[ 15z dx = argtgha + C re(-1,1)

[ %= dx = argcotghz + C

x € (—o0,—1)U(1,00)
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Ze vztahu pro derivaci souc¢inu dvou funkei (véta (1.2) ii))
plyne nasledujici véta.

Véta2.2: (integrace per partes)
Necht funkce u,v jsou derivovatelné na intervalu I a existuje
primitivni funkce k souc¢inu u - v’ na I, pak na I plati

Priklad 2.5:
1) Vypoctéte integral [ cosx dx.

w =cosx v==x
uw=sinzr v =1
rsinx +cosx +C'.

fxcosxda:: [

] = xsinx—fsinxdx =

2) Vypoctéte integral [log, x dx .

=1 v=log,x
flogaxdx: [’LL—ZU U,:ﬁ ] :xlogax_fxlnadx:
rlog, v — -+ C'.

3) Vypoctéte integréal [ mdlﬁ

Obecné oznacime I,
metody ”per partes”dostaneme

=1 v=—
_ (14+22)" _ x
In — f (1—|—x2) dr = [ w=r1 o — —n 2% ] — ({d+a2)" _

( - (1_’_1.2)77,-‘,-1
z(—n2x 1 x 21 T
f (1+x2)n+)1 dr = Ita2) —|—2nf + 2yl dx = (1+a?)" +

1 1 T
2n (f d1a2)" — ! dx) = (1_1_—362)” + 2n ([n — [n—i—l) .
Odtud vyplyva I, = % (W + (2n — l)ln) .
Nyni vypocitdme [ a +x2 sdr = (n=1)

1((1+x)1+ f1+2dx):%(#+arctanx)+0.

= fmdx, n € N a pomoci

Podobné pocitame in-
tegraly funkci
x"coskxr, x"sinkx,
2" knéeN.

Podobné pocitame in-
tegraly funkci

arcsinaxr, arccosaz,
arctgar, a€R ap.



Typickymi integraly,
které lze spocitat po-
moci véty o substituci
jsou

1
/tgxdw; /ﬂdx;
x

arcsin x

V1— xQ
argsinh x
————dzr a
V1+a? P
Racionalni lomené
funkce maji tvar
P
R(x)= 09
Q(x)

kde P(z), Q(z) jsou
polynomy.

10
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Véta2.3: (integrace substituci)

Necht f: D(f) — H(f), g: D(9) — H(g) a H(f) C D(g)-
Jestlize funkce f je derivovatelnd na D(f) a existuje primi-
tivni funkce G k funkei g na D(g), potom na D(f) plati

[ott@) - r@do= [sway=cU@)+c. cer.

Priklad 2.4: Vétu 2.3 je vhodné pouzit v prikladech, kdy
se v integralu vyskytuje funkce f a jeji diferencidl f’dx,
pak provedeme substituci za funkci f.
_ ( Yy =sinx

[cotgrdr = [<Edx dy = cosz du

sinx

)zfidx:

In|y|+C =In|sinz|+ C.

Obréacené je nékdy vyhodné proménnou x nahradit funkei
x(t). V tomto piipadé vsak musime mit zaru¢enou existenci
inverzni funkce x71(¢).

B x = cost € (0,m) _
f\/idx (dg;:—sintdt t:arccos:):)_
B (prOtE(O,TF)) _

—sint)dt = [—:22L gt = ‘e sint> 0

| sint|

—t+C = —arccosz + C'.

1
vl
[—1dt =

Integraly typu [ R(x)dx

Nejdrive budeme integrovat zédkladni racionalni funkce typu

1. fxflxl dx

3 u=x—4 a1l B
fx_‘ldx_(du:da: )— 3[+du=—-3In|z—4|+C.

kde A, xr1 € R.

2. [ e de kde A, z1 € R, k€ N\ {1}.

92 . u=1—=x . 1/ _ ﬁ_
Jatpde = (g, = ) = 2100 = —225 =
(1_%%—0.

3. [ xffgﬁq dx , kde A,B,p,q € R a jmenovatel

zlomku ma komplexni koreny.

2
[ Rt = [ 2 dr= (g o ) =
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v=1x+1
[+du— fo - dx _(dv:daj )—ln\uHC f2+1 —

In |22 4 22 + 2| — arctg (z + 1) + C'.

4. fﬁ%daz kde A, B, p, g € R, k€ N\ {1} a jme-
novatel zlomku mé komplexni koreny.

2
62—3 _ 921 o (u=z"+4 N\
I(IQH) dr = 3f (@?+4)2 dr = (du:2xdx)_

af 1 g (V=3 _
3fu2du 3f )+1)2dx (de:dﬂc>

E
2

3”—-|—C'— ngdU = (viz piiklad (2.1)3) = —3— —

1
>+
%( ( v241 + arctg U)) +C = x2+4 136( 2244 + arctg %) +C.

Rozklad na parcialni zlomky

Z algebry vime, ze polynom Q(z) lze rozlozit na soucin poly-
nomu nejvyse druhého stupné. Tedy

Qz) = [I (z =) (x® +pjo+q;)7, kirj €N, pj.q; €R.

Racionalni lomenou funkci R(z) = Pg, kde P(z), Q(x) jsou
polynomy a stupen P(z) < stupen Q(x) rozlozime na soucet
zakladnich racionalnich funkei:

)

n m
Byjx+Cy By x+Cs,
— 1; J J
R(z) = Zl (if ; )2+ +(x x;)Pi +Z $2+P T+4; +(x2+pjx+qj)2+
1=
Brj:v+C’Tj ‘
(22+p;x+q;)"I

a jednotlivé zlomky integrujeme zvlast, napiiklad:

2x+2 _ 2x+2 _ A B Cx+D
f xt—2234222—22+1 dZC—f (x—1)2(x2+1) dr = z—1 + (z—1)2 + x2+1 dx

_ Alz—1)(2*+1)+B(2?+1)+(Cz+D)(z—1)? _
=/ (r—1)2(22+1) de = [

—Injz -1 -2z —1)"'+iln|z? + 1| — arctgz + C.

r—1

Konstanty A, B, C, D vypoc¢itame z rovnosti

20 +2=A(x — 1)(2®>+ 1)+ B(2®> + 1) + (Cx + D)(x — 1)%.
Prox=1je 4=B2= B=2.
Prox =i je 2i+2=(Ci+D)(i—1)>=2i+2=2C —2iD =
C=1,D=-1.
Proz=0je 2=A(-1)+2—-1=A=—

1 o
T 1)2—|— o Ldr =

Rozklad na parcidlni
zlomky je inverzni o-
perace k operaci hle-
dani spole¢ného jme-
novatele.

V pripadeé, kdy stupen
P(z) > stupen Q(z).
nejdiive vydélime po-
lynom P(x) polyno-
mem Q(x) a pak pre-
jdeme k parcialnim
zlomkum.
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Integraly typu [ R(sinz,cosz)dx Resfme piechodem k ra-
Zéakladni vztahy pro cionalnim lomenym funkcim pomoci néasledujicich substituci.
goniometrické funkce

cos? 7+ sin?z — 1 1. Pokud R(—sinx,cosx) = —R(sinz,cosz), pak t = cosx.
cos 2z = cos? z—sin’ x Pokud R(sinz, —cosz) = —R(sinx,cosx), pak t = sinx.
2 _ 14cos?2x
a1 t =cosw
c 02 _1— 2 . — 3
sin” = == [sinzcos? z dx = ( : ) = [—t*dt = -5 +
sin2x = 2sinx cos x . dt = —sinz dx
3
C=-24C.

t =sinx te(—1,1)
1 _ _
f cos T dr = ( dt = cos T dx ) o f COST COST

J 1—;?;1% =/ 122 = argtght + C' = argtgh (sinz) + C'.

2. Pokud R(—sinz, —cosx) = R(sinz,cosz), pakt=tgz,

t=tgar = t’= jg;;; x%w k € Z a plati
=t?cos’r=1—cos’zx . ot 2 2 2 1
ot r(f 1) =1 = x = arctgt, dr = 1+t2 , sin“x = 1+t2 , COS“T = 773 -
2 1
Ccos“xr = e _ 1+f2 1+t2 _ 1 —
f sin x+1 dx = f 241 dt = f t2+1+t2 dt = f (V2t)2+1 dt

1+t 1+£2
U = \/_t 1 du
du = /2 dt V2wl

V nékterych specidlnich pripadech je vhodné pouzit zakladni
vztahy pro goniometrické funkce.

sin“ r4-cos” x _ _
fsmxdx = f—4dx = fsmx —i——cotg 2pdr =

= \%arctg (V2tgz)+ C.

S100 B A

(u = cotgx

du = ——>% dx)zz_“”gx—f“ du=—cotg r—EL 4 (.
sSin- xr

Metoda snizovani stupné.
[cos?wdr = [ 12 dy = £ [[1 4 cos2z]dx

=2 .
= ( Zu—gd:v ) = 1(z+1 [cosudu) =1z +isin2z+C.
3. V obecném pripadé pouzivame univerzalni substituci

t=tgs, v#2k+1)r, k€ Z. Potom

. _ 42
xr =2arctgt, dor = ﬁi@ , sinx = %, cosT = Lﬂ’; .
1 2dt2 dt
J— 1+t J— I
2+sinz dr = f t2+t+1 - f (t+1)2+3 —
il v= 2y
(u—t+§>: du _ [___du :( V3 ):
du = dt e H(Gu)  \dv=Zodu

4f v2+1 = arctgv+C farctg(}th + \1@)+C.
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2.2 Urcité integraly

Definice 2.3: Necht k funkci f: (a,b) — R existuje primi-
tivni funkce F': (a,b) — R (v krajnich bodech uvazujeme
jednostranné derivace). Pak rozdil F'(b) — F(a) nazyvame
Newtonovym urcitym integralem funkce f na intervalu
(a,b) a piseme

F(b)—F(a):/f(x) dx .

Uvedeny vztah se nazyva Newtonova-Leibnizova formule
b
a také piseme F'(b) — F(a) = [F(z)2 = [ f.

Cislo a se nazyvé dolni mez, ¢islo b se nazyva horni mez
Newtonova integralu.

Mnozinu v8ech funkci, které maji Newtonuv integrdl na in-
tervalu (a, b) znacime N ({(a,b)) .

Véta2.4: (vlastnosti Newtonova integralu)

1) Newtonuv integral nezavisi na volbé primitivni funkce.

2) Necht f € N({a,b)), c € {a,b), pak plati
b a a
ff(x)dx:—bff(m)dx, ff(x)d:r::(),

fbf(x)dl’:jf(x)dwﬂLfbf(x)dx.

3) Necht f,g € N({(a,b)), a, B € R, pak plati
b

[af(z)+ Bg(x)de = oszf(a:)dxntﬁjzg(a:)dx.

a

(Tedy mnozina N ({a, b)) je linedrni prostor.)

Priklad 2.5

2
[2xdr =[2*+ ClE = [2*]3 = 4.
0

™

7r 0
[[3cosx — 2sinz]dr =3 [coszdr + 2 [sinzdr =
0 0 m

3[sinz]f +2[—cosz]2 =3(0—-0)—2(1—(-1)) = —4.

Pro jednoduchost si
nyni predstavime, ze
rychlost naseho auta
je konstantni v(t) = c.
Ujeta draha auta s(t)
v ¢ase t od pocatku
meéfeni v Case tg je pak
dana vztahem
s(t)—s(tg) = c(t—to) .
Rozdil s(t) — s(ty) se
zaroven rovna plose
pod grafem funkce v
na intervalu (to, ) .
Pripomenme, ze fun-
kce s(t) je primitivni k
funkei v(t).

Plati, ze i v obec-
néjsim pripadé lze pri-
mitivni funkci vyuzit
k vypoctu plochy pod
grafem funkce.
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Nésledujici dveé vety vyplyvaji z vét (2.2) a (2.3).

Véta2.5: (per partes v Newtonové integralu)

Necht funkce u,v jsou derivovatelné na intervalu (a,b)
(v krajnich bodech zprava, popt. zleva) a u-v' € N({a,b)),
potom také u’ - v € N({a,b)) a plati

Produkce plynu a a
Ze zkuSenosti vime, ze
novy vrt produkuje asi
f(t) = 0.2¢e 092 mi-
lionu kubickych me-
tru plynu za ¢ meésicu.
Pokud chceme odhad- ! i de — v =e* v=sinx
nout celkovou produk- Of € ST ar =

ci P(t) vrtu za jeden

Priklad 2.6: Vypoctéte integral f e’sinx dx .

Metodu per partes pouzijeme dvakrat.

. 1
u = et ’UI = COSXT ] - [exsnlx]o_

; 1 / T

rok, pak musime spo- u =e€ UV =COSZT . 1
o, pat T P [ e cosxdr = ) : = [e"sinz], —
¢itat integral ) u=¢ev vV=—sinx

12 1 1
P() :/0‘2t6—0.02t " le? cosx]y — [e"sinxdx. Odtud vyplyva

0
° 1
: : 1 :

Pomoci metody per [esinzdr = 3[e"(sinz — cosx)], = £(sin1 — cos 1) + 1.
partes dostaneme 0

Véta2.6: (substituce v Newtonové integrélu)

Joatedi= Necht f: D(f) — H(f), g: D(g) — H(g) a H(f) C D(g).

10 (— [te002] % 4 Jestlize funkce f je derivovatelnd na D(f) a existuje primitivni
}2670.0% dt) . funkce G k funkci g na D(g), potom pro {(a,b) C D(f) plati
0

a

f(b)
/ o(f(@) - £(e)ds = / o(y) dy = G(F (%)) — G(f(a)).
f(a)

fe%da; = Priklad 2.7:

J LFrmad <./

y=Inz \ _ 0 r=sint —l=sina=a=-3%
dezidfﬂ)l 1) fmd <dx—costdt 0=sinb=0=0 >
Jydy= %] =4

costdt =

cost dt = (pI'O le (_%70) ) —
| cost] je cost >0

m\:\%

0
‘[5\/1 sin?¢
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Definice 2.4 : (nevlastni integral vlivem meze)
Necht funkce f € N ({a,b)) pro kazdé b > a. Necht existuje
b

limita blim [ f(z)dz, pak se nazyva nevlastni Newtonuv
— 00 a

integral vlivem meze a pisSeme

blgl(;lo/bf(x) dx = 7f(5z:) dx

Znacime f € N({a,o0)) a fikdme, ze nevlastni integral kon-
verguje; v opacném piipadé diverguje.
b b

Analogicky [ f(z)dx = lim [ f(z)dz a definujeme
e a——00 %

oo

J f(f””l’:_f f(@)do+ [ f(z)dz, cER.

Priklad 2.8:

1) f:c d:z:—hmfm dr = lim [~

b—oo 1 b—oo &

| (ba+1 1)] —
{ oo «a > —1 diverguje

1 .
-7 @ < —1 konverguje.

8

2) [ Ldz=lim [In|z]]} = [nz]}* = 0o diverguje.

1 b—o0

Definice 2.5: (nevlastni integral vlivem funkce)

Necht Vit € (a,b)je funkce f € N({a,t)) a f & N({(a,b)).
t
Necht existuje limita tlilgl [ f(z)dx, pak se nazyvé ne-
07 g

vlastni Newtontuv integral vlivem funkce a piSeme

tlirgl/tf(fv)dw/bf(x)dw

Znacime f € N({(a,b)) a fikdme, ze nevlastni integral kon-
verguje, v opacném piipadé diverguje.
b b

Analogicky [ f(x)dz = lim [ f(z)dz
w t—>a+t

oo
Integrdl [ sinz dx

—0o0
neexistuje, nékdy je
proto vhodné praco-
vat s hlavni hodnotou
nevlastniho integralu,
ktera je definovana
vztahem

v.p. 70 f(z) dx =

li

Jim { f
(v.p. je =z fran-
couzského valeur
principale).

Podobné pro nevlastni
integral vlivem funkce
definujme hlavni hod-
notu vztahem

v.p.fcfx dr =
11m(ff ) dx +

6%0+

b{éfx dx).
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Priklad 2.9:

1 1
« . « . 1 _ at+1)] —
1) Ofx da:—tl_%}r{x dx_tl—lg}f—[_a+1(1 t*th)]

1

{ oo a < —1 diverguje
— « > —1 konverguje.

a+l1
1
: 1 1 : :
2) bf%dm = tl_l)IOI}’_ [In|z|], = [Inz], = oo diverguje.

2.3 Aplikace v geometrii a fyzice

Pti zavedeni Riemannova integralu jsme scitali ”nekoneéné mno-
ho nekone¢né malych ploch -tzv. elementi” a dostali jsme vlastné
obsah plochy "pod grafem funkce f”. Tento postup lze pouzit i

pri vypoctu objemu téles, délek kiivek, vykonané prace ap.

Popis Vztah Obrazek
Plocha pod grafem funkce b
Plocha S je ohranicena grafem S = / f(x)dz f(z)
funlfce f,ptimkamix =a,xz =0b Elem gnt plochy
a 0sou . dS = f(z)dz
a dzx b T
b
s= [VIF TP "
!
Délka krivk a d_
. vy Element délky To-aTdy
Délka s kfivky urcené grafem . L \
ds = +/(dz)? + (df)? = N |
funkce f. | N |
V(da)? + f'(2)X(dz)? = | N
1+ f/(z)?dx l i |
7] dz b x
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Povrch rotacniho télesa
Velikost S plochy vzniklé rotaci
grafu funkce f kolem osy x.

S:27r/f(x)\/1 + (f'(x))?dx

Element povrchu
dS =2nf(z)ds =

2r f(z)\/1+ f/(x)? dz

Objem rotac¢niho télesa
Objem V télesa vzniklého rotaci
plochy pod grafem funkce f ko-
lem osy .

b
Vv :7T/f2($)d$

Element objemu
dV =7 f%(z) dx

do

Staticky moment

Statické momenty M,, M,
plochy S o hustoté o = p(x)

Staticky moment M télesa
o hmotnosti m vzhledem
k ose otaceni o, kterd je
ve vzdalenosti d od tézisté
télesa, je dan vztahem

mé soufadnice:

vzhledem k osam x, y. M, = vy(z)o(z) do M=m-d.

Tezisté plochy S je velikost plochy "pod gra-

Teziste T = [or, yr] plochy S oy — %7 = % ferr;)] funkce f” na intervalu
a, bl.

Moment setrvacénosti

Momenty setrvacnosti I, I,
krivky dané grafem funkce f
vzhledem k osam x, y. Hmot-
nost kfivky je reprezentovana
jeji délkou.

Moment setrvacnosti I télesa
o hmotnosti m vzhledem
k ose otaceni o, kterd je
ve vzdalenosti d od tézisté
télesa, je dan vztahem

I=m-d*.




R. P. Feyman:

" Existuje jediny zpu-
sob formulace fyzikal-
nich zakonu, a to ve
tvaru diferencialnich
rovnic.”

Nejen fyzika, ale i e-
kologie, biologie nebo
chemie popisuji své
vztahy pomoci dife-
rencialnich rovnic.

2(t) = Ce"

z

Zobrazeni f:R"™ — R
se nazyva funkce n-
realnych proménnych.
Funkce f = f(z,y) je
funkce dvou realnych
proménnych.
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3 Diferencialni rovnice

3.1 DMotivace

Na ucet v bance vlozime v ¢ase ty = 0 penize v hodnoté z(0) . Pri
uroceni s dennim urokem u mame po t; dnech na uétu zustatek

Na uétu tedy pribude z(t1) — z(0)
je A= — )y

t1—0

t1, — 0, potom t}i_r)rtlo w =27(0) a

= 2(0) ut; a rychlost rustu
. 7Okamzitou zménu”’uctu dostaneme pro

a jejim (obecnym) feSenim je funkce z(t) = Ce*, C € R.
Pro (pocéatecni) podminku z(0) = 2y dostaneme zy = C'e’ =
C = zy a (partikularni) feseni nasi dlohy ma tvar

2(t) = zg e

3.2 Diferencialni rovnice 1. fadu

Definice 3.1: (diferencidlni rovnice 1.fadu)
Rovnice pro neznamou funkci y = y(x), z € I, I C R, v niz
vystupuje derivace ' a kterd je zapsdna ve tvaru

(7 Yy )_O
nebo y' = f(z,y)

implicitni tvar

explicitni tvar

se nazyva obycejna diferencialni rovnice prvniho radu.
Diferencovatelnd funkce y = y(x), x € I, kterd splauje
rovnici (1) pro kazdé x € I se nazyva FeSeni diferenciilni
rovnice.

Podminka

y(xo) = Yo xy € 1 (2)
se nazyva pocatecni podminka a tloha (1), (2) se nazyva
pocatecni (Cauchyova) tdloha.
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Definice 3.2:  (geometricky popis dif. rovnice 1.radu)
Graf feseni y = y(z) diferencidlni rovnice (1) se nazyva in-
tegralni krivka diferencialni rovnice.

Funkce f(z,y) z rovnice ¢y = f(z,y) urcuje smérové pole
diferencialni rovnice, coz je systém tec¢nych vektoru ke grafu
feseni. Mnozina bodu [z, y|, pro které je funkce f(z,y) kon-
stantni se nazyva izoklina.

Priklad 3.1:

nice izoklin tvar z=c, c je libovolné ¢islo, coz jsou primky

rovnobézné s osou y.

Obecné feseni ma tvar y = ”L2—2 + C = p(z,C). Integralni
kiivky jsou paraboly. Pro poc¢atecni podminku y(0) = 3 ma

~ 7/ ~ / / . e / ~ ~ / 2
pocéatecni tloha (partikuldrni) fesenf tvar y = % + 3.

Definice3.3: Obecnym feSenim diferencialni rovnice
y' = f(x,y) se nazyva funkce p(x, C) zdvisla na volitelném pa-
rametru C' takova, ze k libovolné bodu [z, yo] € D(f) (D(f)
je defini¢ni obor funkce f) existuje (jediny) parametr Cj ta-
kovy, ze yg = @(x9, Cp) a funkce y(z) = ¢(z, Cy) Tesi danou
diferencialni rovnici na I.

Jestlize kazdym bodem integrdlni kiivky néjakého feseni y
diferencialni rovnice prochazi jina integralni kiivka, pak y
nazyvame singularnim resenim rovnice.

Priklad 3.2: ReSenim rovnice
y =y
je kazda funkce tvaru

y() = —(z + C?

= > (C' je libovolna konstanta) .

Nulova funkce y(z) = 0 je vsak také fesenim dané rov-
nice. Je to singuldrni feseni, nebot libovolnym bodem [z, 0]

prochdzi integraln{ krivka fesen{ tvaru y(z) = 5-(z — z9)*.

Cviceni 3.1: Dokazte, ze obecné feSeni tzv. Clairautovy

rovnice
12

y ' —xy +y=0

je funkce y(x) = Cz — C?* a singuldrni fesenf m4 tvar

y(z) = 1z?. Nakreslete integraln{ kiivky.

[ Zderivovanim a dosazenim do puvodni rovnice ovéiime tvrzeni. |

Pro diferencidlni rovnici v = x maji rov-

Tecéné vektory v rovi-
né-xy maji tvar (1,3/),
resp. (1, f(z,v)).

[zoklina je geometric-
ké misto bodu [z,y],
ve kterych tecné vek-
tory k integral. kiiv-
kam jsou rovnobézné.
Rovnici izoklin piSeme
ve tvaru f(t,z) = C
(C' je konstanta) .

Geometricky popiseme
obecné Teseni diferen-
cialni rovnice 1. fadu
jako jednoparametric-
ky systém kiivek.

Integralni kiivka sin-
gularniho feseni tvori
tzv. obalku systému
kiivek obecného tesSe-
ni. V bodech integral-
ni ktivky singularniho
feSeni je porusSena je-
dnoznac¢nost reseni

pocatecni ulohy.
(1) = 5w +CF
y(@) = o-(@
Y
0 x




y(r) = Cz — C?

| 7
A

Necht g(&) = f(&, y(§))
a funkce G je primitiv-
ni funkce k funkci g,
potom G(z)—G(xy) =
[ 9(&) d& a plati
(G(2)=G(20)) =9g(x)
= f(z,y(z)).
Poznamenejme, Ze ne-
existuje zadna uni-
verzalni metoda na
feSeni vSech typu dife-
rencialnich rovnic.
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Véta3.1: Funkce y = y(x), © € [ je feSenim pocatecni
ulohy (1), (2) pravé tehdy, kdyz je feSenim integralni rovnice

y() = yo + / £(€.9(6)) de. 3)

3.3 Metody reSeni diferencialnich rovnic 1. fadu

Pti feSeni diferencialnich tloh se budeme snazit najit obecné
feseni ulohy (1) a také feseni pocatecni ulohy (1), (2).

Metoda primé integrace.
1. Chceme najit obecné teSeni rovnice
y' = f(=),
Uréime systém primitivnich funkei k funkei f, tj.

y(x) = F(x)+ C .

rel.

2. Chceme-li najit feseni pocatecni tulohy

y = f(z), x el

y(zo) = Yo,
pak

a) ze systému primitivnich funkci y(z) = F(z) + C vybe-
reme takovou, kterd spliiuje poc¢atecni podminku

yQZF(SU0)+C.

(Graf funkce y prochézi bodem [z, yo] .)
Odtud vypocteme C = yy — F'(xg), takze
y(a) = F(x) +yo — F(o).

b) nebo vyuzijeme vétu (3.1), potom

y(2) = yo + / £(6) de

Tento vysledek lze samoziejmé také psat ve tvaru
y(@) = yo + F(x) — F(xo), nebof F(z) = [ (¢ de
o

(primitivni funkce vyjadiend integrélem s proménnou
horni mezi, viz definice 8.10 v. MA1).
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Priklad 3.3: Resime pocatecni ilohu
y =2 +sinz, y(0)=1, zcR.
a) Z obecného feseni
A

y(x) :Z—cosa:JrC

vypocteme konstantu C"
l=-1+C = (C=2.

o ~ / / / . _ 4
Reseni tlohy mé tvar: y(z) = 4 — cosx + 2.
b) Piimou integraci dostaneme:

T
4

y(x):l—i—/[f?’—l—sinf] dﬁzl—l—xz—cosx—l—l.
0

Metoda separace proménnych.

Touto metodou TeSime rovnice typu

y = fl(x), kde fi, fs jsou dané funkce.
f2(y)
dy fi(x)

nici muzem 3 o2 = resp.
Rovnici muzeme psat ve tvaru i = By esp

foly) dy = fi(x) dx (separace proménnych)

a chépat jako rovnost dvou diferencidlu. Protoze y = y(z), pak
integrovanim dostaneme rovnost

/ (€)' (€) de = / f1(€) de

neboli
Fy(y(r)) = Fi(x) + C,

kde Fi, Fy jsou primitivni funkce k funkcim f1, fo.

Pozndmka 3.1: Vztahu Fy(y(x)) = Fi(z) + C fikdme funk-
cionalni rovnice pro neznadmou funkci y(x). Také se nazyva
obecny integral dané diferencidlni rovnice, nebot jeji feseni
y(x) je obecnym fesenim diferencidlni rovnice. Rikdme také,
Ze obecné teseni je obecnym integralem dano implicitné.
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Priklad 3.4: Stanovme obecné feseni (obecny integral) di-

ferencialni rovnice

/ X

y ==
sin y

Separaci proménnych prevedeme rovnici na tvar

d
“_ = siny dy = x dx

dr  siny
a integrovanim dostaneme
72
—cosy = o +C obecny integral
nebo

—z% —2cosy = 2C implicitni tvar reSeni.

Rovnice umoznujici prechod k separaci proménnych.

Rovnici tvaru
y' = flax + by +c) rovnice s primkou

prevedeme substituci u = ax + by + ¢ na rovnici se separova-
telnymi proménnymi.

Priklad 3.5: Priklad
dy 2z —y+1)+dr(de — 2y +6) =0

vyresime substituci v = 2x —y 4+ 1 = du = 2dx — dy =
dy = 2dx — du, potom

(2dr —du)u+dx (2u+4) =0

—duu+dr(du+4) =0

dx:iﬁdu

r4+C=21(u—Inju+1|)
+C=1

x 2 —y+1—In[2z —y+2|) obecny integral.

Rovnici tvaru

y = f(z,y), kde VteR: f(tz,ty) = f(z,y)

pievedeme substituci u = £ na rovnici se separovatelnymi proménnymi.
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Priklad 3.6: Priklad

vyfesime substituci v = £ = ur =y = ¢ = v'r + u,
potom
vr+u=e"+u

du .. _ u
wL=¢€

e " du= % dx
—e " =1In|z|+C

_QLE =In|z|+C obecny integral.

3.3.1 Ortogonalni systémy integralnich ktivek.
Ptripomenme, ze dvé

Z definice (3.2) vime, ze integralni kiivky rovnice primky ve smeérnico-
vém tvaru
y = f(zy) y=hetaq
y = kot + o
tvoif jednoparametricky systém kiivek a ze funkce f(x,y) urcuje jsou kolmé, jestlize
v bodé [z, y| smérnici tecny k jedné z téchto kiivek. Potom hod- ky-ky=—1.
nota —@ ur¢i smérnici piimky kolmé (normaly) v tomtéz
bodé. Proto obecné feseni (obecny integral) rovnice
ppep—
flz,y)

urci systém integralnich kiivek ortogonalnich k systému puvodnimu.

Priklad 3.7:

diferencialni rovnice ”ortogonalni” rovnice
Iy Iz
obecné feseni
y(x) =Cx v’ +2>=C
systém pfimek systém kruznic se
prochézejici pocatkem sttedem v pocatku

Vidime, Ze znalost jednoho systému dovoluje urc¢it systém orto-
gonalni. S tlohami tohoto typu se muzeme setkat napf. v teorii
pole (systém silocar a systém ekvipotencidlnich ¢ar).



Zakladem metody va-
riace konstanty je hle-
dat Teseni y ve tvaru
souc¢inu dvou funkci,
tedy y = C'yp,. Po do-
sazeni do (4) dosta-
neme
C'yn+Cyj,=aCyy+b,
coz plati, pokud

Cy, = aCuyy, a zaro-
ven C'y, =0.
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3.4 Linearni diferencialni rovnice 1. radu
Definice 3.4: Diferencidlni rovnice tvaru
y =a(x)y+blx), xecl (4)

se nazyva linearni diferencialni rovnice 1. radu. Funkce
a(x) se nazyva koeficient rovnice a funkce b(z) prava
strana rovnice (4). Rovnice

/

y =a(x)y
se nazyva homogenni diferencialni rovnice.
Resenf rovnice (4) metodou variace konstanty.
1. Uréime obecné feseni homogenni rovnice
Y =a(x)y separaci proménnych
il d—yy = [a(x) dz A(z) je primitivni
In|y| = A(z) + K funkce k funkci a(z)

ly| = eA@+K K € R, polozime C = 4eX
yp, = C el obecné feseni homogenni rovnice
A(z)

y=e se nazyva fundamentalni resSeni
2. Redeni nehomogenni rovnice (4) hleddme ve tvaru:
y(z) = C(z) @ variace konstanty C'.
Po dosazeni do rovnice (4) dostaneme
C'(z) e + O(z) e a(x) = a(z) C(x) e + b(z) .
Tedy

C'(2)e® = b(z) = O(z)= / :ﬁi)) dv

a partikularni feSeni rovnice (4) ma tvar

b(x -
yp(x) = / ef(l(x)) da - (7).
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3. Pro obecné feseni y nehomogenni rovnice (4) plati

b
Y =y +1y,, neboli y=Cel® +/ /(f)) d - @)
e x

Obecné feseni rovnice y' = a(x)y + b(x) je souctem obecného
reseni pfislusné homogenni rovnice a partikuldrniho teseni ne-
homogenni rovnice.

Priklad 3.8: Najdéte obecné feSeni rovnice y' = y + 7.

1. Homogenni rovnice vy’ =y mé obecné feSeni

yn(z) = Ce” (e* fundamentalni feseni) .

2. Reseni nehomogenni rovnice hleddme ve tvaru
y(r) =C(z)e", tj. vy =C'(v)e" +C(x)e”.
Po dosazeni do puvodni rovnice obdrzime
C(z)e" + C(x)e” = C(x)e” 4 |
tj. Cx)e*=e* = C(Cl)=e¢"+K.

Bez ijmy na obecnosti polozime K = 0 (K e* je ho-
mogenni feseni) a dostaneme partikularni feseni

3. Obecné Teseni nehomogenni rovnice ma tedy tvar

y(@) = yn(@) + yp(z) = Ce” + & .
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3.5 Linearni diferencialni rovnice n-tého radu

Definice 3.5: Necht ag(x), ai1(x), ..., ay_1(x), f(x), z el
jsou realné funkce. Linearni diferencialni rovnici n-tého
Ffadu pro neznamou funkci y = y(z) se nazyva rovnice

y ™+ @)y +ao(@)y = f(z), zel. (5)

Zkracené piseme
Lly = f,

fikame, ze L je linearni diferencialni operator n-tého
radu. Je-li f(x) = 0, pak se rovnice (5) nazyvd homogenni,
jinak nehomogenni.
Funkce y = y(x), kterd spliuje rovnici (5) pro kazdé =z € [
a pro xy € I splinuje pocatecni podminky

y(@o) = 4o, ¥'(x0) = w1, -, ¥" (@) =¥a1  (6)
se nazyva feSeni pocatecni tlohy (5), (6).

Analogii k Peano-Picardové vété zarucujici existenci a jedno-
znacnost feseni pro rovnice 1.7adu je nasledujici véta.

Véta3.2: (o existenci a jednoznacnosti)

Necht funkce ag, a1, ..., an—1, f jsou spojité na otevieném
intervalu I C R. Pak poc¢atecni loha (5), (6) ma praveé jedno
feSeni definované na celém intervalu I.

Priklad 3.9: Rovnice
y' +4y =0

je diferencialni rovnice 2. fadu. Tato rovnice ma nekonec¢né
mnoho feSeni. Jsou to naptiklad funkce

y1(x) =sin2x, yo(x) = cos2x
a jejich libovolna linedrni kombinace
y=Cry1r + Cayp obecné feseni .

Pocatecni podminky y(0) = 1, ¥/(0) = 0 spliuje funkce
y = cos 2z . Podle predchozi véty (3.2) je tato funkce urcéena
jednoznacné (as = 1,a1 = 0,09 = 4, f = 0 jsou spojité
funkce na R).
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Dale budeme predpokladat, ze ag, a1, ..., a,, f jsou spojité
funkce na otevieném intervalu I C R a a,(z) # 0 na [I.

Definice3.6:  Funkce wyi(x), y2(x), ..., yp(x), = € I
se nazyvaji linearné =zavislé, jestlize existuji konstanty
ci, Co, ...,C, takové, ze alespon jedna je nenulova a plati

Veel: cuy(x)+cy(z)+...+cyn(x)=0.

V opacéném piipadé fikdme, ze funkce y;(x),y2(x), ..., yu(x)
jsou linearné nezavislé.

Véta3.3: Oznacme K = {y(z) : Lly] = 0} mnozinu vSech Mnozina K se nazyvé
feSeni homogenni rovnice. Potom K je linedrni prostor di- jédro operétoru L.
menze n.

Definice 3.7: Baze prostoru K se nazyva fundamentalni Konstanty ¢y, ¢2 mo-
systém homogenni diferencidlni rovnice L[y] = 0. Funda- hou byt iz télesa kom-

mentalni systém je tvoren n linedrné nezavislymi funkcemi plexnich &fsel.

Funkce vi(@); 2(2), - pala), wE L. Existence a jedno-
znacnost  funkel y;
y(x)=cy1(x) + coya(x) + ... + cpyn(x), kde c1,¢9,... ¢y plyne z véty (3.2).

jsou libovolné konstanty, se nazyva obecné reseni homo-
genni rovnice.

Volbou konstant c¢q,co,...,c, nebo pocatecnich podminek
y(zo) =0, ¥ (x0)=y1, -, ¥ (wo) = yn_1 ziskdme Fesen{
(pocatecni) ulohy.

Priklad 3.10: Fundamentdlni systém rovnice vy’ +y = 0 je
tvoren funkcemi

y1(x) =cosx, yo(xr) =sinz

a funkce

y(r) =cicosx + cosinx

je obecnym Tesenim dané rovnice.
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3.6 Metody reseni rovnic n-tého radu

3.6.1 Homogenni rovnice

Rovnice

2"y + @z Y £ b ary - agy =0,

kde ag, ay,...,a,_1 jsou redlné konstanty, se nazyva Eulerova
rovnice. Je to linearni rovnice se speciadlnimi proménnymi koe-
ficienty a jeji fundamentalni systém tvofi funkce ve tvaru

y(xr) =2, (popi.z’Inz,.... 2z In"12) NeC.

Vyklad provedeme na piikladech.
A) (jednoduché kofeny)  Pro rovnici
2*y" — 32" + 6xy — 6y =0

chceme stanovit takové hodnoty parametru A, aby funkce
y(z) = 2 byla fesenim této rovnice. Protoze 3 = Az~ 1,
Yy = A\ — 12?2 " = A\ —1)(A —2)2*3, pak po
dosazeni do diferencidlni rovnice obdrzime

PAN=1)(A=2)2* 3 =32 A A—=1)2* 2 +62 2 =627 = 0,
tudiz

(N —6X\+ 11N —6)2* =0.
Tato rovnost je splnéna (pii x # 0) pouze pro kofeny
A =1, Ay =2, A3 = 3 uvedeného polynomu. Trojice funkci

2

yi(e) =z, y(r) =2 ys(z) =2’

je linearné nezdvisld, nebot prislusny Wronskidn je nenu-

lovy (W (z) = 223, = 0), a tvofi tedy fundamentdlni
y ) 3 Yy

systém Eulerovy rovnice. Obecné feSeni rovnice ma tvar

y=Crax+ Coz?+Cya®.

B) (vicendsobné koteny) 'V piipadé, ze A je k-ndsobnym
korenem polynomu ptislusného Eulerové rovnici, potom k to-
muto kofenu mame £ linedrné nezavislych teseni tvaru

yi(x) =2, ) =2"lnz, ... yp@) =20z,

patiicich do fundamentalniho systému.
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Pfi feSeni rovnice
22y + 3z +y=0
dostaneme:
y(x) =2,y = A1y (2) = A\ — 1)2* 2 a po dosazeni

AN = D)ar 2+ 3z M+t = 0,
N—A+3A+1 = 0,

Nyortl = 0,

Mo = 1.

Do fundamentalniho systému rovnice tedy patii funkce
yi(z) =1, yo(x) = 1Inz a obecné FeSeni rovnice m4 tvar

1 1
y=C—+Cy—Inzx.
X X

C) (komplexni kofeny)

Jsou-li kofeny polynomu Eulerovy rovnice komplexni, mo-
hou byt funkce fundamentédlniho systému (tj. komplexni
funkce redlné proménné)

anrzb’ xafzb’

resp. 2 nfz, 2 Infr,
nahrazeny realnymi funkcemi

2% cos(blnz)In” z
2% sin(bInz) In* z .

xcos(blnzx),  resp.
z% sin(bln ),

P1i feSeni rovnice

$2y” +xy’-|—y —0
dostaneme:
AN = Dar 24 Mt +2r =0,
N+l =0,
AM=1 A= —1.

Do fundamentélnfho systému tedy patif funkce ;(x) = z*,
ya(x) = 27" mnebo yi(z) = cos(Inx), ya(r) = sin(lnx)
a obecné Teseni rovnice ma tvar

7

y = Cq cos(Inzx) + Cy sin(lnx) .

Vyuzijeme-li vztahu
ab =etma (g > 0)
a Eulerovy identity
e = cosx +isinz,
pak pro z > 0 do-
staneme
2% = cos(bInx)+
i sin(blnz).
(Pro x < 0 volime
In(—z) misto Inx. )

Poznamenejme, ze
Ly + iy = 0 <=
Llyi|+iLlys] = 0 &
Lly]=0 A Llyz]=0.
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Metoda charakteristické rovnice

Reseni homogenni linearni diferencialni rovnice n-tého fadu
s konstantnimi koeficienty

any™ + an_1y" TV + a4+ agy =0
hleddme ve tvaru y(z) = e (popt. ze’, ... ¥ 1eM), kde éiselny
parametr A je kofenem charakteristické rovnice (charakte-
ristického polynomu)

ap N 4+ ap A N 4+ a A+ ag = 0.

A) (jednoduché koieny) Reseni rovnice

y' =4y’ +3y =0
hleddme ve tvaru y(z) = e .

Potom ¢'(z) = XM, y"(x) = A2%eM a po dosazeni do
rovnice mame A\%e* — 4 e’ + 3eM = 0. Hleddme tedy
koreny charakteristické rovnice

N —4\+3=0,

které jsou \;y = 3, Ay = 1. Fundamentalni systém rovnice
je tedy tvofen funkcemi €**, e* a obecné feSeni rovnice mé
tvar

y(x) = Cre* + Cye® .
B) (vicendsobny koten) Chceme vyftesit rovnici
y///_3y//+3y/_y:0.
Jeji charakteristicka rovnice
A =3 4+31—-1=0

ma trojnasobny (k=3) koten A = 1. V tomto piipadé je
fundamentalni systém rovnice tvoren funkcemi

T T 2 x

yi(x) =e", wyalz) =ze", ys(x)=1ae
a obecné feSeni rovnice ma tvar

yzCleerC’gxeerngQex.
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C) (komplexni kofeny) Hleddme obecné feseni rovnice
y" + 4y’ + 13y = 0.

Kofeny charakteristického polynomu A2 44X+ 13 jsou kom-
plexni cisla Ay = —2 4+ 3¢, Ay = —2 — 3i. Fundamentalni
systém je tvoren funkcemi
7  linearni algebry
(—2+3i)z _ e_%(cos 32 + isin 333)7 vime, zZe jestlize kom-
—2-3i)z gx( plexni ¢islo z=a-+1ib
je kofenem polynomu,
potom  také kom-
plexné sdruzené c¢islo
o z=a—1b je kofenem
cos 37, daného polynomu.
Tsin 3x .

yi(x) =e

yo(x) = el = e “*(cos 3r — isin 3x),

které lze zapsat jako linearni kombinace funkei

U1(x) = e
o2

Nadl
IS
/~
8
N—
I

Méme tedy jinou bazi linearniho prostoru K ={y : L[y]=0}
a obecné TeSeni tak muzeme psat ve tvaru

y(x) = e *(C} cos 3z + Cysin 3x) .

Cwicent 3.2: Stanovte obecné feSeni rovnice
y' =2y —3y=0.
[y(z) = Cre® + Cye®® .|
Cuiceni 3.3: VyteSte rovnici
y® — 3y 4 3y — " = 0.

[A12 =0 dvojnasobny kofen a 345 = 1 trojndsobny kofen, obecné
feSeni y(z) = C1 1+ Cox + Cze® + Cyze® + Cs x%e® .|

Cviceni 3.4: VyteSte rovnici
yW + 8y’ + 16y = 0.

[A12 = 2i dvojnédsobny kofen a A3 4 = —2i dvojndsobny kofen, obecné

feseni y(z) = C cos2x + Cyx cos 2z + C3 sin 2z + Cy v sin2x . |



Po dosazeni obecného
tvaru partikularniho
feseni y,(x) do puvod-
ni rovnice, dostaneme
jednu rovnici s n ne-
znamymi funkcemi
Ci(z), -+, Cp(x).
Prvnich n — 1 rovnic v
dané soustavé si tedy
muzeme volit.
Determinant této sou-
stavy je Wronskian,
ktery je podle véty
?? nenulovy. Uvedend
soustava ma  tedy
reseni
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3.6.2 Nehomogenni rovnice

Metoda variace konstant
pro feSeni nehomogennich linearnich diferencialnich rovnic n—tého
radu

Lly] = an(@)y™ +a,_1(x)y" Y+ Far(x)y +ao(z)y = f(z).

1. Uréime fundamentdlni systém y; (z), y2(x), . . ., yn(x) a obecné
reseni

yn(x) = Cryi(z) + Coya(x) + - + Cryn()
homogenni rovnice L[y] = 0.

2. Partikularni feseni nehomogenni rovnice L[y] = f hledame
ve tvaru

yp() = C1(@) yr(2) + Co(w) ya(2) + - - - + Cu(2) (),

kde funkce Ci(x), Co(z), -+, Cp(x) ziskdme jako Feseni
soustavy
Clyi + Gy + -+ Cuyn = 0,

Ciyp + Gy + -+ Cuy, = 0,
Ciy\m 4 olm 4 oy = o,
Ciyi" ™V + O™+ O = LG

an(z)

3. Obecné teseni puvodni nehomogenni diferencidlni rovnice
je souctem homogenniho a partikuldrniho reseni

y(r) = yn(z) + yp(z) .

Priklad 3.11: Stanovme obecné TeSeni rovnice

(14 2%y =22y +2y=2.

1. Uréime obecné feSeni homogenni rovnice (viz metoda
snizovani fadu piiklad (?7))

yp(z) = Cra+ Cy (x2 —1).
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2. Partikularni feseni y, nehomogenni rovnice hledame ve
tvaru

yp(x) = C1(x) 2 + Co(x) (2> — 1).

Po zderivovani: y), = Clx + Cy (2> — 1)+ Cy + 22 ;.
Polozime Cfz+ Cy(z*> —1) =0 a znovu derivujeme
y, = C1 +2C5 + 2x Cy. Po dosazeni do dané rovnice
obdrzime (1+422)(C]+2 C)+2x Cy)—2x (Cy+2x Cs)+
2(Crz+ Co(2? — 1)) = 2, odtud po tpravé dostaneme
(1+2?)(C]+22Ch) =2.

Dostavame soustavu algebraickych rovnic pro neznamé

funkce C1, C%:

Cix +Cy(22—1) = 0,
Cl + 2z, = 2.
Odtud
0 :1:2—1‘
O} = ?xiﬁ =4 = Cia) = 25 + K,
1 2z

(bez Gjmy na obecnosti pokladdme : K; = 0).

z 0
1 -2
_ 241 _ 2x -1 _

Cé = . 51:211 = 412 iCQ(SC)—m—i—(KQ—O).

1 2 |
Partikularni reSeni dostavame ve tvaru

—2x -1 —32? +1
p— —_ ]_ = —-—— .
() 1+x2x+1+x2(1‘ ) 1+ 22
3. Obecné teseni ulohy je tedy funkce

—3z%+1
y(r) = yp(x) + yp(r) = Crz+ Cy (2 — 1) + i

Cuiceni 3.5: Metodou variace konstant vyteste pocatecni
ulohu y" — 2y +y=¢€", y(0)=1,y(0)=1.

[Obecné teseni y(x) = Cie” + Cyxe” + %Qem , feeni poc. tlohy
y(r) =e" + %Qex N

Jestlize 1y, je TeSenim
homogenni rovnice
Lly,) = 0, pak také
L[Cy,=0,VC €R.
Jestlize tedy mame
spravné TesSeni ho-
mogenni rovnice,
potom v  metodé
variace konstant musi
vypadnout cleny
z nederivovanymi

funkcemi C4, Cy .



Rovnice elektrického
obvodu a jednoduché-
ho mechanického sys-
tému se z matematic-
kého pohledu nelisi, a
proto hovofime o rov-
nici kmita (elektric-
kych, mechanickych).
Funkce Fjycoswyt na
pravé strané predsta-
vuje vnéjsi buzeni,
pricemz Fy je ampli-
tuda a wg frekvence
vnéjstho periodického
buzeni. K jednoznac-
nému urceni téchto
funkci musime navic
znat pocateéni hod-
noty y(tO)a y/(t0>v resp.

i(ty), 2]

Reseni piislusné pocé-
tecni dlohy se nazyva
odezva systému na
pocatecni stav a na
vnéjsi buzeni.
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3.6.3 Fyzikalni aplikace
Kirchhoffuv zakon v tzv. RLC obvodu

Necht i(t) je proud v elektrickém obvodu v z4vislosti na case t,
ur je napéti na odporu R > 0,
uz, je napéti na civce s indukei L > 0,
uc je napéti na kondenzatoru s kapacitou C' > 0,
u(t) = Upsinwt je napéti na svorkéch zdroje,

potom plati ug + uz + uc = u(t), nebo-li

t
| di(t) 1 [
- _ >t
Ri(t)+ L o —I—C/Z(T) dr =u(t), t>t
to

Hledame-li funkci ¢ = i(t) spliujici tento zédkon, pak derivovanim
obdrzime diferencialni rovnici 2. fadu pro neznamou funkci i:

d%i di 1
L@JrREJra:oncoswt.

Rovnice mechanického systému

Uvazujeme jednoduchy mechanicky systém pohybujici se po ne-
rovném povrchu. Vertikalni pohyb se 7idi Newtonovym pohy-
bovym zadkonem

my”(t) = —ky(t) —vy/'(t) + F(t),

kde y = y(t) je casové zavisla vychylka télesa od klidové polohy,
m > 0 je hmotnost systému,
k > 0 je tuhost pruziny,
v > 0 je koeficient tlumeni.

Vnéjsi sila F' muze mit tvar
1. F(t) = —[kp(t) +v¢(t)] (buzeni vlivem nerovnosti terénu),

2. F(t) = Fycoswyt (periodické vnéjsi buzeni).
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3.7 Okrajové tulohy pro rovnice 2. fadu

Okrajovou ulohou nazveme linearni diferencidlni rovnici 2. fadu

az(2)y" + a1 (2)y + ao(z)y = f(x), (7)

kde as(x) # 0,a1(x),ap(z), f(x) jsou funkce na intervalu (a, b)
s okrajovymi podminkami

o y(a) + b1 ?/(CL) =M at, B, € R, (8)
a2 y(b) + B2y (b) =72 ag, B2, 72 € R.

Podle tvaru okrajovych podminek také délime okrajové tulohy

na nasledujici typy.

Dirichletova okrajova tuloha

Pii této tloze hleddme funkci y = y(z), x € {(a,b) tak, aby
platilo

as(x)y” + a1(x)y’ + ap(x)y = f(x), x € (a,b),
y(a) =m, y(b) = 1.

kde v1, 72 jsou dand realna cisla.
Neumannova okrajova tloha
Nyni hleddme funkci y = y(x), x € (a,b) tak, aby platilo

CLQ(ZU)y” + al(m)y/ + CL()(ﬂf)y = f([l?), S (a7 b) )
y'(a) =m, ¥'(b) =7.

Priklad 3.12:

a) Dirichletova tloha
y' +y=0, x € (0,m),
y(0) =0, y(m)=0.

Obecnym fesenim tlohy je  y(z) = Cicosz+Cysine
a z okrajovych podminek dostaneme

0 = Cicos0+ Cysin0, C; =0,
0 = Cicosm+ Coysinm, CyeR.

Regenfm okrajové tlohy je funkce y(z) = Cysin .

John Von Neumann

(1903-1957).

teoreticky vybudoval
ideu samocinného
pocitace s programem
ulozenym ve vnitini
paméti a nékteré casti
teorie automatu a
kybernetiky.


http://www-history.mcs.st-andrews.ac.uk/history/Biographies/Von_Neumann.html

Vidime, ze otazky fe-
Sitelnosti  okrajovych
iloh jsou mnohem slo-
nich uloh, kde stacila
spojitost koeficientu k
jednoznacnosti feseni.

Obecné pro operato-
rovou rovnici L]y = \y
hleddme vlastni ¢islo
a vlastni funkci, které
splnuji danou rovnici.
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b) Neumannova tloha

y' +y=0, r € (0,b),
y'(0) =7, ¥'(b) =2,

v1=—C1sin 04+ C cos 0,

y(x)= C}cosx+Cysinz, }
Vo =—C" sin b+ C5 cos b,

Y(x)=—Cysinx+Cycosz,
Co =71, 72—y cosb=—C)sinb.

Protoze vy, 79, bjsou dana ¢isla, mohou nastat nasledujici
situace

1. sinb # 0, potom C; = 1e®o=0

7 a uloha ma tedy

jediné Teseni

Y1 €08b — 7
y(z) =

- cosx + 7y sinx.
sin b

2.sinb = 0, 79 — ycosb = 0, potom mé uloha ne-
kone¢éné mnoho feSeni tvaru

y(x) = Cjcosx + 7 sinz,

kde (] je libovolné redlné ¢islo.

3.sinb = 0, 79 —ycosb # 0, pak neexistuje feSeni
dané ulohy. Naptiklad
y'+y=09y(0)=1,y(m) =2

nemd zadné teSeni. Zde b=m, y1 =1, 7o =2.

Okrajova tloha s parametrem

neboli Sturmova-Liouvilleova tloha je specidlnim ptripadem
okrajové tlohy (7). Nyni hleddme parametr A a nenulovou funkci
y(x) # 0, x € (a,b), tak, aby platilo

ax(z)y’ +ar(z)y +ao(z)y =Xy x € (a,b)

s homogennimi okrajovymi podminkami

ary(a) + B1y'(a) =0,
azy(b) + B2y'(b) = 0.

Ta hodnota parametru A, pro kterou existuje nenulové teSeni

y(z) této ulohy, se nazyva vlastni ¢islo dlohy a funkce y(x) se
nazyva vlastni funkce dlohy odpovidajici vlastnimu ¢islu .
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Priklad 5.153: Urcime vlastni ¢isla a vlastni funkce okra-
jové ulohy

—y" =Xy, y(0)=0, y(r)=0.

Pro A < 0 a pro A = 0 vyplyva z tvaru obecného feseni, ze
tloha ma pouze nulové feseni (provéite!).
Pro A > 0 mé& obecné teseni tvar

y(z) = C) cos V Az + Cysin VA

7, okrajovych podminek dostavame soustavu rovnic pro neznamé
konstanty C, Co

0=C1-1+Cy-0,
0 = C4 cos VAT + Oy sin V.

Odtud
01 = O, 02 sin \/Xﬂ' = 0.

Aby mohlo byt C # 0 (zajimé nas nenulové feseni!), musi
nastat rovnost

sin VAT = 0, tj. Vo = k.

kde k=1,2,3, ...
Pro hodnoty A = X\, = k% : (1,4,9,16,...) ma okrajova
tloha nenulové Teseni

yr(z) = Cysin k.
Dostavame tak posloupnost vlastnich ¢isel
{1,4,9,16,...}
a posloupnost jim odpovidajicich vlastnich funkci je

{sin x, sin 2z, sin 3z, . . . }.



Resenim soustavy jsou
napriklad funkce

Y= \/k?_1Sin(\/ klkgl’),

Yo =k cos(v/ k1 ko).

Vektorovou funkci
y = y(z) Tesici poca-
tecni ulohu muzeme
geometricky interpre-
tovat jako paramet-
rické rovnice kiivky,
fyzikalné pak jako po-
lohovy vektor pohy-
bujictho se bodu ve
fazovém prostoru.

Hovotime o fazové
kiivce nebo trajek-
torii soustavy.
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3.8 Soustavy linearnich diferencialnich rovnic 1. radu

Motivace: Systém lovec-korist
Necht funkce y; popisuje pocet lovci (napi. lisek) a funkce
Y2 pocet kofisti (napf. zajict). Velice zjednodusené si muzeme
predstavit, ze rychlost pribyvani loveu (tj. ¥}) je pfimo imérna
poctu kofisti, neboli ¢} = kiys, ki € RT. Zaroven rychlost
ubytku kofisti (tj. —y5) zavisi pfimo dmérné na poctu lovcu,
tedy plati —yy = ko1, ko € RT. Dostavame tak soustavu dvou
diferencialnich rovnic o dvou nezndmych
vy = ki1ys,
—yy = ka1

Obecnou soustavu linearnich diferencialnich rovnic 1. radu
piSeme ve tvaru

Yy = an(z)yr + ar2()ys + . .. + a1 (2)y, + b1 (),
Yo = a2 (@)y1 + ax(@)y2 + ... + az(x)yn + ba2(),

kde a;j(z), bi(z), 7,7 = 1,...,n jsou funkce definované na
néjakém intervalu 7. Jestlize oznacime
aj1(x), app(x), ..., ap(x)
Alz) = as1(x), asn(z), , Qo () |
a1 (), ana(x), .oy apn(x)

b(x) = (bi(x), ba(x), .., bu(@))7,
J(@) = (y1(x), y2(2), - . - yn(2))",
muzeme soustavu psat v maticovém tvaru
i’ = A(x)ji(x) + b(x).

Podobné jako v definici (3.5) formulujeme poéateéni tilohu.

y'(x) = Alz) §(z) + b(x), (9)
37(270) = fo, xg €1, Ty € R" (10)
Vektorova funkce i = ¢(x) spliujici rovnici (9) a pocatecni
podminky (10) se nazyva feSeni pocatecni dlohy.
Matice A(x) se nazyvd matice soustavy, vektor b(z) se
nazyvéa vektor pravych stran. Je-li b(z) =0, potom se sou-
stava (9) nazyvd homogenni.
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Pozndamka 3.2: Kazda soustava n diferencialnich rovnic

—

Liadu y' = Ay + b(z) , kde

o 1 0 ... 0 0 y1(x)

0O 0 1... 0 0 Yo ()

A= : . Jb()=| |, ga)=] w(@)
0 0 0 ... 1 :

—Po—P1—D2 - - —Pn—1 f(x) Yn(T)

je ekvivalentni linedrni diferencialni rovnici n-tého radu

n n—1
" +p<n_1)y§ Lt + po = f(2).

Piipomenme, Ze vSechna feSeni homogenni rovnice Lly] = 0
lze zapsat ve tvaru y, = ciy1 + oy + - - - + ¢y, , kde funkce
Y1, Y2, "+, Yp tvori fundamentalni systém rovnice (viz defi-
nice (3.7) avéta (3.3)). Podobneé lze ukazat, ze véechna feseni
homogenni soustavy ' = A(x)y se daji vyjadrit jako linedrni
kombinace jednoho (zvoleného) fundamentalniho systému.

3.9 Metody resSeni soustavy diferencialnich rovnic

Metoda pifevodu na jednu rovnici n-tého fadu (eliminacéni

metoda)

Prevodem na rovnici 2. fadu najdeme reseni homogenni soustavy
diferencidlnich rovnic

Yy = 4y — 2y,
Yvh=1y1+1Ya.

: L _ / : : ! /! /
Z 2.rovnice vyjadiime y; = yp — Y2, zderivujeme y| = Yy — Yo
a obé rovnice dosadime do 1.rovnice. Dostaneme

/

Yy — Yo = 4(ys — y2) — 2y2 = y5 — 5yh + 6y2 = 0.

Obecné fegeni této rovnice méa tvar yo(x) = C1e3*+Che®® | potom
y1(x) = (C1e3% 4+ Ce?®) — (C1e3* + Che??) = 2013 + Coe® |
Obecnym vektorem teseni soustavy je vektorova funkce

~ B 2016333 + 026213 B 26390 6233
y(l’) - ( Cle?)z + 0262x - Cl eBx +CQ eZ:c :
\T_/ \_\_‘,_/

Y1 Y2

Na soustavy dife-
rencialnich rovnic
pouzivame stejné
metody  jako  pro
rovnici jedinou.
Pouziti téchto metod
je  vsak  slozitejsi
zvlaste kdyz matice
A nemda  specidlni
tvar (diagonélni,
trojihelnikovy,
Jordanuv).

Obecné soustavu
y'(x)=A(z)y + b(x)
prevadime na jednu
rovnici n-tého
radu derivovanim,
napiiklad prvni rov-
nice, a postupnou
eliminaci ostatnich
neznamych funkei.



V pripadé, ze mame n
ruznych vlastnich ¢isel
matice A, pak kazdé je
jednonasobné.
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. 237 ez
Rikame, ze vektorové funkce y; = ErE Yo = o2 tvori

L , . 2631’ 6290
fundamentalni systém soustavy a matice Y = < 3r oz | S€
e’ e

nazyva fundamentalni matice soustavy.

/ . = C ~ ~ 7/
Oznacime-li vektor konstant ' = ( C’l ), pak fesSeni soustavy
2
) ) . 2 3x 2z Cf .
muzeme psat ve tvaru y = ( 631, eQx ) : < ! > =Y. -C.
e’’ e Cy

Vsimnéme si, ze cisla A\; = 3, A9 = 2 jsou vlastni cisla ma-

tice soustavy A = (;L ?) a vektory hy = <f), hy = (1)

jsou jim odpovidajici vlastni vektory. Obecné TeSeni soustavy
tedy mizeme psat ve tvaru j(x) = CihieM® + Cyhge?® . Tento
poznatek zobecnime v nasledujicim paragrafu.

Metoda fundamentalniho systému a fundamentalni ma-
tice

Nyni mame homogenni soustavu n diferencidlnich rovnic s kon-
stantnimi koeficienty

7' =Aj, zel. (11)

Resenf soustavy (11) hleddme ve tvaru i = he’®  kde h je kon-
stantni vektor. Po dosazeni do (11) dostaneme Ahe’® = Ahe™

nebo-li
(AL— A =0, kde I je jednotkova matice.

Tudiz A je vlastni ¢islo matice A a h je odpovidajici vlastni
vektor. Ruznd ndsobnost vlastniho ¢isla vede k nésledujicim
moznostem.

a) Necht \;, i =1,...,n jsou navzdjem ruzna vlastni
¢isla (obecné komplexni) matice A a h; (i = 1,...,n) jsou

odpovidajici linedrné nezavislé vlastni vektory. Potom vek-
torové funkce
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jsou linedrné nezavisla feseni homogenni soustavy i’ = Ay
a tvori fundamentalni systém dané homogenni soustavy.
Matice Y(x) (fadu n), jejiz sloupce jsou tvoreny funda-
mentalnim systémem, tj.

Y(z) = (lee’\lx, hoe?® .. l_ineA”x>

se nazyva fundamentdalni matici soustavy (11).

Obecné tesSeni soustavy (11) definujeme jako vektorovy
nasobek fundamentalni matice

j(x) =Y(x)- C,
resp. v rozepsané podobé
J(x) = CrhyeM® 4 Cyhge™™ 4 - 4 Cphye™?,
kde C' = (C1,Cs, ..., Cu)T je libovolny konstantni vektor.

Priklad 3.14: Uréime fundamentalni matici a obecné reseni

soustavy ,
Y1 = dy1 — 2Ys — 2y3
Yo = —2y1 + Yo+ 3
ys = 14y; — 6ys — 6ys.
Zde mame
5 —2 =2
A= -2 1 1],
14 —6 —6
A—5H 2 2
det(A\I—A)=det 2 A—1 =1 |=2XA=1)(A+1).
—14 6 N\+6

Vlastni ¢isla a odpovidajici vlastni vektory matice A jsou:
\M=0, k= (0,1,—1)T  (Fesenf soustavy —Ah= 0),
Xo=1, hy=(1,0,2)T (feSenf soustavy (I — A)h=
A3=—1, hy=(1,—1,4)7 (fesenf soustavy (—I — A)h=0).
Fundamentalni matice ma tedy tvar

0 1 1 0 e e*
Y(z)= 1,10 e -1 ]e]=[{1 0 —e*
—1 2 4 —1 2e% 4de”*

a obecné tfeSeni ma tvar

g(x> — Y(:E) ) C; = Cli—l)l + Ogﬁgex + 03536”.



42 Matematicka analyza pro FEL

b) Necht )\; je ri-ndsobnym vlastnim &islem matice A.

v v/

linedrné nezavislych vlastnich vektort matice A ptislusnych
vlastnimu ¢islu A. Abychom se vyhnuli pouziti Jordanova
tvaru matice A, musime se spokojit s konstatovanim, ze ve
fundamentalnim systému, fundamentalni matici a v obecném
feseni vystupuji linedrni kombinace funkei typu (viz také
metodu charakteristické rovnice pro diferencidlni rovnici n-
tého tadu)

N et gl Ml <y
Vektorové funkce, které ve fundamentalnim systému prislusi
vlastnimu ¢islu A; budeme hledat ve tvaru

Py ()
g(ill') _ PZ (I’) e)\ix7
Fin(z)

kde koeficienty polynomu P;;(x) stupné nejvyse r—1 uréime

z pozadavku, aby funkce y(x) byla feSenim soustavy a abychom
dostali chybéjici linedrné nezavisld tesSeni. Sestrojime pak
fundamentalni matici Y(z) a obecné teSeni vyjadiime ve
tvaru

g(.T):Y(I')C_:, C_::(CDCQ)"'?CTL)T'

Priklad 3.15: Stanovme obecné feseni, fundamentélni systém
a fundamentalni matici soustavy ¢’ = Ay tvaru

= 2y —y2,
yéz Y1 -
2 —1

Matice A = (

) O> dané soustavy méa dvojnasobné

vlastni ¢islo Ao = 1 a jeden vlastni vektor ho=(1,1)7.
Odpovidajici teseni ¢(z) = he” nestac¢i k urceni obecného
feSeni. Budeme jej proto hledat ve tvaru

ﬁ(x) (a1 t+agx o
y a b1 + bQI '
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Dosazenim do soustavy 3’ = Ay dostaneme

a1 + asx ot a9 o 2 —1 [ o1t ax o
b1+b2x bg a 1 0 bl—l—ng

neboli
a1 + as2x + a9 :2a1—|—2a2x—b1—b2x,
by + box + by = a; + asx.

Odtud plyne
by =as, bi=a—ay;

takze obecné teSeni ma tvar

(x)= 01+ 027 e’ =a ! e’ +a v e”
(a1 — as) + asx 1 2\-1+2 '

Fundamentalni matici sestavime z funkeci fundamentalniho

<y

systému, tj.

Y@”::(Sz(—fTZyﬁ>

a snadno provérime, ze plati Y = AY.

Pozorovani: obecné feseni lze upravit na tvar

y(x)=a; (1) e+ as ((_(1)) +x (D) " =a1he” + ay(7 + xh) ¢,

kde h = (1, )7 je vlastni vektor matice A odpovidajici dvojndsobnému

vlastnimu ¢islu A; 2 = 1 a ¥ je nenulové feSeni nehomogenni sou-
stavy (A — )\1’2]1)17 =h.

Priklad 3.16: Najdeme obecné feSeni soustavy

?/1: U1
Yy = Y2+ U3
yé: Ys

Koreny charakteristické rovnice

A—1 0 0
det 0 A—1 -1 |=WX=13%=0

jsou

K vicenasobnému
vlastnimu c¢islu muze
patfit vice linearné
nezavislych vlastnich
vektoru,  popripadé
"Tetézec vektoru”.
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Vlastni ¢islo A = 1 je trojnasobné. Obecné feseni proto
hleddame ve tvaru

ay + a2 + CL3[132
g(x)= b1+ box + bz* |e”.
c1 + o + 322
Dosazenim do puvodni soustavy a po vydéleni e” dostaneme
as+ 2a3x + a1+ asx + a3r? = a1+ asx+azx’
by + 2bsx + by + box + b35132 = by +box —|—bg£1]2 +C1 —f—CgZL‘—i—CgZL’Q
Co + 2¢3% + €1 + o + 322 = ¢; +cox +c32” .

Odtud plyne

as= as 2a34+ as = as as+ a; = ay
b3 = b3 +c3 2b3+by=by+cy by+ by =b + ¢
c3 = C3 2c3 +co = o co+c =cq,

neboli as=a3=0,ay ER,bgzcl,bgzo,bl ER,CQZC?,IO,
c1 €R. Obecné teseni ma tedy tvar
Vlastnimu ¢islu A=1
piislusi dva linearné aq 1 0 0 0
nezavislé vlastni vek- J@)=|b+az|et=a| 0 e +bi| 1 |e*+ar|| 0 |+2| 1 |]e®
tory hy = (17 0, O)T7 c 0 0 1 0
hy = (0,1,0)T a s vek- 1
torem hy tvoli fetézec
vektor 7 = (0,0,1)7.
Priklad 3.17: Stanovme obecné teseni a fundamentalni
matici soustavy

n= —n+y,
Yy —y2 + 4ys
yh =y —4ys .

Koreny charakteristické rovnice

A+1 -1 0
det 0 X+1 —4 | =X+6)\2+92=0
1 0 A+4

jsou
)\1’2 = —3, /\3 = 0.
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Vlastnimu &fslu A3 = 0 pifslusi vektor hs = (1,1, }l)T a dvojnasobnému
vlastnimu ¢islu Ay o = —3 piislusi jeden vlastni vektor le =

(1,—-2,1)L. Obecné fesen{ hleddme proto ve tvaru

a1 + a9x
Ga)= by +byx e 4+ a3
1+ e

0-x

N
D

Dosazenim do soustavy urc¢ime vztahy mezi ay, as, by, ba, c1, co,
tj.
2a1 —as + b =0, 2a1 + by =0,
2[)1—b2+461:0, 2b2+40220,
—c1—co+a; =0, —cy+ay=0.

Pomoci aq, as vyjadiime ostatni koeficienty:

b1:a2—2a2, bQI—QCLQ,
C1 = ay —ay, Co = a9 .

Takze obecné teSeni soustavy ma tvar

ai + asx 1
gj(:r:): (CL2 — 2@1) — 20901 e 37 4 as| 1 | =
(a1 — CLQ) + asx i
1 T 1
=a| —2|e4+a| 1 -2z |e 3 +as| 1| =
1 -1+ }1
1 0 1 1
=a;| =2 e + ay 1 |4z =2 |]e*+as| 1 |=
1 ~1 1 I

= alﬁle_gx + CLQ(U‘F $E1)e_3x + agi_7:3 ,

kde (Aol — A)hy = 0, (Mol — A)T = hy, (A3l — A)hs = 0.
Fundamentalni matice soustavy ma tedy tvar

e*3I xefiﬁx 1
Y(z) = -2 (1—-2x)e® 1],
e (=1+x)e %

a proto

y(x) =Y(z)-a, d= (a,as, CL3)T.
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Metoda variace konstant

Nyni mame nehomogenni soustavu diferencialnich rovnic
7 =Ax)y+bz), wel 9)
a metodou variace konstant nalezneme jeji feSeni.

1. Nejdiive vyfesime homogenni soustavu ¢’ = A(x)y. Reseni
homogenni soustavy méa tvar

Un(z) = Y(x) - o

kde Y(z) je fundamentdlni matice soustavy a C je vektor
konstant.

2. Partikularni feseni rovnice (9) hleddme ve tvaru

Yp(z) = Y(x) - 6@) 5

kde C(x) je vektor funkci. Po dosazeni do soustavy (9)
mame

Y'(z)C(x) + Y(z)C'(z) = AY(2)C(x) + b(z) .
Protoze Y' = AY, tak plati

¥(x) /(@) = o)
C'(z) = Y1

Ptimou integraci urc¢ime

a partikulérni feéem soustavy (9) dostaneme ve tvaru

yp f Y-! df

3. Obecné feseni nehomogenni soustavy méa proto tvar

7o) = o + o) = ¥(a) ([ ¥ (00 de)

kde C = (C1,Cy,...,Cu)T je libovolny konstantni vektor.

Priklad 3.18: Metodou variace konstant feSime soustavu

Yy =4y1 — 2ys + ",
yh =1y +yo +e°.
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1. Najdeme fundamentalni matici homogenni soustavy

3x 2x
€ €
Y(:C) - ( leSx 62:0 > :
2

_ 20737 Qe
Y 1(55) - ( —2x 26—2:10 > )

—€

2. Protoze

tak partikularni reSeni soustavy ma tvar

~ e3x e2x 0 —e”
yp(x) — <%e3x eQI)/(e—§> df: <_ex)

Pokud nechceme pocitat inverzni matici k fundamentalni,
pak vektor C'(x) ziskdme vyfesenim soustavy Y(z) C'(z)=
b(x), neboli

30 + ¥ () = e
330+ ¥ Ch = e

3. Obecnym feSenim ulohy je vektorova funkce

()= (o i) (@) + ().

kde C, Cy jsou libovolné konstanty.



Funkce F'(p) se nazyva
Laplaceovym obrazem
funkce f(t) a funkce
f(t) se nazyva vzo-
rem (predmétem, ori-
gindlem) Laplaceovy
transformace.

Funkce e’ nebo tgt
nemaji Laplaceuv ob-
raz.

21y =+,

1
p—a’

L{e™} =

Integrovani a derivo-
vani jsou linedrni ope-
race, proto i Lapla-
ceova transformace je
linearni.

p
f{coshat}:m,
. a
f{smhat}:m,
Z{coswt}:L,

p2+w2

w
ZL{sinwt} = —.
{sinwt} PR
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4 Laplaceova transformace »
Priklady

Jedna ze zakladnich metod pro feseni diferencialnich rovnic
je Laplaceova transformace, kterd realné funkci prirazuje funkci
komplexni

Definice4.1: Jestlize pro p € C konverguje nevlastni in-
tegral

mm=/}mamw

pak zobrazeni pritazujici funkci f(t) funkci F'(p) nazyvame
Laplaceovou transformaci a piseme F(p) = Z{f(t)}.

Priklad 4.1: Pro obraz funkcel f(t) =1, f(t) = e ™, a € R
plati:

4.1 Zakladni vlastnosti

Laplaceova transformace je linearni zobrazeni, nebo-li

L{afi + Bfo} = al{fi} + BL{ e}, o, B €C,

a proto pro coshat = % plati:
1 1/ 1 1 p
DA PRI R S
(coshat) =3(LE"}+ 2 D=3t )=
Podobné pro funkce sinhat = —eat*;*at a coswt = —eiwtgﬁm 7

iwt _e—iwt

sinwt = ¢ w € R dostaneme:

2i )
a

g{Sinh CLt} = m ,

P , w
z t}=———, % t} =
{coswt} R {sinwt} R
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Pro Laplaceuv obraz funkce e f(t) plat:

L{ef(t)} = /e“tf(t)e_pt dt = /f(t)e_(p_a)t dt =F(p—a).

Nésobenim eOXponenCiélou tedyodochézi k posunuti obrazu:
p—a w
(p—a)?+w?’ (p—a)?+uw?
Pokud ve funkci f vynasobime argument konstantou a > 0, pak
dojde ke zméné meéritka:
/ netrar=cr (7).
a

Derivovanim v Laplaceové integralu podle proménné p dosta-
neme vztah:

L{e™ coswt} = L{e sinwt} =

2{f(at)} = / Flat)e ™ dt =

PO - [rwer-na = 2uswy - -2

Konkrétne Z{t-1) = —d%(%) = plg , L{t-t} = di(]%) _ ]%
a obecné
L{t"} = ataké Z{t"f(t)} = (_1)nd F(p)

prtl
Pro obraz derivace funkce plati:

Z{f'(t)} = pF(p)

nebot pomoci per partes dostaneme
o0

{f’(t)eptdt t)e P ff e PH(—
(1)} =p"F(p)

Nyni budeme uvazovat funkei ¢(t) = [ f(r

— f(0+),

p) dt . Obecné plati:

2L =P T (04) == FUR(04).

)dT , potom ¢'(t) =
0
f(t), (0) = 0 a pro obraz integralu plati:

f{/f(T)dT}:@,

nebot’t

pﬂ{off(T)dT} =pZ{p(t)} =0 =Z{' ()} =Z{f ()} =F (p).

Posunuti obrazu

L{e f(t)} = F(p—4)
Napriklad:

L{e*sint} = !

PRy

ZLA{sint} =

PP+ 1
pak Z{sin3t}=

1 1 3
3(E2+1 pP+9

t nasobek predmeétu se
zobrazi na minus deri-
vacl obrazu.

L) = 5—6

2
p*—1
LA{tcost} = I

Derivace predmétu se
zobrazi na p nasobek
obrazu minus limita
zprava v nule.

Z{f"t)} = p*F(p) —
pf(0+) — f'(0+),

Integral predmétu se
zobrazi na podil ob-
razu a argumentu p.



Metodou charakteris-
tické rovnice

A2 +5) 4+ 6 = 0 nalez-
neme fundamentalni
systém {e73 e7*} a
obecné TeSeni ve tvaru
y = Cre 3 + Che ™.
Dosazenim  pocatec-
nich podminek dosta-
neme reseni

y = —2e3 4 372,

Zpétna  Laplaceova
transformace je in-
verzni  zobrazeni k
Laplaceové transfor-
maci. Diky teorii -
Lerchova véta - vime,
ze takové zobrazeni
existuje.

Také plati

t

(fg)(t) = / F(t-r)g(r) dr.

0

Zkracené:

L(f*g)=F(p)G(p)
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4.2 Diferencialni rovnice a Laplaceova transformace

Priklad 4.2: Pomoci Laplaceovy transformace prevedeme
diferencialni rovnici s pocatecnimi podminkami na alge-
braickou rovnici. Chceme vytesit:

y"(t) + 5y (t) + 6y(t) =0, y(0)=1, ¢/(0)=0.

Oznac¢ime Z{y(t)} = Y (p) a zobrazime diferencialni ilohu
pomoci Laplaceovy transformace, dostaneme:

ZL{y"(t) +5y'(t) + 6y(t)} =
p’Y (p) — py(0+) — ¥/ (04) + 5(Y (p)
(P> +5p+6)Y(p)—p—-5=0.

—py(0+)) +6Y(p) =

Odtud rozkladem na parcialni zlomky obdrzime

p+5 —2 3
Y(p) = = + :
p°+5p+6 p+3 p+2

Stojime pred ukolem k danému obrazu najit predmét Lapla-
ceovy transformace. Jinymi slovy chceme pouzit zpétnou La-
placeovu transformaci

LY () =yl
Protoze Z{e"} = %, tak £~ 1{p+3} = 3t a také

a

5
g—l{%} = —26_3t + 36_2t .
p p

Konvoluce

Definice4.2: Operator, ktery dvéma realnym funkcim f, g
priradi funkci (f * g)(t) predpisem

(f * 9)(t /f gt —7)d

se nazyva konvoluce.

Pro obraz konvoluce pri Laplaceové transformaci plati:

L((f * fff gt — 7)dre P dt = {t=u+v}:

T=u
fff u)g(v)e Pty dudvsz w)e P'du [g(v)e P'dv=F(p)G(p).
00 0 0
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Priklad 4.3: Pomoci Laplaceovy transformace budeme resit:

y'(t) +y(t) =sint, y(0)=0, 4/(0)=0.

Zobrazime diferencialni tlohu pomoci Laplaceovy trans-
formace, dostaneme:

P’Y (p)—py(0+) =y (0+)+Y (p) = pH =Y (p) = 2z

Odtud y(t) = p2%|—1p2{|—1} fsm sin(t — 7) dr .
Poznamenejme, ze plati 7 Qi = %(pgﬁrl — (p2;11)2) a tudiz

2 .
y(t) = ‘,5,”_1(%(]#1H — ( )2) = L(sint — t cost).

f{smt}:p2+ T

Vzorem souéinu obra-
zu je konvoluce

L HF(p)G(p)} = fg.



Rovnici 3/ = y Tesi ex-

ponencialni funkce e*,

jejiz Taylortv rozvoj
oo o

Je ol
n=0

Pi. f,(z)=%:, M=R.

n!’

Posloupnost funkci
{f.}5 je omezena
na mnoziné M,
existuje-li  konstanta
K > 0 takova, ze pro
vsechna x € M a pro
vSsechna n = 1,2,...
plati

|[fol2)] < K.

Posloupnost  f,(z) =
cosnx je omezena na
mnoziné M =R kon-
stantou K > 1.
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5 Posloupnosti a rady funkci

Motivace Prti feseni pocatecni ulohy

Reseni tlohy jsme dostali ve tvaru tzv. mocninné fady, kterou
budeme zkoumat v této kapitole.

5.1 Posloupnosti funkci

Definice 5.1: Predpokladejme, ze funkce fi, fo, f3, ...
jsou definovany na mnoziné M C R. Potom zobrazeni
F:n — f,, n €N se nazyvd posloupnost funkci na
mnoziné M. Znacime F = {f,}°°,, zkracené {f,}.

Definice 5.2: Posloupnost {f,}> konverguje v bodé
xg € M, kdyz ciselnd posloupnost {f,(x¢)}2] konverguje.
Posloupnost {f,}2] konverguje bodové na mnoziné M,
kdyz pro kazdé x € M ¢&iselnd posloupnost {f,(z)} > kon-
verguje. Mnozinu M pak nazyvame oborem bodové kon-
vergence a na M je definovana funkce f= f(z) vztahem

flz) = lim f,(z)

n—oo

re M.

Funkce f se nazyva bodova limitni funkce posloupnosti
{f, 3129, znacime f, — f.

n:l Y

Priklad 5.1: Posloupnost f,(z) = = konverguje bodové
k funkci f =0 na mnoziné M =R.

Posloupnost {z"}72, M = (0,1) m& bodovou limitu
0 2€(0,1),
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Definice 5.3: Rekneme, 7ze posloupnost {f}2 kon-

verguje stejnomérné na mnoziné M k funkci f = f(x),
jestlize

lim sup |f,(z) — f(z)] = 0.

n—oo reM

Zmacime f, = f. Funkci f nazyvame stejnomérnou limi-
tou.

Priklad 5.2:  (pokracovéani piikladu (5.1))
Posloupnost {z"} na (0, 1) nekonverguje stejnomérné. Plati
totiz

sup |z" — f(x)]=1 VYneN.

x€(0,1)

Zvolime-li § € (0,1), potom na intervalu (0,0 ) posloup-
nost {x"} konverguje stejnomérné, nebot pro = € (0,4d) je

f(z)=0 a

sup |z"| =90"—0 pro n— oco.

x€(0,0)
Zaroven plati lim 2" =1 VneN, lim f(z)=0.
r—1_ z—1_

Jinymi slovy:
lim lim 2"(z) = lim 1" =1.

n—oo r—1_ n—00
lim lim 2™(z) = lim 0 =0.
r—1_ n—oo rz—1_

Vidime, ze limity nelze zaménit.

Priklad 5.3: Necht f,(z) = Si?/%x , n=1,2,.... Potom

a protoze
| sin nx| 1
sup = — 0, tak f, =0.
zeR \/ﬁ \/ﬁ
Zaroven
lim f/(0) = lim v/ncos(0) = +oo,
n—o0 n—0o0
ale

(li_>m f(0)) = fl(x) =0.
Vidime, ze derivace limitni funkce neni limitou posloup-

nosti derivaci. Rikdme, ze danou posloupnost {f,} nelze
"derivovat ¢len po ¢lenu”.

Posledni ptiklad ilus-
truje situaci, kdy po-
sloupnost funkci spo-
jitych konverguje bo-
dove k funkci nespo-
jité.

Proto bodovou kon-
vergenci " vylepsime”.

Pokud  posloupnost
konverguje stejnomeér-
né, pak ziejmé kon-
verguje i bodové.

Uvedeme ekvivalentni
definice  konvergence
posloupnosti funkei.

Bodova  konvergence
na M:Vx e MYe>0
dng(e,z) Vn > ng :
[ful@) = f@)| <e,

Stejnomernd  konver-
gence na M: Ve >0
dng(e)Ve € MVn >
no : [ fu(@)—f(2)] <e.



Opét vidime, ze nelze
zaménit poradi limi-
tovani a integrovani,
tj. limita posloupnosti
integrali neni rovna
integralu z limity.

Rikdme, ze danou po-
sloupnost nelze ”inte-
grovat ¢len po clenu”.

o4
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Priklad 5.4: Necht f,(x) = nz(1—2*)", z € (0,1). Potom

f(z) = lim f,(x) =0 Vz e (0,1).

n—oo

Zaroven pro integraly clent posloupnosti plati

1 1

n
1] n() drv = li 1—2H)" do = i —
g [ Inle) dr= iy fna(=a)tde = s
0 0
avsak

Vétab5.1: (Postacujici podminka spojitosti, diferencova-
telnosti a integrovatelnosti limitni funkce, zdménnosti limit)

a)

b)

Je-li {f,} posloupnost spojitych funkei na intervalu I,
ktera na I konverguje stejnomérné k funkci f, potom
funkce f = f(z) je také spojita na I.

Jestlize posloupnost {f,} Riemannovsky integrova-
telnych funkei (f, € R(I), I = (a,b)) konverguje stej-
nomeérné na I k funkci f(z), potom f € R(I) a plati

b b b

lim [ fu(x)dz = /nh_{go folz) doe = /f(x) dx .

n—oo
a a

Jestlize posloupnost {f,} konverguje v néjakém bodé
rg € I = (a,b), f, jsou diferencovatelné funkce na
I a posloupnost derivaci {f;} konverguje stejnomeérné
na I, potom i posloupnost {f,} konverguje stejnomérné
na [, limitni funkce f(z) = ngo fn(z) je diferencova-

telna funkce na I a plati

lim f;(«) = [lim fu(2)] = (@),

n—oo |:’I7,—>OO

Necht f, = f na (a,b) a pro kazdé n € N existuje
vlastn{ limita lim+ fn(z) = c,,. Pak existuji vlastni limity
Tr—a

lim ¢,, lim f(x) a jsou si rovny.
n—00 r—a+

1

2
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5.2 Funkéni rady

Definice 5.4 : Necht {f,(z)}.1>] je posloupnost funkei defi-
novanych na mnoziné M. Potom vyraz

S fule) = @) + fola) + -

se nazyva nekonec¢na rada funkci na mnoziné M. Funkce
sn(z) = ) fr(@) = fil@) + fol) + ... + ful2)
k=1

se nazyva n-ty Castecny soucet tady a {s,(x)} je po-
sloupnost ¢astecnych soucta rady.
Existuje-li

lim s,(z) =s(z), €M,

n—oo

potom funkce s(z), =z € M, se nazyvd soucet fFady
Jio fu(z). Rikdme, ze fada konverguje k funkci s(z) a
TrLrTrlloZina M se nazyva obor konvergence rady .

Jestlize konverguje rada Jij |fu(z)], potom tikdme, ze Tada
-

+00
> fu(z) konverguje absolutné.
n=1

Priklad 5.5: Rada

‘4 i - i -+ v +
L4+a22  (1+a%) (L +22)
je geometrickou radou s kvocientem ¢ = —— +le <1,x#0,

a tedy konverguje pro kazdé x € (—oo0,+00) (pro x = 0 je
sice ¢ = 1, ale fada se skldda ze samych nul). Jeji soucet je

a? a2 1+22 x#0,
B el B r=0.

1 - 1422 1422

Tedy soucet fady spojitych funkei existuje, ale neni to spo-

jita funkce.

Vyraz
" X zn
14-- ._|_H_|_. . .:z% T

je tadou funkci 1,z,
f;—? ,... definovanych
na R. Pro kazdé pevné
r € R dostavame c¢i-
selnou ftadu, ktera
konverguje, nebot po-
dle d’Alember"chalml kri-
(T

téria je lim “fm- =
n—oo T

n!

lim 2L =0 (< 1).

n—oo M1

7, absolutni konver-
gence fady plyne (ne-
absolutni) konvergen-
ce fady (viz véta 5.11,
MAT).

K tomu, aby soucet
s(z) tady Y. fa(x),
n=1

kde f,(x) jsou spojité
funkce, byl spojity,
potiebujeme podle
vety (5.1), aby po-
sloupnost c¢astecnych
souctu {s,(z)} kon-
vergovala k souctu
s(x) stejnomérné.



Némecky matematik
Karl Theodor Wilhelm
Weierstrass
(1815-1897).

se vyznamné podilel
na budovani teorie
funkci komplexni pro-
ménné pomoci moc-
ninnych tad.

Véril, ze matematika
nesmi ztracet kontakt
s ostatnimi védami a
prispél k rozvoji mate-
matické fyziky, optiky
a astronomie.

Z véty (5.3) vyplyvé,
ze existuje c¢islo R >

0 takové, ze mocninna
+o0o

rada Y an(r — xo)"
n=0

konverguje absolutné

pro x spliaujici nerov-
nost |z — x| < R a di-
verguje pro x splnujici
nerovnost |x —xo| > R.
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Vétab.2: (Weierstrassovo kritérium stejnomérné konver-

gence fady funkei)
+00 +00
Necht > f.(z) je tfada funkci na mnoziné M a > b, je
n=1 n=1
¢iselné fada s nezdpornymi cleny b, > 0. Necht dale plati

|fu(z)| <b, VREN Ve M

+00 &g

a fada ) b, konverguje. Potom tada > f,(z) konverguje
n=1 Sl

stejnomérné a absolutné na M (tj. konverguje stejnomérné

400
na M také rada Y |f.(x)]) .
n=1

+
n

. 400 oo
Rada ) b, se nazyvd majoranta fady > f,(z).
n=1 n=1
. +00
Priklad 5.6: Rada ) “3% konverguje podle vét (5.1) a
n=1
(5.2) stejnomérné ke spojité funkci, nebot jeji majoranta
400
> # je konvergentni.
n=1

5.3 Mocninné rady

Definice 5.5: Necht {a,} je posloupnost redlnych ¢isel. Po-
tom o

Zan(x —xo)", x€R,

n=0

se nazyva mocninna rada se stredem v bodé z, € R.

Vétab.3: P
1. Konverguje-li mocninna tada Y a,(zr — )" v bodé
n=0

xr1 # 1o, potom konverguje absolutné v kazdém bodé x
otevieného intervalu urceného nerovnosti

|z — zo| < |x1 — 20 -
2. Diverguje-li mocninna rada v bodé x5, potom diverguje
v kazdém bodé x splnujicim nerovnost

|z — zo| > |x2 — 20 -


http://www-history.mcs.st-andrews.ac.uk/Mathematicians/Weierstrass.html
http://www-history.mcs.st-andrews.ac.uk/Mathematicians/Weierstrass.html

Matematicka analyza pro FEL 57

Definice 5.6 : (Polomér konvergence)

Cislo R > 0 s vyse uvedenou vlastnosti se nazjvd polomér
konvergence mocninné tady.

V pripadé, ze mocninna fada konverguje pro kazdé r € R,
klademe R = +o00.

+00
Priklad 5.7: a) Méme fadu ) fL—T Pro pevné z € R
Lmae 91 !

zkoumame absolutni konvergenci této fady pomoci podilového
kritéria (véta 5.6 MA1). Protoze

x(n-&-l)

lim | g 2L g (< 1),
n—00 o n—oo N, + 1

tak danda fada konverguje pro vsechna x € R, tj. R = +oc.

400
b) Mame fadu 2_:1 Z-. Nyni pouzijeme limitni odmocni-

n=
nové kritérium (véta 5.6 MA1). Protoze

tedy dand fada konverguje pro vSechna x spliujici |z| < 1,
diverguje pro vSechna x spliujici |x| > 1 a polomér kon-
vergence R =1.

Vypocet poloméru konvergence mocninné rady

Z odmocninového (Cauchyova) kritéria lze odvodit pro polomér
konvergence vzorec:

1
R = :
lim sup {/|ay|
n—oo

Jestlize existuje lim |[*#], pak z podilového (d’Alembertova)
n—0o0 n

kritéria dostaneme

1
R = —
lim |

Ap+1 | :
n—oo

Qn

O  konvergenci ¢
divergenci mocninné
fady v krajnich bo-
dech xo — Raxg+ R
nelze obecné nic fici.
V téchto bodech rada
bud konverguje, nebo
diverguje v zavislosti
na posloupnosti {a,}.

V  krajnich bodech
oboru konvergence
musime vySetrit da-
nou fadu samostatneé.

Pro = -1 rtada
—+o0o

> (_T?n konverguje

n=1
podle Leibnizova
kritéria. Pro = 1

dostaneme harmonic-
—+o0

kou fadu Y +, kterd
n=1
diverguje.

Pouzijeme-li odmocni-
nové kritérium, pak
obecné chceme, aby
platilo

Jim {/fan(z —xo)"| =

TLIL% Y an||x —zo| < 1.

Podobné z podilového
kritéria plyne
n+1

an+1(z—0)
an(x—x0)™

lim =
n—oo

lim [ #2|2 — 0] < 1.
n—00 n



Proxe( 1,1) je
s(r) = ZI—

Pro n ty castecny
soucet teto fady plati

sn(x) = ZZ‘ =i
Potom
_$n+1
|sn () — ( )| = |
a sup |- 1| = —I—oo
lz|<1

Odtud plyne, ze tada
S~ aF  nekonverguje

stejnomérné na inter-
valu (—1,1).

Priklady analytickych
funkei jsou

T __ 1 ,..n ; _
e’ =) ", sinz =

oo n

RZO (;;i)l)! CHARS

cosT = :zjo % 2
Kazd4 mocninna rada
je Taylorovou ftadou
svého souctu, ale ne
kazda Taylorova tada
funkce f konverguje
k funkci f. Naptiklad
funkce f(x) = |z| m4
v bodé z¢o=1 vSechny
derivace a jeji Taylo-
rova Tfada je
1(z—1)"+1(z—1)t =
coz mneni  puvodni
funkce (pro x < 0).
Uloha nalézt Tay-
lorovu fadu funkce
f se nazyva rozvoj
funkce f v mocnin-
nou radu.
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Vétab.4: (Stejnomérnd konvergence mocninné fady)
Necht R € (0,00) je polomér konvergence mocninné fady
+00

Y an(x —x0)" a 0 < & < R, potom mocninnd fada kon-
n=0
verguje stejnomérné na uzavieném intervalu (xo— R+¢€, zo+

R—¢).

Véta5.5: (o derivaci a integraci mocninné rady)
Mocninné tady

g(z) =) %[an(x — zo)", => / an(t — )" dt

maji stejny polomér konvergence R jako rada
400

s(x) = Z an(x — z0)"

n=0
=g(x), F'(x)=
Dusledek 5.1:
gence derivovat a integrovat clen po ¢lenu, tj. derivace souctu

a plati §'(x) s(x) pro kazdé x € (xo— R, xo+ R).

Mocninnou tadu lze uvnitt oboru konver-

se rovna souctu derivaci a integral souctu se rovna souctu in-
tegralu.

Priklad 5.8:
+00

rady Z L

radu z " =

ln\l —x\ pro z € (—1,1).

Pomoci pfedchozi véty (5.5) najdeme soucet

. Jejim derivovanim dostaneme geometrickou

. Zpétné po integrovani plati z =
n=1

Definice 5.7: Necht funkce f = f(z) md derivace vsech
radu v bodé xy. Mocninna rada

IX £(n)
Z fn—(lxo) (ZL’ _ xo)n 9
n=0 ’

se nazyva Taylorova rada funkce f. Jestlize se navic soucet
Taylorovy tady rovna funkci f, pak se funkce f nazyva ana-
lyticka funkce na oboru konvergence.
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Taylorova metoda reseni pocatecnich tloh

Predpoklddejme, ze feSeni y(x) pocatecni ilohy ma v bodé x

derivace vsech radu. Reseni pak hleddme ve tvaru

y//(xo)
2!

a hodnoty y(zo), ¥'(x¢), ... urcime z diferencidlni rovnice
a z pocatecnich podminek.

(. — o)+ ...

y(x) = y(xo) + y'(xo)(x — x0) +

Priklad 5.9: Resime poéatecni ilohu

y' =zy, y(0)=4, y'(0)=3.
Z pocatecnich podminek plyne

y/l<0)
2!

Z rovnice dostaneme postupnym derivovanim:

y'(z) = wy(x)

y(z) =4+ 3(x —0) + (x—0)*+....

y"(z) = y(z) + 2y (x)

= y"(0) =y(0)+0-y'(0)=1-4,
y'Vi(z) =y'(z) +y'(z) + zy"(x)

= y'"(0) =2y'(0) +0-y"(0) =23,
y" (@) = (n = 2)y" () + y" ) ()

= y"(0) = (n - 2)y"(0).
Obecné
y3(0) = (3n —2)(3n —5)---4-1-4,
YB3 (0) = 3n —1)(3n —4)---5-2-3,
y(3n+2)(0) —0.

Po dosazeni do predpokladaného tvaru feSeni dostaneme:

y(x)=4+3z + gad + 22t + ...

_ 4+3$+Z 4 (3n—2) gz) 5)---4-1 3n+3(3n 1()3(311)4) 52$3n+1
=1

Pozndamka 5.1: Aby vysSe uvedeny formalni postup byl
opravnény, musime dokazat konvergenci vypoctené Taylo-
rovy fady. To vSak muze byt daleko komplikovanéjsi nez cely
predchazejici vypocet.

Piiklady

Mocninné tady se po-
uzivaji v teorii apro-
ximaci, pfi konstruk-
ci primitivnich funk-
ci, pii TeSeni diferen-
cialnich rovnic a velmi
casto v teorii funkei
komplexni proménné.
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Metoda neurcitych koeficienta
(pro teseni diferencidlnich rovnic)

Tato metoda se pouziva ke stanoveni fundamentalniho systému
linedarni diferencialni rovnice. Predpokladame, ze teseni y(x) je
ve tvaru mocninné fady se stiedem v bodé 0, tedy
+00
y(zr) = Zanx” =ap+amx+ax® + ... .
n=0

Formalnim derivovanim ”c¢len po ¢lenu” dostavame

+00
y(z) = 3 na,a"!
n+:1
y' () = n(n—1)ax"?% atd.

n=2
Po dosazeni do rovnice a vyuziti po¢ateénich podminek vypocéitame
koeficienty a,, n=20,1,2,... .

Priklad 5.10: Resfme poéatecni dlohu

/

' =zy, y(0)=0,9(0)=1.

Po dosazeni za y(x),y"(x) obdrzime:

+o00 +o00
g n(n — Day,a" * =2 g apx" =
n=2 n=0

+o0o
Z[(n +2)(n 4 1)apio — ap_1]z" 4+ 2a2 = 0.
n=1
Odtud plyne:
2a3 = 0, a3 = 3%, ay = 15, as = 5 =0,
_ a3 _ _ag _a
a6 = 55 — 6532 A7 = 76 = 7643 atd.
Obecné feseni rovnice Dostavame tedy
"n__ o . t d . I_S .CE6 xSn
Yo~y muzeme tady y(x) =al+53+a355+---+ 5356313 T - )
pséat ve tvaru  y(z) = ) . ot
T x xo"
aoy1 () +a13(y2<“") ’dee tal+g ot T+ 546.7. 303D T )
n@) =1+ 55+ g5+ Z pocatecnich podminek obdrzime
4 7
Yo(z) =0+ 55+ 55 o p
ap=y(0)=0, a=y(0)=1
Funkce yi,y2 jsou o, , . . / . )
linedrné  nezévisla Je mozné ukazat, ze vyse uvedend mocninna fada ma po-
feseni dané rovnice, lomér konvergence R = 400, tj. feSeni pocatecni ulohy je

ktera  tvori  funda- definovdno na celém R.
mentalni systém.
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5.4 Trigonometrické Fourierovy rady

Definice 5.8 : (Fourierova rada podle zakladniho systému)
Necht f € R({—mn,w)). Trigonometricka fada

+00
% + ;(ak cos kx + by sin kx),

jejiz koeficienty jsou urceny vzorci

ak:%/f(f)coskfdﬁ, k=0,1,2,...,

bk:%/f(g)sinkgdf, k=123 ...

Fourierova rada funkce f podle
systému

se nazyva

(zakladniho)

%,cosx,sinx,cos 2z, .. } :

Koeficientum ay, by uréenym uvedenymi vzorci se rikd Fou-
rierovy koeficienty funkce f a prislusné Fourierové radé se

také iika Fouriertuv rozvoj funkce f.

trigonometrického

Poznamka 5.2: Chceme formalné vyjadrit funkci f ve tvaru

400
flx) = F + kz:(ak coskx + bysinkx).  Po vyndsobeni
—1

s
funkel sinnz a integrovani dostaneme [ f(z)sinnzdr =

s 400 -
[ %sinnxzdr + Y [ (arcoskz + by sin kx) sinnz dx .
—T

k=1-—7
T

Zaroven pro k=n je [(sinnz)*dr = m, jinak ale plati

—T

™ ™

f sinkzsinnxdr =0 a f cos kxsinnx dr=0. Odtud ply-

nou vztahy pro a, by.
Priklad 5.11: Stanovime Fourierovu fadu funkce
f(z) =z, x € (—m,m) podle zdkladniho trigonometrického
systému, tj. ve tvaru

+00
% + kz_:l(ak cos kx + by sin kx).

Vypocteme koeficienty ay , by :

Dosud jsme funkce hle-
dali ve tvaru mocnin-
né ftady, vyjadtiovali
jsme je v "béazi poly-
nomu” 1, z, 2%, ....
Nyni zavedeme no-
vou "bazi tri-
gonometrickych
funkei” %, sinz,
cosx,sin 2z, cos 2z, . . .

Priklady

Rikame, ze funkce
coskx, sinnr  jsou
ortogonalni.

Fourierovy fady (po-
kud konverguji) pred-
stavuji "analy-
tické” vyjadient
2m-periodickych
funkei ziskanych
meétenim periodickych
déju (kmitua, signéla,
apod.).
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s

1
ak:—/fcosk§d§:0, k=0,1,2,...,
T

—T

s ™
1 2 2
b, :—/5smkg dé :—/gsinkg dé =(-1D)F 12 k=1,
s s k
0
Vysledek piseme ve tvaru:
, sin2x  sin3x p_15in kx
x)~2|sinx — + — (=) —
o) ~ 2 [sing - S5 4 2 (-1
Integral liché funkce o ) o
na symetrickém inter- Priklad 5.12: Vypocitame Fourierovu fadu 2m-periodic-
valu je nulovy. kého prodlouzeni funkce f(z) = 2?, = € (—m,7) podle
Integrdl sudé funkce zakladniho trigonometrického systému.
na symetrickém inter- i
valu (—a,a) se rovna 1 2 e
dvojnésobku daného %0 = wif & dg =
integrdlu na polovic- f 7 ) 7 1)k
nim intervalu (0, a). ar = f 52 cos k& d§ = ;Of S
™
bp == [ &sinkédE =0, k=1,2,3,....
—T
2
s cos2x  cos3x
f(:c)fv?—él{cosx— 5 + TR
V  prikladu 5.11 je
f(=m) = —m, ale Protoze periodické prodlouzeni funkce f je spojita funkce
soucet fady v bode a ma po Castech spojitou derivaci, plati podle véty (?77)
— 1 2
7 Je nula. rovnost s(m)=f(m) = 5 —4 [cos m— 00522” —|—CO§237r —.. } =72,
Tedy
2 oo
s 1
- = > o
V pitkladu 5.11 je h=1
f(ry)=—m, f(r)=m, Cuvicend 5.1: Najdéte Fourierovu fadu funkce
tody LEmektiena) g
coz odpovida souctu f(z) ={ 0, —m=z=0,
Fourierovy tady. r, 0<z<m,

podle zakladniho trigonometrického systému, tj. ve tvaru

+0oo
% + ;(ak cos kx + by sin kx).

[fz) ~§ =

2
i
(Sinx— §sin2x+ %Sin3x — )

(cosx—l— 3%0053:164- 5%00551’—1—...) +
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Priklad 5.13: Fourierova metoda teseni okrajové tlohy.
Méjme okrajovou ulohu

—y" =z, y(0)=0, y(1)=0,

1. krok: Uréime vlastni ¢isla a vlastni funkce pomocné okra-
jové ulohy

xz € (0,1).

—v" =X, v(0)=0, v(1)=0.

Dostaneme systém vlastnich funkci
vp(x) = sinkwz  ( ortogondlnich na (0, 1))

a jim odpovidajici vlastni ¢isla A\, = (km)%, k=1,2,3,....
2. krok: Vyjadirime pravou stranu rovnice ve tvaru Fourie-
rovy fady podle ziskaného ortogondlniho systému vlastnich
funkci.

1

> . . Lk liché,
T = E cpsinkrz, ¢ =2 [ xsinknx de ={
1 ,
k=1 0 —z-, ksudé.

3. krok: Resenf y(z) hleddme ve tvaru fady

y(zr) = Z di sin kmz.
k=1

Za predpokladu, ze lze fadu derivovat (dvakrét), dosadime
do rovnice (okrajové podminky jsou splnény)

Z(kzw)Qdk sin kmx = Z cr sin k.
k=1 k=1
Odtud
oo O K liché,
(k) —w, k sudé.

Takze funkce

B 1 /sinmx sin27x sin3wmx  sindnx
v =S\ T Ty s T

je TeSenim dané okrajové ulohy.

Fourierovy rady
se uplatnuji v celé
radée aplikaci. Jsou

napiiklad velmi
uzitecnym nastrojem
feseni okrajovych

uloh (tzv. Fourierova
metoda), déle se pak
vyuzivaji v numerické
matematice (problém
minimalizace  chyby
aproximace). V ne-
posledni  tadé  se
o teorii Fourierovych
fad opird teoreticky
i prakticky dulezita
Galerkinova metoda.
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