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1 Skalarni funkce vice realnych proménnych

1.1 Prostor R*

Symbolem R" oznacujeme mmnozinu vSech usporadanych
n-tic redlnych ¢isel, tj. R"={x:x=[r1,29,...,2,]}, z;€R.
Mnozinu R" chdpeme bud jako mnozinu bodiu, nebo jako vek-
torovy prostor, pokud v této mnoziné zavedeme algebraické
operace splnujici axiomy linearniho prostoru. Vektory znacime
T = (x1,29,...,2,), Cisla x;, i = 1,...,n se nazyvaji slozky
(soufadnice) vektoru (bodu).

Definice1.1: Necht #,7,Z7 € R" potom pomoci
nasledujicich vztahtu definujeme

—

1. skalarni soucin vektoru &,y

Y= g LilYi 5
i=1

3

2. normu vektoru ¥

3. vzdalenost bodu x,y ("délka vektoru 7 — i )

n
p(T,7) = x—yll = (| (@i —w)?.
i=1
Z uvedenych definic bezprostiedné plyne:

1. Pro libovolné #, y € R" plati

2) F f=

b) (Z+y) - Z2=2-Z+7-Z,

¢) (aZ) -y =ar- -y pro libovolné o € R,
d) Z-Z>0 pro Z#0.

2. Pro libovolné Z,y € R" plati:
a) |Z]| >0proZ#0, [0 =0,

b) ||aZ|| = |af ||Z|| pro libovolné o € R,

c) IZ+7| <IZ] + ||7]] (trojuhelnikové nerovnost) .

Vektorovy prostor,
v némz je definovan
skalarni  soucin  se
nazyva euklei-
dovsky prostor.
Pro skalarni soucin se
také pouziva znaceni
(#.7) .

Vektor 0= (0,0,...,0)
se nazyva nulovy
vektor.



7, geometrického po-
hledu je okoli bodu
vlastné koule, jejiz
povrch  je  tvofen
sférou
{xeR™:||[x—x¢||=¢}.
Podobné  nazyvame
kvadrem mnozinu
{xeR" : a; < z; < by;
ai,bieR, ’lzl, Ce ,n}.

Jestlize nadefinujeme
oteviené mnoziny, po-
tom hovoiime o topo-
logii daného prostoru.
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3. Pro libovolné #, v, 7 € R" plati:

a) p(%,9) >20; p(&,y) =0, pravé kdyz 7 = ¢,
b) p(Z,y) = p(y,7),
4

g < 7] - 7]

iYi

5. Pro nenulové 7, i existuje ¢islo ¢ € (0, ), které se nazyva
uhlem vektora 7, v, takové, ze

—

T -
(] - 1711
nebot |7-¢| < ||Z] - ||7]] & -1 < IIfﬁZ{ﬂll <1 a odtud
1Z1 - |7 [} cos @ pro jisté ¢ € (0, ).

@ = arccos

;7 = —

vyplyva -y =

Cvicent 1.1 :
a Schwarzovy nerovnosti.

LZIP+20 271+ 1717 = AZ N+ 171D* = 12+ = (@45, 7+§) =
(Z,2) + (@) + (7.7) + (7.9) = 171+ 2 §) + 71> < 121 7] >
|

Dokazte ekvivalenci trojuhelnikové nerovnosti

Definice 1.2: (okoli, oteviend mnozina v R")

Mnozinu U(xg) = {x € R" : ||x — x¢|| < ¢} nazveme okoli
bodu xj .

Mnozinu P(xp) = {x € R" : 0 < ||x — x¢|| < €} nazveme
prstencové okoli bodu xj .

Rekneme, ze bod xy € Q je vnitinim bodem mnoziny €,
jestlize existuje okoli U.(xq) takové, ze U.(xq) C €2.

Mnozinu vnitinich bodu mnoziny €2 znac¢ime int {2 a nazyvame
vnitirkem mnoziny ().

Mnozina 2 se nazyva oteviena, kdyz 2 =
pouze vnitinimi body).

int  (je tvorena

Mnozina () se nazyva souvisla, jestlize jeji libovolné dva body
1ze spojit kiivkou a {2 je oblast, jestlize je oteviena a souvisla.
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Definice 1.3 : (uzaviend mnozina)

Bod xy € R" se nazyva hromadny bod mnoziny €2, jestlize
kazdé jeho prstencové okoli P(xg) obsahuje alespon jeden bod
x € ().

Takovy bod mnoziny €2, ktery neni jejim hromadnym bodem,
se nazyva izolovany bod mnoziny (2.

Bod xy € R"” je hrani¢nim bodem (2, kdyz kazdé jeho okoli
U(xg) obsahuje jak body x € €, tak body y & Q.

Hranice mnoziny () je tvorena jejimi hrani¢nimi body.
Znacime ji 0€) .

Uzavér mnoziny ) je mnozina § = QU 9S).

Rekneme, ze mnozina ) je uzaviend, jestlize Q = Q.
Rekneme, ze mnozina ) je omezena, jestlize
dKeRVxeQ: |x]| < K.

Definice 1.4 : (posloupnost v R")

Zobrazeni f : N — R" pritazujici kazdému k€N bod (vektor)
x; € R" nazyvame posloupnost (bodu, vektora) v R™.
Znacime f = {x;} .

Definice 1.5: (konvergentni posloupnost)
Posloupnost {x;} C R" je konvergentni v R", jestlize

dxg € R"Ve>03dky e NVEkeN k> k) = HXk_XOH<8-

Piseme lim x, =xy, resp. X — Xg pro k— 4oo.

k—+o00
Vétal.l: (konvergence po slozkach)
Posloupnost {x;} je konvergentni v R" pravé tehdy, kdyz
posloupnosti vech slozek {xy;} jsou konvergentni v R, tj.

X =Xy & T —>xo, 1=12,...,n.

Dukaz : plyne ze vztahu

n

Z (xkz - «’EOi)Q-

1=1

|z — xoi| < ||xk — X0 =

Poznamenejme, ze uzaviena mnozina obsahuje limity vSech kon-
vergentnich posloupnosti prvka této mnoziny, tj. plati: Q C R”

je uzaviend () =

1) pravé tehdy, kdyz kazda konvergentni

posloupnost prvku z €2 ma limitu v €.

Okoli hromadného
bodu obsahuje
nekoneéné mnoho
bodu mnoziny {2 .
Kolem izolovaného
bodu existuje okoli,
které celé nelezi v 2.
Cést okol{ hrani¢niho
bodu lezi v mnoziné,
¢ast vné mnoziny 2.

Uzaviend mnozina se
rovna svému uzaveru,
obsahuje svou hranici.

Omezend mnozina lezi
v kouli o poloméru K.

Protoze méame euk-
leidovsky  vektorovy
prostor R", hovorime
o konvergenci vzhle-
dem k eukleidovské
norme. Analogicky
definujeme konver-
genci vzhledem k jiné
normeé ¢i jiné metrice.
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1.2 Zakladni vlastnosti funkci v R”

Defini¢nfim  oborem Definice 1.6 : (funkce n-proménnych)
D(f) funkee f je tedy Necht ©Q C R". Zobrazeni f : Q — R piifazujici kazdému
mnozina €.

argumentu x € () funkéni hodnotu f(x) se nazyvd redlna
funkce n realnych proménnych definovana na €.
Znacime f:x— f(x), f=f(x).,

Mnozina

G={x f(x)] eR"™: xcqQ}
se nazyva graf funkce f .
Mnozina

Hoe={xeQ: f(x)=C}, CeR,

se nazyva hladina (vrstevnice) funkce f. (Je to mnozina
bodu definicnitho oboru, v nichz funkce f nabyva stejné
funkéni hodnoty).

Priklad 1.1: Grafem funkce f : R? — R dané piedpisem
f(x1,29) = 23+ 23 je paraboloid a jeji hladiny jsou kruznice

o poloméru v/C .

Definice 1.7: (limita funkce n-proménnych)
Necht je déna funkce f : Q — R, Q C R" a necht xq je
hromadny bod mnoziny 2. Jestlize 4L € R takové, ze

Jednotlivé podminky

v definici limity jsou LV{xp}, xp €0 xp X0 X = X0 = f(xp) = L,

?ﬁ;fgalefjem' nazghvaif 2. Ve>030(e) >0Vx € Q, 0< ||x—x|| <6 = | f(x)—L|<e,
ot topelopicd 3. VU(L) CR3P(xo) CR: f(2N P(xo)) C U(L),
definice limity. pak fekneme, ze funkce f méd v bodé xq limitu L (vlastni)
a piseme
lim f(x)=L.
X—Xq

Cvicent 1.2: Modifikujte Cauchyho definici limity pro

S fe) =002 =1

[VK>035(K)>0Vx € , 0<||lx—x¢|| <0 = f(x)> K,
Ve>03K>0Vx € Q, ||x|| > K = |f(x)—L|<e,]
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Priklad 1.2 :
Vypocitdme limitu funkce f(x,y) = 23 — y* v bodé [1,2].
Necht {1}, {yx} jsou libovolné posloupnosti redlnych cisel
takové, ze xp, — 1 a yp — 2.
Pak 23 = 1,43 = 8 = f(zp,yr) =23 —y; - 1—-8=—T.
Tedy lim (23 —¢3) = -7.

[2,y]—[1,2])

Stanovme lim

Priklad 1.3 :
[,y]—0,0]

Yy
pol

Zvolime posloupnost {zy, yr} = {%, 7}, ¢ € R, pak dostaneme

klim = ¢. Vidime, ze dana funkce nemd v bodé [0, 0] lim-
—0 k

itu. (Cl’slo ¢ muzeme volit libovolné, tedy neexistuje cislo L,
ke kterému se bliz{ funkéni hodnoty funkce f.)

Vétal.2: (jednoznacnost limity, algebra limit)

1. M&-li funkce f v bodé x¢ limitu (vlastni), potom je tato
limita jedina.

2. Existuji-li lim f(x) = Ly, lim g(x) = L,, potom plati
X—X0

X—X0

lim f(x) £ g(x) = Ly £ L,, lim f(x)g(x) = Ls - Ly,
X—X0 X—X0

o fx) L

2w =1 70
Dukaz :  Analogicky jako u funkci jedné proménné, viz

véta 4.2 MA1.

Definice 1.8 : (&dstecné limity, vicendsobné limity v R?)
Mgjme funkci f = f(x,y) definovanou v okoli bodu [xg, o]
Existuje-li pro kazdé pevné y

lim f(z,y) = ¢(y),

T—X0

nazyva se Ccastecna (parcidlni) limita funkce f

v proménné x. Existuje-li

Ly = lim p(y) = lim lim f(x,y),

Y—Yo Y—Yo T—Tg

nazyva se dvojnasobnou limitou funkce f v bodé [z, yo] .
Analogicky definujeme pro pevné x

Y(x) = yh_glof(x,y) a Lo= lim ¥(x) = lim lim f(x,y).

T—TQ T—To Y—Yo

Vyuzivame vétu 4.6 z
MA1 o algebre limit
funkci jedné redlné
proménné.

Polozime-li y = cux,
pak v limité dostane-

me lim Y=c¢.
[z,y]—[0,0]

K limitnimu bodu se
blizime po primkach.
Pozor tato metoda
je vhodna pouze k
dukazu  neexistence
limity,  nikoli  jeji
existence.



Existence a rovnost
dvojnasobnych limit
nezaruci existenci
limity funkce v bodé
a obracené z existence
limity nevyplyva exis-
tence dvojnasobnych
limit.

Presto, jestlize exis-
tuje (dvojnd) limita a
"vnitini limity”, pak
existuji dvojnasobné
limity:.
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Priklad 1.4 : Pro funkci f(x,y) = % najdeme dvojnasobné
limity v bodeé [0, 0].
lim lim ——2— = lim lim ——2— = 0.

2

y—0x—0 2 +vy x—0y—0 2 + y2

Limitu funkce f budeme hledat ”po primkach”y = kx, po-

tom 5
I Ty . kx k
11m — — 11111 —
w00 g2 4+ 42 om0 k23 + 2 k2417
y=kzx

tudiz hledana limita neexistuje.
Priklad 1.5: Hledame limity funkce f, kde

1 1
rsin: +ysin-  x#0, y#0,

v okoli bodu [0, 0].

r=0,y=0,

Z odhadu ‘a:sinl—i—y sin l) <|z[Hy| plyne lim f(x,y)=0,
Y ! [z,y]—[0,0]

1

ale limity lim @ sin 1, lim ysin X neexistujf, tudiz neexistuji
) 0 T

y—0 T—
ani dvojnasobné limity.
Vétal.3: (vztah dvojné limity a dvojnasobnych limit)
Necht funkce f = f(z,y) je definovand (aspon) v prstencovém
okoli P([xg,yo]) bodu [z, yo] a existuje limita
lim  f(z,y) = L.

[‘ray]—>[$07y0}
Necht déle existuji ¢asteéné limity

lim f(z,9) = o), [r0,y] € P([wo, o)),

T—X0

lim f(z,y) = ¢(x), [2,50] € P([zo, yo))-

Y—Yo

Potom existuji dvojnasobné limity

Ly = lim ¢(y) = lim lim f(z,y),

Y=Yo Y—=Yo T—To
Ly = lim ¢(z) = lim lim f(x,y)
T—To T—To Y—Yo

a plati L1 = Ly = L. (Tedy existence L,p(x),¥(x) je
postacujici podminkou pro existenci Li, Ly a jejich rovnost
L.)
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Dukaz : Je zalozen na skutecnosti, ze za uvedenych predpokladu
pro dostatecné malé ¢ a body [z, y| splnujici

0 < /(z —0)? + (y — y0)* < 0 plati [p(y) — f(z,9)| < &1
al|f(x,y)—L| < es. Odtud dostaneme |p(y) — L| < €1+¢€5.

Definice 1.9: (Spojitost) Funkce f je spo-

Funkce f : Q — R je spojita v hromadném bodé xy mnoziny jitd,  kdyz  pro
O C R", jestlize kazdou posloupnost
X — Xo, posloupnost

Xh_g(lo f(x) = f(xo). funkénich hodnot

: .y S T ey {f(xx)}  konverguje

Funkce f je spojitd na mnoziné (2, je-li spojitd v kazdém k cislu f(xo). V izolo-
bodé x € 2. Bod x( je bodem nespojitosti funkce, neni-li vaném bodé xy € se
v ném funkce f spojita. funkce f povazuje za

spojitou, je-li v tomto
bodé definovéna.
Jestlize v bodé nespo-

1. Soucet, rozdil, soucin, podil (s vyjimkou nulovych hodnot jitosti existuje vlastni

. el , . el limita funkce f, pak
jmenovatele) spojitych funkei je funkce spojita. Hlchme, Ze nespojitost

je odstranitelna.

Vétal.4: (vlastnosti spojitych funkei)

2. Je-li f definovand v néjakém okoli xg, spojita v bodé x
a f(x0) # 0, potom existuje okoli U(xg) bodu x¢, v némz

sign f(x) = sign f(xo) Vx e U(xg) .

3. (O mezihodnoté). Je-li f spojitd na souvislé mnoziné
Q2 C R" a kdyz pro x1,x3 € Q je f(x1) # f(x2), potom
pro lfa?de ¢islo i lezici mez cisly f (xl_), f(x2) existuje Porovncite vetu 14 s
aspon jedno x, € () takové, ze f(xg) = 7. vétou 6.6 2 MATL

4. (Weierstrass). Je-li funkce f spojitd na kompaktni (tzn.
omezené a uzaviené) mnoziné 2 C R", potom je na )
omezena a existuji body x,,,xy; € 2 takové, ze

flxm) = inf f(x) 5 flxu) = A f(x)

(témto ¢islum se k4 minimum, resp. maximum funkce
na mnoziné €2).

5. Je-li funkce f spojitd na kompaktni mnoziné 2 C R",
potom je na ) stejnomérné spojita, tj. pro kazdé dve
posloupnosti {x,,} , {xx} z Q takové, ze |x,,—xx| — 0,
platf [f(xm) — f(xx)] = 0.



Pri prechodu k
polarnim soufadnicim
plati nasledujici
ekvivalence

[z,y] — [0,0] «
Iz, y] = [0,0]]] = 0 <
Vi+y?r - 0 &
V12 cos? o +r2sin’ ¢
—0&7r—04.
Pomoci tohoto
prechodu lze tedy
dokazat existence
limity funkce.
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Priklad 1.6 :

1. Funkce f(x,y) = %ﬂ/? je spojita v kazdém bodé
[z,y] # (0,0), ale v bodé (0,0) spojitd neni, a navic
nespojitost neni odstranitelna.

2. Funkce f(:U,y)Z{xSini_l_ySin% vy #0,

0 xy =0,

je spojita v bodé [0, 0], avsak v kazdém okoli tohoto

bodu existuji body nespojitosti (body soutradnicovych
08).

3. Funkee f(z,y) = { e Py A0,

. Funkce f(z,y) = 0 2=,

je spojitd v bodé [0,0], coz dokazeme prechodem k

polarnim souradnicim. Polozime x = r cos ¢, y = rsin ¢,

potom

. 2 . 3 ros ol 2

lim xfjﬁ > = lim w =0.
[z,y]—[0,0] Y e

p€(0,2m)

1.3 Derivace a diferencial

Definice 1.10: (derivace podle vektoru, parcidlni derivace)

Méjme funkeci f: Q@ = R, 2 C R", xy € 2 a existuje okoli

U(Xo) C Q.

Je dan (pevny) vektor § € R", § = (s1,89,...,58,). Jestlize

existuje konecnd limita
f(xo +15) — f(%0)

I = 9 iy +15) 1o =
£50 : — g SO0 =

df(xo)
0s '’

pak se nazyva derivace funkce f v bodé x; podle vek-
toru § (nebo také variace funkce f v bodé xg),

je-li § jednotkovy vektor, tj. ||S|| = 1, pak se tato limita
nazyva derivace funkce f v bodé x; ve sméru Ss.
Jestlize §'= ¢€; (jednotkovy vektor ve sméru osy x;), potom

df (%) _ df (xo)
oe;, Oz

a hovorime o parcialni derivaci funkce f v bodé x; po-
dle z; a o funkci f tikame, Ze je derivovatelna v bodé x,
podle proménné z;.
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Priklad 1.7: TUvazujeme funkci f(z,y) = xy?, vektor §=
(s1,82) = (1,2) a bod [zg,y] = [1,1]. Potom dostaneme

M — lim f(zo+ts1,yo+ts2)—f(zo,Y0)
95 150 ¢
— lim (14¢)(14t-2)2—1
t—0 ¢
— i LA AP -1 s
t—0 t ’
oe T Oz o 50 t
t—0 ¢ ’
Of@ogo) _ OF(LD) iy FOHE01+ED)—F(LL)
0€s Oy 10 t
t—0 ¢ .

Z definice (1.9) pro funkeci dvou proménnych plyne

Of(xo.y0) _ lim f(zott.yo)—f(x0.y0) 9f(zoy0) _ lim f(@o,yo+t)— f(x0,0)
dzx t—0 ¢ ’ dy t—0 t '

Obecné plati

Jf(x0) ~lim f(xor, ..., xoi +t, Zois1, .-, 2on) — f(zo1,. .., Zon)
ox; t—0 t .

Z uvedenych vztahu vyplyva, ze parcidlni derivace pocitame de-
rivovanim podle piislusné proménné (ostatni proménné se chovaji
jako konstanty). Naptiklad

d(zy®) _ d(zy*)

= = 2xy.

Geometricky vyznam derivace ve sméru

Mame funkci f : €2 — R, vnitini bod xy € €2, vektor §
s jednotkovou normou ||§||=1 a tsecku p : x = xq+t5, t € I,
I=(-6,0),0>0,pCQ.

Polozime ¢(t) = f(xo + t5), potom graf funkce g : I — R je
dan prunikem grafu funkce f a roviny o, ktera obsahuje tsecku p
a je kolma k roviné-xy .

Plati

pw e 9() —g(0) L f(xo+1t5) — f(x0)  Of(x0)
g(0) =lim=——5— =l " = o5

Hodnota derivace funkce f ve sméru s je tudiz rovna smeérnici
tecny 7€ o ke grafu funkce f v bodé x,. Tato smérnice se rovna
tangens uhlu teény 7 a piimky p (prodlouzeni vsecky p) .



Pro funkeci
flz,y) = 2° 4+ 3y Jje

E:(x_:pg’y_g/O)
a Af(XOah):
x? — 2%+ 3y — 3yo =

(x 4+ x0)(x — x0)

+3(y — yo) =
(2z9 + = — o) (T — 0)
+3(y — yo) =

(2x0,3)(x — x0, ¥y — Yo)
+(z — 0)?.

Tedy

A = grad f = (210,3)
a w(h) = (z — z)2,
nebot

lim (z—20)?

Diferencial df se rovna
skalarnimu  soucinu
gradientu grad f a di-
ference argumentu h.

=0.
Hﬁ“ﬁgx/(ﬂﬁ—ﬂ?o)Q-i-(y—yo)Q
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Definice 1.11: (diference, totalni diferenciél)
Je dan vnitini bod xy€ Q2 CR". Pro libovolné x € (2 oznacime
h = x — x¢. Vektor h = (hy, ha, ..., h,) (=Ax=dx, h;=dz;)

nazveme diferenci argumentu.

1. Funkci proménné heR"
Af(xo,h) = f(xo+ h) = f(x0) = f(x) = f(x0)

nazveme diferenci funkce f v bodé x; vzhledem k h
(tzv. totalni diference).

2. Funkce f se nazyva diferencovatelna v bodé xg,
existuje-li okoli U(xg) C 2, vektor A = (A1, As, ... A,),
a funkce w(h) (proménné h) spliujici podminku
h
lim w(_)) =
I1RlI=0 [|A]

tak, ze Vx € U(xp) plati
f(x) = f(x0) = f(xo+ h) — f(x0) = A-h+w(h).

Funkce f je diferencovatelna na (2, je-li diferencov-
atelna v kazdém bodé x € Q2.

3. U diferencovatelné funkce se linearni forma A - h nazyva
(totalnim) diferencidlem funkce f v bodé x( a znaéi
se

df = df(xo,h)=A-h, heR"

a vektor A = (A1, Ay, ..., A,) se nazyva totalni
derivace funkce f v bodé x; nebo také gradient
funkce f v bodé x(. Uziva se oznaceni

A = grad f(xo) = Vf(x0) = ['(x0) -

Diferencial pak zapisujeme ve tvaru

df (xo, h) = grad f(xo) - h = V f(x0) b = f'(x0) dx.
Priklad 1.8 : Uréime diferencidl funkce f(z,y) = x>

v bodé x¢ = [xg, yo] . Plati

f(z,y) = f(@o,0) = f(xo + h1,y0 + ha) — f(x0, 40) =
(:U(ﬂ—hl) (y0+h2)2—a:0y8 = y8h1+23:0y0h2—l—2y0h1 hQ—HU()h%—Fhl h%



Matematika 3 pro FEL 13

Odtud A=y}, Ay=2xqy, w(l;) = 2yoh1hy+x0h3+hih3.

’ ’ , 2 h h h2 h h2
Zbyva dokazat lim % =0, tedy lim =nt2itonnb —
1E)—o 17 Flso VRS
[hl =Tcose — lim 2u072 cos p sin p+xor? sin® o413 cos psinp —0
ho = rsing r0 : .

pe(0,27)
Diferencial funkce f = zy* v bodé x¢ = [z, y9] M4 tvar
df(Xo, h) = (y(Q), 2$0y0) -h = y8h1—|—2x0y0h2 .

1.4 Vlastnosti diferencovatelnych funkci

Vétal.5: (vlastnosti diferencovatelné funkce)
Je-li funkce f diferencovatelna v bodé x,, potom

1. je v bodé x spojita,

2. existuje v bodé xg derivace funkce f podle libovolného : o9
. S ' . Pro funkei f(z, y) = xy?,
vektoru § (tedy existuji i vSechny parcidlni derivace) bod [z0,50] = [L 1]
a plati a smér § = (1,2) z
df(xq) . pitkladu (1.7) mame
85» = grad f(XO) ] ) —af((g)sjo) = (y(z), ony()) . g
=(1,2)-(1,2) =5.
3. pokud v R" uvazujeme kartézsky souradnicovy systém .
2 p . 2 - , Gradient vyse
a za bazi volime jednotkové vektory ve sméru os systému, .
uvedené funkce
pak ma v kartézském
systému tvar
A; = 0f (x0) . grad f(xg) = ﬁ, a_f7 o of \ grad f = (y*, 2zy).
0x; 0x1 0x9 ox,, X0
Dukaz :

1. Na okoli U(xg) bodu xq plati podle predpokladu
f(x0+h)— f(x0) = grad f(xo)-h+w(h) a pro ||h]| = 0
je H;H> — 0 = w(h) — 0, pak také f(xo+h)—f(x0) —0,
tedy funkce f je spojita v bodé x .

2. Nyn{ volime h = t3, pak plati f(xo + t5)— f(xo) =

grad f(xg) - t5+ w(ts), kde Hﬁ? — 0= (tg) — 0.

Odtud plyne ( o) — 11_1}13 (X0+t5t) f(xo ):gradf(xo)-§

3. Pouze v kartezskem souradnicovém systému, tj. ve stan-
dardni bazi R", je A = Aje1 4+ Asésr + ... + A€, tedy

df (%) - df (%)
ox;, 08

=grad f(xg)-€¢;=(A1,..., A,)-€;=A4A;.
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Dusledek 1.1:  véty (1.5) Diferencidl funkce f v bodé x
(v kartézském soufadnicovém vyjadieni) muzeme psiat ve
tvaru

01(x) ) 0F), . Of(x)

dr,, h=dx.
E):cl 3372 axn v *

df (x, h) =

Napiiklad diferencial funkce f(z,y) = zy* ma tvar
2109, 0f(x)
ox Jy

Priklad 1.9 : Uvedeme funkci, kterd ma v bodé [0, 0] parcialni
derivace, ale neni v tomto bodé spojita:

(0 z2y=0.

Potom lim f(x,y) neexistuje, avsak existuji limity

df (x, (dz, dy)) = dy = y* dx + 2ry dy .

[,y]—(0,0)
h1—0 h1 ox
ha—0 ho oy

Priklad 1.10: Funkce, kterd ma parcialni derivace v celém
R?, ale je v bodé [0, 0] nespojita:

W 22 4+y? >0,

= 2>ty
f(x7y) { 0 x2+y2:0'

Podobné jako v predchazejicim piikladé z definice vypocteme
£:(0,0) = §£(0,0) = 0, f,(0,0) = 5£(0,0) = 0; avsak

. l]m[loo f(x,y) neexistuje, nebot lim wa_iQxQ = H’sz.

y=kx

Priklad 1.11: Funkce, kterda ma parcialni derivace v celém
R?, je spojitd v R? (viz piiklad (1.6),3.), ale nen{ diferenco-
vatelna v bodé [0, 0] :

2
f(z,y) :{ xfiyz T4yt >0,
’ 0  224y*=0.

Potom plati

of(xz,y)  y'—a*y*  Of(x,y) 2%
Ox  (22+y?)?"  dy (PR




8_331- )
v bodé x(, potom je funkce f diferencovatelna v bodé xg .
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d9f(0,0) B
T — f$(070) _07

(na oséch je funkce f nulova).
Pokud by funkce f byla diferencovatelna v pocatku, pak
pro vektor h s dostatecné malou normou musi platit

F(0. 0]+ (1, 1)) = £(0,0) = 0 40 by + iy = w(h)

a lim % =0.
o 171

0f(0,0) B
S = 1(0.0)=0

S 3 3 : H . h h2
Aviak limita lim 20 — im _fuly
1il—0 1P [hyha]—[0,0] \/h+h3 (B3 +h3)

tuje, tedy funkce f neni diferencovatelna v pocatku.

neexis-

Vétal.6: (postacujici podminka diferencovatelnosti)
Necht funkce f m4d v okoli U(xg) bodu xq parcidlni derivace

t = 1,2,...,n. Jsou-li tyto parcialni derivace spojité

Dukaz :  Pro jednoduchost se omezime na funkci dvou
proménnych, tedy xo = [xg, yo]. Volime vektor h tak, aby
X0+ h € U(xp), potom funkce f(z,yo) proménné x je spo-
jitd na intervalu (zo, xg + hi1) a derivovatelnd na intervalu
(xg, o + hy). Podle Lagrangeovy véty o stfedni hodnoté
(véta 7.7, MA1) potom Jv; € (0,1) takové, ze plati

f(o + Py, y0) — f(z0,90) = fr(zo + V1hy, yo)ha
a podobné J, € (0,1) takové, ze plati
f(@o+h, yothe) = f(zo+hi,y0) = f,(xo+h1, yo+02ha)hs .
Pro diferenci A f(xg, yo, h1, ho) = Af funkce f tedy mame

Af = f(xo+hi,yo+ho)—f (0, yo)
= f(xo+ha, yo+ha)—f(zo+h1, yo)+f (xo+h1, yo) —f (20, yo)
= f, (0 + h1,yo + V2ha)ha + fr(xo + F1h1, yo)ha -

Oznacime-li

wi(hi, he) = fi(ro +91h1, o) — fr(0, Y0),
walhy, ha) = f,(zo + h1,y0 + V2ha) — f,(z0,%0)

pak diferenci A f muzeme psat ve tvaru

Af =f h ! h h ho .
f = fi(xo, vo)h1 + f,(x0, yo)ha + wi 1Jiw2 2
w(h)

Na piikladech jsme
ukazali, ze existence
parcidlnich  derivaci
neni v R", n > 2
ekvivalentni  diferen-
covatelnosti. Ekviva-
lence je platnd pouze
v R (véta 7.2, MAL).



Pozor, obracené
tvrzeni k vétée (1.6)
neplati. Fu2nkce1

xosin= x # 0
je diferencovatelna v
pocatku, jeji parcialni
derivace podle x vsak
zde neni spojita.

Celou vétu (1.8) lze
formulovat a dokézat
pro slozenou funkci

fla(x))=f(ur, ..., unm).

Potom
of - ﬁ Ou,
7j=1

Také  hovoifime o
"Tfetézovém pravidlu”.
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) _ ) Plati
L

wihi +waho

NG < Jwr 4+ wa| < |fi(wo + Y1h1,y0) —
fr(@o, yo)| + £, (w0 + ha, yo + D2ha) — f,(z0,40)| = 0,

kde platnost limitniho prechodu pro ||k| — 0 vyplyvé ze
spojitosti parcidlnich derivaci v bodé [xg, yo] -

Tedy funkce f je v bodé [xg, yo] diferencovatelnd.

Veétal.7: (algebra diferencidlu a gradientu)

Necht funkce f, g jsou diferencovatelné na mnoziné € a pro
body x € € ozna¢ime df = df(x,dx) = grad f(x) - dx
dg = dg(x,dx) = grad g(x) - dx, potom na €2 plati

d(cf) = cdf, grad (cf) = cgrad f,
d(f £g)=df £dg, grad(f £g)=grad f £gradg,
d(fg) = gdf + fdg, grad(fg) = ggrad f + feradg,

R R

Dukaz : Je podobny jako u funkei jedné proménné. (MAT,
véta 7.3)

Vétal.8: (diferencidl a derivace slozené funkce)

Necht funkce v = u(z,y), v = v(z,y) jsou diferencovatelné
v bodé [zg,yo] a funkce f(u,v) je diferencovatelnd v bodé
[ug, vo], kde ug = u(zo,yo), vo = v(xg,yo). Potom slozend
funkce f(u(z,y),v(z,y)) je diferencovatelna v [xg,yo] a plati
(v bodé [xg, yo])

df =% du+Lady
:%( d:z:+g“dy> (%derg—Zdy)

Lo

ov
afou | 9f 0 of du | 9f
(w£+mﬁ)ﬁ 7%+%£%@-

~~
if af
ox dy

Priklad 1.12: Funkce u(z,y)=—2xy, v(x,y)=x+1y jsou
diferencovatelné na R? a funkce f(u,v) = u + v? je také
diferencovatelnd na R?.
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Pro diferencidl slozené funkce f(u(x,y),v(x,y)) tedy na R?
plati

df =1du+ 2vdv
= 1[(—2y) dz — 2z dy] + 2(z + y)(dx + dy)
=2z dr + 2ydy.

Zéroven f(u(z,y),v(z,y)) = =22y + (v +y)* = 2° +¢°,
tedy df =2xdx+2ydy.

Priklad 1.153:

Necht f(z,y) = 2’+y* a z(r,t) =rcost, y(r,t) = rsint.

d df d af d
Potom d—J; = éd_f + éd—i = 2z(—rsint) + 2y(rcost) =

2r?(—costsint + sintcost) = 0.

(derivace paraboloidu podél kruznice)

Vétal.9: (vlastnosti gradientu)
Necht funkce f je diferencovatelnd v bodé x.

: o . > grad f(x) 2 = {
i) Polozime-li 7= p=2reer tedy [|Z7]] = 1, potom plati
8](;(2 %) — max 8@@, § je libovolny vektor (zména funkce ve

I5]=1
sméru gradientu je nejvetsi).

ii) Vektor grad f(x¢)(5# 0) je kolmy k tecné varieté (piimka,
) hladiny H = {x: f(x) = f(x0)} v bodé xq .

rovina, ..

Dukaz :

i) Z véty (1.5) plyne ag;) = grad f(x) - §. Z Cauchy —
Schwarzovy nerovnosti dostaneme pro ||§|| = 1 vztah

(9f( )

< [lgrad f()[| - 1] = [lgrad f ()]

Zaroven pro vektor 2" plati

0f(x)

07 (x) = grad f(x) - grad f(x)

lgrad f(x)]

Odtud plyne prvni tvrzeni véty.

= llgrad f(x)]].

Pfi prechodu k polar-
nim soutradnicim

T=TCOoSp, y=rsiny
méa jednotkovy vek-
tor ve ”"smeéru r” tvar
e; = (cosp, sing) a
pro jednotkovy vek-
tor ve "sméru " plati

s = (—sin g, cos ).

Matice prechodu M
od baze é1,é; k bézi
€1, 3 ma tedy tvar
M (cos® —singp) .
sinp  cosy

Nyni vyjadiime gradi-
ent funkce f = f(x,y)
v novém soufadném
systému, tedy

(8f 3f) COSQO—SiIlgO
9z> 9y’ \sinp cos

<6f CoS —i— sm v,
%(— sin cp)—i—a—y cos go).

Zaroven z diferencidlu
slozené funkce plyne

of _ O0f oz + of oy __
or — Bz or Oy or

8f Cos +

of __ Of oz + of oy __
dp — Oz dp Oy Op

smgo a

% (—rsin )+ 8—y7’ oS .

Porovnanim dostane-
me pro gradient fun-
kce f v polarnich sou-
fadnicich

0 0
grad f = (a—i, %é) .
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ii) Pro jednoduchost volime funkci f : R? — R. Hladinu
H = {[x,y] € R* : f(z,y) = C)} popiSeme para-

metricky z = (), y = y(t). Tedy f(2(t),y(t)) =
C'. Funkci f budeme nyni derivovat podle proménné
t (podél hladiny H) . Potom plati

df O0fdx Ofdy ox Oy
dt  Oxdt Oydt ot ot
Odtud je vidét, ze teény vektor (42, 9) k hladiné je

dt’ dt
kolmy ke grad f = (gg_g) .

Priklad 1.14: Mame k funkci f(z,y) = 2° — y?, bodu
B = [1,2] a vektoru v = (3,4) uré¢it smér nejvétstho rustu
v bodé B a derivaci podle vektoru v.

Smeér nejvétsiho rustu funkce f v bodé B je dan vektorem
gradf(la 2) - (3[62, _2y)[1,2] = (37 _4)
Pro derivace podle vektoru o plati

002 — grad f(1,2) -7 = (3, —4) - (3,4) = 0.

Vidime, ze vektor ¥ = (3,4) je teény vektor k hladiné
H = {[z,y] : 2* —y*> = =3} v bodé B =[1,2].

Definice 1.12: (tecné linearni variety)
Graf linearni funkce u : R” — R dané predpisem

u(x)=a-x+d=amr1+ - -+a,x,+d, kde d€R", deR.

se nazyvéa nadrovina v R"*! a prochézi-li bodem [xo, ug], pak
lze vyjadrit pomoci rovnice

. , u—uy=a-(Xx—xg)=a1(r1 —x oot ap(x, — Top) -
Libovolny vektor 0 ( 0) 1(21 01) + + an(Zy, on)

X —Xq tecné nadroviny

J . n . . s ~
k hlading je kolmy k Necht funkce f : R" — R je diferencovatelnd v bodé x,

vektoru grad f(xo) - grad f(xg) # 7, potom

Pro f:R? =R 1. tetna nadrovina k hladiné H ={xcR": f(x)= f(x0)}
ma  tetnd  nadrov- funkce f prochézejici bodem xy mé rovnici

ina k hladine

(tj. pifmka)  tvar grad f(xg) - (x —xp) =0.

f;($—xo)+f;(y—'yo)=0
@ tetnd nadrovina ke 2. tetna nadrovina ke grafu funkce v = f(x), x € R"
grafu funkce (tj. rov- 5 ot R

ina) m4 tvar u — up = v bodé grafu [xg,up] € R"™, kde ug = f(x0), je ddna
fi(x—xo0)+ fl(y—yo) - rovnici
’ u —up = grad f(xo) - (x — o).
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Pozndamka 1.1: Graf funkce v = f(x) je vlastné nulovou
hladinou funkce g(x,u) = f(x) —u=0.
Teéna nadrovina k hladiné funkce g v bodé [xg, ug] mé tedy
tvar grad g(xo) - ([x,u] — [x0,u0]) = 0 a odtud dostaneme
grad f(xo) - (x —x¢) — L(u—up) = 0.
Priklad 1.15: Je ddna funkce f(x,y,z) = 2% + y? + 22
Hladiny této funkce jsou kulové plochy, které lezi v R?; graf
funkce f lezi v R?. Hladina prochézejici bodem [zg, yo, 20
m4 rovnici 2% + y? + 22 = ug, uy =i+ yi + 2.

Tecné rovina k této hladiné v bodé [z, yo, 2] ma rovnici

ar(x—xo)+as(y—yo)+as(z—z9) =0, a = grad f(zo,yo, 20) ,
tj.

2x0(x — x0) + 2yo(y — yo) + 220(2z — 20) = 0.
Tecné nadrovina ke grafu této funkce lezi v R* a m4 rovnici

U — Uy = 2x0(x - 350) + 2yo(y - yo) + 220(2 — zo) .

Cuiceni 1.5: Ke grafu funkce f(z,y) = 22 + y? v R?

uréete rovnici teéné roviny (v R?*) v bodé B = [1,2,7].
(B =[1,2,f(1,2)] = [1,2,5], grad f(1,2) = (22, 2)po = (2,4) =
tecnd rovina je u—5=2(zx—1)+4(y —2).]

Definice 1.13: (smér rustu, poklesu)

Vektor §€ R”, (||S||=1) se nazyvd smérem ruastu (pok-

lesu) funkce f v bodé xq, jestlize

30 >0: f(xo+1t5) > (<)f(x0), Vte(0,0),
tj. ve sméru § se hodnota funkce f zvétsuje (zmensuje).

Vétal.10: (smér rustu, poklesu diferencovatelné funkce)
Necht funkce f je diferencovatelnd v bodé x; . Vektor 5 € R”,
je smérem rustu (poklesu) funkce f v bodé xg, jestlize

grad f(xg) - 5> 0 (grad f(xg) - §<0).

(Tedy vektory grad f(xg) a § sviraji ostry (tupy) thel.)
Priklad 1.16:  Urcete, zda vektor 5 = (1,3) je smérem
ristu(poklesu) funkee f(z,y) = 22+ y? v bodé B = [1,1].
Protoze grad f(1,1)-5=(2,2)-(1,3) =8 > 0, tak vektor
S je smérem rustu funkce f v bodé B.
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1.5 Resitelnost funkcionalnich rovnic

Motivacni priklady:

Pti popisu feseni rov-
nice F(x,y) =0 vlast-
neé zkouméame
"nulovou”hladinu
funkce F(x,y).

Pii tom nas zajima:

1. Jak zaruc¢ime exis-
tenci feseni rovnice.
2. Jak  zarucime
existenci jediného
reseni.

3. Jaké jsou vlastnosti

feSen{ (spojitost,
diferencovatel-
nost).

Funkce y = f(x), se
také nazyva implic-
itni TFeSeni rovnice

F(x,y) =0.

1. Resfme-li diferencialn{ rovnici (2z4y) dz+(z+2y)dy =0,
pak dostaneme funkciondlni rovnici 2% +azy+y?>—C =0.

Kdy a kde existuje feSeni uvedené funkcionalni rovnice 7

2. Resenfm rovnice 3> — 2 = 0 jsou napi. funkce
Yy = \/57 Yy = _\/57 T 2> 0
(mnoziny dvojic (x,1/x), (x,—/x)).

Pro x < 0 neni rovnice teSitelnd v R (neexistuje redlna
funkce y = f(x), kterd by spliiovala rovnici).

Pro x > 0 je rovnice Tesitelnd, ma dvé spojita teseni a
nekone¢né mnoho nespojitych reseni.

Pro z > 0, y > 0 je rovnice Tesitelna jednoznacné, tj. mezi
nezapornymi funkcemi existuje jediné feseni.

Definice 1.14 : (feseni funkcionélni rovnice)
Méjme funkci F(x,y) : @ x R = R, Q C R" a uvazujeme
rovnici o n + 1 nezndmych F(x,y) = 0. Funkce y =
y(x), x €  se nazyva globalnim feSenim této rovnice,
jestlize

VxeQ: F(x,y(x))=0.
Jestlize Vx € U(xg) C Q: F(x,y(x)) =0, pak y = y(x) se
nazyva lokalnim reSenim dané rovnice.

Vétal.1l: (o globalni fesitelnosti)

Predpokladame, ze funkce F'(z,y) je definovana na obdélniku
{a,b) x {c,d) C R? a pro kazdé pevné zg € (a,b) je funkce
F(zo,y) spojitd v proménné y. Jestlize plati

F(z,¢)- F(x,d) <0 Vz € {(a,b),

potom existuje alesponi jedna funkce y = y(z) definovana
)

na {(a,b) takova, ze je FeSenim rovnice F(z,y) = 0, tj. plati

F(z,y(x)) =0 Vz € (a,b).
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Dukaz :  Necht xzy € (a,b) je libovolné, ale pevné, pak
funkce h(y) = F(zo,y) je spojitd na (c, d) a splnuje podminku
h(c)-h(d) < 0. Podle véty 6.6 z MA1 existuje alespon jedno
¢islo yy takové, ze plati

h(yo) =0, tj. F(zo,y)=0.

Timto zpusobem ke kazdému x € (a,b) uréime y € (c,b),
neboli existuje alespon jedna funkce y=y(z), = € (a,b),
ktera splnuje rovnici F(z,y) =0 Vz € (a,b) .

Predchozi véta zarucuje pouze existenci globalniho feseni, niko-
liv jednoznacnost (muze existovat dalsi funkce 57 = 7(x), ktera je
feSenim). Jednoznacnost zarucime jistou podminkou monotonie.

Vétal.12: (o lokalni fesitelnosti, o implicitni funkei) Nutnost  spojitosti
Pfedpokldaddme, Ze: parcialni derivace
F, ilustruje ptiklad
1. funkce F = F(x,y) je definovana a spojitd na néjakém funkce F(z,y) =
okoli U([zg,yo]) bodu [zg, yo], y—a* y—12>0,
r>0Ay >0
2. je splnéna rovnost F'(zg,yo) =0, 0 y—2a2<0,
r>0Ay >0
3. funkce F, = %z’y) je definovana na okoli U([xo, yo)), y 1<0Vy<o,

L y OF (z0,40)
spojita v bodé [:CO, yo] a oy # a y
it

Potom:

a) existuje okoli I bodu x( a existuje funkce y = y(x) defi-
novana na /;

b) tato funkce y = y(x) je jedinym (lokdlnim) feSenim
rovnice F'(z,y) =0na I, tj. F(z,y(x)) =0 Vz € I;

/]
il
i
//7/”%%

c¢) funkce y = y(z) je spojitd na I a spliuje podminku I

1

Yo = y(zo) -
kterd je diferencov-
] atelnd v bodé [0,0],
Dukaz : ale na okoli pocatku
OF (zo, . o istuj ive jed
Necht F,(xo, yo) = —%; w) - 0 (pro F, (o, yo) < 0 je dukaz NEEXISLIJE prave jeano

y ., 9y S ) reSeni y = y(z)
podobny). Ze spojitosti funkce F, plyne, ze existuje okoli rovnice F(z,y) = 0.
U([zo, yo]) bodu [zo, yo], ve kterém je F,[x,y] > 0 (plyne z

véty (1.4)2.). Volime 3, < yo < yo tak, ze [xg, y1], [T0, y2] €

U([xo, yo]). Protoze F, > 0, tak funkce F(z,y) je rostouci
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funkei v proménné y na U([xo, yo]). Zéroven F|xzo,yo] = 0,
tedy F'(zo,51) <0 a F(zo,y2) > 0.

Ze spojitosti funkci F'(z,y1), F(z,y2) plyne, Ze existuje
otevieny interval I obsahujici xg, ve kterém F(x,y;) < 0
a F(x,y9) > 0 pro kazdé x € I C U([xg, yo])-

Tedy funkce F' je spojita na I X (y;, y2) rostouci v proménné y
a F(x,y1) - F(x,y2) < 0. Z predchozi véty (1.11) a mono-
tonie v y vyplyva, ze ke kazdému x € [ existuje praveé jedno
y(x) takové, ze F(z,y(x)) =0.

Nyni dokazeme, ze tato funkce y = y(z) je na intervalu [

spojita.

Necht z, — T C I. Ukdzeme, ze lim y(z,) = y(Z). Vime,

n—0o0

ze Y1 < Yo = y(x,) < yo pro kazdé n. Predpoklddejme pro

spor, 7ze yn 7§ = y(T), potom

i) lim y,=9y # 7. V tomto pfipadé ze spojitosti funkce F’
n—oo

na okoli bodu [z, y] plyne 0 = F(zp,y,) — F(Z,y) = 0,

coz je vSak spor s jiz dokdzanou jednoznacnosti nulového

bodu 7, ktery odpovida T € I (F(Z,7) = 0).

ii) nebo limsupy, > liminfy, . Z definice supréma vyplyva,

ze existuje vybrand posloupnost {y,, } z posloupnosti {y,}

takovd, ze y,, — ys = limsupy,. Zaroven F(z,,, Yy, )=0,

tedy opét ze spojitosti funkce F' plyne F(Z,ys) = 0. Podobné

dostaneme rovnost F(T,y;) = 0, kde y; = liminf y,. To je

znovu spor s jednoznacnosti bodu 7 .

Vétal.13: (O derivaci feseni)

Jsou-li splnény vsechny predpoklady véty (1.12) o funkci
F(x,y) a navic funkce F(x,y) je diferencovatelnd v bodé
[z0,y0] (nebo jsou-li F,, F, spojité v bodé [xo,yo]), potom
lokalni feseni y = y(z) rovnice F(z,y) = 0 je funkce difer-
encovatelna v bodé x( a plati

Fy [0, yo]
/ T )
Y(xrg) = ——=———.
( ) Fy [.’170, yO]
Dukaz :  Vime, ze existuje interval I obsahujici bod =z

a funkce y = y(z) definovana na [ tak, ze F(x,y(x)) =0
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Va € I, funkce y = y(z) je spojitd na I a splnuje podminku
Yo = y(zo) -
Z diferencovatelnosti funkce F'(z,y) v bodé [z, yo] vyplyva

0 = F(z,y(z)) — F(xo,90) = Fu(zo,y0)h1 + Fy(x0, yo)ho +

wh); e =00 b= (ko) = (o =20, y(@) = w0).

Vydélime uvedenou rovnost ||k a upravime

h

~—

0= Fy(wo, o) + Fy (o, yo) 7 + 5,

Fx r—x I Y—Yo (_,
(@0,90) Zem e 0 80) e e i

y—yg >
FI<$O7yO)+2 +Fy<$0,y0) — 2 + |
1_|_(y—yo) H_(y—yo)

rT—x( r—x(

Ze spojitost funkce y = y(z) plyne, kdyz x —xg = h; — 0,

pak ho = y(x) — y(xg) — 0 a také ||h]| — 0.

Nyni budeme pro spor pedpoklddat, ze lim =% = +oo0,
T—Tg 0

pak z predchozi rovnosti limitnim prechodem pro z — =z

dostaneme 0 = F}(z9,0), coz je spor s predpokladem.

Opét upravime posledni rovnost do tvaru

1+(=0) o) R

fL’*Cl)O

a limitnim pfechodem pro x — xy dostaneme

0= lim (Fm(xo,yo) + Fy(370a yO) ijﬁg)

T—X0
= Fi(o,y0) + Fy(20, Y0) ¥'(wo) -
Odtud jiz plyne tvrzeni véty.

Pozndmka 1.2: Vety (1.11), (1.12), (1.13) jsou specidlni
piipady tzv. véty o implicitni funkci. Implicitni funkci

se obvykle nazyva funkce, kterou my zde oznacujeme jako
lokalni feseni funkciondlni rovnice. Vzorec F, + F,y' = 0
z vety (1.13) se také Casto nazyva vzorcem pro ”implicitni
derivovani”.
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Priklad 1.17:  Rovnice x — > = 0 v okoli bodu [0, 0]

nemd podle véty (1.16) zarucenou jednoznacnou (lokalni)

fesitelnost, nebot %—F = —2yljp0 = 0. V okoli bodu [0, 0]
Y )

mé dand rovnice dvé feseni y = /x, y = —/x .

V bodeé [1,1] je a_y = —2y’[1 ; # 0 a uloha m4 jedno feSeni

y = v/ a jeji derivaci v bodé xy = 1 lze stanovit z rovnice
1=2y-¢y/ =0, tj. y(1) =& >

=3

[1,1]

Nase predchozi tvahy muzeme rozsitit i na rovnici o vétsim
poctu neznamych nebo na soustavu rovnic o vétsim poc¢tu neznamych.
To je obsahem nasledujici véty, kterou uvedeme bez dukazu.

Vétal.14: (Obecna véta o lokdlni fesitelnosti)
Predpokladejme, ze

1. funkce F' = F(x,y) = F(x1,29,...,2,,y) je diferencov-
atelnd v bodé [xg, 1] € R" a v jeho okoli;

2. plati F(xg,y09) =0;

3. funkce F,(x,y) (n+1 proménnych) je spojita a nenulova
v bodé [xg, yo] -

Potom plati:

a) existuje okoli U(xg) bodu xq, okoli U(yy) bodu yy € R
a funkce y = y(x) definovana v okoli U(x),

x) je jedinym fesenim rovnice F(x,y) =0
tj. plati F(x,y(x)) = 0 V x € U(x),

b) funkce y = y(x
v okoli U(xy),

y(x) € U(yo),

c) tato funkce je diferencovatelnd v bodé x( a plati

\_//—\

Y = y(Xo) )
ay (X) Fr'(XOuyO) .
“Ow = T TEow) ) LT 1,2,...,n

Priklad 1.18: Méjme rovnici xy + xz + yz — 11 = 0. Po-
sud'me fesitelnost této rovnice v okoli bodu M = [1,2,3].
Funkce F(x,y, z) = xy+xz+yz—11 je diferencovatelna po-
dle vSech proménnych (tj. v R3) a Fy=x+2z F,=x+uy.
Déle je F,(M) = 3 # 0, a tedy v okoli bodu M existuje
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jediné teseni z= f(x,y) dané rovnice, toto feseni je difer-
encovatelné a plati

02(1,2) . Fu(M) +2z 5
ZI(LQ) oz F.(M) Zaé+y Vs 3
_ 82(1,2) _ Fy(M) x+z 4
29(172) 0y F.(M) xiy M 3

V tomto pripadé feseni rovnice muzeme stanovit explicitné:

11— e ~ Z : v 7 . 7 /
= a prislusné derivace pak vypocitat derivovanim.

Z = oty

Priklad 1.19: (Nejednoznacna fesitelnost funkcionalnich
rovnic)

Véty (1.11) — (1.14) uvadi podminky jednoznacné resitelnosti
rovnic F(z,y) = 0, resp. F(x,y) = 0.

V aplikacich nés vsak ¢asto zajimaji takové body (tzv. sin-

guldrni body rovnice) [7,7] € R?, v nichz plati
F(f7g):07 Fx(fay):()n Fy(f?y)zo

V tomto pripadé si pomuzeme parametrizaci a hledame

dvojici funkci (kiivku) x = z(t), y = y(t), t € I splaujici

podminky

Vtel: F(z(t),y(t) =0,

dtel: T=x(t), y=y() (kiivka prochdzi bodem Z,7).

Je ziejmé, ze v okoli singularnich bodu rovnice nemusi byt 5 g
7 ~ 7 ~ . ~ 7/ 7 l’ + y - 3Iy — 0
zminénd kiivka grafem zadné funkce typu y = f(z), resp.

T = o(y). !
Bod [z, 7] = [0, 0] je singuldrnim bodem rovnice
23 +9° —3azy =0, a>0. p

Zde 2 5

3at 3at -

=" yt)=-— t£-1, I=0.

Kfiivka se nazyva Descartuv list. V okoli bodu [0,0] ma
dand rovnice ¢tyTi reSeni.

Zde poznamenejme, ze neumime poskytnout obecnou metodu,
jak k dané rovnici stanovit uvedenou dvojici parametrickych
funkci. Geometricky feceno jde o problém, jak nejvhodnéji
parametrizovat krivku, ktera je dana rovnici.
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1.6 Derivace a diferencialy vyssich radu. Taylorova véta.

Poznamenejme,  Ze Vétal.15: (véta o sttedni hodnoté)

existence parcialnich ,

derivact funkce i) (Slozkova verze). Necht funkce f : 2 — R je spoji-

[ mna okoli bodu xg ta v oblasti 2 C R™ a na néjakém okoli U(xg) C £

nezarucuje  spojitost bodu x¢ = [zo1, o2, - - -, Ton] existuji parcidlni derivace

funkce f na tomto af . o 12

okoli, viz priklad 1.10. g 1=1,2,...,m . Plotogl pro kazdy bod x € U(xyp),
X = [x1,To, ..., T, existuji & € (xg;, ), = 1,2,...,n

tak, ze plati formule

0 L Lo, ..., Ty
f(& 522331 a ) (x1 —:1:01)—|—
8f(l'01, 527 I3, ... 7xn) (
8322
N Of (xo1, o2, - - -, &n)
ox,,

ii) (Vektorovd verze).  Necht funkce f : Q — R je
diferencovatelna v oblasti 2 C R", ktera obsahuje body
x; = Xo + t(x —xq), 0 <t < 1. Potom existuje 7 € (0, 1)
takové, ze plati

f(x) = f(x0) = grad f(xo + 7(x = %0)) - (x = %0) .

f(x) = f(x0) =

Ty — Toz)+

(T — Ton) -

Dukaz :

a) (pro jednoduchost je uveden pro funkci 2 proménnych:)
Z existence parcidlnich derivaci funkce f = f(z,y)
vyplyva, ze ve sméru os lze pouzit Lagrangeovu vétu
o stfedni hodnoté z MA1 (véta 7.7). Potom

flz,y)=fzo,yo) = (f (@, y) = f (20, ) +(f (zo, y) — f (20, %0))
df (&1, Of (xo,
= —fgi, v) (x—xo)—i——f(gz &) (y—10) -
b) Oznacime g(t) = f(xo+t(x—xp)),t € (0,1). Z predpokladu
plyne, ze funkce ¢(t) je spojita na (0, 1) a diferencov-
atelnd na (0,1). Proto existuje 7 € (0, 1) tak, ze

9(1) = g(0) = g'(T)(1 = 0).

Zaroven plati g(1) = f(x), g(0) = f(xo) a
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g/(T) _ 152 f(XoH(X*Xo)1:£(X0+T(X*Xo)) (t = T)
_ lir% f(X0+T(X—X0)+T(X—TXO))—f(X0+T(X—XO)) (Z deﬁnice)
r—
— af(xg&i(;zx(’)) (z véty (1.5))

=grad f(x¢ + 7(x — %)) - (X — Xp) .
Odtud jiz plyne tvrzeni b) véty.

Definice 1.15: (druhd parciélni derivace)
Necht funkce f : © — R mé parcialni derivaci gg‘ v okoli
U(xo) C Q. Existuje-li, pak se nasledujici limita

1 (8f(x0+t€j)_8f(xo)> _ 9 (af)

lim —
t—0 ¢ 0x; ox;

aﬂ?j

8@

Y

nazyva druha parcialni derivace funkce f v bodé x,.
Znacime
0 (91| _&f(x)
Xq - 85[7]8562 .

&Uj 83:2

Podobné definujeme vyssi parcidlni derivace, napf.

9] o f & f (x0)
Oxy, (8%8%)

o B 0z 0x;0;
Necht funkce f je diferencovatelné na okoli U(xg). Je-li kazd4
z funkei %ﬂ(:), 1 = 1,2,...,n diferencovatelnd v bodé x,

fikame, ze funkce f je v bodé xy dvakrat diferencovatelna.

Vétal.16: (zaménnost parcialnich derivaci)
Je-li funkce f dvakrat diferencovatelnd v bodé xq, potom

& f(x0) _ 9*f(x0)
8.%’8%]' 8$]8$2 ’

iji=1,2....n;

tj. druhé derivace jsou zameénné.

Dukaz :
funkci dvou proménnych f = f(x,y) . Polozime xo=xo, o],
zvolime h € R tak, ze [xg+ h,yo+h] € U(x) a definujeme

Pro jednoduchost provedeme dikaz pouze pro

F(h) =15 f (o+h, yo+h)—f (zo+h, yo)=f (o, yo+h)+f (20, %0)] -

Jestlize je funkce f
dvakrat  diferencov-
atelnd, pak existuji di-
ferencialy jejich
parciadlnich derivaci a
tedy existuji i druhé
parcialni derivace
funkce f v bodé xq .

U funkci, které nejsou
dvakrat diferencova-
telné, mnemusi platit
zaménnost smisenych
parcidlnich  derivaci.
Naptiklad pro funkci

22— y2
f :{ﬁym [, 4]7#(0,0]
0 [1, y} :[0’0}

neplati véta 1.16 v
pocatku.
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w of of _ Pf Pf_
Ozna(ﬂme%—fx,a—y—fy,m—fmy,m—fm. Z

predpokladu existence parcialnich derivaci funkce f na okoli
U(xp) avéty (1.15) (o sttedni hodnoté) plyne existence ¢isla
7. € (0,1) takového, ze

F(h) :% [fo(zo + Toh, yo + B) — fulzo + Tk, yo)] -

Z, diferencovatelnosti parcialnich derivaci funkce f v bodé

[0, yo] vyplyvd
Pro "malé o(h)”plati fe@o+oh, yo+-h)— fo(@o, Yo) = fuu@o, Yo) Tuh+Sya @0, yo) h+o(h).

. olh
}1%% =0. fe(@o + T2, yo) — fo(@o,v0) = fau(o, y0)Th + 0(h) .

Tedy
F(h)= fyz(To,y0) + @ — fyz(T0, Y0) -

Analogicky dostaneme
F(h) :%[f($0+h7 y0+h) —f(l'o, y0+h) _f(xO‘i‘h, y0)+f($07 yO)}

=3 [ fy(o + hyyo + 7yh) — fy(2o, yo + 7yh)] = fay(20, v0) -
Neboli
fy:c(ilfo,yo) = fa:y(%,yo) .

Priklad 1.20: Funkce f(z,y) = x*y ma parcidlni derivace

of _ of _ 2
Ox oy
a pro smisené parcialni derivace plati

0 f 0 f
= =2
Oyox  Oxdy

2xy ,

Vétal.17: Necht funkce f je diferencovatelnd na okoli

U(xg). Jsou-li parcidlni derivace gifa(’;?, i,j =1,2,...,n
spojité v bodé xq, pak funkce f je dvakrat diferencovatelna

v bodé xg.

Dukaz : Ze spojitosti druhych parcialnich derivaci a véty
1.6 plyne diferencovatelnost prvnich parcialnich derivaci funkce
f v bodé xq, tedy funkce f je dvakrat diferencovatelna

v bodé xj.
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Definice 1.16:

encigl df (x,h)

= grad f(x)

(druhy diferencial)
Predpokladejme, ze funkce f méd v bodech x € U(xg) difer-
. h. Pro pevné h je df(x,h) :
U(xp) — R funkef x. Diferencial funkce df(x,h) (proménné
x) v bodé xy opét vzhledem k h se nazyva druhym difer-

encialem funkce f v bodé x; a znadci se

d(df (x,1))|x, = d>f(x0,B) ; T =

Plati
df (x, h)

- df(X(), E) - de(X(): E) + W(E) )

(dxy,dzs, . . .,

d(d" ' f(x,h)) = d* f(x,h) .

Pro dvakrat diferencovatelnou funkci f dostaneme

Pf(x,h) = d(df(x,h)) = d(grad f(x) - ) = i d (8g< )

Takze

d’f(x,h) = h-H(x)- k",

kde H(x) je Hessova matice s prvky -

Druhy diferencial je kvadratickd forma v promenne E

Priklad 1.21 :

df = (y+2zx) dx +x dy = (y+2x,x)< Z; ),
d’f = d(y+2z) dz+d(z) dy = (2dx+1dy) dv+ (1 dz+0dy) dy

= (2dz+1dy, 1dz+0dy) ( )

= ((dl’, dy)(

2
1

) 1)

dy

(o)

dx
dy

80;1<8§:)>hh —Z(Z

af()

Pro funkei f(z,y) = 22 +xy je

)

21 d
(dx,dy)( >< x>:2d332—|—2dxdy—|—0dy2.

I7ll-0 ||7]|2

Diferencial k-tého radu definujeme rekurentné

U dvakrat diferen-
covatelné funkce f
existuji ~ diferencidly
parcidlnich  derivaci,
tedy 1 gradientu a
proto i diferencial
diferencialu.

V maticové symbolice
ha
je AT =1 :
ho,
Pro  funkci  dvou
proménnych plati
d? f &1 da? +
2
aya dxdy + dy )

Pii vypoctu Hessovy
matice, si muzeme po-
moci pravidlem ”gra-
dient na gradient”,
tedy

H = gradT(grad =

(gradT grad >

(%(%) >)
205 25

gl Fo
SE @’I\



Pro  funkeci  dvou
proménnych  plati
dBf =

oL dad+3 50 L dn?dy+

2 3
+38§8£y dxdy®4 gy{ dy3.

Némecky matematik
Ludwig Otto Hesse
Hesse (1811-1874).

se vénoval predevsim
studiu algebraickych
rovnic a teorii invari-
antu.

Poznamenejme, ze
derivace funkce ¢ v
bodé 0 je vlastné
derivace funkce f v
bodé xq podle vektoru
X — Xg, viz definice
1.10.
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Formalni pravidlo pro vypocet diferencialu vyssiho radu funkce

f:f(xl,xg,...,l‘n):

0 0 0 K
k p— — — o o .
d 7‘—( o dxq+ o dro+---+ . dxn> f.

Druha derivace ve smérech s, 7

’f(x) . 1 o7 2T — 7 g7
FErE H%Z[gradf(ertF)s —grad f(x)5"] =7H(x)-5".

Vétal.18: (Taylorova véta)

Necht funkce f : Q — R je v okoli U(xg) C © bodu xq €
(k + 1)-krat diferencovatelna. Potom pro kazdé x € U(xy)
polozime h=x— xo a Taylortv rozvoj funkce f v bodé xg
je dan vztahem

df (xo, E)+ L A (o, h) ,

F )= f (xo)=df (%0, W) +=—27 4+ ==+ pi(x0, ),

kde

- 1 -
Ry11(x0,h) = A" f(xo +0(x —x0),h), 0<U<1.

(k+1)

Dukaz :  Polozime ¢(t) = f(xo + t(x — X¢)) . Vyjaddiime
jednotlivé derivace funkce g pomoci funkce f:

g'(0) =lim 2990 — grad f(xq) - (x — xo) =df (x, h)

t—0 ¢

gt :1512% g(fg:f(t) — 1513% f(X0+€Hg:Z(Xo+tFL) —grad f(xg _{_t}_i) . }_1)7

"(0) = lim g9 ©0) _ iy, &rad [f (xo+th)—f(x0)] h

I t—0 ¢ t—0 t
(& (AUt S ) L i L (U ot =) ) L
=0 ! 01 ’ "0t Oy,
(Lt B, B by 2, )
&rf 1 . e axnaxl n s 9 axlaxn 1 N ax% n
2f 0% f 02 f
dxy 0x10x2 ~ " O0x10z,
—h rT — E-H(xo) nT
0% f 0% f Pf
0x,0x1 Ox,0ry - 02


http://www-history.mcs.st-andrews.ac.uk/Biographies/Hesse.html
http://www-history.mcs.st-andrews.ac.uk/Biographies/Hesse.html
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Analogicky postupujeme pii vypoctu g”(t), ¢"”(t)--- . Protoze
funkce f je (k + 1)-krat diferencovatelnd, pak i funkce g je
(k + 1)-krat diferencovatelna a z Taylorova rozvoje (MA1
véta 7.9) funkce jedné redlné proménné dostaneme

"o (k+1)
S0, "
1 2! (k+1)!

" ee(0,1).
Odtud a z rovnosti g(1) —g(0) = f(x)— f(xo) plyne tvrzeni
vety.

Priklad 1.22: Tayloruv rozvoj funkce f(z,y) = x v bodé
X = [%0, Yo] pro k =1 je dén vztahy:

. y)— f o, yo) = 2L @ — ) + LLG0) ) 1 Ry (x5, %),
2

Ro(ox0, ) = g (P o — g +2 2 G J;fg;,"@ @ =9 l—y0
+& f&)’no (y— y)), & € (zo,x); o € (Yo, y).

Tedy x—xgzl-(x—xo)JrO.

Taylorovu formuli pouzivame pro aproximaci diference
Af = f(x) — f(xg) pomoci diferencialu.

Priklad 1.23:  Pro funkci f(z,y) = zy lze diferenci
Af =xy — xoyy psat ve tvaru

Af — f(x, y) — f(x07y0) ~ 8 (l‘O;yO) Aaj + (.’1,‘07:1]0) Ay’

Ty — ToYo ~ Yo Ax + 19 Ay

kde chyba aproximace je Graf funkce

f(z,y)=zy s teénou
rovinou v bodé [1, 0].

Ry(wo,y0,2,y) = Ax-Ay=(x—20) - (y — ).
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2 Zakladni pojmy optimalizace v R"

2.1 Lokalni a globalni extrémy

Definice 2.1: (Extrémy) Mame f:Q— R, x,€(2.
(A) Cislo f(x¢) se nazyva lokalni minimum (maximum)
funkce f, kdyz existuje okoli U(xg) bodu x( takové, ze plati

fxo) < f(x) (f(x0) = f(x)) VxeUlx) N

Bod x( je pak bod lokalniho minima (maxima) na
mnoziné 2. PiSeme

f(x0) = min f(x), (f(x0)= max f(x)).

x€U (x0)N2 xeU(x0)NN2
Pokud pro x # xy plati ostré nerovnosti, potom hovotime
o ostrém (lokdlnim) minimu (maximu).
(B) Cislo f(xg) se nazyva globdlni minimum (maxi-
mum) funkce f na €, plati-li

fxo) < f(x) (f(x0) = f(x)) VxeQ.
Piseme
f(x0) = min f(x), (f(x0) = max f(x)).
Bod x( je pak bod globalniho minima (maxima) na

mnoziné ). Extrémem funkce f rozumime maximum nebo
minimum této funkce.

Véta2.1: (Nutnd podminka existence lokalniho extrému)
Necht funkce f : Q — R je v bodé xq €  diferencovatelnd
(definice (1.2)) a mé v tomto bodé lokalni extrém. Potom

Pozor nulové parcidlni

derivace neznamenaji df (xo, i_i) =0 Vhe R™, (= grad f(x9) = 0).
nulovy diferencial,
napt. funkce Dikaz :  (sporem)
0 zty Nechf 3k #£ 0 € R takové, ze df (xg, h) > 0.
@y =, 2=y B

(Pro df (xp, h) < 0 je dikaz podobny).

ma parcialni derivace

v bodé [0,0] rovny Tedy df (xo, ﬁ) = grad f(xg) - h— lim f(XOHht)_f(XO) -0
nule, ale neni zde o t—=0

diferencovatelnd, —ani Odtud vyplyva, ze existuje 0 > 0 takové, ze

nenabyva v bodé [0, 0] f(xo+th) — f(x0) >0 pro te€(0,0),

et (%0 +th) — f(x0) <0 pro t € (—6,0),

coz je spor s definici extrému funkce f v bodé xg.
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Definice 2.2: (Stacionarni bod) Body, ve kterych difer-
Necht f je diferencovatelnd funkce v bodé x;. Bod x; € € se encial funkce neexis-

nazyva stacionarni bod diferencovatelné funkce f, kdyz tuje ne,bo.:]e n.lﬂ.o v
se nazyvaji kritické

- body funkce f (viz
grad f(xp) = 0. MAT1 definice 7.4).

Priklad 2.1 :
Pro funkci f(z1,x9) = 223 + 223 — 22179 — 471 — 629 MAme
grad f(x1,z9) = (421 — 229 — 4, 429 — 221 — 6).

V bodeé [0, 0] ur¢uje grad f(0,0) = (—4, —6) smér nejvétsiho
rustu funkce f a —grad f = (4,6) urcuje smér nejvétsiho
poklesu. Napiiklad vektor v = (1,0) urcuje smér poklesu
v bodé [0, 0], nebot grad f - v = (—4,—6)-(1,0) = -4 < 0.

Pro stacionarni body plati

4.@1—21’2—4:0 1 =
=
45172—2.%1—6:0

8

[\

I
wloo Wl

Priklad 2.2 :

1. Pro funkci f(z,y) = 2> + 3y je grad f = (2z,2y) a bod
A = [0, 0] je stacionarni bod. Bod A je bodem minima
funkce f a vSechny sméry jsou v tomto bodé sméry
rustu.

Pro druhy diferencial funkce f plati:
d2(xg, h) = 2dz® +2dy? > 0 Vh = (dz,dy) # (0,0).

2. Pro funkci f(z,y) = 2% — y? je grad f = (2z,—2y)
a opét bod A = [0, 0] je stacionarni bod funkce f. Na
pifmce y = 0 ma funkce f(z,0) = 22 minimum v bodé
v = 0 a na pifmce = 0 m4 funkece f(0,y) = —y?
maximum v bodé y = 0.

Pro druhy diferencial funkce f nyni plati:
d2(x0, h) = 2da? — 2dy?.  Odtud dostaneme
P (x0,(1,0) =2 >0, d?(x0,(0,1)) =—-2<0.

Zaver: Stacionarni bod [0, 0] je ve sméru §'= (1,0) bo-
dem minima funkce f a ve sméru §= (0,1) je bodem .
maxima funkce f (bod [0, 0] je tzv. sedlovy bod). Graf funkee 2% =y~




Graf funkce —z? + 93,
kterd mé stacionarni
bod [0, 0] a

A’ f = —2dx*+6y dy>.
V bodé [0, 0] plati

df=-2dz*<0.

Ve sméru hy = (0,1)
je d*£([0,0], (0,1)) =0
a neumime tedy podle
véty 2.2 rozhodnout o
typu extrému v bodé

[0, 0].
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Véta2.2: (Postacujici podminky existence lokalniho
extrému)

Necht funkce f: Q +— R, Q C R" je dvakrat diferencovatelnd
ve vnitinim bodé xy € 2 a df (x¢,h) =0 Vh € R". Jestlize
1. &f(xo,h) >0 Vh € R", h #£0,

pak je v bodé x ostré lokalni minimum ;

2. d®f(x,h) <0 YVheR", h #0,

pak je v bodé x( ostré lokalni maximum ;

3.3hy # 0 : df(x0,h1) = 0 a d’f(x0,h) > 0 nebo

—

& f(xp,h) <0 Vh € R",

pak (zatim) nemuzeme rozhodnout,

4. 3Ry, hy € R
d’f (XO,EQ) < 0, pak ve sméru hy je funkce konkévni

(v % je maximum),

d? f (xq, 53) > 0, pak ve smeéru hs je funkce konvexni
(v X je minimum),

v bodé x( nenastava extrém, ale x; je sedlovy bod.

Dukaz :  Funkce f je dvakrat diferencovatelna v bodé xq,
tedy podle definice (1.15) existuje okoli U(xy), na kterém
je funkce f diferencovatelnd. Z véty (1.11) vyplyva pro x =
xo + h € U(x) existence 7 € (0,1) takového, ze

. | Lo
f(xo+h) = f(x0) = df(Xo+Th,h):;df(xo+7h,7h)-
Zaroven z definice druhého diferencialu dostaneme

df (xo+7h, 7h)—df (xo, Th) = df (%o, Th)+w(7h), 22— 0,

[IThl[>

Nyni vyuzijeme predpokladu véty df (xo, ﬁ) = 0 a rovnosti
dzf(Xo, Th) - Tdef(X()) h)7 tedy

- - L o w(Th)
o+ ) = £ o) =7 (o, )+ 1P )

= I (o o, ) + () ) s @(R) = S5,
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1.

Poznamka 2.1: Uvedeme ekvivalentni

Protoze druhy diferencidl d? f(xq, %) je spojity v promén-

né h, nabyva podle véty (1.4) na kompaktni mnoziné
M = {v : ||U]] = 1} (jednotkové sféra) svého minima
v néjakém vektoru v . Odtud a z predpokladu d?f(xg, h) >

0 mame d? f(xqo, ”—%H) > d?f(xq, o) = A > 0. Neboli

F(xo+h) = f(xo) > 7 ||h|*(A+ @(h)).

Pro dostatecné malé k je A+ @(h) > 0 (@(h) — 0), tedy
f(xo+h)—f(x9) > 0 avbodé xq je ostré lokalni minimum.

ad 2) Za predpokladu d? f (xq, E) < 0 dospéjeme analogickym
zpusobem k zavéru, ze v dostatecné malém okoli bodu x
je f(x0 4+ h) — f(xo) zdporné a v bodé x je ostré lokalni
maximum.

Zbyvajici podminky nejsou podminkami pro extrém (a proto

neni co dokazovat), pouze logicky dopliuji seznam znaménkovych

moznosti druhého diferencialu.

podminky ¢i ek-

vivalentni
piedpokladech véty (2.2). Plati d*f(xg, h) = hH(xq)hT

nazvy prislusnych vlastnosti zahrnutych v

e kvadraticks forma hH(x)h? je pozitivné definitni,

e matice H(xg) je pozitivné definitni,

e vSechny hlavni minory matice H(xg) jsou kladné, tj.
My >0, My >0, Ms>0, ...,

e viechna vlastni ¢isla matice H(xg) jsou kladna.

e kvadratickd forma FLH(X())ET je negativné definitni,
e matice H(xg) je negativné definitni,
e hlavni minory matice H(x) pravidelné stfidaji znaménka
a prvni minor je zaporny, tj.
M; <0, My >0, Mg <O, ...,
e viechna vlastni ¢isla matice H(xg) jsou zaporna.

e kvadratickd forma  H(xo)h? a matice H(xg) jsou poz-
itivné semidefinitni nebo negativné semidefinitni,

Pro druhy diferencial
funkee f plati: Vh # 0
je

d*f(x0,h) > 0.

Hlavni minory matice
H jsou determinanty
¢tvercovych submatic,
obsahujicich levy hor-
ni roh H.

Pro druhy diferenciél
funkce f plati: Vh £0
je

d2f(xo, h) < 0.



Pro druhy difere;ncié,l 36
funkce f plati: Vh # 0
Je .
d?f(x0,h) <0
nebo
d* f(xo,h) > 0
a 3h £0:
d* f(x0, 1) = 0.

352%61
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e alespon jeden z hlavnich minoru je nulovy a plati
M120, MQZO, ce ey nebo M1§O, MQEO, M3§0, c ey

e vlastni ¢isla H(x) jsou nezadpornd nebo nekladna, aspon
jedno je nulové.

e kvadratickd forma hH(xo)k! a matice H(xo) jsou in-
definitni,

e pro znaménka minoru nenastava ani jeden z predchozich
pripadu,

e vlastni ¢isla matice H(xg) jsou kladnd i zaporna.

Priklad 2.3: Vysetfime lokalni extrémy funkce

flx1, 29) = 223 + 222 — 2w1209 — 421 — 629,

Stacionarni bod xy ur¢ime ze soustavy

4561—2582: 4,
—2x1+4x9 = 6.

Odtud

4 -2\ M;=4>0
_[78 _ 1 )
0 =[53], H (—2 4)’ My =12>0.

Hessova matice (a tedy i druhy diferencidl) je pozitivné
definitni. Proto funkce f ma v bodé xy minimum:

min f(w1,22) = £ (3.5) = — 140,

Poznamka 2.2: Bod xy € R” je sedlovy bod funkce f :

R™ — R, jestlize grad f(xg) = 0 a plati

3(51,(52 > 0, Hl,flg e R™: f(Xo—i—tlle) < f(Xo) < f(Xo—thl_ig),
Vi, € (_573752')7 1=1,2.

V prvnim sméru h nabyva funkce f maxima a v druhém
sméru ho nabyva minima v bodé xj .

Priklad 2.4 : Vysettime stacionarni body funkce
f(x,y) = 23 +9* — 3zy . Vypocteme

322 -3 6x, —3
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Stac. bod H Vlast. ¢isla| Typ H | Typ bodu

A=10,0] (_

3) A= 3 indefinitni | sedlovy
3

W Y| w O

., | minimum
definitni

) A= 9 pozitivne

B=[11] (_

>
O]

I
w

Vsimneme si podrobnéji druhého diferencidlu d?f = hH AT
_ 0 =3 hi\ _ L
= (hq, h9) ( a0 ) ( o ) = —6hhy ve stacionarnim
bodé A = [0,0]. Zvolme h = (1,1) a uvazujeme danou
funkci f(z,y) na piimce © = t, y = t, tj. funkci g(t) =
f(t,t) = 2t3 — 3% Protoze ¢"(0) = —6 < 0, pak na dané
piimce (tj. ve sméru vektoru A = (1,1)) nabyva funkce f
maxima pro t = 0.

Zvolime-li h = (1,—1), pak na piimce x = t, y = —t
nabyva funkce f svého minima (¢”(0) =6 > 0, kde ¢(t) =
f(t,—t) =3t?) pro t = 0.

Priklad 2.5: Vysetfime stacionarni body funkce f, kde
flz,y) = 2 +y* — (x +y)*. Plati

grad f(z,y) = (42’ — 2(z +y), 4° — 2(z +y))

1222 —2 =2
Hiz,y] = ( Lo 1929 ) . Potom
Stac. bod H Hlavni minory | Typ bodu
10 =2 M;=10>0 .
[1,1] ( 9 10 ) My — 96 > 0 bod minima
10 -2 M;=10>0 .
[—1,—1] ( _2 10) My = 96 > 0 bod minima
9 9 M, = -92<0 Podle véty
[0,0] (2.2) nelze
-2 =2 My =10
rozhodnout

Vysetiime funkci f(x,y) v bodé [0, 0] na primkach
a) x=t y=t:g(t) = f(t,t) =2t1—4t* ¢"(0) = -8 < 0
maximum,;
by x=—t, y=t:g(t)= f(—t,t) =2t% ¢¥(0) =48 >0
(prvni nenulové derivace v bodé ¢t = 0 je suda a kladna)
minimuim.

Odtud je videét, ze bod [0, 0] je sedlovym bodem funkce f.



Na fotbalové utkani
prodavame vstupenky
na stani za cenu x
a sezeni za cenu Y.
Jejich prodejnost po-
pisuji funkce p(z,y),
po(z,y), pro které
plati z kapacitnich
duvodu omezeni

0 < pi(z,y) < 5,
0 < por,y) < S
Nasim  tdkolem je
stanovit ceny x,y tak,
abychom maximalizo-
vali zisk, tedy vytesit
ulohu

max (p1(zy)T+p2(zy)y),

[z,y]eV

kde V = {[z,y] e R? :
0 < pi(z,y) < 51,0 <
pa(w,y) < Sa}.
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2.2 Extrémy vzhledem k podmnoziné

Budeme vysSetifovat extrémy dané spojité funkce f v R” na
takovych podmnozinach V' C R", které se daji charakterizovat
systémem podminek ve tvaru rovnosti nebo nerovnosti. Témto
podminkam fikdme vazbové podminky a mnoziné V iikame
mnozina pripustnych bodu.

Definice 2.3: (Ulohy s vazbami)
Mejme funkci f: Q+— R, Q C R" je oteviend mnozina.

(A) Meéjme spojité funkee hj(x) : R" = R, j=1,2,...,p,
p < n a oznacme

V:{XERHHQ h](x):()7]:1,2,,p}

Uloha najit extrém funkce f na mnoziné piipustnych bodua V'
se nazyva optimalizacni iloha s vazbami typu rovnosti.

(B) M¢gjme spojité funkce g;(x) : R*" = R, i = 1,2,...,m
a oznacme
V={xeQ: ¢g(x)<0,i=1,2,...,m}.

Uloha najit extrém funkce f na mnoziné piipustnych bodu
V se nazyva optimalizacni tloha s vazbami typu
nerovnosti.

Je-li pripustnda mnozina V urcena jak vazbami typu
rovnosti, tak vazbami typu nerovnosti, hovoiime o tiloze se
smiSenymi vazbami (tiloha optimalniho fizeni).

Cislo f(xg), ve kterém funkce f nabyvd minima (max-
ima) vzhledem k mnoziné V' (viz definice (2.1)), se nazyva
lokalni vazané minimum (maximum) a x; je bodem
lokalniho vazaného minima (maxima) (tedy extrému).

Priklad 2.6 :  Je déna funkce f(x1,19) = 222 + 223 —
2x129 —4x1 —629. Urcete extrém funkce f na jednorozmeérné
linedrni varieté (piimce) x = ts, 5= (1,1).

feseni: Na piimce x1 = t, x5 = t vySetiime funkci f(¢,t) =
g(t) =2t —10t. Prot = 2 je ¢ (2) =0, ¢" (2) =4 > 0.
V bodé [g, g} nabyva funkce f tzv. relativnhiho minima
(minima vzhledem k dané varieté).
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Pozndmka 2.3 (Tesitelnost optimalizaéni tlohy)

Jestlize mnozina V' C R" je kompaktni (omezen4 a uzaviend)
a funkce f je spojitd na V', potom z véty (1.4) vyplyva, ze
tlohy na hledani extrému (optima) min{f(x):x € V},

max{ f(x) : x € V'} jsou fesitelné, tj. existuje jak 1}3161‘1/1 f(x),
tak max f(x).

xeV

Priklad 2.7 :

1) (optimaliza¢ni tloha s vazbami typu rovnosti)
Resfme tlohu min{f(z,y) : [z,y] € V}, kde
f(x,y) = 2®4+y? apifpustnd mnozina V je ddna predpisem
V={lz,y eR?:y+2—1=0}.
” Geometrickd metoda”

Rezem grafu funkce f rovinou rovnobéznou s osou z prochazejici
"primkou V”je parabola.

V bodé [zg, 0] = [0,5; 0,5] je jeji minimum.

"Ptechod k jedné proménné”

Dosadime y = —x + 1 do funkce f, dostaneme funkci jedné
proménné f(z,y(z)) = 2* + (—x+1)? =22 —z +3) =
2((x — 1)*+ 1). Tato funkce ma minimum v bodé zy =
= Yo = % .

DO —

"Metoda gradientu”

”Piimka V7 je nulovou hladinou funkce h(z,y) =y+x—1.
Gradient funkce h (pokud existuje), je "kolmy”k hladiné V
(presnéji k tecné hladiny V')

Gradient funkce f v bodé [xg, 3] vadzaného extrému vzhle-
dem k mnoziné V je také kolmy k V.

Oba gradienty jsou tedy linearné zavislé, nebo-li existuje
A € R takové, ze

grad f(xo,y0) + Agrad h(zo,50) =0 A h(xo,y) =0.

Konkrétné
220+ A-1=0
1 1
2y0+)\1:0 xozé,y0:§,/\:—1.

yo—i—xo—l:O
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Timto zpusobem vsak ziskame pouze bod, ve kterém muze
byt extrém funkce f vzhledem k mnozine V.

(optimalizac¢ni tloha s vazbami typu nerovnosti)
Resfme tlohu min{f(z,y), [z,y] € \7}, kde
f(v,y) == 2442 ; a piipustnd mnozina 1% je dana predpisem

V={[z,y eR2: g(z,y) =y+2—1<0}.

Jestlize bod [xg, o] je vnitini bod mnoziny V a funkce f
nabyva v tomto bodé extrému, pak podle véty (2.1) plati

grad f(xo,y0) =0

(pro diferencovatelnou funkei).

Jestlize bod [z, yo] je hraniénim bodem mnoziny 1% (neboli
g(zo,y0) = 0) a funkce f nabyvd v tomto bodé extrému
vzhledem k jeji hranici OV (= V), pak podle prvni ¢dsti
prikladu existuje A € R tak, ze plati

grad f(xo,y0) + A grad g(zo, yo) = 0

(opét pro diferencovatelné funkce).

Obé predchozi podminky muzeme najednou zapsat ve tvaru
i) Ag(wo,40) =0 R
ii) grad f(zo,yo) + Agrad g(zo,y0) = 0.
Konkrétné

X (wo+yo—1) =0 xo =3
(220, 200) + A - (1,1) = (0,0) | 20=0,y

(an)

I

O NI

>) >

I I

<
—_

V bodé [0, 0] je zfejmé minimum funkce f vzhledem k mnoziné
V. V bodé 3,1] je minimum funkce f vzhledem k hranici
mnoziny av. Zbyva zjistit, zda je v tomto bodé extrém
vzhledem k celé mnozing V.

Gradient funkce g sméfuje ven z mnoziny V. Pripomenme,
ze gradient urcuje smer nejvétsiho rustu funkce. Z rovnosti
grad f(zo, yo) = S\ 9(z0, yo) pak pro <0 plyne, ze funkce
f "roste k hranici” mnoziny 1% (na hranici muze byt maxi-
mum) a naopak pro X > 0 klesd k hranici (muze tam byt
minimum).
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Konkrétné v nasem prikladé je 2 = —1, funkce f roste k
hranici, ale na hranici OV nabyva minima, tedy vzhledem
k mnoziné V nem4 funkce f v bodé [, 1] extrém.

Véta2.3: (Karushovy — Kuhnovy — Tuckerovy nutné
podminky vazaného extrému)

Necht € je oteviend mnozina a funkce f : Q — R je diferen-
covatelnd na €.

i) Necht xq je bod vdzaného lokdlnfho extrému funkce f
vzhledem k mnoziné

V={xeQCR": hj(x)=0, j=1,2,...,p, p<n},

kde h;(x) jsou spojité diferencovatelné funkce na €,
a necht vektory gradh;(x9), 7 = 1,2,...,p, jsou
linedrné nezavislé. Potom grad f(xg) je linedrni kom-
binaci vektoru grad h;(xo), j =1,2,...,p, tj. existuji
realna cisla  Aj, Ag,..., A\, takova, Ze v bodé extrému
plati

P
grad f(xg) + Z X\ grad hj(x) = 0.

J=1

ii) Necht xq je bod lokdlntho vdzaného extrému funkce f
vzhledem k mnoziné

Vz{XEQCR”:gi(X)SO, i=1,2,...,m},

kde g;(x) jsou spojité diferencovatelné funkce na 2.
Necht I = {i : gi(x9) = 0} je mnozina indexu téch
vazeb, ve kterych v bodé xy nastava rovnost (tzv. ak-
tivni vazba), a necht vektory grad g;(xq), ¢ € I, jsou
linearné nezavislé. Potom existuji ¢isla /):1,/)\\2, e ,Xm
takova, ze v bodé extrému x plati:

~

a) i gi(xo) =0,

>)

; > 0 pro minimum, =1,2,...,m

>)

; <0 pro maximum, ?=1,2,...,m

—

b) grad f(xo) + > Asgrad gi(xo) = 0.
i=1
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Dikaz : i) Omezime se na funkce f: R* — R.

Necht (zg,yo) je bod vdzaného extrému funkce f s vazbou
h(z,y) = 0. Z predpokladu grad h(xg, yo) # 0 plyne ah(ﬁ;g’“)
0 nebo —ah(gfc’y‘)) £0.

Piedpokladejme, ze %ﬁ/’yo) # 0 (pro %‘;’yo) # 0 je dukaz
podobny). Pak rovnice h(xz,y) = 0 je podle véty (1.17)
v okoli bodu [z, yo] jednoznacné fesitelna a existuje difer-
encovatelna funkce y = y(z), pro kterou h(x,y(x)) = 0,

Yo = y(xp). Odtud plyne

dh(z,y(x)) Oh(xo, yo) n Oh(xo,yo) dy(o)

dx Ox dy dr -

(.%'0) =0«

V bodé vazaného extrému z( funkce f musi platit (nutna
podminka extrému funkce jedné proménné x)

df (z,y(z)) . o df (0, Yo) . A f (zo, y0) dy(xo)

dx (20) =0 Ox Oy dx =0

Z poslednich dvou vztaht dostaneme (pro f, =0 je f, =0
aX=0)
Jo(@o, o) ha(zo, 90)

fo(@o,yo) — hy(xo,m0)

~

Odtud vyplyva, ze existuje konstanta A takova, ze plati
fo+Ah, =0, f,+Xh, =0, neboli

grad f (o, yo) + Agrad h(wg, yo) = 0.

ii) Probod x( € int 1% je nutné podminka extrému funkce f
grad f(xg) = 0 (véta 2.1), tudiz pro A; = 0 jsou podminky
a), b) splnény.
Pro x, € 9V dostaneme z prvni casti dukazu této véty
m —
podminku b) grad f(xg) + > A grad g;(x0) = 0.
i=1

Pokud je v bodé xy minimum (pro maximum je dukaz
podobny) funkce f vzhledem k mnoziné V', potom

AU (x0)Vx € Ulxo) NV 1 f(x) > f(xq).
Odtud vyplyva pro derivaci podle vektoru x —x, nerovnost

0< 36(,{(_?3) = grad f(xg) (x — xg). Spolu s podminkou b)
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dostaneme > \; grad g;(x) (x — xg) < 0.
i=1

Pro neaktivni vazby (i ¢ I, g;(x) # 0) polozime A; = 0.
Pro aktivni vazby volime x € OV tak, ze kel : gr(x) <0
AN gi(x) =0, i€ l,i#k, (jednu vazbu vynechame).
Protoze hranice mnoziny V je tvorena nulovymi hladinami
funkei g;, plati podle druhé ¢asti véty (1.9) rovnosti

grad gi(xo) (x — x9) = 0,7 # k. Odtud a z predchozi
nerovnosti plyne A; grad gi(xo) (x —x¢) <0.

Protoze gx(x) < 0Agk(x0) = 0, tak grad g(xo) (x—x¢) < 0,
tedy A\r > 0. (Pro grad gx(xg) (x — x9) = 0, dostaneme
linedrni zavislost vektoru grad gx(xo), grad ¢g;(x¢),7 # k,
coz je ve sporu s predpokladem.)

Priklad 2.8 : Najdéte extrém funkce f(z,y) = 2?+y? vzh-
ledem k piipustné mnoziné V', ktera je uréena podminkou
h(z,y) = %2+y2—1=0.

” Geometricky”

Hladiny funkce f jsou kruznice se stiedem v pocatku a
pripustna mnozina V je elipsa se stfedem v pocatku.

V bodech [—2,0], [2,0] m& funkce f maximum vzhledem
k mnoziné V.

V bodech [0, —1], [0,1] m& funkce f minimum vzhledem k
mnoziné V.

"Prechod k jedné proménné”

Polozime x = 2cost, y =sint, t € (0,27).

Potom f(t) = 4cos’t+sin*t, f'(t) = —3sin2t, f'(t) =0
prot; =0,ty =2 ty=m, t, =3,

Zaroven f"(0) = f"(n) = =12 < 0 = maximum a f"(}) =
f"(25) =12 > 0 = minimum.

"Kuhnovy — Tuckerovy nutné podminky”

V bodé [z, y| vazaného extrému funkce f musi platit
grad f(x,y) + Agrad h(z,y) =0 A h(z,y) = 0. Tedy



Tato metoda  je
velmi univerzalni a
fada je- jich modi-
fikaci se vyuziva v
mnoha  numerickych
metodach.

Samotna Lagrangeova
funkce je zakladem
tzv. teorie duality.
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2+ A5=0
U+ A2y=0 ¢

T 4+yt—-1=0

Posledni metodou jsme ziskali (ne vzdy vSechny) body, ve
kterych muze byt extrém funkce f vzhledem k mnoziné V.
Pomoci nasledujici metody se pokusime rozhodnout, zda v
danych bodech je vazané maximum nebo minimum funkce f .

Metoda Lagrangeovy funkce

Zakladni myslenka metody spociva v tom, ze se pro optimal-
izacni ulohu sestroji pomocna Lagrangeova funkce tak, ze nutné
podminky minima pro tlohu s vazbami (véta (2.4) se stanou
podminkami stacionarniho bodu Lagrangeovy funkce.

Pro tlohu z ptfedchoziho piikladu definujeme Lagrangeovu
funkci vztahem

L(z,y, M) = f(2,y) + Ah(z,y).

Koeficient A se nazyva Langrangetv multiplikator. Pro body
[z,y] € V plati L(x,y,\) = f(z,y), to znamend, ze funkce L, f
maji stejné extrémy vzhledem k mnoziné V.

Pro stacionarni bod [z,y, A] Lagrangeovy funkce L plati
grad L(z,y, \) = 0, tedy

oL __ Of oh __

o

d Agradh =0
oL _ o1 yan_ & grad f + Agra :
dy dy dy
9L = h(z,y) =0,

coz odpovidd nutnym podminkam vazaného extrému.

Nyni budeme predpokladat, ze funkce f, h jsou dvakrat difer-
encovatelna a odvodime vztah pro druhy diferencial Lagrangeovy
funkce.
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2 2

L

L = %d:p gzdy2+wd>\2
L Y A

3 L oL
; dar d d d\ dy d\
* <x T +8y8)\y )

o°f 2f
> 9woy oy

dz®
2 2h 2
+A (a—dx2+2 4 dxdy+a dy>

dev dy + —

3‘_1_ QJ

Ox? 0x0y Oy?

=dh=0 vazba

— &f + \d%h

Priklad 2.9:  Vratime se k predchozimu piikladu (2.8),
kde hleddme extrém funkce f(z,y) = 2% + y* vzhledem
k ptipustné mnozing V = {[z,y] € R?; %2 +y*—1=0}.
Druhy diferencial Lagrangeové funkce je dan vztahem
*L = 2da* + 2dy* + A (5 da? + 2dy?)
a vazbova podminka je dh = §dr +2ydy =0.
Ve stacionarnich bodech Lagrangeové funkce plati

[0,£1], A\=—1 stac. body [£2,0], A= —4

dy =0 vazba dx =0
L =3dr*>0 (dv,dy) # 0 d°L =—6dy*> <0
minimum typ extrému maximum

Poznamenejme, Ze v bodech [£2,0] je maximum funkce f
i vzhledem k mnoziné V = {[z,y] € R?; %2 +y?—1<0},
nebot funkce f smérem k hranici OV roste (A = —4 < 0).

Naopak v bodech [0,%1] neni extrém funkce f vzhledem
k mnoziné V .

Pozndmka 2.4: V 1lohach s vazbami najdeme metodou
Lagrangeovy funkce body, v nichz muze nastat extrém
(vychazime z nutnych podminek). Na piikladu (2.9) jsme
ukazali, ze postacujici podminky lze ziskat z druhého diferen-
cidlu Lagrangeovy funkce.

Druhy diferencial La-
grangeovy funkce miu-
zeme vypocitat i po-
stupné d*L = d(dL) =
d(Lydx+ Lydy+Lyd\)
= d(fydr + f,dy +
A hedr + hydy) +
hd)\) = d*f + Nd*h.



V  bodé x, jsou
tedy splnény nutné
podminky vazaného
lokalntho extrému
funkce f

vzhledem k mnoziné V,
viz véta (2.3).

Je-li druhy diferencidl
Lagrangeovy  funkce
d*L(xq, \, dx) in-
definitni v bodé xq,
pak funkce f nema v
tomto bodé extrém
vzhledem k pripustné
mnoziné V.

Pokud A\; >0, potom
nas zajima, zda je
minimum  funkce f
na hranici 9V, tj.
grad g;(x0) dx = 0.
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Véta2.4: (postacujici podminky vazaného extrému)

Necht funkce f : Q — R je dvakrdt diferencovatelnd na
oteviené mnoziné ) C R" .

i) Necht funkce h;: Q — R, j = 1,2,...,p, p<n maji
spojité parcialni derivace na €2 a jsou dvakrat diferencovatelné
v bodé xy € V, kde

V={xeQ: hj(x)=0,j=1,2,...,p, p<n}.
Dale existuji redlnd cisla Aj, Ag,..., A\, takova, Ze v bodée

p S
xo € V plati grad f(xo) + > Ajgrad h;(x¢) = 0.
j=1

Necht vektory gradh;(xg) jsou linedrné nezdvislé a pro
kazdy nenulovy vektor dx = (dxi,dxo,...,dx,) takovy, Ze
grad hj(xg) -dx =0, j=1,2,...,p, plati

p
& f(xo, dx) + Y Xjd’hj(xo, dx) > 0 (< 0).
j=1

Potom x( je bod ostrého (lokdlntho) minima (maxima)

funkce f vzhledem k mnoziné V .

ii) Necht funkce g; : Q@ — R, 7 =1,2,...,m, maji spojité

parcialni derivace na €2 a jsou dvakrat diferencovatelné v bode

xo € V, kde
V={xeQ:gx)<0,i=12...,m}

Necht existuji ¢isla /):1, Xg, e ,Xm takova, ze v bodé xg plati:
ngl(XO):O A /):ZZO (X2§0)7 Z:1a277m7
grad f(xo) + > i grad gi(xg) = 0.

i=1

Déle necht I ={i : g;(x¢) = 0} a vektory grad ¢;(x¢), i€
jsou linedrné nezavislé. Navic necht pro kazdy nenulovy vektor
dx = (dxy,dzs, . .., dz,) takovy, ze

grad g;(x¢) - dx = 0, pro i € I, pro které X >0 (/):Z < 0),
grad g;(xo) - dx < 0, pro ostatn{ indexy i € I (tj. \; = 0),
plati

p
d*f(xo, dx) + Y X d’gi(xo, dx) > 0 (< 0).
i=1
Potom xp je bod ostrého (lokdlniho) minima (maxima)
funkce f vzhledem k mnoziné V.
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Diikaz : i) Pro jednoduchost piedpokladame f, h:R*—R
aV = {lx,y] € R*: h(z,y) = 0}. Z dikazu véty (2.3)
vime, ze mnozina V je v okoli bodu [z, yo] tvofena grafem
funkce y : U(zy) — R, pro kterou h(z,y(z)) =0.
Oznatime F(z) = f(z,y(z)), potom £ = g—i + %%
a $L = Sl OLd 4 Ofdy | Cla 4 4y odtud
d*F = d*f + G d%y.
Podobné ozna¢ime H(x) = h(z,y(z)) a na V dostaneme
H=dH = d*H =0, tedy d®H = d®h+ 3 d% =0 a také
PF = @°F + \H = &f + Md*h+ (3 + A) Py .
Z nutné podminky extrému plyne f, +Ah, =0, f,+Ah,=
0 a odtud d*F = d%f + \d*h. Z postacujici podminky
minima (maxima) pro funkei jedné proménné ‘575 > ()0
dostaneme postacujici podminky vazaného minima (max-
ima

)

d* f ([zo, yo], (dz, dy)) + Md*h([zo, vo), (dz, dy)) > (<) 0
pro vektory (dz,dy) # 0 spliujici

dH([:LD) yO]a (dxa dy)) = grad h(ﬂfo, yO)(dx7 dy) =0.

Priklad 2.10:  Stanovte extrém funkce f(z,y) = zy na
pripustné mnoziné V' urcené podminkou x +y — 1 = 0.

L(z,y,A\) =zy+ Az +y—1).

Ok i, i, oy
or 7T gy TP T T T
Stacionarni bod
1 1
xo—yo—§> >\——§-
Méme df = ydx + zdy, d*f = 2dz dy a dv+dy =0na V.

Proto
d*f = 2dx (—dx) = —2dz* < 0.

Bod [%, %] je bodem maxima funkce f na V; max f = %.



Jde o ulohu najit mezi
kvadry jednotkového
objemu ten, ktery ma
minimalni povrch (je
to krychle!).
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Priklad 2.11: Stanovte extrém funkce f(x,y,z) = zy +
yz +xz namnoziné V = {[z,y,2] € R®: xyz —1=0}.

Lagrangeova funkce: L(x,y, 2z, \) = zy+yz+xz+A(zyz—1).
Nutné podminky:

) )
O y+z+Ayz=0 xy+rz+Aryz=0
=Y, Z#Oa

y==z, v#0.

g—jz r+z+Ar2=0 = vy+yz+Aryz=0 =

g—g Dyt +)\xy:0) yz+a:z+)\:cyz:())

Piipustnym bodem je S = [1, 1, 1]; pak A = —2. Provérime
splnéni postacujicich podminek podle véty (2.4). Plati

9L — 0’ 9L — 1—|—AZ, 9L — 1_|_)\y’ 0L — O,

0x? 0zdy 0xdz 0y?
L 0’°L _
8yaz—1+)\x, 52 = 0. Tedy

d>L(x0, A\, h) =
= 2(1+ Az)hihg + 2(1 + Ay)hihs + 2(1 + Az)hohs|g—
= —2(h1hg + hihg + hahs) ;
Vazba
Yz
gradh(x,y,z)-ﬁz gz | h=hi+ha+h3=0.
zy )

Dosazenim hz = —hy — hy dostaneme —2(hyhy —hf —hiho —
hihs — h3) = 2(h} + hihy + h3) = $(4h} + 4hihy + 4R3) .

4 2
Tato kvadraticka forma ma pozitivné definitni matici ( )
2 4

(vlastni ¢isla jsou Ay = 6,y = 2), proto bod S =[1,1,1]
je bodem minima.
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3 Diferencovatelna zobrazeni

3.1 Zakladni pojmy

Definice 3.1: (vektorova funkce)

Méjme m funkci f;: Q@ - R, QCc R", i=1,2,...,m.
Zobrazeni f(x) : Q — R™ f(x) = (fi(x), fo(x),. .., fm(X))
se nazyva vektorova funkce vektorového argumentu.
Funkce f;, ¢« = 1,2,...,m se nazyvaji slozky vektorové
funkce.

Priklad 3.1 : Méme vektorovou funkci f : R? — R?,

f=(f1,f2) = (Y1,42), kde

y1:2x1—|—x2,

Yo = X1 + 379,

maticove y = A -x, kde A = <? ;)

Body (21, 19) € R? zobrazujeme v jednom kartézském systému

a jejich obrazy (y1,42) € R? v jiném kartézském systému. P A

Uvedena vektorova funkce prirazuje bodum ¢tverce PABC ¢
body rovnobéznika P'A'B'C" tak, ze P — P', A — A’ ... . \
Konkrétné ¢tverec P(0,0) A(1,0) B(1,1) C(0,1) se zobrazi /
na rovnobéznik P'(0,0) A'(2,1) B'(3,4) C'(1,3). ¢

Poznamenejme, ze obsah rovnobéznika meas (P'A’B'C") je
roven 5 a hodnota determinantu matice det A je také 5,

tedy plati A

P/

meas (P'A'B'C") = |det A| - meas (PABC) .

Zaroven plati

oy o ]

A = 6.%‘1 8332 — sracin
dy2  Oys d
(9_3:1 8_332 grady?

Uvedené vlastnosti zobecnime v nésledujicim textu.
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Definice 3.2: (spojitost vektorové funkce)
Bod yy € R™ se nazyva limita vektorové funkce f v hro-
madném bodé xy mnoziny {2 C R"”, piSeme

lim f(x) =y,

X—Xp
kdyz pro kazdou posloupnost x,, — x¢ plati f(x,) — yo.
Kdyz yo = f(xg), pak tikdme, ze vektorova funkce f
je spojita v bodé x;. Vektorova funkce f je spojita na
Q) C R", je-li spojita v kazdém bodé x € ).

Véta3.1: (spojitost po slozkach)
i) Funkce f ma v bodé x¢ limitu yo = (o1, Yoz, - - - Yom)

pravé tehdy, kdyz lim f;(x) =yp;, i =1,2,...,m.
X—X0

ii) Vektorova funkee f je spojitd v bodé x pravé tehdy, kdyz
funkce f;, 1 =1,2,...,m jsou spojité v bodé xq .

Diikaz : plyne z nerovnosti | f;(x) —yo;| < \/Z(fz(x) — Yoi)>.
i=1

Definice 3.3: (diferencovatelnost vektorové funkce)
Vektorova funkce f: R"™ — R™ o slozkach fi, fo,..., fn je
diferencovatelna v bodé x; € 2 C R", jestlize funkce

fi,i1 =1,2,...,m jsou diferencovatelné v bodé x;,. Difer-
encidlem vektorové funkce f je potom vektor
df1(xo, é) grad f1(xo) }z
7 (o, )= | POON) | | ERdPOOR g
df (X0, ﬁ) grad f, (%) h

Zde opét h = x — xo . Matice J¢(xo) (typu (m,n)), jejiz radky
jsou grad f;(xg), se nazyva derivace vektorové funkce f
v bodé x; nebo Jacobiova matice vektorové funkce f.
Tuto matici také oznacujeme

D(f> D(fl)an"'afm)

f'(x) = grad f(x) = Jg(x) = D(x) = Dty 29 2n)

Pro m = n se determinant Jacobiovy matice det J¢(x) nazyva
jakobian.
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Definice 3.4: (regularni vektorova funkce)
Vektorova funkce f: R" +— R" se nazyva regularni ve
vnitfnim bodé x € 2 C R", jestlize

1. prvky Jacobiovy matice jsou spojité funkce v bodé x

(tj. f je spojité diferencovatelnd),
Pokud detJg¢(x) #

2. det Jg(x) # 0. 0, pak také Fikdme,
ze matice Jg(x) je
Vektorova funkce f je regularni v (2, je-li regularni v kazdém regulérnf.

vnitinim bodé x € ().

Véta3.2: ( o lokdlné inverzni vektorové funkei)

Necht vektorovd funkce f: X — Y, X ¢ R", Y Cc R"
je spojita na X a regularni v bodé xy € X. Potom exis-
tuji okoli U(xg) € X bodu xy a okoli U(yy) C Y bodu
yo = f(x¢) takovd, ze f bijektivné (vzdjemné jednoznacné)
zobrazuje U(xg) na U(yo). K restrikci f na U(xg) tak exis-
tuje inverzni vektorova funkce £~ : U(yg) — U(xg), kterd je
regularni, a plati

D¢, . (D) —1X
D(y) (YO) - (D(X))< 0)7

tj. Jacobiova matice inverzni vektorové funkce je inverzni
matici k Jacobiové matici puvodni vektorové funkce.

Polarni souradnice

Vysetifme vektorovou funkci f : R — R?, (r,¢) — (,9)
danou vztahy

Yy
T =1 Cos p,
Yy = rsing.
. , 5 . . , , [, y]
Pro libovolné (7, ¢) € R* je f diferencovatelna funkce a plati [~ 777777 i
r |
f/:Jf:D(xay): COS ¢ —rsing - [detTi =7, i
D(r, ) sinp  rcose @ |
0

Takze pro r # 0 je vektorova funkce f regularni. Neni vsak na
celém prostoru R? bijektivni (obrazem ruznych bodu (rq, ¢1),
(r1,¢1 + 27) je tentyz bod). Proto oznac¢ime

P={(r,p) €ER*: 0 <7< +00, 0 << 2r}.



Geometricky ma ¢islo
r vyznam vzdalenosti
bodu (x,y) od
pocatku a ¢éislo ¢
vyznam uhlu  mezi
pruvodicem bodu
(x,y) a kladnym
smeérem O0sy .

Vsimnéme si, ze pro
funkci f: R —- R
(hladkd  monoténni)
piseme tvrzeni véty ve
tvaru

N
asls0 |Az|

7]
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Potom vektorova funkce f zobrazuje mnozinu P na mnozinu
X =R\ {(0,0)} bijektivné a existuje inverzni vektorova funkce
f~1: X s P. Tato inverzni vektorova funkce je ddna vztahy:

, arctg?, x>0, y>0,
5 r=0,y>0,
r=va*+y?, =19 m+arctgl, 2<0, yeR,
i r=0,y<0
\

2w +arctg?, x>0,y <0.

Vektorovd funkce =1 ((r,p) = f~}(z,y)) se nazyva soustava
polarnich soufadnic. Pro jakobiovou matici funkce f~1 plati

X Y .
_ 2242 22442 o COS @ SIn g
o]]f*1 — ( \/_yy \/ 2 Y ) — ( —singy  cosy .

x2+y2 x2_’_y2 T T

10
Tedy Jf‘Jf—1:<O 1).

Vektorova funkce f zobrazi pocatek do poc¢atku, primku danou
rovnosti » = R zobrazi na kruznici vyjadifenou parametricky
rovnicemi x = Rcosp, y = Rsinyp, ¢ € R. Obrazem piimky
@ = 1 je poloptimka vyjadiend parametrickymi rovnicemi
xr =rcospy, y=rsinp; (parametr r > 0).

Obrazem vyplnéného obdélniku Qa,a, je vyplnénd vysec¢ mezikruzi
Qazay aplati meas (Qazay) = rmeas (Qa,ya,) = det Je-meas (Qaray) -

Véta3.3: (geometricky vyznam jakobidnu)
Necht prosté reguldrni zobrazeni f zobrazuje oblast €2,.,,, kterd
obsahuje bod (7, o), na oblast €2,,, potom plat{ (pfi oznaceni
d =diam(),, (délka nejvetsi mozné usecky lezici v €, ),
meas (£2) = mira oblasti )

iy 1638 (Qgy)

= |det J, )
d—0 meas (§2,,,) [det Je(ro, o)

Pro malé d piSeme pribliznou rovnost

meas () =~ |det Je(ro, o)| - meas () .
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Cylindrické souradnice

Necht vektorova funkce f je ddna transformaénimi rovnicemi

T =T7Ccosp,
y=rsingy,
z2=2z.

Protoze |detJs = 7|, je na mnozing V = {(r,p,2) € R®: 0 <
r < 4oo, 0 < ¢ <21, —o0 < z < 400} tato vektorova
funkce regularni a prostd a zobrazuje mnozinu V na mnozinu
R3\ {osa 2} vzdjemné jednoznacné.

Inverzni vektorova funkce f71: (z,9,2) — (r, ¢, 2), kde

P= TP

¢ = jediny kofen rovnic

x _ Y — Q3
= COS = S1n
x2+y2 (p Y /x2+y2 SO )

Z =2z

se nazyva soustava cylindrickych souradnic.

Sférické souradnice

Mame vektorovou funkci f danou transformac¢énimi rovnicemi
X = 1 Cos p cos 1,
Yy = rsin @ cosv,
z = rsind.

Potom |det Js = r?cos?)| a jakobidn je roven nule pravé tehdy,
kdyz r = 0 nebo v = § +km, k € Z. Vektorova funkce f je proto
regularni a prostd na mnoziné

V={(r,g,9) €eR*:0<r < 400, 0 < p<2m, —g<19<g}.

Inverzni vektorovd funkce 71 : (z,9,2) — (r, 0, 9)

71 =22+ 92+ 22,

= jediny kofen rovnic —=— = cos —~Z_ =sin
e Va0 g Y
¥} = jediny kofen rovnice sinv = 2

/I2+y2+22

se nazyva soustava sférickych souradnic.

Pro pevné ¢ = ¢y vznikne souradnicova plocha, ktera
je popsand parametrickymi rovnicemi = = rcosyysind,
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y = rsinggsind, z = rcos?d; je to ("polednikovd”) rovina
prochazejici osou z.

Pro pevné r = ry je souradnicova plocha dana parametric-
kymi rovnicemi x = rycos @ sin, y = rgsin @ sin v, z = rycos v;
je to kulova plocha o rovnici 2% + y? + 2% = r3.

Pro pevné ¢ = 1y je souradnicovou plochou plocha kuzelova.
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4 Riemannuv integral v R”

4.1 Definice a zakladni vlastnosti Riemannova integralu

Definice4.1: (Riemannuv integral v R)
(i) Necht f: {(a,b) — R je omezend funkce. Mnozina D =

{zo,21,.. ., xp;a =29 < x1 < T3 < ... <z = b} se nazyva
déleni intervalu (a,b) a ¢islo (D) = max (z;41 — x;) se
0<i<k—1

nazyva krok (norma) déleni D . Oznacime

Azx; = Tip1 — T
M; :supf(x), S <xivxi—|-l>7 220,1,,k’—1,
m; =inf f(z), x € (x;,x41), i1 =0,1,...,k—1.

Kazdému déleni D a funkci f pritadime cisla:
horni soucet

k-1
U(f,D) =) MAz;
i=0
dolni soucet

b1
L(f,D) =) miAux,
i—0

integralni soucet

o~

1
J(f,D) =) f(&)Ax;, & € (xi,xiy1) je libovolny bod.

i

I
o

(ii) Rekneme, ze funkce f je Riemannovsky inte-
grovatelna na (a,b) (piseme f € R((a,b))), kdyz existuje
redlné cislo [ = I(f) takové, ze

Ve > 036 > 0Vdéleni D intervalu (a,b) s v(D) <9, V¢ €
<I‘i,$i+1>,i:0,1,...,k—1i ‘J(f,D)—I‘<€

~

Rikame, ze existuje limita integralnich souctu, a piSeme

k—1
li DAz = 1.
V(ll)lggogf(f) z
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Cislo I se nazyva urcity Riemannuv integral z funkce f
na intervalu (a,b) a znaci se

I:/f(x)da:.

a

Pozndamka 4.1: Aby byla definice 4.1 korektni (tj. aby méla
rozumny smysl), je nutny predpoklad omezenosti funkce f.

Definice 4.2: (Riemannuv integral v R?)

(i) Necht @ = (a,b) x {c,d) C R? Necht D;, D, jsou
déleni intervalu (a, b), (¢, d) ve smyslu definice 4.1, tj. mnoziny
{zo, 1, ... 2}, {0, Y1, - -, Ys}- Mnozina D vsech obdélniku

Qjr = (T, Tj+1) X (Yk, Yr+1),

j =0,1,....,r—1;, £k = 0,1,...,s—1, se nazyva déleni
obdélniku @) a cislo

Al’j = Tjy1 — Ty,

D) = Ax;)? + (Ayg)?,
V(D) oo \/( %) (Bx) Ay = Yk+1 — Yk,

0<j<r—1
0<k<s—1

je krok (norma) déleni D
Necht f:@Q — R je omezend funkce na () C R%. Oznaéime

Mjkzsupf(x7y)7 (l’,y) Eij )
mjk;:inff(l',y), ($7y) erk:-

Horni soucet piislusny f a déleni D je definovan vztahem

r—1s—1

U(f,D) =73 > MjAx;Ay.
7=0 k=0

Dolni soucet prislusny f a déleni D je definovan vztahem

r— 1

L(f,D) = Z

1 s
J=0

mirAz; Ayy, .
k=0
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Integralni soucet prislusny f a déleni D je definovan vzta-
hem

—_
—_

r—

J(f, D) = S (&) Az Ay,
j 0
kde (&5, mr) € Qi je libovolny bod.
(ii)) Funkce f je Riemannovsky integrovatelnid na @
(piseme f € R(Q)), kdyz existuje redlné ¢islo I = I(f)
takové, ze

S—

Il
(=
>
Il

Ve >0d0 >0V déleni D obdélniku () takové, ze

v(D) <d V(& m) € Qjr: [J(f, D) -1 <e.
Cislo

r—1 s—1
I = i D) = i k) Az A
b J(f,D) V(lgggojz;;f(éy,m) z; Ayy

se nazyva dvojny Riemanntv integral funkce f pres
obdélnik () a znaci se

f://f<x,y> dxdy=/f<x,y> qQ.
Q Q

(iii) Necht Q C R? je omezend oblast a na ni je definovand
omezena funkce f. Vybereme takovy obdélnik @), aby 2 C @,
a sestrojime funkci

_[ flzy), (z,y) €Q,
F(x,y)—{ 0, (x,y) € Q\ .

Dvojny integral z funkce f pres () definujeme vztahem

/f dQ://f(a:,y) dxdy://F(x,y) dady .
0 Q Q

Rekneme, ze f je Riemannovsky integrovatelna na €,
piseme f € R(NQ).
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Definice 4.3: (Riemannuv integral v R?)

(i) Necht Q = (a1, by) x (a, ba) X {as, b3) je kvadr v R3. Necht
Dy jsou déleni intervalu (a;, b;), [ = 1,2, 3.

Mnozina kvadru

Qijk = (Ti, Tiv1) X (Yj, Yj+1) X {2k Zh41)

se nazyva déleni kvadru (). Cislo

v(D) = max \/(Az:)? + (Ayy)? + (Az,)?

0,5,k

je krok (norma) déleni D.

Necht f = f(z,9,2) : Q — R je omezens funkce na @ C R>.
Analogicky jako v definicich 4.1, 4.2 se definuji horni a dolni
soucty prislusné funkci f a déleni D. Integralni soucet je
¢islo

J 0
kde (&,n;,Cr) € Qiji je libovolny bod.

(ii)) Funkce f je Riemannovsky integrovatelnd na @),
piseme f € R(Q), existuje-li ¢islo

I
o
Il
o
i

7

I= lim J(f.D
i (f,D)

pro libovolné déleni D kvadru Q). Znaci se

I—/Q//f(:z:,y,z)d:vdydz—Q/fdQ, Q C R3.

Cislo I se nazyva trojny Riemanniv integral.

(iii) Necht 2 C R? je omezend oblast a na ni je definovand
omezena funkce f. Vybereme takovy kvadr @), aby 2 C @
a sestrojime funkci

_[ flzy.2), (z,9,2) €Q,
F(x,y,z)—{ 0, (z,y,2) € Q\ Q.
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Funkce f je Riemannovsky integrovatelna na (2, jestlize
F' je integrovatelna na (), a definujeme

Q/fdQ:/Q/ f(:z:,y,z)dxdydzz/Q//F(:z:,y,z) dxdydz .

Definice4.4: (Riemannuv integral v R")
(i) Necht Q je kvadr v R". Mnozina kvadru

Qilai2 77777 Z.n - <£C’}17x7:,ll+1> X <:L.Z227x122+1> XX <x?n7xz,+1>7

se nazyva déleni kvadru (). Cislo

V(D) = max \/(Ach)? + (Aad)? + - + (Aa)?
se nazyva krok (norma) déleni D.
Necht f = f(x1,29,...,2,) : @ — R je omezend funkce
na () C R". Analogicky jako v definici 15.2 se definuji horni a
dolni soucty prislusné funkci f a déleni D. Integralni soucet
je cislo

k-1 ky—1

g g f(& @,... Ax Ax L AxD
1 in

Z1 =0 zn—()

kde ( Z.ll, &) € Qiy,...i, Jje libovolny bod.

(ii)) Funkce f se nazyva Riemannovsky integrovatelna na
@, existuje-li ¢islo

I = lim J(f.D
i (f,D)

pro libovolné déleni D kvadru (). Znaci se
I =[...[f(x1,29,...,2,) deiday. .. dx, =
Q
= [fdQ = [ f(x)dx, QCR".
Q Q

Cislo I se nazyva Riemannovym integralem v R" pres Q).
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(iii) Necht ©Q C R" je omezend oblast a na ni je definovana
omezenda funkce f. Vybereme takovy kvadr ), aby Q C @,
a definujeme funkci

[ fx), xeQ,
F(X)_{ 0, xeQ\N.

Funkce f je integrovatelna na (2, je-li I’ integrovatelna na
mnoziné (), a definujeme

Q/fdQZQ/f(X)dXzQ/F(x)dx.

Vétad.l: (Kritérium integrovatelnosti)

Omezena funkce f je Riemannovsky integrovatelnd na kvadru
(n-rozmérném intervalu) Q C R", n > 1, pravé tehdy, kdyz
pro kazdé € > 0 existuje déleni D kvadru ) takové, ze

(1) 0<U(f,D)—L(f,D) <e.

Dukaz :  je budovan na celé fadé tvrzeni a predstavuje
jadro teorie Riemannova integralu. Soucasti této teorie je
mimo jiné téz teorie métitelnosti mnozin 2 C R".

Vétad.2: (duasledek kritéria integrovatelnosti)
Funkce f je Riemannovsky integrovatelna prave tehdy, kdyz

infU(f,D)=supL(f,D)=1.
D D

Diikaz :  Podminka (1) z pfedchozi véty je splnéna praveée
tehdy, kdyz i%fU(f, D) < sup L(f, D). Zaroven pro kazdé
D

déleni D plati
L(f,D) < J(f,D) <U(f,D).
Odtud plyne lim J(f,D) = I a funkce f je Rieman-

v(D)—0
novsky integrovatelna.
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Priklad 4.1: Dirichletova funkce

fx) =

{ 1 x je raciondlni ¢islo,
0 x jeiracionalni ¢islo,

€ (a,b), neni Riemannovsky integrovatelna:

Y
U(f,D) = b— a pro kazdé déleni D, nebot sup f = 1 na
kazdém intervalu (z;, x;11);
L(f, D) = 0, protoze inf f = 0 na kazdém intervalu (x;, z;1).
Priklad 4.2: Funkee f(z) = 322 sml - %cos—, x # 0,
neni na zadném intervalu obsahUchlm nulu Riemannovsky
integrovatelnd, nebot f je neomezend na libovolném okolf
nuly. Existuje vSsak Newtonuv integrél z funkce f, nebot
2 = () T
Fly) — { x sm , T F
() =1 0. =0
je primitivni funkce k f. Proto
1
./\/)/f(:z:) dr = F(1) — F(0) =sin1.
0
Graf funkce
. 1 X E <O 1> 3 1 . 9 1 1
.3 = ’ 1 f(x)=322sin L ——=cos ;
Priklad 4.3: Funkce f(x) { 0. z€(-1.0) 2 Ve

je omezend a Riemannovsky integrovatelna. Neni vSak Newtonovsky
integrovatelna. Kdyby totiz existovala primitivni funkce F

k funkci f, pak funkce F' musi byt spojita a muselo by platit
[ x+4c, ze€(0,1),
F(z) ={ e, e (-1.0),

diferencovatelna v bodé 0, tedy F neni primitivni k f .

¢ € R. Funkce F' vsak neni

Pozndamka 4.2: Integrovatelnost funkce (v Riemannové
smyslu) je vlastnost, kterd se neméni pii zméné funkce
v kone¢né mnoha bodech, tj.:

necht f,g jsou definovéany na (a,b), f € R({a,b)) a g se
lis{ od f v koneéné mnoha bodech intervalu (a,b). Potom
g € R({a,b)) a plati

/f(x) dx/bg(x) dx .
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Véta4.3: (vypocet Riemannova integralu)

Necht f € R({a,b)) a necht existuje primitivn{ funkce F
k funkci f na (a,b), tj. F'(z) = f(x), = € {(a,b). Potom
f € N({a,b)) (f mad Newtonuv integral na (a, b)) a plati

(N)jf(x) dz = (R)/bf(x) dz .

Diikaz :  Zvolme libovolné déleni D intervalu (a, b). Potom

b n—1 Tit1 n—1
(N) [ f(z) du= ;) ] f(z)de= ;(F($i+1) — F(x))=

= (véta o stfedni hodnoté)
n—1 n—1
= ;) F'(&) (i1 — x;) = ;} f(&)Ax;.

Protoze predpokladame f € R({a,b)), plati

b

n—1
V(lli)%;f(&)mi =] = (R)/f(x) dz .

a

Tim je dukaz proveden.

Vétad.4:
Necht f € R({a,b)). Potom funkce

F(zx) = ]f(x) dt

je spojitd na (a, b). Je-li navic f spojita na (a,b), potom F je
diferencovatelna a plati

F'(z) = f(x), z€{(a,b).

Dukaz : Kdyz f € R({a,b)), potom f je omezena a plati
|f(x)| < M, x € {(a,b); protoze pro x,zy € (a,b) plati

F(I)—F(xo)jf(w) dt—/xof(fﬂ) dtjf(x) dt,
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dostaneme odtud

F(2)—F(0)] gM/ dt = Mlz—zo|, tj. F e spojitd.

Lo

Necht f je spojitd v bodé xqy € (a,b), tj. |f(z) — f(z0)| < €
pro kazdé x € P(xy,9). Pak také

f |f fl?o)\ dt

F(.I) - F(x()) ) ‘€|:C - .I0| .

T — X9

<

- f(l“o)

|z — x| ~ |z — x|

pro x € P(xg,9), tj. F'(xo) = f(xo).

Poznamka 4.5
(i) M&-li omezena funkce f na (a,b) konecny pocet bodu ne-

spojitosti, potom existuje zobecnénd primitivni funkce F'(x)
(definice 6.8, MA1) a f mé zobecnény Newtonuv integral .

(ii) Véty o per partes a substituci zustavaji v platnosti i pro
Riemannuv integral.
(iii) Nevlastni Riemannovy integraly definujeme obdobnym

zpusobem jako nevlastni Newtonovy integraly; pro funkci
f € R((a,x)), x > a definujeme

+
=y

f(z) dt = lim ff

z—H—oo

fl) dt = tim [ f(z)

3:—>b—

Q%Q‘g

Definice 4.5: (hlavni hodnota (value principle))
Necht f je definovand na mnoziné vsech realnych ¢isel R a
f € R({a,b)) pro libovolna a,b € R. Existuje-li limita

lim f( dr = v.p. /f

7—00

nazyvame ji hlavni hodnotou nevlastniho integralu od
—o0 do oo z funkce f.
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Pozndmka 4.4
(i) Pozor! Existuje-1i hlavni hodnota integralu, pak

r

lim [ f(x) dx

r—00
a

existovat nemusi! Napf.

r

o
V.p. / sinx dr = lim [ sinz dxr =0,
—00

r—00
-

r

ale lim [ sinx dx neexistuje pro zaddné a € R!

r—00 a

(ii) Analogicky definujeme hlavni hodnotu nevlastniho in-
tegralu vlivem funkce:

b c—¢ b
V.p. /f(a:) dx = gl—i>%l+ / f(z) dz + / f(z) dx
a a cte

Napiiklad

V.p. = lim dx d:z: = lim(lne —lne) = 0.
e—0 5—)0

-1

Definice 4.6 : (mira mnoziny)
Omezena mnozina €2 C R” se nazyva méritelna, je-li funkce
f(x) =1 integrovatelna na 2. Hodnota integralu

meas () = /1 dx

Q

se nazyva mira mnoziny ) (Jordanova mira).
Mnozina €2, pro niz plati meas (2) = 0, se nazyvd mnozina
miry nula.

Priklad 4.4 :

1) Kone¢nd mnozina a omezena spojita kiivka maji dvourozmérnou
i trojrozmérnou miru nula. Regularni plocha mé trojrozmérnou
miru nula.
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2) Necht Q={2:n €N}, potom [1dx=0.
0

Zde vidime, ze i mira nekonecné spocetné mnoziny muze
byt nula. V piikladu (4.1) (Dirichletova funkce) jsme vsak
ukazali nekonecnou spoc¢etnou mnozinu, ktera je neméritelnd
(v Jordanoveé smyslu). Tento problém fesi Lebesgueova mira.

Definice4.7: (nulovéa funkce) Jestlize se f lisi od nulové
funkce na mnoziné miry nula, fekneme, ze f je skoro vSude
(ve smyslu Jordanovy miry) nulova. Jinak fec¢eno

/|f<x>|dx=o o F=0 sv.
Q

Vétad.5: (Vlastnosti integrovatelnych funkei)

1. Necht f € R(%) a f € R(Q), &% N Q = 0. Potom
f € R(21UQy) a plati

Q/Qf dX—/f dX+/f

2. Mnozina R(f2) je linedrnim prostorem.
3. Je-li feR(N) ageR(N), potom f-ge R(N).
4. Je-li f € R(Q), g € R(Q) a f(x) < g(x) Vx € (2, potom

[ 09 x< [ g0 ax

5. Je-li f € R(), potom |f| € R() a plati

[ f60ax] < [ 1760 ax.

4.2 Metody vypoctu dvojnych a trojnych integralt

Dvojné a trojné integraly pocitame analyticky tak, ze je prevedeme
na tzv. dvojnasobné a trojnasobné integraly, jejichz vypocet
provedeme pomoci znamych metod uzivanych pro integraly z funkci
jedné proménné.
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Véta4.6: (Fubiniova véta pro obdélnik)

Necht f € R(Q), @ = (a,b) x (¢, d). Kdyz f(z,y) € R({(a,b))
pro kazdé y € (¢, d), potom plati

[ 16w dody - / / f(e,y) do | dy.
Q ¢ \a

Kdyz f(z,y) € R({c,d)) pro kazdé x € (a,b), pak plati

/f(x,y)dxdy/b /df(x,y)dy dx .
Q a \c

Dikaz :  Vyplyva z uzavorkovani integralniho souctu

s—1 ,r—1

I$.D) = 5 (X £(&m) ) Ay
r— 15 1 r—1 ,s—1
= 3 XSG AT A=Y (5 F(&,m) Ay ) Az,
7=0 k=0 7=0 k=0

a z predpokladu integrovatelnosti.

Dvojny integral jsme prevedli na dvojnasobny a podobné
jako u vztahu dvojné a dvojndsobné limity (viz véta 1.3)
musi " vnitini limita” existovat, aby nastala rovnost.

Priklad 4.5: @ = (0,1) x (1,3). Vypoctéte

I—//a:yda:dy
Bud’
3/ 1 3 3
il L y=mn2
1= Ydx|dy= = ——dy=
VR L e R Femt
1 \0 1 1

nebo
1/ 3 1 5 1
1 Inz 1 3lnx Inz
I= 2 dy|lde=[ | —¢€Y dr= [ — (e’ "*—e"?) dx.
Inz 1 Inx
0 \1 0 0

V druhém ptipadé nelze stanovit primitivni funkci pomoci
kone¢éného poctu elementarnich funkci.
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Véta4.7: (Fubiniova véta pro elementarni oblast 2 C R?)
(i) Necht f € R(Q), kde

Q= {(z,y) eR*:a <z <b, yi(z) <y < w(2)}

je tzv. elementarni oblast urcena grafy funkei y = y;(x),
y =ys(x), = € (a,b). Potom plati

f(z,y) dedy = b m(x)f(af,y) dy | dz,
[ reman] (]

a y1(z)
pokud vnitini integral existuje pro kazdé = € (a, b).
(ii) Necht f € R(Q), kde elementarni oblast

Q={(z,y) eR*:c<y<d, z1(y) <z < 2(y)}

je urcena grafy funkei x = x1(y), * = x2(y), y € (¢, d).
Potom plati

f(z,y) dedy = | m(y)f(ﬂ%y) dz | dy,
Q) c x1(y)

pokud vnitini integral existuje pro kazdé y € (c, d).

Dukaz : spociva v pfevodu integrace ptes €2 na integraci
pres obdélnik @) (obsahujici mnozinu €2) ve smyslu definice
(4.2), ¢ast (iil) a nasledném pouziti véty (4.6).

Priklad 4.6 : Mnozina €2 je zadana nerovnostmi 0 <z <1,
r<y<y/xr nebo 0<y<1, y? <x <y. Vypoététe integral
I=[[xydxdy.

Q

Uvedeme obé faze vypoctu pii pouziti véty (4.7):
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1 [ Vx 1 [y
I-f(fa:ydy)da: I-f(fxydx)dy
0 T 0 Y2
1 u\/} 1 M
el el o
1 v 1 v
[(5-%) [(5-%) 4
J 1 4U61
5%, -,
J J
€ €
24 24

Pozndmka 4.5: Radu oblasti v roviné mizeme vyjadfit jako
konecné sjednoceni elementarnich oblasti: napi. pokud €2
rozdélime na ¢tyii elementarni oblasti: 2 = Q1 UQ,UQ3UQy, .
Potom symbolicky

[-][]]

Q Ql QQ Qj Q4

Véta4.8: ( Substituce v dvojném integralu — transformace
soufadnic ve dvojném integralu)

Necht Q,, C R? je oteviend méfitelnd mnozina a necht funkce
r = x(r,¢), y = y(r, ) uréuji prosté regularni zobrazeni f
mnoziny €., na mnozinu €2, C R?. Necht dale mame funkci
f €y — R, kterd je spojitd na €2,,. Potom plati

[ 1@ dody= [[ 1 ).00)) 1det | drdep,
ey Dres

kde Jr = ggf’g; je Jacobiova matice zobrazeni f (viz definice
3.3).

Princip dikazu Uvazujme integralni soucet

3

n— -1

J(f, D) = f(@@j) A, ij

i=0 j

|
o
I
=

meas (€;7)
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Pro malé Ax;, Ay; mame (viz véta (3.3))
meas (;7) ~ |det Jr| meas (;) = |det Jg| Ar; Ag; .
Proto

3
R
3
L

‘](f7 D) ~ f(x(?u@j)ay(?l:@‘})) ’det Jf‘ ATZ AQOJ

i=0 j

|
=
|
o

Limitnim pfechodem pro v(D) — 0 dostaneme tvrzeni véty.

Priklad 4.7:  Prevod dvojného integralu funkce f(x,y)
pfes (2, do polarnich soufadnic

X = TCos,
y=rsinp, r>0 0<p<27.
Zde
Oz Ox :
Jf—<3‘; %z)—(cf)w ‘””“”); det Je| =[r|=.
o 9o sing  rcos

Mnozina €2, je obrazem néjaké mnoziny €2, (kterou musime
urcit). Takze

//f:z: Y d:z:dy—/ f(rcosp,rsing)r drde.

Formalne dxdy nahradlme vyrazem r drdyp .

Priklad 4.8: Vypoctéte

= / sin v/ 22 + y? dxdy,
Q
kde
Q= {(z,y) € R*: 7% < 2® +y* < 4r?}.
Vzhledem ke geometrii oblasti 2 (mezikruzi) uzijeme sub-
stituci do polarnich soutadnic f: z =rcosy, y =rsing.
Zde snadno zjistime, ze () je obrazem mnoziny

Qrp={(r,p) ER*:r <7 <21, 0< <27},

Mame tedy
2T 2T
]://rsinrdrcw:/ /rsinrdr do = —67° .
Qry 0\« P

per f)rartes
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Véta4.9: (Fubiniova véta v R?)

Necht f € R(Q), kde Q = {(z,y,2) € R® : (2,9) € S;
21(z,y) < 2 < z9(x,y)}, je tzv. elementarni oblast urcend
grafy funkei z = z1(x,y), 2 = z2(x,y), (z,y) € S, kde S je
prumét mnoziny {2 do roviny xy. Potom plati

zg(x,y)
J[[ tewn dotyiz= [[ | [ rw.)dz| dzay,
Q S z1(z,y)

pokud vnitini integral existuje pro kazdé (x,y) € S'.

Pozndmka 4.6: Ve vétée 4.7 jsme uvedli dvé moznosti
prevodu dvojného integralu na dvojnasobny. Tyto moznosti

byly dany dvéma moznostmi promitani mnoziny €2 do
soutadnicovych os. U trojného integralu mame tii moznosti
promitani oblasti {2 do tii soufadnicovych rovin, v tvrzeni
véty je uvedena pouze jedna z nich.

Priklad 4.9: Vypoctéte I = [[[ x dxdydz, kde §2 je oblast
0

nachézejici se v 1. oktantu omezens paraboloidem z = 22+
y? a rovinou z = 2. Primétem €2 do roviny xy je ¢tvrtkruh

S.

Predstavime si fezy oblasti {2 rovnobézné s rovinou xz. Pro
kazdé (z,y) € S se nejdiive integruje od z = 2% + y* do
z = 2 (vnitini integrace). Ziskany dvojny integral pres S se
prevede na dvojnasobny, v némz se nejdrive integruje podle
y od y =0 do y =2 — 22, a nakonec se integruje podle x
odx=0doz=+2.

i drya = y( i m> Lody

x2+y?

= [[x(2 — 2* — y*) dzdy
S
V2 [ V/2—x2 $v/3
:{ of (20 — 2* — xy?) dy | do = £

Vypocet integralu pres S se opird o vétu (4.7).
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Véta4.10: (O substituci v trojném integralu — transfor-
mace soufadnic v trojném integral)

Necht €, C R? je oteviend méfitelnd mnozina a necht funkce
r = z(r,p, ), y = y(r,p,9), z = z(r,p,J) urcuji prosté
reguldrni zobrazeni f zobrazujici €, na mnozinu Q, C R3.
Necht ddle mame funkci f: Q, — R, kterd je spojita na €, .
Potom plati

ffff x,y, z) dedydz
— fff f 7@07 ( ,@,19),2’(7“,(,0,’[9)) |det Jf‘ degOdﬁ,

kde Jf = Er ’5’ ; je Jacobiova matice zobrazeni f .

Princip dikazu je stejny jako v piipadé véty (4.8) pro dvojny
integral.

Priklad 4.10: Trojny integral v cylindrickych souradnicich.

Méjme zobrazeni f : 2, — 2, dané transformacnimi rovnicemi
r=rcosp, y=rsing, z==z; r>0 0<p<2r.

Zde |det Jg| = r. Takze
///g(x,y,z) dxdydz =///g(7" cos p, rsiny, z) r drdedz .
Q, Q,

Priklad 4.11: Vypoctete [[[ z4/2? + y? dedydz, kde Q =
QO
{(r,y,2) ER3: 0 <2 <2;0<y<V2r—2?%; 0<

z < a}. Vzhledem k tvaru oblasti {2 (¢dst valce o vysce a)
provedeme substituci do cylindrickych souradnic. Valcova

plocha 22 +7? = 22 ma v cylindrickych soufadnicich rovnici
r = 2cos ¢, nebot po dosazeni do rovnice valcové plochy
dostavame

r? cos? @ + r?sin® ¢ = 2rcos .

Prameét Q do roviny zy je ¢tvrtkruznice. Takze o € (0, g),
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r € (0,2cosp), z € (0,a). Tedy

[[[ z2/2? +y? dedydz = [[[ z-r-rdrdedz =
Q. Q,

3 2cosp a 5 2cosp
:f f fzrdzdrdgp %QI f r? dr dp =
0 0 0 i} 0 0
3 3
= %a20f(3083g0d(p: %aQJ(l — sin® ) cos p dp =
= %aQ (singp — %sin3 @)E = §a2

Priklad 4.12: (Trojny integrél ve sférickych soutadnicich.)

Méjme zobrazeni f : 2, — (1, dané transformacnimi rovnicemi
r=rcospcost, y=rsinpcost, z =rsind,

r>0,0<¢<2r, -5 <9 <35 Zde |det Jg| = r*cos?.
Takze

fff f(a,y,2) dadydz =
—ffff 7 cos psind, rsin @sind , r cos ) r? cos 9 drdpdd .

Priklad 4.13: Vypoctéte I = [[[(2* + v*) dzdydz, kde

Q
Q) je "horni”polovina koule z? + 3% + 22 < R2.

r2 - cos? V- r?cos v dy dV dr

z
/
0

I

R 5
=2r [ [r4(1 — sin®¥) cos ¥ d dr
00
R us
=27 [r* (sin¥ — %sin‘gz‘})g dr = %W R°.
0

4.3 Uzitecné vzorce

Na zakladé integralnich souctu lze doplnit vzorce z odst. 8.5,
MAT:

Mira oblasti ) (integrél z charakteristické funkce)
meas () = [[1dzdy; Q2 CR? (obsah),
Q
meas () = [[[1dedydz; QCR* (objem).
Q
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Celkov4a hmotnost télesa () C R3:
Necht ¢ = o(z,y, 2) je funkce hustoty télesa €, potom hmotnost
télesa je dana vzorcem

m = /Q// o(x,y, z) dedydz .

Celkovy naboj télesa Q) C R3:
Necht funkce o = o(x,y,2) popisuje hustotu rozlozeni ndboje
v (), potom celkovy naboj télesa je dan vzorcem

Q= /// o(z,y, z) dedydz .

Statické momenty rovinné oblasti  C R? vzhledem k soufadnicovym
osam:

Mx=//y o(x,y) dxdy, My=//fc o(x,y) dzdy .
Q Q

Statické momenty télesa 2 C R? vzhledem k soufadnicovym
rovinam:

My = [[[ 2 o(2,y,2) dvdydz,
Q)

M,. = [[[x o(x,y,z2) drdydz,
Q

M,. = [[[y o(x,y,2) dvdydz,
Q

kde o = o(z,y), resp. 0 = o(z,y,z) je hustota télesa v bodé
(x,y) € Q, resp. (z,y,2) € Q.

Moment setrvaénosti télesa () C R? vzhledem k soufadnicovym

osam:
Jo = [[[(*+22) o(x,y, 2) dadydz,
Q
Jy = [[[(@® +2%) o(x,y, ) dedydz
Q
J. = [[[ (= +v?) olx,y, 2) dedydz
Q

kde o = o(z,y, z) je hustota télesa v bodé (x,y, z) € €.

v~

rp = Yp = Zp = .
T maT mvT m
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Priklad 4.14 : Vypoctéte souradnice tézisté télesa omezeného
plochami x =0, 2 =0,y =1, y = 3, x + 2z = 3, jestlize
hustota télesa se v kazdém bodé rovna 1.

3—z

m= fff drdydz :jlfgbfdzdyd Of?’j% =

= [3 =) do = [~ 4]} = 3.

0

33

yr=75 [y dedydz=5 | [
01

0
.y 4
=5 [ Jy(3—2x)dyde =3

01

5 Krivky

Definice 5.1: (vektorové funkce)

Necht I C R. Zobrazeni 7 z mnoziny I do Ez, t — 7(t),
nazyvame vektorovou funkci jedné realné promeénné.
Piseme 7(t) = (ri(t),r2(t),r3(t)). Funkce r;, i = 1,2,3
nazyvame soutradnice (slozky) vektorové funkce 7.
[Také piseme 7 (t) = (z(t),y(t), z(t)).]

Pozndmka 5.1: 'V piipadé, ze parametr t je ¢as, pak mno-

zinu koncovych bodu polohovych vektoru 7 (t) nazyvame
trajektorie pohybujiciho se bodu.
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Definice 5.2 : (spojitost a derivace vektorové funkce)
Rekneme, ze vektor ry € E3 je limitou vektorové funkce
7 I — E3 v bodeé tg, jestlize tllr? |7 (t) — ro|| = 0.

—to
Rekneme, ze vektorova funkce 7 je spojita v bodé t,
jestlize th_g:.) T (t) =7 (o) -
Vektor 77(typ) se nazyva derivace funkce 7 v bodé
(7" je derivovatelnd (diferencovatelna) v bodeé ty), jestlize

7 (t) — 7 (to) dr

= 7' (t) (: %(to) = (r1(to), r5(to), 7“:{s(to))) :

lim
t—to t — to
Funkce 7 je spojitd, derivovatelna na I, jestlize je spojita,
derivovatelna v kazdém bodé mnoziny 1.

Cviceni 5.1 :

1. Dokazte, ze funkce 7 je spojita (derivovatelnd) prave
tehdy, kdyz je spojité (derivovatelnd) kazda jeji slozka.

2. Analogicky k diferencidlu funkce jedné proménné na-
definujte diferencial vektorové funkce a n-tou derivaci
funkce 7. .. o 3
7 je spojita v bodeé ty,
jestlize im7 () =7(to)
t—to
o lim 7 () = 7(f),
t—to
i=1,2,3.

Dusledek 5.1: 7 ptedchoziho cviceni vyplyva, ze vlastnosti
spojitych a derivovatelnych funkci jedné proménné maji
i vektorové funkce.

Napiiklad (7(¢), 5(t)) = (7'(t),s(t)) + (5'(t),7(t)) nebo
(7 (t) x s(t)) =7'(t) x §(t) + §'(t) x 7 (t) .
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Definice 5.3 : (kiivka)

Necht I C R je interval. Mnozina K C E; se nazyva
jednoducha kiivka, jestlize je obrazem vektorové funkce 7
zobrazujici interval I na mnozinu K a plati

i) 7 je spojita funkce na I,
ii) 7 je prostd na vnitiku .

Jestlize I = [a, ] aplati 7(a) =7(8), pak se K nazyva
uzaviena jednoducha krivka.

Jestlize plati 7 € C™(I) (tzn. ¥ (n-t4 derivace) je spojita
na [), pak se K nazyva jednoducha krivka t¥idy C" (n-té
tridy).

Jestlize Vt € I plati ||7/(t)|| # 0, pak se K nazyvé regularni
jednoducha krivka.

Kiivka je po ¢astech reguldrni jednoduché kiivka tifdy C!.
(tzn. az na koneéné mnoho bodu je 7 spojité diferencovatelna
funkce a ||7/(¢)|| #0.)

Proménnd ¢ € [ se nazyva parametr, vektor 7(t) € Ej se
nazyva pruvodi¢ bodu kiivky K a funkce 7 je jeji paramet-
ricka reprezentace.

Priklad 5.1: Mmnozina K obrazu funkce 7 (t), kde

1. 7(t) = (t,t,0),t € R je regularni jednoducha kiivka
tiidy C*.

2. 7(t) = (t3,13,0), t € R je jednoduchd kiivka, kterd
neni reguldrni v bodé t; = 0, (i kdyz se jedna o stej-
nou piimku jako v prikladu 1).

3. 7(t)=(t, |t|, 0), te[—1;1] jekiivka (az na bod ty =0
je regularni a spojité diferencovatelnd).

4. 7(t) = (acos(t), bsin(t), 0), t € [0,27], a,b € RT je
uzaviend, reguldrni jednoduchd kiivka tiidy C* (elipsa).

5. 7(t) = (ccos(t), csin(t), bt), ¢ >0,b>0,t € [0,4n]
je regularni jednoducha kiivka tiidy C* (dva zdavity
sroubovice).
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Pozndamka 5.2: Kiivka muze byt také zadana pomoci ex-
plicitnich nebo implicitnich rovnic.

Explicitné Implicitné
vEy | y=+v1—-22, z€[-1,1] P4yt =1

vE; | y=z,z2=2*,2€(0,2] |y—2=0,2—22=0

K prechodim mezi jednotlivymi popisy kiivky se vyuziva
véta o implicitni funkei z MA2.
Cuiceni 5.2: Najdéte parametrické vyjadieni krivky dané
rovnicemi 22 +y?> =1 =0, 2+ y + 2z — 1 = 0, popiste jeji
vlastnosti a nakreslete ji.

Definice 5.4 : (tecna kiivky) Jestlize existuje 7 (t)
Necht kiivka K je parametrizovand funkei 7. Vektor derivace a 7'(to), 7(to) Jjsou
7' (ty) nazyvame teény vektor kiivky K v bodé ty . linedrné zdvislé, pak se

- . - S ) _, bod 7(ty) nazyva in-
Tecnou krivky K v bodé 7 (ty) rozumime piimku flexni bod kiivky.

y(r) =7 (ty) +7'(tg) 7, T ER.

Priklad 5.2: Najdeme teénu k hyperbole dané implicitné

rovnici z? — 3/2—2 =1 v bodé¢ B =[1,0].

Pouzijeme parametrickou reprezentaci (jedné vétve) hyper-
boly: #(t) = (cosht, v/2sinht), t € R.

V bodé B je tyg = 0 a #/(0) = (0,v/2). Rovnice te¢ny mé
tedy tvar 7(7) = [1,0]+ (0,v/2)7, 7 € R.

Cviceni 5.3 :

Ovéite, zda funkce F(xz,y) = a:2—y72—1 splituje piedpoklady
véty o implicitni funkci (z MA2) pii feseni funkciondlni
rovnice F'(x,y) = 0 v bodé B. Co vite o derivaci ptipadného
feseni v bodé B = [1,0]?

[Plati F/(B) = 0, funkce F' je spojité i spojité diferencovatelnd
na okoli bodu B a plati 3 (B) = 2, §¥(B) = 0. Predpoklad §7(B) # 0
tedy neni splnén.
Muzeme vsak vyuzit predpokladu g—i(B) % 0 a tvrdit, ze na okoli

U(0) existuje funkce x = z(y), = : U(0) — R, kterd fesi funkcionalni
ar ()

__ 9y —
o) ~ V-

rovnici F(z, z(y)) = 0 a pro derivaci g—;(B) plati: g—Z(B) =
_

e , N y2 dz
Explicitné mame x = 4/1+ % a By |~ T
21/ 144

=0.]



Pulkruznici lezici pod
osou z se stiedem v
pocatku a polomérem
o=1 lze parametri-
zovat vztahy

r=t, y=—vV1—12,
t €[—1, 1] nebo také
T = coss, y = sins,
s € [m, 2n], nebo-li
t=p(s) =coss.

V literatufe se také
uvadi, ze kiivka K,
ktera ma délku d,
je rektifikovatelna
kfivka.

Také hovorime o para-
metrizaci obloukem.
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Vétab.1: (transformace parametru)

Necht ¢ : I* — I je spojité diferencovatelnd funkce z intervalu
I* na interval I takova, ze Vs € I : ¢/(s) # 0. Potom funkce
7 (p(s)): I*— K je opét parametrickou reprezentaci kiivky /.

Dukaz : Slozenim funkci 7" a ¢ vznikne po castech regularni
spojité diferencovatelna vektorova funkce. Zbyva ukazat,
ze je prosta. Z predpokladu ¢'(s) # 0 na I* plyne, ze bud
¢'(s) > 0 nebo ¢'(s) < 0 na I*. Odtud plyne, ze funkce ¢
je ostie monotonni, tedy prosta a slozenim dvou prostych
funkci vznikne opét prosta funkce.

Cvicent 5.4 : Dokazte, ze za predpokladu véty 5.1 existuje
k funkeci ¢ : I* — I inverzni funkce ¢~ : I — I*, pro kterou
plati (o71)(t) # 0, Vt € I. Muzeme tedy provést i zpétnou
transformaci parametru s = o (1) .

Definice 5.5: (délka kiivky)

Méme kiivku ={7(t) : t€[a, 8]} . Cislo d se nazyva délka
kiivky K, jestlize pro kazdé ¢ > 0 existuje 6 > 0 takové, ze
pro kazdé déleni D = {a =1ty <t; <--- <t, = [} intervalu

[, B] s normou déleni v(D) = ) {IlIl2aX }(tk—tk_l) <d,neN,
€e1l,2,....n
plati:

S Ik~ Tl - d | <e.
k=1

Pro délku d kiivky IC plati:

B B
i= [ Il de= [ Joior+ e+ eor e o
Polozime-li
)= [ 17 ar, @)

potom funkce s: [a, 8] — I* je rostouci, spojita a existuje k ni
inverzni funkce ¢: I — [a, B]. Polozime t = ¢(s) a dostaneme
novou parametrizaci kiivky IC.

Hovofime o prirozené parametrizaci kiivky. Parametr s
se nazyva obloukova délka.
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Cviceni 5.5 :

a) Ovéite, ze funkce s = s(t) ze vztahu (2) je rostouci a
spojité diferencovatelna. [d = ||7|| > 0]

b) Ukazte, ze pro derivaci vektorové funkce 7 podle oblou-
kové délky s plati

. dr’
() = ||—1l =1.
7)1 = |||

Gl = 1 &1 = 1%y = 1]

Derivace podle oblou-
kové délky (oblouku)
se obvykle znaci tec-
kou. Vektor #(s) je
jednotkovy teény vek-
tor kiivky K.



Orientace indukovana
parametrizaci

/C+

Kladné orientovana
uzavriend krivka

TN
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6 Krivkové integraly, Greenova véta

6.1 Krivkové integraly

Definice 6.1: (orientace kiivky)
Rekneme, ze kiivka K = {r'(t) :
jestlize ma pocatecni a koncovy bod.

t € [a, ]} ma orientaci,

Jestlize 7(«) je pocateéni a 7(8) je koncovy bod, pak ma
krivka K kladnou orientaci, znac¢ime K. Hovorime o ori-
entaci, kterda je indukovana parametrizaci. V opac¢ném
piipadé hovorime o zaporné orientaci, znacime .

U uzaviené kiivky IC, ktera je hranici mnoziny 2 C [Es
(02 = K) hovoiime o kladné orientaci, pokud pii obthéni
krivky ve sméru orientace zustava mnozina ) po levé strané

(obéh proti sméru hodinovych rucicek).
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Definice 6.2: (krivkové integraly)

Meéjme kiivku K = {7 (t) : t € [«a, 5]} s orientaci induko-

vanou parametrizaci. Necht D = {a =ty < t; < -+- <
= [} je déleni intervalu [a, 5], potom body 7 (t;), k =

0,1,...,n tvoii déleni D(K) kiivky K.

Oznacime A??k = F(tk) — F(tk_l) 9 Arki = Ti(tk) — ri(tk—l) ;

Asp = ||Ark|l, i=1,2,3, k=1,...,n. Kfunkei f: L - R

definujeme integralni soucty rovnostmi

J(f, D(K)) = k; f(7 (&) Asy,

Jz(f7D(K:+)) = Z f(F(Tk‘)) Alrk‘ia 1= 172737
k=1
kde tr_1 < Tk;flﬂ < tk, k= 1,2,...,n
Jestlize nize uvedené limity existuji, pak krivkovy integral
1. druhu definujeme vztahem

/ f(F)ds= lim J(f,D(K)), 1)

max Asp—0

a ktrivkovy integral 2. druhu definujeme vztahem:

/f Ydr; = lim J;(f,D(K")), i=1,2,3. (2

max Asp—0

Poznamka 6.1 :

Integral pres uzavienou kiivku se znaci ¢ f(7)ds.
K

Pouiugme—h/zpaéeni/? = (a:iy, z), pak pro i=1 dostaneme Podobu jako integrdl
pro kiivkovy integrdl druhého druhu zapis [ f(z,y,z)dz funkce jedné redlné

. .. , , , Kr proménné vyjadiuje
a kiivkovy integral prvniho druhu ma tvar ’{ f(z,y,2)ds. “plochu pod  grafem

funkce”, pomoci kiiv-
kového integralu prv-



Krivkové
1.druhu
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integrély Véta6.1: (vypocet kiivkovych integrali)
Necht K = {7 (¢) : t € [, 8]} je orientovand krivka a funkce

f: K — R je spojita, potom nize uvedené krivkové integraly
existuji a plati

Krivkové
2.druhu

B
/ f(7) ds = / FE@)F @) dt, 3)

Pozndamka 6.2:
1. 7Z definice kfivkového integralu vyplyva, ze spliuje
nasledujici vztahy

i) f(af+bg ds-affds+bfgds a,be R
ii) f fds—ffds—l—ffds

KUK,

2. Pro kiivkovy integral 2. druhu plati
K+ K-

3. Jestlize kiivka KT lezi na plose dané grafem funkce
z = z(z,y) a K, je ortogonalni primét krivky K do
roviny-zy, potom plati

integraly

/c£ f(@)de = [ f(z,y,2)de = [ f(z,y,z2(z,y))dz.

K+ K,

4. Krivkovy integral 2. druhu se ¢asto pouziva ve tvaru

f vdr = f v1dry + vedre + v3drs = f vy dr + vo dy +

K+ K+ K+

vsdz = [ Ud3, kde U : K — Ej3 je vektorova funkce.
Ct

Priklad 6.1: Necht K = K1UK,, kde K je ¢ast paraboly
y =22, 2 €[0,1], Ky jetseckay = z, x € [0, 1]. Vypocitdme
staticky moment S, kiivky K vzhledem k ose y, tj. S, =

Napiiklad pro vypocet f T ds .
prace, kterou vykona

sila F' po draze §.

Y

Ziejmé [xds= [xds+ [ xds.
K K1 K

Parametrizujeme-li kiivky: Ky pomoci funkee 71 (t) = (¢, t?);

Y
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ICo pomoci funkce m(t) = (t,t), t € [0, 1], potom

= 144t ’
fxds—ft\/1+4t2dt [du s } :%If\/ﬂdu

:%[%]:%(53—1) fxds—ft\/_dt i

Odtud vyplyva, ze staticky moment S, = 5\[ L+ ‘[

Poznamenejme, ze pokud kfivku lze popsat pomoci grafu
funkce y = y(z), pak ds =+/(dx)? + (dy)? =1/1 + (%)2 dx .

Odtud plyne ff z,y)d ff z,y(x))\/1+ (¢y(x)?) dx.

Tedy pro K; : y =22 a Ky : y =z, x € [0, 1] dostaneme
1 1

Sy=[a\/14+ 2x)?de+ [x\/1+(1)?dx.
0 0

Cvicent 6.1 :
1. Vypocitejte [vds= [z*ydx+ (x —2)dy + zy*dz,
K

K
kde K = (z,2%2) s potdtetnim bodem A = [0,0,2]
a koncov;’/m bodem B =[1,1,2].

fx do+ (x—2)-2zde =3 +32—-2= 15]

2. Vypomteﬁe stejny integral jako v predchozim prikladé
pro K = (x,z,2) opét od A =10,0,2] do B =[1,1,2].
]

Vyse uvedené priklady ukazuji, ze kiivkovy integral zavisi
na cesté IC, po které jdeme z bodu A do bodu B. Nezavislost
na cesté budeme diskutovat v kapitole 7.

Cviceni 6.2 :

V roviné [E, stanovte délku d jednoho oblouku cykloidy K
daného rovnicemi:

o

1
[bfx3dx+(x—2)da::}l+%—2:—

x = po(t—sint), o € R
y = o(1 —cost), t € [0, 27]

27 27
[d= [ds= [0\/(1—cost)?+ (sint)2dt =p [ /2 —2costdt =
K 0 0

2

20 [sinfdt = —4p [COS %Eﬂ = 80.]
0
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Definice 6.3 : (cirkulace vektorového pole)
Méjme kladné orientovanou uzavfenou krivku K a vektorové

pole ¥ : K — Es, potom piSeme [ ¢(7) dr = § vdr a hovorime
K K
o cirkulaci vektorového pole v po uzaviené kiivce .

Priklad 6.2 :

Uvazujeme hmotny bod, na ktery pusobi sila F po draze
(kiivee) K urcéené vektorovou funkei 7(t), kde t je nyni cas.
Potom vykonana prace W je dana vztahem:

— ty — -
W = ’!Fdf = [F(F(t))4dt, kde to, t; jsou potatecni
i

a konecny cas pokusu. Polozime % = ¥, pak vU je rychlost
hmotného bodu. Z druhého Newtonova zakona vyplyva, ze
F=m fltg = m?’ a muzeme psit
i 4w 1
W= [mo'sdt = [mg dt = 3m[[[v(t)]]
to to
S (11002 = 11320 12).
6.2 Greenova véta
Definice 6.4: (kiivkové souvisla a jednoduse souvisla

mnozina)

Mnozina €2 C Es se nazyva kirivkové souvisla, jestlize kazdé
dva jeji body lze spojit krivkou lezici v 2.

Mnozina ) C E, se nazyva jednodusSe souvisla, jestlize jeji
hranice 0f2 je tvorena jednou uzavienou krivkou.

Véta6.2: (Greenova véta v roving)

Necht KT je kladné orientovand uzaviens kiivka, kterd tvoif
hranici jednoduse souvislé mnoziny Q C E,, (0Q" = K£T).
Necht funkce fi, f» maji spojité parcidlni derivace na (2,
piseme f1, fo € CY(Q), (Q = QU ON), potom plati

//(—%+%>d dy — j{fld:erfgdy (5)

o0+
Diukaz :  Nejdrive uvazujeme mnozinu {2 popsatelnou
Mnozina popsatelné funkcemi, tedy existuji funkce y;(z), y2(x) : [a,b] — R

funkcemi
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a funkce z1(y), z2(y) : [c,d] — R takové, ze V[x,y] € Q
plati: Jestlize a <o <b, pak yi(z) <y < yo(2)

)

a zaroven , jestlize ¢ < y < d, pak z1(y) < x < 29(y) .
Potom z Fubiniovy véty pro dvojny integral vyplyva

T

e i(—/%f; )

T

b
= / filz, i (x) = fi(z, y(2))] do

:/f(xyl da:+/f1xyz ) dx.

Protoze grafy funkei y;,ys tvorf hranici 9Q% (u funkce ys
jdeme po grafu z bodu [b, y2(b)] do bodu [a, y2(a)]), muzeme
posledni dva integraly brat jako ktivkové integraly po hrani-
ci 00, Tedy

[ -5 asdy= ¢ o, (6)

Q o+

Podobné odvodime

z2(y)

//%dd_/(/%dx>dy (7)

1(y)
C/f2(932() )dy+d/f( dy—j{fzdy

oa+

Sec¢tenim vztahu (6) a (7) dostaneme tvrzeni véty.



Cé4st hranice
rovnobéZnéa s osou

QN_-_—_—
8

obr. 3

Jakobidn |detJg| po-
pisuje deformaci plo-
chy pii zobrazeni ® .
Napftiklad funkce

Oz =u+tv, y =utv
ma |det Jg| =0 a zob-
razi celou rovinu na
piimku y = x.

86
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V piipadé, ze ¢dst KC; hranice 007 je rovnobéznd s osou y

jako na obrézku 2, pak zfejmé [ f(x,y)dx =0.
K1
Greenova véta tedy plati i pro oblast Q z obrdzku 2, nebot

J fwy)de = [ fz,y)de+ [ f(z,y)de+ [ f(z,y)de =
o+ K1 Ko Ks

[ f(z,p1(x)) de + fa f(z,ya(x)) dz.

{L/ pripadé, ze mnoginu () nelze rovnou popsat funkcemi, pak
Greenova véta plati, pokud se 2 podafi rozdélit na konecny
pocet mnozin omezenych funkcemi, viz obrazek 3.

Diky opacné orientaci se hodnoty kiivkovych integrala pres

spolecnou hranici Iy odectou a plati § = § + § .
o0 o0y 0,

6.3 Daisledky Greenovy véty

Dusledek 6.1: 1. (Vypocet plochy)
Necht mnozina € spliiuje predpoklady Greenovy véty, pak
velikost jeji plochy meas (£2) muzeme spocitat ze vztahu:

1
meaS(Q)zﬁfﬁ;dy—ydw. (8)
o0+
Dusledek 6.2: 2. (Jakobian)
Necht @ : z = ri(u,v),y = r2(u, v) je reguldrni transformace
z oblasti ,, do oblasti ,, (tzn. det Jg # 0).
Necht € C Qyp a P(Q) = Q C Q,y, pak plati:

0 0
meaSQ:]{xdy:ij{ﬁ'(amd 5611}):

o+ o0

67“2 8 67“2 .
_i//<8u <“ (%) b (“ au)) dudv =
o 87”1 (97“2 (97“1 37‘2 o
_i//<8u.80_8v.8u> dudv =
921

g I meas 2

Ju dv dudv = ———— ~ |det Jg| .
Ory  Ory meas {2y

ou  Ov
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Priklad 6.3 :

Vyuzijeme vztah 8 k vypoctu vnittku asteroidy, ktera je
dana implicitné rovnici 3 —I—y% = a%, kde a > 0, nebo para-
metricky 7(t) = (acos®t,asin’t,0),t € (0,27). Vzhledem
k symetrii asteroidy staci uvazovat t € (0,%) a vysledek

vynasobit ¢tyfmi. Tedy pro plochu S plati

o
NIE]

S =2 [[acos’t3asin®tcost + asin’®t 3acos® tsint]dt =
/ 3 7 3a?
6a2/[sin2t0082t]dt: §a2/sin2 2t dt = 87T

0 0

Cvicent 6.3 -
a) Pomoci vztahu (8) spocitejte plochu elipsy.
[mab.|

b) Prevedte vztah (8) do poldrnich souradnic.

[measQ =5 ¢ r%(¢) dp.]
o0+

Asteroida
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7 Operatory skalarnich a vektorovych poli

Podrobnéjsi informace Definice 7.1: (gradient)

o gradientu naleznete Necht f: D — R, D C E3, f = f(z,y,2), A € D, je dife-

ve skriptech MA2. rencovatelné skaldrni pole (neboli diferencovatelna funkce tii
redlnych proménnych), potom vektor

grad £(4) = (520, (), 2L ()

se nazyva gradient skalarni funkce f v bodé A.
Poznamka 7.1

1. Pro derivaci funkce f podle vektoru s v bodé A plati

1%% = %(A) (= grad f(A) - §, jestlize f je

diferencovatelnd).

2. Zavedeme-li (vektorovy) diferencidlni operator nabla

g 0 0
V:(@’a—y@)’

pak piseme grad f =V f.

Operator V se také nazyva Hamiltoniv operator .

3. Smér nejvétsiho rustu funkce f z bodu A = [xg, yo, 20]
popisuje vektor 7© = %' Vektor 7 je kolmy

k hlading S = {[z,y,2] € E3 : f(x,y,2) = f(A)}.

Zaroven je n jednotkovy normalovy vektor tecné
nadroviny ¢ k hladiné S v bodé A. Rovina p je urc¢ena
rovnosti

O (A)(x — 20) + ZL(A)(y — yo) + LL(A)(z — 20) = 0.

Cvicent 7.1 :
Najdéte v bodé A = [1, 1, 3] tec¢nou rovinu ke kuzelu, ktery
je zaddn rovnicf 22 = (22 + ¢?).

[Kuzel je nulovou hladinou funkce f = g(:vz + y?) — 22
Plati grad f = (9x,9y, —22) a normalovy vektor v bodé A
e i = -gadfA) __996)  _ (3322 Teend rovina ma
] lerad [ ~ Vor0r46? Va2

tedy tvar o: 3(x —1)+3(y—1) —2(2 —3) =0.]
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Priklad 7.1: (Ptiklad 5.2 jinak) Uvazujeme funkci f(x,y)
=1?—2y?—1, potom hladina S={[z,y] € Ey : f(z,y) = 0}
je krivka z prikladu 5.2. Najdeme te¢ny a normélovy vektor
k hladiné S v bodé B = [1,0].

Gradientem funkce f v bodé B je vektor grad f(B) =

Ox » Jy
lovy vektor k hladiné S v bodé B je 1 = (1,0) = %.
Tecny vektor v bodé B je podle piikladu 5.2 vektor 7/(0) =
(0,4/2). Plati #/(0) -7 = 0.
Pozndmka 7.2:  Obecné kazdd primka p : B + t - U, pro
kterou - 7' = 0 a 7’ je tecny vektor ke kiivce v bodé B, se
nazyva normalova primka krivky.

Definice 7.2: (vnéjsi norméalovy vektor)

Necht uzaviend kiivka KT = {7 (¢) : ¢ € I} je hranic{ mno-
ziny Q) C Ey. Potom 7/(t9) = (2(t0), ¥ (to)) je tecny vektor ke
hranici 02 v bodé 7 (ty) a vektor

(' (to), =2'(to))
V' (t0)? + 1/ (to)?

se nazyva vnéjsi normalovy vektor mnoziny ().

n =

Definice 7.3: (divergence)
Necht vektorovd funkce 0: E3 — Es je diferencovatelné, po-
tom funkce

8’01 I 87]2 1 803
oxr Oy 0z

se nazyva divergence funkce @' ( nebo divergence vektorového
pole definovaného funkei 7).

divy =

Poznamka 7.3: Pokud funkce ¥ popisuje rychlost tekutiny,
potom div ¢ predstavuje objem tekutiny, ktera vytece z jed-
notky objemu tekutiny za jednotku casu.

Cuviceni 7.2: Polozte v = (fy,—f1) a dokazte, ze Gree-

nova véta mé tvar [[divd dedy = § vnds, kde 71 je
Q0 o0+
jednotkovy vektor vnéjsi normaly a s je obloukova délka.

. dy _dx
[dive =22 — 9 4 §iids = (fo,—f1) - _Grs) g (f2s— /1) -
. (1) (%)’

(%, —de)dt s = fidx + fody]

(ﬂ(B) ﬂ(B)> = (2z, —4y)|p = (2,0) . Jednotkovy normé-

Vnéjsi normalovy vek-
tor mnoziny 2 sméru-
je ven z mnoziny §2.

Pouzijeme-li Hamilto-
nuv operator, pak

divi=V 7.

Operator V-Vf = Af
se nazyva Laplasian,
plati

O O*f O
A= 8x2+8y2+822 '

Také se pouziva zna-

ceni Af = V2],
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Poznamka 7.4 : (nezfidlové pole)
Pro nestlacitelné tekutiny je div v = 0 (tzv. neziidlové pole)
a z predchoziho cvic¢eni plyne, ze plati vztah

%Uﬁds:(),

ot
ktery tvrdi, ze "co vtece, to vytece”.

V literatuie se casto Definice 7.4 : (rotace)
setkame se znacenim Necht vektorovd funkce v: E3 — [Es je diferencovatelnd
=i 6=J &=k funkce, potom vektorova funkce
potom
gk . OJvs  Ovy Ovy  Ovs Ovy  Ouy
rotv=| 2 2 2| rot v = — ; — ; -
oz By Oz dy 0z 0z Or Oxr Oy
U1 V2 Us

se nazyva rotace funkce v’ (nebo rotace vektorového pole 7).
Pro lepsi zapamatovani piseme rotaci ve tvaru

rotv =V X U =

S Flo
S Sl S
& Rl

Pozndamka 7.5: (fyzikalni vyznam rotace)
Mame tuhé téleso, které se otaci kolem osy otaceni o
(je totoznd se souradnou osou z) konstantni uhlovou
rychlosti w .
Zvolime vektor & takovy, ze ||J|| = w, & = (0,0,w) a pii
pohledu ve sméru vektoru & se téleso otaci proti sméru hodi-
novych rucicek (pravotocivy systém).
Oznacime d vzdalenost bodu B otacejiciho se télesa od osy
otaceni o, potom rychlost v otaceni bodu B ma velikost w d .
Jestlize vektor 7 = (z,y,2) je pruvodi¢c bodu B, potom
& d = ||| sin~y, kde v je thel vektoru 7 a &. Odtud plyne
wd = [|G[ |7 siny = ||& > 7.
Zaroven vl @, vL7 a vektory &,r,U tvori pravotoCivy
0

—

systém. Tedy ¢ = & x 7, ¢ = (0,0,w) X (v,y,2) =
(—wy,wx,0) a rot v = (0,0,2w).

Odtud vyplyva, ze pro vektorové pole & popisujici rychlost
bodu otacejiciho se télesa plati

rotv =2@.
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Cviceni 7.5 :
a) Dokazte, ze plati rot (grad f) = 0.
b) Dokazte, ze plati div (fv) =grad f -7+ f - divd.
c) Dokazte, ze plati div (4 X ¥) =4 -rot ¥ — i - rot U .
)

d) Dokazte, ze Greenovu vétu lze psat ve tvaru

//rotﬁ-ggdxdyz %ﬁ-?ds,
Q

ont

kde T je jednotkovy tecny vektor ke hranici 052, s je
obloukova délka a ¢ = (vq, v, v3) .

dx dy
25— Ovg _ Oul - _ 7 (77770) _ (da,dy,0)
[rotvés = 5 =%y & T =77 = =

(v1, V9, v3) %ds = vy dx + vy dy]
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8 Plochy

Definice 8.1: (plocha v Ej)
Necht Q C E, je jednoduse souvisld mnozina jejiz hranice 0
je tvorena krivkou konecné délky:.
Mnozina S C Ej3 se nazyva jednoducha plocha, jestlize je
obrazem vektorové funkce 7 zobrazujici mnozinu {2 na mno-
zinu S (S={r"(u,v)=(r1(u,v),r2(u,v), r3(u,v)) : [u,v] €Q})
a plati

i) 7 je spojita funkce na €,

ii) 7 je prostd na vnitiku 2.
Jestlize Q = Q (tj. Q je uzaviend) a kromé konec¢né mnoha
bodu plati VY [ug, vo] € 0Q F[ug,v1] € N, [uy, v1] # [ug, vo)
takové, ze 7 ([ug,v]) = 7 (lu,v1]), pak se S nazyva
uzaviena jednoducha plocha.
Jestlize plati ¥ € C™(Q) (tzn. 7™ (n-t4 derivace) je spojita
na §2), pak se S nazyva jednoducha plocha tiidy C" (n-té
tridy).
Jestlize V[u,v] € 2 plati

Vektory 22, 9T isou te- or or .
4 & Y our gu POT B —(u,v) X —(u,v) # 0,
y linearné nezavislé. ou ov

pak se S nazyva regularni jednoducha plocha.

Naif Jestlize S je kiivkové souvisld mnozina, kterou muzeme

aptiklad povrch ku- o o 5 o ) )

zele je plocha. rozdélit na kone¢ny pocet regularnich jednoduchych ploch
tifdy C!, pak se S nazyvd po ¢éastech hladka plocha,
zkracené plocha.

Proménné u,v se nazyvaji parametry, vektor 7 (ug,vy) se
nazyva pruvodi¢ bodu plochy S a funkce 7 je jeji para-
metricka reprezentace.

Obraz hranice 0f2, tedy mnozina
0S = {r'(u,v) : [u,v] € 0N}

se nazyva okraj plochy S.

Priklad 8.1:  Povrch koule je uzaviena (hladkd plocha),
povrch krychle je uzaviend po ¢astech hladka plocha.
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Definice 8.2: (parametrické kiivky)

Necht S = {7 (u,v) : [u,v] € Q} je plocha.

Kiivka IC, = {7 (u,vo) : [u,v9] € Q, vy je konstantni} se
nazyva u-krivka na plose S.

Kiivka K, = {7 (up,v) : [ug,v] € 2, wugy je konstantni} se
nazyva v-krivka na plose S.

Priklad 8.2 : (parametricka reprezentace sféry)

Povrch koule, tedy sféra ma parametrickou reprezentaci

—

7 (u,v) = (0cosucosv, psinucosv, psinwv), kde o € RT je
konstantni a Q@ = {[u,v] e R? : 0 <u <271, -5 <v < I},
Parametrické krivky maji tvar

IC.. = (0 cosu cos vy, psin u cos vy, psin vy) - u-kiivka ("rovnobézka” )
IC, = (o cosug cosv, gsin ug cos v, psinv) - v-kiivka ("polednik”)
a jejich tecné vektory jsou

7, = & = (—psinu cos vy, 0 cos u cos vy, 0) (ke ICyy),

Ty = % = (—pcosugsinv, —psinugsinv, pcosv) (ke IC,).

Koule s parametric-
kymi kiivkami

Vektorovy soucin téchto vektoru ma tvar

2 2

7, X 7, = (0% cosucos? v, p? sin u cos® v, o? sin v cos v) .

Oznacime 7i = %, pak trojice vektoru (7, 7,, 1) tvoii
pravotocivy systém a vektor 7 je jednotkovy vektor vnéjsi
normaly k plose S (sméfuje ven).

Cvicent 8.1 :

1. Necht f(x,y,2) = 2> + 3> + 2> — ¢*>. Cfm je tvofena
nulovd hladina f(z,y,z) = 0 a jaky je vztah grad f
a vektoru 77 z predchoziho piikladu (8.2)7

2. Popiste plochy tvorené funkcemi:
S1:7 = (ucosv,usinv,2u), u € [0,4], v € [0,27],
Sy : 7= ((a+bcosv) cosu, (a+bcosv) sinu, bsinv) ,

u € 10,2x], v € [0,27], a,b > 0.

[Plochu S; tvoif kuzel s vrcholem v pocdtku. Plochou Sy je duse

v pneumatice - anuloid. |



Pro parcialni derivaci

se velmi casto pouziva
znaceni % =17T,, po-

tom
n = iM
|7 X 7|
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Definice 8.3: (te¢nd rovina)
Necht S = {7 (u,v) : [u,v] € Q} je hladké plocha. Polozime

A = lug,vy), [ug,v9] € Q, pak teénd rovina k plose S
v bodé A je tvotena body:
or or
A+t a—Z(U(), "U()) + s a—Z(U(), 1}0) , t,s € R.

Jednotkovy normalovy vektor 7 k plose S v bodé A je dan

vztahem . .
5 (uo, vo) X 3t (uo, Vo) (1)
152 (ug, vo) X S (ug, vo)]|

Pozndamka 8.1: Transformaci (u,v) = ®(u, ), pro kterou

n=

u = —u, v = v zménime orientaci normalového vektoru n
v opacnou. Tataz zména orientace nastane, pokud pouzijeme
. . VR ., . 6(f17f2) L
transformaci ® = (f1, f2), jejiz jakobian det Jp = s
oh 9k
u o je zaporny
ofs Of
o O

Uvazujeme malou ¢ast teéné roviny, rovnobéznik o stranach

g;(uo,vo) Aul, 8U(u0,vo) Avl, (Au = u — ug, Av = v — ),

potom jeho velikost AS (plocha) je dana vztahem:
or
AS = H@ Au X —AUH (2)

Z cviceni (?7) vyplyva, ze |7, x 7[> = || & H |92 H — (4, 50)",
Odtud dostaneme nésledujici definici vehkostl plochy

Definice 8.4: (velikost plochy)
Necht S = {7 (u,v) : [u,v] € Q} je hladkd plocha, potom jejf
velikost P je dana vztahem:

= [ V15l Vil - G )"t = o

(3)

Cuviceni 8.2 : Urcete velikost povrchu pneumatiky, kterd je
déna funkei 7 (u, v)=((a+cosv) cosu, (a+cosv) sin u, sin v),
u € [0,27], v € [0,27], a > 0. [47%a]
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Poznamka 8.2: Jestlize plocha S je popsana explicitné jako
graf funkce z = f(x,y), [z,y] € Suy, (Siy je ortogonalni
projekce plochy S do roviny zy), potom jeji velikost P je

déna vztahem:
2 Of \2
//\/ (3_y) dxdy . (4)

Cuiceni 8.3 : Dokazte vztah (4) pomoci vztahu (3). [Polozime

u=uz,v=y, 7 (uv) = (, y f(fv y)), potom

= =(1,0,80), Z =5 =(0,1,%) a |ZIPIEI° - (& &) =
of 0 8 0

(1+ (5D (1 + (g )—(a—ﬁa—i) =1+ (%) + (5]

Priklad 8.3: (povrch koule)
Vypocitame velikost povrchu koule o poloméru p.

Vyuzijeme-li parametrizaei sféry z pi"l’kladu 8.2, dostaneme
7y X Ty = (0 cosucos2v 0% sinu cos® v, ¢? sinv cosv). Tedy
|7, X 7|| = 0*cosv a u € [0,27], v € [—— 5] . Pro velikost
P povrchu koule plyne ze vztahu 3

271'2

//Q cosv dvdu = 2w [smv]g2r A
%



Vnéjsi normalovy vek-
tor a obihani ”tvoii”
pravotoc¢ivy systém.

Vzdélenost dvou bodu
na plose je dana dél-
kou nejkratsi kiivky,
ktera je spojuje. Pak
najdeme dva nejvice
vzdalené body a jejich
vzdalenost je vnitini
prumeér plochy.
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9 Plosné integraly, Gaussova véta, Stokesova

véta

9.1 Orientovana plocha

Definice 9.1 : (orientovand plocha)

O plose S = {7 (u,v) : (u,v) € Q} fekneme, ze je oriento-
vana, jestlize u ni rozliSujeme dvé strany, obvykle vnéjsi a
vnitini (také horni a dolni).

V kazdém bodé plochy zvolime jednotkovy normalovy vek-
tor 77 (pokud existuje) tak, ze smétuje stile na stejnou stranu
plochy S. Jestlize n = ”?ﬁ%’” <_II;Z§7;ZII)’ pak fikame, ze
plocha S je orientovana souhlasné (nesouhlasné) se svou
parametrizaci. Znac¢ime S = S*, (S =57).

U uzavtenych ploch, tj. u povrchu téles, hovoiime o vnéjsi
(vnitini) strané a vnéjsi (vnitfni) normale 7, pokud vek-
tor 77 smétuje ven z (dovnitf) télesa.

O plose S tikame, Ze je orientovana souhlasné (nesouhlasné) se
svym okrajem, jestlize pri obihani po tomto okraji ve sméru
orientace okraje je vnéjsi strana plochy S, po levé (pravé)
ruce.

Priklad 9.1 :

1. Sféra z prikladu 8.2 je orientovana souhlasné se svou
parametrizaci.

2. Mobiuv list se nedd orientovat, ma pouze jednu stranu.
Jeho parametrizace je dana nésledujici funkci

—

7 (u,v) = ((1 + usin(v/2)) cosv, (1 + usin(v/2))sin v,
ucos(v/2)), (u,v) € [—=1/2,1/2] x [0, 2x].

Definice 9.2 : (vnitini prumeér plochy)

Mame plochu S, body A, B € S a mnozinu K 45 vSech krivek
IKC C S spojujicich body A, B. Ozna¢ime d(K) délku kiivky
IC. Potom cislo

d(S) = su inf d(I 1
()= swp_ inf d(K) 0

nazveme vnitinim prameérem plochy S.

Cvicent 9.1 : Urcete vnitini prumeér d(S) sféry S z prikladu
(8.2) [d(S) = 7]
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9.2 Plosné integraly

Definice 9.3 : (plosné integrély)

Méjme orientovanou plochu S = {7 (u,v) : (u,v) € Q} . Necht
D(Q) = {0,Q9,...,2,} je déleni mnoziny {2, potom plochy
S = {r'(u,v) : (u,v) € Q} tvoil déleni D(S) plochy S.
Zvolime bod [ug,vi] € €, potom obraz 7 (ug,vg) € Sk
a 1(uk,vr) = (ng1, nka, nk3) je jednotkovy normélovy vektor
k plose Sy v bodé 7 (ug, vx). Oznacime ASj velikost plochy
Sk

K funkci f: S — R definujeme integralni soucty rovnos-
tmi:

Zf 7 (uk, vi)) DSk,

3

Jz(f, D(S+)) = f(F(Uk, Uk)) Ny ASk, 1= 1, 2, 3.
k=1

Jestlize nize uvedené limity existuji, potom plosny integral
1. druhu definujeme vztahem:

/ [seras= m JUPE). @

plosny integral 2. druhu definujeme vztahem:

//f n; dS = lim ~(f,D(S+)), i=1,2,3. (3)

max d(Sk)—

Poznamka 9.1 :

1. Plosny integral 2.druhu zavisi na orientaci jednotkového
normélového vektoru . = (nj,n9,m3) a Casto se pouziva
pro vektorovou funkci ¥ = (vy,v9,v3) ve tvaru

//UﬁdS://vlnl—i—vgng—i—vgngdS.
S+ S+

Hovorime o plosném integralu z vektorového pole nebo o toku
vektorového pole plochou S.




Pro smiseny soucin tii

vektoru plati

w

(Ux V)=

w1 Wo W3

Uy Ug uUg|.

V1 Vg U3
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2. Oznacime-li a, 8,y uhly, které svira jednotkovy normalovy
vektor 7 s osami z,y,z (v kladném sméru), potom plati
i1 = (cos a, cos 3,cos), cos’ o + cos? B + cos’y = 1 a pro
plosny integral druhého druhu dostaneme

S/+/f(f')n1dSS/+/f(f’) cosadS{Z/f( Wdydz

//f(F)WdS://f(T ) cos B dS = //ff’_dxdz
S+ 5
!/f(??)ngdSZS[/f(F) cosvdSzgy/f( mdazdy,

kde S, je prumét plochy S* do roviny-zy ap.

3. Pokud S je uzavtena plocha a 77 je jednotkovy vektor vnéjsi
normaly, potom piSeme

//f(F)ni dS:ﬁf(F)ni ds .
5+ for

Véta9.1: (vypocet plosnych integréli)

Necht S = {7 (u,v) : (u,v) € Q} je plocha a f: S — R je
spojita funkce, potom nize uvedené plosné integraly existuji
a plati

//f(r ) dS = //f N |7 X 7| dudv. — (4)
S

Jestlize S = ST (plocha je orientovana souhlasné se svou pa-
rametrizaci), pak

//ffngds //f r;;‘;)dudv. (5)

Pro spojitou vektorovou funkci v: S — E3 dostaneme

//17ﬁd5://17-(7?u><ﬁ,)dudv. (6)
S+ Q
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Dikaz :  Rovnost (4) plyne ze vztahu (2) pro velikost
plochy, kde dS = ||7, X 7| dudv.
Ze vztahu (1) pro jednotkovy normalovy vektor 77 = %

TU X TU

vyplyva ndS = T

|7 X || dudv = 7y X Fydudv a

odtud dostaneme rovnost (6).

Rovnost (5) plyne z nésledujicich tprav

ng dS = ((0,0,1), @) dS = (0,0,1) - (7, x 7)) dudv =
0O 0 1

or, Or
Oy Ory I3 | dy dy = ou Ou du dv = 2772 gy dyy
ou Ou Ou Ory  Ory O(uw)
Ory Ory Ors du v
dv Ov v

T27T3) 8(7"1,7'3)

(Podobné Ize upraviti ny dS = o A n2dS = —m.)

Poznamka 9.2: Jestlize plocha S je tvorena grafem funkce
z=z(x,y) a Sy, je ortogonalni primeét plochy S do roviny
xy, pak plati

f(FynsdS= [ [ flz,y.2(x,) o dady.  (7)
S+ Say ‘n3|

Cvicent 9.2 :
z = z(z,y) a Sy je ortogonalni prumét plochy S do roviny-
xy, pak dokazte, ze plati

//fF ) dS = //fa:y 2(2,9)) \/1+

Jestlize plocha S je tvorena grafem funkce

(8)

9.3 Gaussova véta

Véta9.2: (Gaussova véta)
Necht V je omezené téleso, jehoz hranice je tvofena oriento-
vanou uzavienou plochou S a vektorova funkce ¢ € C1(V),

potom plati
///dideV:ﬁﬁﬁdS, ()
v S

kde 71 je jednotkovy vektor vnéjsi normaly k plose S.

+(%)" dady.

83(&3) je Jakobian zo-

brazeni mnoziny €2 do
prumétu S, mnoziny
S do roviny xy . Plati

Ory Ory Or1 Ory
ou  Ou _ ou Ov
Or1 Oray ory Ory |
ov  Ov ou Ov

"Co vznikne v téle-
se V', to protece povr-
chem S.”



100

Matematika 3 pro FEL

Dikaz : PrepiSeme rovnost (9) do tvaru

(9 Ovy O
/// v1 (91;;2 (;f) drdydz = // V1N +vongtuvsng) dS.

Vidime, ze staci postupné pro ¢ = 1, 2, 3 dokazat rovnosti

///gvidV://vmidS, kde r=xz,ro=y,r3= 2.
ri
1% S+

(10)
Budeme predpokladat, ze téleso V' lze ”"popsat funkcemi”,
to znamend, ze existuji funkce zq(z,y), z2(x, y) a plati

V= {lz.y,2] € RO : mi(m,y) < 2 < ma(wy), [0,9] € Vi),
kde V,, je ortogondlni prumét télesa V' do roviny-zy.

Dokézeme vztah (10) pro i« = 3. Z Fubiniovy véty vyplyva

/// G drdyd= = // /y% dzdrdy= (11)
//[U3(x’y’ ZQ(C”’J) _ Z:(x y, 21 (2,y))] dedy .

Vay

Povrch télesa V' znacime S, podobné V,, = S,,. Polozime
S = 51US,US, tak, ze povrch S; je tvoren grafem funkce
z1, povrch Sy je tvoren grafem funkce zo a povrch S, je
rovnobézny s osou z. Na plose Sy je ng < 0 (tedy S; = S7),
na plose Sy je ng > 0 (S = S;) ana S, je ng = 0. Odtud
a ze vztahu (7) vyplyva

[/mx%@uy»—mu%auwnmwz

//vsxy,zwy dxdy — //vssr:y,zwy))dwdy—
//UgngdS+//’UgTL3dS+//’UgOdS //Ugngds

Dokazali jsme platnost rovnosti (10) pro i=3. Pro i=1,2
je dukaz podobny.
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Pro téleso V, které vznikne sjednocenim kone¢ného poctu
téles "popsatelnych funkcemi”, dostaneme tvrzeni véty
souctem pres vSechna télesa. Plosné integraly na spole¢nych
hranicich maji opa¢né znaménka a odectou se.

Priklad 9.2 : (nezavislost divergence na souradném systému)

7, véty o stfedni hodnoté vyplyva, ze existuje bod A € V
takovy, ze

/ / / div i dV = div 5(A) - meas (V)
%

kde meas (V) je mira (objem) télesa V. Necht bod B je
pevny, V je koule se stfedem v bodé B a S je jeji povrch,
potom z Gaussovy véty plyne

//Uﬁ dS = divv(A) - meas (V).
S

Nyni predpokladame, ze funkce ¥ ma spojité parcialni derivace.
Pro meas (V') — 0 dostaneme A — B a plati
[[vnrdS

divi(B) = 1 .
vi(B) measl(r‘gl)%O meas (V)

Odtud jiz plyne nezavislost hodnoty divergence na souradném
systému. (Plosny integral a objem télesa se neméni se zménou
souradného systému).

Priklad 9.3: (objem télesa)

Polozime-li v = %(m, Y, z), pak z Gaussovy véty dostaneme
pro objem télesa V' vztah

meas(V):///1dV:%//(x,y,z)-ﬁdS.
1%

S+

Cvicent 9.3: Pomoci predchozi rovnosti spocitejte objem

koule.

[ Podle prikladu (8.2) je vnéjsi jednotkovy norméalovy vektor k povrchu Pro kouli o objemu V

koule i = (&fcosucos® 1,792“?3;7;7‘5%,92 Sinvcosv)7 tedy (v,y,2) -7 = \f),j;xo:ﬁ‘ povrchu S a poloméru
/2 27 o dostaneme rovnost

a meas(V) =1 [ [o®cosvdudv=3mo®.] V=10S.

—7r/2 0
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9.4 Stokesova véta

Véta9.3: (Stokesova véta)

Necht vektorovd funkce @ € C1(V), V CEs. Necht plocha S,
S C V mé okraj tvofeny kiivkou 95 a je orientovand souhlasné
se svym okrajem, potom plati

//rotvndS j{v?ds, (12)

a5+
kde 7 je jednotkovy norméalovy vektor k plose ST a 7 je jed-

notkovy tecény vektor ke kiivee 9S™.

Diikaz : PtepiSeme rovnost (1
1= (ny,ng,ng), v=(v1,v9,v3),
tvaru

JI (G5 = 52)m + (5 — Fne + (52 — 5 )ms] dS =

(G G G P dt = ¢ vide + oo dy +v3 dz.
oS+

Budeme predpokladat, ze plocha S se da ”popsat funkce-
mi”, to znamena, ze pro body [z, y, z] €S plati: z = z(z,y),
y=1y(x,2), v =z(y,z) a funkce x,y, z jsou spojité difer-
encovatelné. Nejdrive dokazeme

/ %m—%ng] iS= fode (13)

oS+
Oznacime S}, S}, projekci plochy ST a jejtho okraje 9S™
do roviny-xy. Podle bodu 3 z poznamky (6.2) pak plati

§ vyde = § wvi(x,y,2(z,y)) de. Nyni v Greenove véteé
oS+ S,

(vztah (4)) polozime f; = v, fo =0 a dostaneme

j{ v1(z,y, 2(x, // dvy (z y, ,Y)) drdy =

pomoci souradnic vektoru

2)
T (T17T27T3) - (:Ehy?'z) do

DS, Sy
avl(ajayaz) avl(xaya )82
/ / [ e ay] dzdy (14)
Sity

Zbyva dokézat, ze prava strana v rovnosti (14) se rovna
levé strané v rovnosti (13). Tecné vektory k plose S jsou
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7= (1,0,%), 7, = (0,1, g;) a jednotkovy normadlovy

vektor ma tvar ﬁ—(—%,—a—y, )/H(—%a—a—y» |-
1 0z 1

Tedy np = —CE =D 0y ai’ %= 1] 0y "y = JrE ] =] Déle podle

(2) je dS = |[(— 85,, 82 ,1)|| dedy . Odtud pro levou stranu

rovnosti (13) dostaneme

/ %nz — %?’L:s dS = // %z;l g; 8vl> dxdy ,

Sty

coz jsme meli dokazat.
Podobné jako rovnost (13) lze dokézat i rovnosti obsahujici
funkce v, v3 a se¢tenim téchto rovnosti dostaneme tvrzeni
vety.
Priklad 9.4 :
7 véty o stfedni hodnoté vyplyva, ze existuje bod A € S
takovy, ze

/ / vt #77 dS = rot #(A) i(A) meas (S)  (15)
S

(nezavislost rotace na soutfadném systému)

Necht B je stied kruhu S, potom z (15) a (12) vyplyva
$55 ¥ d5 = rot U(A) i meas (S) (u kruhu je jednotkovy nor-
mélovy vektor vSude stejny) .

Jestlize funkce U je spojité diferencovatelna, pak pro zmen-
sujici se kruh (tzn. meas S — 0) je rotu(A) — rotdv(B)
a plati

= d7
rot (B)7n = lim M

meas (5)—0 Mmeas (S) (: rot Un(B)) .

Cvicend 9./ :

a) Necht 0 = grad f, pak ¢ 0ds = 0. Dokazte.
K
U=

b) Vypocitejte §.7ds, (—y, )@, kde kfivka
K:2?+1y> =12 =0 je orientovand ve sméru hodi-
novych rucicek. Pro¢ nemuzeme pouzit Stokesovu vétu?
Spocitejte [[rotvi dS, pokud ¢ = (z,z,y) a S je

S
¢tverec s vrcholy (0,0,0), (1,0,0), (1,1,0), (0,1,0). [£1]
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Rotace rotd(B) je
vektor, jehoz projekce
do vektoru 7 kolmého
k plosce S se rovna
plosné hustoté cirku-
lace vektorového pole
v po hranici plosky
S. Nenulova rotace
urcuje body virta vek-
torového pole v.
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