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3.1 Základńı pojmy . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 32

4 Riemann̊uv integrál v Rn 37
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5.1 Základńı modely . . . . . . . . . . . . . . . . . . 51
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1 Skalárńı funkce v́ıce reálných proměnných

1.1 Prostor Rn

Symbolem Rn označujeme množinu všech uspořádaných
n-tic reálných č́ısel, tj. Rn={x : x=[x1, x2, . . . , xn]}, xi∈R .
Množinu Rn chápeme bud’ jako množinu bod̊u, nebo jako vek-
torový prostor, pokud v této množině zavedeme algebraické
operace splňuj́ıćı axiómy lineárńıho prostoru. Vektory znač́ıme
~x = (x1, x2, . . . , xn), č́ısla xi, i = 1, . . . , n se nazývaj́ı složky
(souřadnice) vektoru (bodu).

Definice 1.1 : Necht’ ~x, ~y, ~z ∈ Rn, potom pomoćı následu-
j́ıćıch vztah̊u definujeme

1. skalárńı součin vektor̊u ~x, ~y

~x · ~y =
n∑
i=1

xiyi ,

2. normu vektoru ~x

‖~x ‖ =

√√√√ n∑
i=1

x2
i =
√
~x · ~x ,

3. vzdálenost bod̊u x,y (”délka vektoru ~x− ~y ”)

ρ(~x, ~y ) = ‖x− y‖ =

√√√√ n∑
i=1

(xi − yi)2 ,

4. Pro nenulové ~x, ~y existuje č́ıslo ϕ ∈ 〈0, π〉, které se na-
zývá úhlem vektor̊u ~x, ~y , takové, že

ϕ = arccos
~x · ~y

‖~x ‖ · ‖~y ‖
.

Vektorový prostor, v
němž je definován ska-
lárńı součin se nazývá
eukleidovský pro-
stor. Pro skalárńı
součin se také použ́ıvá
značeńı (~x, ~y ) .

Pro každé ~x, ~y pla-
t́ı Cauchyova-Schwar-
zova nerovnost

|~x · ~y | ≤ ‖~x ‖ · ‖~y ‖

x

y

0

ϕ

~x

~y

Definice 1.2 : (posloupnost v Rn)
Zobrazeńı f : N→ Rn přǐrazuj́ıćı každému k∈N bod (vektor)
xk ∈ Rn nazýváme posloupnost (bod̊u, vektor̊u) v Rn.
Znač́ıme f = {xk} .
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Definice 1.3 : (konvergentńı posloupnost)
Posloupnost {xk} ⊂ Rn je konvergentńı v Rn, jestliže

∃x0 ∈ Rn ∀ ε > 0 ∃ k0 ∈ N ∀ k ∈ N : k > k0 ⇒ ‖xk−x0‖ < ε .

Ṕı̌seme lim
k→+∞

xk = x0 , resp. xk → x0 pro k → +∞ .

Protože máme euk-
leidovský vektorový
prostor Rn, hovoř́ıme
o konvergenci vzhle-
dem k eukleidovské
normě. Analogicky
definujeme konver-
genci vzhledem k jiné
normě či jiné metrice. Věta 1.1 : (konvergence po složkách)

Posloupnost {xk} je konvergentńı v Rn právě tehdy, když po-
sloupnosti všech složek {xki} jsou konvergentńı v R, tj.

xk → x0 ⇔ xki → x0i, i = 1, 2, . . . , n .

Důkaz : plyne ze vztah̊u

|xki − x0i| ≤ ‖xk − x0‖ =

√√√√ n∑
i=1

(xki − x0i)
2 .

1.2 Základńı vlastnosti funkćı v Rn

Definice 1.4 : (funkce n-proměnných)
Necht’ Ω ⊂ Rn. Zobrazeńı f : Ω → R přǐrazuj́ıćı každému
argumentu x ∈ Ω funkčńı hodnotu f(x) se nazývá reálná
funkce n reálných proměnných definovaná na Ω .
Znač́ıme f :x→f(x) , f=f(x) . ,
Množina

G = {[x, f(x)] ∈ Rn+1 : x ∈ Ω}
se nazývá graf funkce f .
Množina

HC = {x ∈ Ω : f(x) = C} , C ∈ R ,

se nazývá hladina (vrstevnice) funkce f . (Je to množina
bod̊u definičńıho oboru, v nichž funkce f nabývá stejné
funkčńı hodnoty).

Definičńım oborem
D(f) funkce f je tedy
množina Ω .

Př́ıklad 1.1 : Grafem funkce f : R2 → R dané předpisem
f(x1, x2) = x2

1 +x2
2 je paraboloid a jej́ı hladiny jsou kružnice

o poloměru
√
C .
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Definice 1.5 : (limita funkce n-proměnných)
Necht’ je dána funkce f : Ω → R, Ω ⊂ Rn a necht’ x0 je
hromadný bod množiny Ω . Jestliže ∃L ∈ R takové, že
∀{xk}, xk ∈ Ω, xk 6= x0 : xk → x0 ⇒ f(xk) → L , pak
řekneme, že funkce f má v bodě x0 limitu L (vlastńı) a ṕı̌seme

lim
x→x0

f(x) = L .

Příklady

Př́ıklad 1.2 :

Vypoč́ıtáme limitu funkce f(x, y) = x3 − y3 v bodě [1, 2] .

Necht’ {xk}, {yk} jsou libovolné posloupnosti reálných č́ısel
takové, že xk → 1 a yk → 2 .

Pak x3
k → 1, y3

k → 8⇒ f(xk, yk) = x3
k − y3

k → 1− 8 = −7.
Tedy lim

[x,y]→[1,2])
(x3 − y3) = −7 .

Využ́ıváme větu 4.6 z
MA1 o algebře limit
funkćı jedné reálné
proměnné.

Polož́ıme-li y = c x ,
pak v limitě dostane-
me lim

[x,y]→[0,0]

y
x

= c .

K limitńımu bodu se
bĺıž́ıme po př́ımkách.
Pozor tato metoda
je vhodná pouze k
d̊ukazu neexistence
limity, nikoli jej́ı
existence.

Př́ıklad 1.3 : Stanovme lim
[x,y]→[0,0]

y
x .

Zvoĺıme posloupnost {xk, yk} = {1
k ,

c
k}, c ∈ R, pak dosta-

neme lim
k→∞

c
k
1
k

= c . Vid́ıme, že daná funkce nemá v bodě

[0, 0] limitu. (Č́ıslo c můžeme volit libovolně, tedy neexis-
tuje č́ıslo L, ke kterému se bĺıž́ı funkčńı hodnoty funkce f .)

Definice 1.6 : (částečné limity, v́ıcenásobné limity v R2)
Mějme funkci f = f(x, y) definovanou v okoĺı bodu [x0, y0].
Existuje-li pro každé pevné y

lim
x→x0

f(x, y) = ϕ(y),

nazývá se částečná (parciálńı) limita funkce f v pro-
měnné x. Existuje-li

L1 = lim
y→y0

ϕ(y) = lim
y→y0

lim
x→x0

f(x, y),

nazývá se dvojnásobnou limitou funkce f v bodě [x0, y0] .
Analogicky definujeme pro pevné x

ψ(x) = lim
y→y0

f(x, y) a L2 = lim
x→x0

ψ(x) = lim
x→x0

lim
y→y0

f(x, y).

Př́ıklad 1.4 : Pro funkci f(x, y) = xy
x2+y2 najdeme dvojná-

sobné limity v bodě [0, 0] .

lim
y→0

lim
x→0

xy

x2 + y2
= lim

x→0
lim
y→0

xy

x2 + y2
= 0 .
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Limitu funkce f budeme hledat ”po př́ımkách”y = kx, po-
tom

lim
[x,y]→[0,0]
y=kx

xy

x2 + y2
= lim

x→0

kx2

k2x2 + x2
=

k

k2 + 1
,

tud́ıž hledaná limita neexistuje.

Př́ıklad 1.5 : Hledáme limity funkce f , kde

f(x, y) =
{ x sin 1

y + y sin 1
x x 6= 0, y 6= 0,

0 x = 0, y = 0 ,

v okoĺı bodu [0, 0].

Z odhadu
∣∣∣x sin 1

y+y sin 1
x

∣∣∣≤|x|+|y| plyne lim
[x,y]→[0,0]

f(x, y)=0,

ale limity lim
y→0

x sin 1
y , lim

x→0
y sin 1

x neexistuj́ı, tud́ıž neexistuj́ı

ani dvojnásobné limity.

Existence a rovnost
dvojnásobných limit
nezaruč́ı existenci
limity funkce v bodě
a obráceně z existence
limity nevyplývá exis-
tence dvojnásobných
limit.
Přesto, jestliže exis-
tuje (dvojná) limita a
”vnitřńı limity”, pak
existuj́ı dvojnásobné
limity.

Věta 1.2 : (vztah dvojné limity a dvojnásobných limit)
Necht’ funkce f = f(x, y) je definovaná (aspoň) v prstencovém
okoĺı P ([x0, y0]) bodu [x0, y0] a existuje limita

lim
[x,y]→[x0,y0]

f(x, y) = L.

Necht’ dále existuj́ı částečné limity

lim
x→x0

f(x, y) = ϕ(y), [x0, y] ∈ P ([x0, y0]),

lim
y→y0

f(x, y) = ψ(x), [x, y0] ∈ P ([x0, y0]).

Potom existuj́ı dvojnásobné limity

L1 = lim
y→y0

ϕ(y) = lim
y→y0

lim
x→x0

f(x, y),

L2 = lim
x→x0

ψ(x) = lim
x→x0

lim
y→y0

f(x, y)

a plat́ı L1 = L2 = L.

Definice 1.7 : (Spojitost)
Funkce f : Ω→ R je spojitá v hromadném bodě x0 množiny
Ω ⊂ Rn, jestliže

lim
x→x0

f(x) = f(x0).

Funkce f je spojitá na množině Ω, je-li spojitá v každém
bodě x ∈ Ω. Bod x0 je bodem nespojitosti funkce, neńı-li
v něm funkce f spojitá.

V izolovaném bodě x0

se funkce f považu-
je za spojitou, je-li v
tomto bodě definová-
na.
Jestliže v bodě nespo-
jitosti existuje vlastńı
limita funkce f , pak
ř́ıkáme, že nespojitost
je odstranitelná.
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Př́ıklad 1.6 :

1. Funkce f(x, y) = y
x2+y2 je spojitá v každém bodě

[x, y] 6= (0, 0), ale v bodě (0, 0) spojitá neńı, a nav́ıc
nespojitost neńı odstranitelná.

2. Funkce f(x, y) =
{ x sin 1

y + y sin 1
x xy 6= 0 ,

0 xy = 0 ,

je spojitá v bodě [0, 0], avšak v každém okoĺı tohoto
bodu existuj́ı body nespojitosti (body souřadnicových
os).

3. Funkce f(x, y) =
{ xy2

x2+y2 x2 + y2 6= 0 ,

0 x2 + y2 = 0 ,

je spojitá v bodě [0, 0], což dokážeme přechodem k
polárńım souřadnićım. Polož́ıme x = r cosϕ, y = r sinϕ,
potom

lim
[x,y]→[0,0]

xy2

x2+y2 = lim
r→0

ϕ∈〈0,2π)

r3 cosϕ(sinϕ)2

r2 = 0 .
Při přechodu k polár-
ńım souřadnićım plat́ı
následuj́ıćı ekvivalen-
ce [x, y] → [0, 0] ⇔
‖[x, y]− [0, 0]‖ → 0⇔√
x2 + y2 → 0 ⇔√
r2 cos2 ϕ+ r2 sin2 ϕ
→ 0⇔ r → 0+.
Pomoćı tohoto pře-
chodu lze tedy do-
kázat existenci limity
funkce.

1.3 Derivace a diferenciál

Definice 1.8 : (derivace podle vektoru, parciálńı derivace)
Mějme funkci f : Ω → R, Ω ⊂ Rn, x0 ∈ Ω a existuje okoĺı
U(x0) ⊂ Ω .
Je dán (pevný) vektor ~s ∈ Rn, ~s = (s1, s2, . . . , sn). Jestliže
existuje konečná limita

lim
t→0

f(x0 + t~s )− f(x0)

t
=

d

dt
f(x0 + t~s )|t=0 =

∂f(x0)

∂~s
,

pak se nazývá derivace funkce f v bodě x0 podle vek-
toru ~s (nebo také variace funkce f v bodě x0) ,
je-li ~s jednotkový vektor, tj. ‖~s ‖ = 1, pak se tato limita
nazývá derivace funkce f v bodě x0 ve směru ~s.
Jestliže ~s = ~ei (jednotkový vektor ve směru osy xi), potom

∂f(x0)

∂~ei
=
∂f(x0)

∂xi

a hovoř́ıme o parciálńı derivaci funkce f v bodě x0

podle xi a o funkci f ř́ıkáme, že je derivovatelná v bodě
x0 podle proměnné xi.
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Př́ıklad 1.7 : Uvažujeme funkci f(x, y) = xy2 , vektor ~s =
(s1, s2) = (1, 2) a bod [x0, y0] = [1, 1] . Potom dostaneme

∂f(x0,y0)
∂~s = lim

t→0

f(x0+ts1,y0+ts2)−f(x0,y0)
t

= lim
t→0

(1+t)(1+t·2)2−1
t

= lim
t→0

1+4t+4t2+t+4t2+4t3−1
t = 5 ,

∂f(x0,y0)
∂~e1

= ∂f(1,1)
∂x = lim

t→0

f(1+t·1,1+t·0)−f(1,1)
t

= lim
t→0

(1+t)(1+t·0)2−1
t = 1 ,

∂f(x0,y0)
∂~e2

= ∂f(1,1)
∂y = lim

t→0

f(1+t·0,1+t·1)−f(1,1)
t

= lim
t→0

(1+t·0)(1+t·1)2−1
t = 2 .

Z definice (1.8) pro funkci dvou proměnných plyne
∂f(x0,y0)

∂x = lim
t→0

f(x0+t,y0)−f(x0,y0)
t , ∂f(x0,y0)

∂y = lim
t→0

f(x0,y0+t)−f(x0,y0)
t .

Obecně plat́ı

∂f(x0)

∂xi
= lim

t→0

f(x01, . . . , x0i + t , x0i+1, . . . , x0n)− f(x01, . . . , x0n)

t
.

Z uvedených vztah̊u vyplývá, že parciálńı derivace poč́ıtáme de-
rivováńım podle př́ıslušné proměnné (ostatńı proměnné se cho-
vaj́ı jako konstanty). Např́ıklad

∂(xy2)

∂x
= y2 ,

∂(xy2)

∂y
= 2xy .

Geometrický význam derivace ve směru

Máme funkci f : Ω → R , vnitřńı bod x0 ∈ Ω , vektor ~s
s jednotkovou normou ‖~s ‖= 1 a úsečku p : x = x0 + t~s, t ∈ I,
I = (−δ, δ), δ > 0 , p ⊂ Ω .

Polož́ıme g(t) = f(x0 + t~s ), potom graf funkce g : I → R je
dán pr̊unikem grafu funkce f a roviny %, která obsahuje úsečku p
a je kolmá k rovině-xy .

Plat́ı

g′(0) = lim
t→0

g(t)− g(0)

t− 0
= lim

t→0

f(x0 + t~s )− f(x0)

t
=
∂f(x0)

∂~s
.

Hodnota derivace funkce f ve směru ~s je tud́ıž rovna směrnici
tečny τ ∈% ke grafu funkce f v bodě x0 . Tato směrnice se rovná
tangens úhlu tečny τ a př́ımky p (prodloužeńı úsečky p) .
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Definice 1.9 : (diference, totálńı diferenciál)
Je dán vnitřńı bod x0∈Ω⊂Rn. Pro libovolné x∈Ω označ́ıme
~h = x− x0. Vektor ~h = (h1, h2, . . . , hn) (=∆x=dx , hi=dxi)
nazveme diferenćı argumentu.

1. Funkci proměnné ~h ∈ Rn

∆f(x0,~h) = f(x0 + ~h)− f(x0) = f(x)− f(x0)

nazveme diferenćı funkce f v bodě x0 vzhledem k ~h
(tzv. totálńı diference).

2. Funkce f se nazývá diferencovatelná v bodě x0 ,
existuje-li okoĺı U(x0) ⊂ Ω , vektor ~A = (A1, A2, . . . An) ,
a funkce ω(~h) (proměnné ~h) splňuj́ıćı podmı́nku

lim
‖~h‖→0

ω(~h)

‖~h‖
= 0

tak, že ∀x ∈ U(x0) plat́ı

f(x)− f(x0) = f(x0 + ~h)− f(x0) = ~A · ~h+ ω(~h) .

Funkce f je diferencovatelná na Ω, je-li diferencova-
telná v každém bodě x ∈ Ω .

3. U diferencovatelné funkce se lineárńı forma ~A ·~h nazývá
(totálńım) diferenciálem funkce f v bodě x0 a znač́ı
se

df = df(x0,~h) = ~A · ~h , ~h ∈ Rn

a vektor ~A = (A1, A2, . . . , An) se nazývá totálńı deri-
vace funkce f v bodě x0 nebo také gradient funkce f
v bodě x0 . Už́ıvá se označeńı

~A = grad f(x0) = ∇f(x0) = f ′(x0) .

Diferenciál pak zapisujeme ve tvaru

df(x0,~h) = grad f(x0) · ~h = ∇f(x0)~h = f ′(x0) dx .

Pro funkci
f(x, y) = x2 + 3y je
~h = (x− x0, y − y0)

a ∆f(x0,~h) =
x2 − x2

0 + 3y − 3y0 =
(x+ x0)(x− x0)

+3(y − y0) =
(2x0 + x− x0)(x− x0)

+3(y − y0) =
(2x0, 3)(x− x0, y− y0)
+(x− x0)2.
Tedy
~A = grad f = (2x0, 3)

a ω(~h) = (x− x0)2,
nebot’

lim
‖~h‖→0

(x−x0)2√
(x−x0)2+(y−y0)2

=0.

Diferenciál df se rovná
skalárńımu součinu
gradientu grad f a di-
ference argumentu ~h.

Př́ıklad 1.8 : Urč́ıme diferenciál funkce f(x, y) = xy2

v bodě x0 = [x0, y0] . Plat́ı

f(x, y)− f(x0, y0) = f(x0 + h1, y0 + h2)− f(x0, y0) =

(x0+h1)(y0+h2)
2−x0y

2
0 =y2

0h1+2x0y0h2+2y0h1h2+x0h
2
2+h1h

2
2.
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Odtud A1 =y2
0 , A2 =2x0y0 , ω(~h) = 2y0h1h2+x0h

2
2+h1h

2
2 .

Zbývá dokázat lim
‖~h‖→0

ω(~h)

‖~h‖
= 0 , tedy lim

‖~h‖→0

2y0h1h2+x0h
2
2+h1h

2
2√

h21+h22
=[

h1 = r cosϕ
h2 = r sinϕ

]
= lim

r→0
ϕ∈〈0,2π)

2y0r
2 cosϕ sinϕ+x0r

2 sin2ϕ+r3 cosϕ sin2ϕ
r =0.

Diferenciál funkce f = xy2 v bodě x0 = [x0, y0] má tvar
df(x0,~h) = (y2

0, 2x0y0) · ~h = y2
0h1+2x0y0h2 .

1.4 Vlastnosti diferencovatelných funkćı

Pro funkcif(x, y)=xy2,
bod [x0, y0] = [1, 1]
a směr ~s = (1, 2) z
př́ıkladu (1.7) máme
∂f(x0)
∂~s

= (y2
0, 2x0y0) · ~s

= (1, 2) · (1, 2) = 5 .

Gradient výše uvede-
né funkce má v kartéz-
ském systému tvar
grad f = (y2, 2xy).

Věta 1.3 : (vlastnosti diferencovatelné funkce)
Je-li funkce f diferencovatelná v bodě x0, potom

1. je v bodě x0 spojitá,

2. existuje v bodě x0 derivace funkce f podle libovolného
vektoru ~s (tedy existuj́ı i všechny parciálńı derivace)
a plat́ı

∂f(x0)

∂~s
= grad f(x0) · ~s ,

3. pokud v Rn uvažujeme kartézský souřadnicový systém
a za bázi voĺıme jednotkové vektory ve směru os systému,
pak

Ai =
∂f(x0)

∂xi
, grad f(x0) =

(
∂f

∂x1
,
∂f

∂x2
, . . . ,

∂f

∂xn

)∣∣∣
x0

.

D̊usledek 1.1 : věty (1.3) Diferenciál funkce f v bodě x
(v kartézském souřadnicovém vyjádřeńı) můžeme psát ve
tvaru

df(x,~h) =
∂f(x)

∂x1
dx1+

∂f(x)

∂x2
dx2+. . .+

∂f(x)

∂xn
dxn , ~h = dx .

Např́ıklad diferenciál funkce f(x, y) = xy2 má tvar

df(x, (dx, dy)) =
∂f(x)

∂x
dx+

∂f(x)

∂y
dy = y2 dx+ 2xy dy .

Př́ıklad 1.9 : Uvedeme funkci, která má v bodě [0, 0] parciálńı
derivace, ale neńı v tomto bodě spojitá :

f(x, y) =
{ 0 xy = 0 .

1 xy 6= 0 .
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Potom lim
[x,y]→(0,0)

f(x, y) neexistuje, avšak existuj́ı limity

lim
h1→0

f(0 + h1, 0)− f(0, 0)

h1
=
∂f(0, 0)

∂x
= 0 ,

lim
h2→0

f(0, 0 + h2)− f(0, 0)

h2
=
∂f(0, 0)

∂y
= 0 .

Př́ıklad 1.10 : Funkce, která má parciálńı derivace v celém
R2, ale je v bodě [0, 0] nespojitá:

f(x, y) =
{ xy

x2+y2 x2 + y2 > 0 ,

0 x2 + y2 = 0 .

Podobně jako v předcházej́ıćım př́ıkladě z definice vypočteme
fx(0, 0) = ∂f

∂x(0, 0) = 0 , fy(0, 0) = ∂f
∂y (0, 0) = 0 ; avšak

lim
[x,y]→[0,0]

f(x, y) neexistuje, nebot’ lim
x→0
y=kx

kx2

x2+k2x2 = k
1+k2 .

Na př́ıkladech jsme
ukázali, že existence
parciálńıch derivaćı
neńı v Rn, n ≥ 2
ekvivalentńı diferen-
covatelnosti. Ekviva-
lence je platná pouze
v R (věta 7.2, MA1).

Př́ıklad 1.11 : Funkce, která má parciálńı derivace v celém
R2, je spojitá v R2 (viz př́ıklad (1.6),3.), ale neńı diferenco-
vatelná v bodě [0, 0] :

f(x, y) =
{ xy2

x2+y2 x2 + y2 > 0 ,

0 x2 + y2 = 0 .

Potom plat́ı

∂f(x, y)

∂x
=
y4 − x2y2

(x2 + y2)2
,

∂f(x, y)

∂y
=

2x3y

(x2 + y2)2
,

∂f(0, 0)

∂x
= fx(0, 0) = 0 ,

∂f(0, 0)

∂y
= fy(0, 0) = 0

(na osách je funkce f nulová).
Pokud by funkce f byla diferencovatelná v počátku, pak
pro vektor ~h s dostatečně malou normou muśı platit

f([0, 0] + (h1, h2))− f(0, 0) = 0 · h1 + 0 · h2 + h1h
2
2

h21+h22
= ω(~h)

a lim
‖~h‖→0

ω(~h)

‖~h‖
= 0 .

Avšak limita lim
‖~h‖→0

ω(~h)

‖~h‖
= lim

[h1,h2]→[0,0]

h1h
2
2√

h21+h22 (h21+h22)
neexis-

tuje, tedy funkce f neńı diferencovatelná v počátku.
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Věta 1.4 : (diferenciál a derivace složené funkce)
Necht’ funkce u = u(x, y), v = v(x, y) jsou diferencovatelné
v bodě [x0, y0] a funkce f(u, v) je diferencovatelná v bodě
[u0, v0] , kde u0 = u(x0, y0) , v0 = v(x0, y0) . Potom složená
funkce f(u(x, y), v(x, y)) je diferencovatelná v [x0, y0] a plat́ı
(v bodě [x0, y0])

df = ∂f
∂u du+ ∂f

∂v dv

= ∂f
∂u

(
∂u
∂x dx+ ∂u

∂y dy
)

+ ∂f
∂v

(
∂v
∂x dx+ ∂v

∂y dy
)

=
(
∂f
∂u

∂u
∂x + ∂f

∂v
∂v
∂x

)
︸ ︷︷ ︸

∂f
∂x

dx+
(
∂f
∂u

∂u
∂y + ∂f

∂v
∂v
∂y

)
︸ ︷︷ ︸

∂f
∂y

dy .

Celou větu (1.8) lze
formulovat a dokázat
pro složenou funkci

f(~u(x))=f(u1, . . . , um).

Potom

∂f

∂xi
=

m∑
j=1

∂f

∂uj

∂uj
∂xi

.

Také hovoř́ıme o
”řetězovém pravidlu”.

Př́ıklad 1.12 : Funkce u(x, y)=−2xy , v(x, y)=x+y jsou
diferencovatelné na R2 a funkce f(u, v) = u + v2 je také
diferencovatelná na R2 .

Pro diferenciál složené funkce f(u(x, y), v(x, y)) tedy na R2

plat́ı
df = 1 du+ 2v dv

= 1 [(−2y) dx− 2x dy] + 2(x+ y)(dx+ dy)
= 2x dx+ 2y dy .

Zároveň f(u(x, y), v(x, y)) = −2xy + (x + y)2 = x2 + y2 ,
tedy df = 2x dx+ 2y dy .

Při přechodu k polár-
ńım souřadnićım
x=r cosϕ , y=r sinϕ
má jednotkový vek-
tor ve ”směru r”tvar
~̂e1 = (cosϕ, sinϕ) a
pro jednotkový vek-
tor ve ”směru ϕ”plat́ı
~̂e2 = (− sinϕ, cosϕ) .

Matice přechodu M
od báze ~e1, ~e2 k bázi
~̂e1,~̂e2 má tedy tvar

M=

(
cosϕ − sinϕ
sinϕ cosϕ

)
.

Nyńı vyjádř́ıme gradi-
ent funkce f = f(x, y)
v novém souřadnico-
vém systému, tedy

(∂f
∂x
, ∂f
∂y

)·
(

cosϕ −sinϕ
sinϕ cosϕ

)
=
(
∂f
∂x

cosϕ+ ∂f
∂y

sinϕ,

∂f
∂x

(− sinϕ)+ ∂f
∂y

cosϕ
)
.

Zároveň z diferenciálu
složené funkce plyne
∂f
∂r

= ∂f
∂x

∂x
∂r

+ ∂f
∂y

∂y
∂r

=

∂f
∂x

cosϕ+ ∂f
∂y

sinϕ a

∂f
∂ϕ

= ∂f
∂x

∂x
∂ϕ

+ ∂f
∂y

∂y
∂ϕ

=

∂f
∂x

(−r sinϕ)+ ∂f
∂y
r cosϕ.

Porovnáńım dostane-
me pro gradient fun-
kce f v polárńıch sou-
řadnićıch

grad f =

(
∂f

∂r
,

1

r

∂f

∂ϕ

)
.

Př́ıklad 1.13 : (derivace paraboloidu podél kružnice)

Necht’ f(x, y) = x2+y2 a x(r, t) = r cos t , y(r, t) = r sin t .

Potom
df

dt
=
df

dx

dx

dt
+
df

dy

dy

dt
= 2x(−r sin t) + 2y(r cos t) =

2r2(− cos t sin t+ sin t cos t) = 0 .

Věta 1.5 : (vlastnosti gradientu)
Necht’ funkce f je diferencovatelná v bodě x .

i) Polož́ıme-li ~z = grad f(x)
‖grad f(x)‖ , tedy ‖~z ‖ = 1 , potom plat́ı

∂f(x)
∂~z = max

‖~s ‖=1

∂f(x)
∂~s , ~s je libovolný vektor (změna funkce ve

směru gradientu je největš́ı).

ii) Vektor grad f(x0)(6= ~o ) je kolmý k tečné varietě (př́ımka,
rovina, . . .) hladiny H = {x : f(x) = f(x0)} v bodě x0 .
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Př́ıklad 1.14 : Máme k funkci f(x, y) = x3 − y2, bodu
B = [1, 2] a vektoru ~v = (3, 4) určit směr největš́ıho r̊ustu
v bodě B a derivaci podle vektoru ~v.

Směr největš́ıho r̊ustu funkce f v bodě B je dán vektorem
grad f(1, 2) = (3x2 , −2y)[1,2] = (3,−4).

Pro derivace podle vektoru ~v plat́ı
∂f(1,2)
∂~v = grad f(1, 2) · ~v = (3,−4) · (3, 4) = 0 .

Vid́ıme, že vektor ~v = (3, 4) je tečný vektor k hladině

H = {[x, y] : x3 − y2 = −3} v bodě B = [1, 2] .

Definice 1.10 : (tečné lineárńı variety)
Graf lineárńı funkce u : Rn → R dané předpisem

u(x) = ~a ·x+d = a1x1 + · · ·+anxn+d , kde ~a ∈ Rn, d ∈ R .

se nazývá nadrovina v Rn+1 a procháźı-li bodem [x0, u0], pak
lze vyjádřit pomoćı rovnice

u− u0 = ~a · (x− x0) = a1(x1 − x01) + · · ·+ an(xn − x0n) .

Necht’ funkce f : Rn → R je diferencovatelná v bodě x0,
grad f(x0) 6= ~o , potom

1. tečná nadrovina k hladině H={x∈Rn :f(x)=f(x0)}
funkce f procházej́ıćı bodem x0 má rovnici

grad f(x0) · (x− x0) = 0 .

2. tečná nadrovina ke grafu funkce u = f(x) , x ∈ Rn

v bodě grafu [x0, u0] ∈ Rn+1, kde u0 = f(x0), je dána
rovnićı

u− u0 = grad f(x0) · (x− x0) .

Libovolný vektor
x−x0 tečné nadroviny
k hladině je kolmý k
vektoru grad f(x0) .

Pro f : R2 → R má
tečná nadrovina k hla-
dině (tj. př́ımka) tvar
f ′x(x -x0)+f ′y(y - y0)=0
a tečná nadrovina ke
grafu funkce (tj. ro-
vina) má tvar u−u0 =
f ′x(x−x0)+f ′y(y−y0) .

Poznámka 1.1 : Graf funkce u = f(x) je vlastně nulovou hla-
dinou funkce g(x, u) = f(x)− u = 0 .
Tečná nadrovina k hladině funkce g v bodě [x0, u0] má tedy
tvar grad g(x0) · ([x, u] − [x0, u0]) = 0 a odtud dostaneme
grad f(x0) · (x− x0)− 1(u− u0) = 0 .

Př́ıklad 1.15 : Je dána funkce f(x, y, z) = x2 + y2 + z2.
Hladiny této funkce jsou kulové plochy, které lež́ı v R3; graf
funkce f lež́ı v R4. Hladina procházej́ıćı bodem [x0, y0, z0]
má rovnici x2 + y2 + z2 = u0 , u0 = x2

0 + y2
0 + z2

0 .
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Tečná rovina k této hladině v bodě [x0, y0, z0] má rovnici

a1(x−x0)+a2(y−y0)+a3(z−z0) = 0 , ~a = grad f(x0, y0, z0) ,

tj.
2x0(x− x0) + 2y0(y − y0) + 2z0(z − z0) = 0 .

Tečná nadrovina ke grafu této funkce lež́ı v R4 a má rovnici

u− u0 = 2x0(x− x0) + 2y0(y − y0) + 2z0(z − z0) .

Cvičeńı 1.1 : Ke grafu funkce f(x, y) = x2 + y2 v R2

určete rovnici tečné roviny (v R3) v bodě B = [1, 2, ?] .
[B = [1, 2, f(1, 2)] = [1, 2, 5] , grad f(1, 2) = (2x, 2y)[1,2] = (2, 4) ⇒
tečná rovina je u− 5 = 2(x− 1) + 4(y − 2) . ]

Definice 1.11 : (směr r̊ustu, poklesu)
Vektor ~s ∈ Rn, (‖~s ‖= 1) se nazývá směrem r̊ustu (po-
klesu) funkce f v bodě x0 , jestliže

∃ δ > 0 : f(x0 + t~s ) > (<)f(x0), ∀ t ∈ (0, δ) ,

tj. ve směru ~s se hodnota funkce f zvětšuje (zmenšuje).

Věta 1.6 : (směr r̊ustu, poklesu diferencovatelné funkce)
Necht’ funkce f je diferencovatelná v bodě x0 . Vektor ~s ∈ Rn,
je směrem r̊ustu (poklesu) funkce f v bodě x0 , jestliže

grad f(x0) · ~s > 0 (grad f(x0) · ~s < 0) .

(Tedy vektory grad f(x0) a ~s sv́ıraj́ı ostrý (tupý) úhel.)

Př́ıklad 1.16 : Určete, zda vektor ~s = (1, 3) je směrem
r̊ustu(poklesu) funkce f(x, y) = x2 + y2 v bodě B = [1, 1] .
Protože grad f(1, 1) · ~s = (2, 2) · (1, 3) = 8 > 0, tak vektor
~s je směrem r̊ustu funkce f v bodě B .
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1.5 Derivace a diferenciály vyšš́ıch řád̊u. Taylorova věta.

Definice 1.12 : (druhá parciálńı derivace)
Necht’ funkce f : Ω → R má parciálńı derivaci ∂f

∂xi
v okoĺı

U(x0) ⊂ Ω. Existuje-li, pak se následuj́ıćı limita

lim
t→0

1

t

(
∂f(x0 + t~ej)

∂xi
− ∂f(x0)

∂xi

)
=

∂

∂xj

(
∂f

∂xi

)∣∣∣∣
x0

,

nazývá druhá parciálńı derivace funkce f v bodě x0.
Znač́ıme

∂

∂xj

(
∂f

∂xi

)∣∣∣∣
x0

=
∂2f(x0)

∂xj∂xi
.

Podobně definujeme vyšš́ı parciálńı derivace, např.

∂

∂xk

(
∂2f

∂xj∂xi

)∣∣∣∣
x0

=
∂3f(x0)

∂xk∂xj∂xi
.

Necht’ funkce f je diferencovatelná na okoĺı U(x0). Je-li každá

z funkćı ∂f(x)
∂xi

, i = 1, 2, . . . , n diferencovatelná v bodě x0,
ř́ıkáme, že funkce f je v bodě x0 dvakrát diferencovatelná.

Jestliže je funkce f
dvakrát diferencova-
telná, pak existuj́ı di-
ferenciály jejich par-
ciálńıch derivaćı, tedy
existuj́ı i druhé parci-
álńı derivace funkce f
v bodě x0 .

U funkćı, které nejsou
dvakrát diferencova-
telné, nemuśı platit
záměnnost smı́̌sených
parciálńıch derivaćı.
Např́ıklad pro funkci

f=
{xy x2−y2

x2+y2
[x,y]6=[0,0]

0 [x,y]=[0,0]

neplat́ı věta 1.7 v po-
čátku.

Věta 1.7 : (záměnnost parciálńıch derivaćı)
Je-li funkce f dvakrát diferencovatelná v bodě x0, potom

∂2f(x0)

∂xi∂xj
=
∂2f(x0)

∂xj∂xi
, i, j = 1, 2, . . . , n ;

tj. druhé derivace jsou záměnné.

Př́ıklad 1.17 : Funkce f(x, y) = x2y má parciálńı derivace

∂f

∂x
= 2xy ,

∂f

∂y
= x2

a pro smı́̌sené parciálńı derivace plat́ı

∂2f

∂y∂x
=

∂2f

∂x∂y
= 2x .

Věta 1.8 : Necht’ funkce f je diferencovatelná na okoĺı
U(x0). Jsou-li parciálńı derivace ∂2f(x)

∂xi∂xj
, i, j = 1, 2, . . . , n

spojité v bodě x0, pak funkce f je dvakrát diferencovatelná
v bodě x0.
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Definice 1.13 : (druhý diferenciál)
Předpokládejme, že funkce f má v bodech x ∈ U(x0) dife-
renciál df(x,~h) = grad f(x) · ~h . Pro pevné ~h je df(x,~h) :
U(x0)→ R funkćı x. Diferenciál funkce df(x,~h) (proměnné
x) v bodě x0 opět vzhledem k ~h se nazývá druhým dife-
renciálem funkce f v bodě x0 a znač́ı se

d(df(x,~h))|x0
= d2f(x0,~h) ; ~h = (dx1, dx2, . . . , dxn) .

Plat́ı

df(x,~h)− df(x0,~h) = d2f(x0,~h) + ω(~h) , lim
‖~h‖→0

ω(~h)

‖~h‖2
→ 0 .

Diferenciál k-tého řádu definujeme rekurentně

d(dk−1f(x,~h)) = dkf(x,~h) .

Pro dvakrát diferencovatelnou funkci f dostanemeU dvakrát diferenco-
vatelné funkce f exis-
tuj́ı diferenciály parci-
álńıch derivaćı, tedy i
gradientu a proto i di-
ferenciál diferenciálu.

V maticové symbolice

je ~hT =

 h1
...
hn

.

d2f(x,~h) = d(df(x,~h)) = d(grad f(x) · ~h) =
n∑
j=1

d
(
∂f(x)
∂xj

)
hj

=
n∑
j=1

n∑
i=1

∂
∂xi

(
∂f(x)
∂xj

)
hihj =

n∑
j=1

( n∑
i=1

∂2f(x)
∂xi∂xj

hi

)
hj .

Takže
d2f(x,~h) = ~h ·H(x) · ~hT ,

kde H(x) je Hessova matice s prvky ∂2f(x)
∂xi∂xj

, i, j = 1, 2, . . . , n .

Druhý diferenciál je kvadratická forma v proměnné ~h.

Pro funkci dvou
proměnných plat́ı

d2f = ∂2f
∂x2
dx2+

2 ∂2f
∂y∂x

dxdy + ∂2f
∂y2
dy2.

Při výpočtu Hessovy
matice, si můžeme po-
moci pravidlem ”gra-
dient na gradient”,
tedy
H = gradT(grad f) =(
gradT(∂f

∂x
) grad T (∂f

∂y
)
)

=

 ∂
∂x

(∂f
∂x

) ∂
∂x

(∂f
∂y

)

∂
∂y

(∂f
∂x

) ∂
∂y

(∂f
∂y

)

.

Př́ıklad 1.18 : Pro funkci f(x, y) = x2 + xy je

df = (y + 2x) dx+ x dy = (y + 2x, x)
( dx
dy

)
,

d2f = d(y+2x) dx+d(x) dy = (2 dx+1 dy) dx+(1 dx+0 dy) dy

=
(
2 dx+1 dy, 1 dx+0 dy

)( dx
dy

)
=
(

(dx, dy)
( 2

1

)
, (dx, dy)

( 1
0

))( dx
dy

)
= (dx, dy)

(
2 1

1 0

)(
dx

dy

)
= 2 dx2 + 2 dxdy + 0 dy2 .

H =

( ∂2f
∂x2

∂2f
∂x∂y

∂2f
∂y∂x

∂2f
∂y2

)
=

(
2 1

1 0

)
.
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Formálńı pravidlo pro výpočet diferenciálu vyšš́ıho řádu funkce
f = f(x1, x2, . . . , xn) :

dkf=

(
∂

∂x1
dx1+

∂

∂x2
dx2+· · ·+ ∂

∂xn
dxn

)k
f .

Pro funkci dvou pro-
měnných plat́ı d3f=
∂3f
∂x3
dx3+3 ∂2f

∂2x∂y
dx2dy+

+3 ∂2f
∂x∂2y

dxdy2+∂3f
∂y3
dy3.

Německý matematik
Ludwig Otto Hesse
(1811-1874).

se věnoval předevš́ım
studiu algebraických
rovnic a teorii invari-
ant̊u.

Druhá derivace ve směrech ~s, ~r
∂2f(x)

∂~r ∂~s
= lim

t→0

1

t

[
grad f(x+ t~r)~s T −grad f(x)~s T

]
= ~r ·H(x) ·~s T .

Věta 1.9 : (Taylorova věta)
Necht’ funkce f : Ω → R je v okoĺı U(x0) ⊂ Ω bodu x0 ∈ Ω
(k + 1)-krát diferencovatelná. Potom pro každé x ∈ U(x0)
polož́ıme ~h = x− x0 a Taylor̊uv rozvoj funkce f v bodě x0

je dán vztahem

f(x)−f(x0)=df(x0,~h)+
d2f(x0,~h)

2!
+· · ·+d

kf(x0,~h)

k!
+Rk+1(x0,~h),

kde

Rk+1(x0,~h) =
1

(k + 1)!
dk+1f(x0 + ϑ(x− x0),~h), 0 < ϑ < 1 .

Př́ıklad 1.19 : Taylor̊uv rozvoj funkce f(x, y) = x v bodě
x0 = [x0, y0] pro k = 1 je dán vztahy:

f(x, y)−f(x0, y0)= ∂f(x0,y0)
∂x (x−x0)+ ∂f(x0,y0)

∂y (y−y0)+R2(x0,x),

R2(x0,x)= 1
2!

(
∂2f(ξ0,η0)

∂x2 (x−x0)
2+2∂

2f(ξ0,η0)
∂x∂y (x−x0)(y−y0)

+∂2f(ξ0,η0)
∂y2 (y−y0)

2
)
, ξ0 ∈ (x0, x) ; η0 ∈ (y0, y).

Tedy x− x0 = 1 · (x− x0) + 0 .

Taylorovu formuli použ́ıváme pro aproximaci diference
∆f = f(x)− f(x0) pomoćı diferenciál̊u.

Př́ıklad 1.20 : Pro funkci f(x, y) = xy lze diferenci
∆f = xy − x0y0 psát ve tvaru

∆f = f(x, y)− f(x0, y0) ≈ ∂f(x0,y0)
∂x ∆x+ ∂f(x0,y0)

∂y ∆y ,

xy − x0y0 ≈ y0 ∆x+ x0 ∆y

kde chyba aproximace je

R2(x0, y0, x, y) = ∆x ·∆y = (x− x0) · (y − y0) .

Graf funkce
f(x, y) = xy s tečnou
rovinou v bodě [1, 0].

http://www-history.mcs.st-andrews.ac.uk/Biographies/Hesse.html
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2 Základńı pojmy optimalizace v Rn

2.1 Lokálńı a globálńı extrémy

Definice 2.1 : (Extrémy) Máme f : Ω 7→ R , x0∈Ω .
(A) Č́ıslo f(x0) se nazývá lokálńı minimum (maximum)
funkce f , když existuje okoĺı U(x0) bodu x0 takové, že plat́ı

f(x0) ≤ f(x) (f(x0) ≥ f(x)) ∀x ∈ U(x0) ∩ Ω.

Bod x0 je pak bod lokálńıho minima (maxima) na
množině Ω . Ṕı̌seme

f(x0) = min
x∈U(x0)∩Ω

f(x),
(
f(x0) = max

x∈U(x0)∩Ω
f(x)

)
.

Pokud pro x 6= x0 plat́ı ostré nerovnosti, potom hovoř́ıme
o ostrém (lokálńım) minimu (maximu).
(B) Č́ıslo f(x0) se nazývá globálńı minimum (maxi-
mum) funkce f na Ω, plat́ı-li

f(x0) ≤ f(x) (f(x0) ≥ f(x)) ∀x ∈ Ω .

Ṕı̌seme

f(x0) = min
x∈Ω

f(x),
(
f(x0) = max

x∈Ω
f(x)

)
.

Bod x0 je pak bod globálńıho minima (maxima) na
množině Ω . Extrémem funkce f rozumı́me maximum nebo
minimum této funkce.

Příklady Věta 2.1 : (Nutná podmı́nka existence lokálńıho extrému)
Necht’ funkce f : Ω 7→ R je v bodě x0 ∈ Ω diferencovatelná
(definice (1.2)) a má v tomto bodě lokálńı extrém. Potom

df(x0,~h) = 0 ∀~h ∈ Rn , (⇒ grad f(x0) = 0) .

Pozor nulové parciálńı
derivace neznamenaj́ı
nulový diferenciál,
např. funkce

f(x, y) =
{ 0 x 6= y
x x = y

má parciálńı derivace
v bodě [0, 0] rovny
nule, ale neńı zde di-
ferencovatelná, ani ne-
nabývá v bodě [0, 0]
extrému.

Důkaz : (sporem)

Necht’ ∃~h 6= 0 ∈ Rn takové, že df(x0,~h) > 0 .

(Pro df(x0,~h) < 0 je d̊ukaz podobný).

Tedy df(x0,~h) = grad f(x0) · ~h = lim
t→0

f(x0+t~h)−f(x0)
t > 0 .

Odtud vyplývá, že existuje δ > 0 takové, že
f(x0 + t~h)− f(x0) > 0 pro t ∈ (0, δ) ,

f(x0 + t~h)− f(x0) < 0 pro t ∈ (−δ, 0) ,

což je spor s definićı extrému funkce f v bodě x0 .
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Definice 2.2 : (Stacionárńı bod)
Necht’ f je diferencovatelná funkce v bodě x0 . Bod x0 ∈ Ω se
nazývá stacionárńı bod diferencovatelné funkce f , když

grad f(x0) = 0 .

Body, ve kterých dife-
renciál funkce neexis-
tuje nebo je nulový,
se nazývaj́ı kritické
body funkce f (viz
MA1 definice 7.4).

Př́ıklad 2.1 :

Pro funkci f(x1, x2) = 2x2
1 + 2x2

2− 2x1x2− 4x1− 6x2 máme

grad f(x1, x2) = (4x1 − 2x2 − 4 , 4x2 − 2x1 − 6) .

V bodě [0, 0] určuje grad f(0, 0) = (−4,−6) směr největš́ıho
r̊ustu funkce f a −grad f = (4, 6) určuje směr největš́ıho
poklesu. Např́ıklad vektor ~v = (1, 0) určuje směr poklesu
v bodě [0, 0], nebot’ grad f ·~v = (−4,−6) · (1, 0) = −4 < 0 .

Pro stacionárńı body plat́ı

4x1 − 2x2 − 4 = 0

4x2 − 2x1 − 6 = 0

⇒ x1 = 7
3 ,

x2 = 8
3 .

Graf funkce x2 − y2.

Př́ıklad 2.2 :

1. Pro funkci f(x, y) = x2 + y2 je grad f = (2x, 2y) a bod
A = [0, 0] je stacionárńı bod. Bod A je bodem minima
funkce f a všechny směry jsou v tomto bodě směry
r̊ustu.

Pro druhý diferenciál funkce f plat́ı:

d2(x0,~h) = 2 dx2 + 2 dy2 > 0 ∀~h = (dx, dy) 6= (0, 0) .

2. Pro funkci f(x, y) = x2 − y2 je grad f = (2x,−2y)
a opět bod A = [0, 0] je stacionárńı bod funkce f . Na
př́ımce y = 0 má funkce f(x, 0) = x2 minimum v bodě
x = 0 a na př́ımce x = 0 má funkce f(0, y) = −y2

maximum v bodě y = 0 .

Pro druhý diferenciál funkce f nyńı plat́ı:

d2(x0,~h) = 2 dx2 − 2 dy2 . Odtud dostaneme

d2(x0, (1, 0)) = 2 > 0 , d2(x0, (0, 1)) = −2 < 0 .

Závěr: Stacionárńı bod [0, 0] je ve směru ~s = (1, 0) bo-
dem minima funkce f a ve směru ~s = (0, 1) je bodem
maxima funkce f (bod [0, 0] je tzv. sedlový bod).



20 Matematika 3 pro FST

Věta 2.2 : (Postačuj́ıćı podmı́nky existence lokálńıho
extrému)
Necht’ funkce f : Ω 7→ R, Ω ⊂ Rn je dvakrát diferencovatelná
ve vnitřńım bodě x0 ∈ Ω a df(x0,~h) = 0 ∀~h ∈ Rn . Jestliže

1. d2f(x0,~h) > 0 ∀~h ∈ Rn, ~h 6= ~0 ,

pak je v bodě x0 ostré lokálńı minimum ;

2. d2f(x0,~h) < 0 ∀~h ∈ Rn, ~h 6= ~0 ,

pak je v bodě x0 ostré lokálńı maximum ;

3. ∃~h1 6= ~0 : d2f(x0,~h1) = 0 a d2f(x0,~h) ≥ 0 nebo
d2f(x0,~h) ≤ 0 ∀~h ∈ Rn ,

pak (zat́ım) nemůžeme rozhodnout,

4. ∃~h1,~h2 ∈ Rn :

d2f(x0,~h2) < 0 , pak ve směru ~h2 je funkce konkávńı
(v x0 je maximum),

d2f(x0,~h3) > 0 , pak ve směru ~h3 je funkce konvexńı
(v x0 je minimum),

v bodě x0 nenastává extrém, ale x0 je sedlový bod.

Graf funkce −x2 + y3,
která má stacionárńı
bod [0, 0] a
d2f = −2 dx2 +6y dy2.
V bodě [0, 0] plat́ı

d2f = −2 dx2 ≤ 0 .

Ve směru ~h1 = (0, 1)
je d2f([0, 0], (0, 1)) = 0
a neumı́me tedy podle
věty 2.2 rozhodnout o
typu extrému v bodě
[0, 0].

Poznámka 2.1 : Uvedeme ekvivalentńı podmı́nky či
ekvivalentńı názvy př́ıslušných vlastnost́ı zahrnutých v
předpokladech věty (2.2). Plat́ı d2f(x0,~h) = ~hH(x0)~h

T

Pro druhý diferenciál
funkce f plat́ı: ∀~h 6= ~0
je

d2f(x0,~h) > 0 .

Hlavńı minory matice
H jsou determinanty
čtvercových submatic,
obsahuj́ıćıch levý hor-
ńı roh H.

1. • kvadratická forma ~hH(x0)~h
T je pozitivně definitńı,

• matice H(x0) je pozitivně definitńı,

• všechny hlavńı minory matice H(x0) jsou kladné, tj.

M1 > 0, M2 > 0, M3 > 0, . . . ,

• všechna vlastńı č́ısla matice H(x0) jsou kladná.

Pro druhý diferenciál
funkce f plat́ı: ∀~h 6= ~0
je

d2f(x0,~h) < 0 .

2. • kvadratická forma ~hH(x0)~h
T je negativně definitńı,

• matice H(x0) je negativně definitńı,

• hlavńı minory matice H(x) pravidelně stř́ıdaj́ı znaménka
a prvńı minor je záporný, tj.

M1 < 0, M2 > 0, M3 < 0, . . . ,

• všechna vlastńı č́ısla matice H(x0) jsou záporná.
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3. • kvadratická forma ~hH(x0)~h
T a matice H(x0) jsou po-

zitivně semidefinitńı nebo negativně semidefinitńı,

• alespoň jeden z hlavńıch minor̊u je nulový a plat́ı

M1≥0, M2≥0, . . . , nebo M1≤0, M2≥0, M3≤0, . . . ,

• vlastńı č́ısla H(x0) jsou nezáporná nebo nekladná, aspoň
jedno je nulové.

Pro druhý diferenciál
funkce f plat́ı: ∀~h 6= ~0
je

d2f(x0,~h) ≤ 0

nebo

d2f(x0,~h) ≥ 0

a ∃~h1 6= ~0 :

d2f(x0,~h1) = 0 .

∃~h2 6= ~0 :

d2f(x0,~h2) > 0

a ∃~h3 6= ~0 :

d2f(x0,~h3) < 0 .

4. • kvadratická forma ~hH(x0)~h
T a matice H(x0) jsou in-

definitńı,

• pro znaménka minor̊u nenastává ani jeden z předchoźıch
př́ıpad̊u,

• vlastńı č́ısla matice H(x0) jsou kladná i záporná.

Př́ıklad 2.3 : Vyšetř́ıme lokálńı extrémy funkce

f(x1, x2) = 2x2
1 + 2x2

2 − 2x1x2 − 4x1 − 6x2.

Stacionárńı bod x0 urč́ıme ze soustavy

4x1 − 2x2 = 4 ,
−2x1 + 4x2 = 6 .

Odtud

x0 =
[

7
3 ,

8
3

]
, H =

(
4 −2
−2 4

)
,

M1 = 4 > 0 ,
M2 = 12 > 0 .

Hessova matice (a tedy i druhý diferenciál) je pozitivně
definitńı. Proto funkce f má v bodě x0 minimum:

min f(x1, x2) = f
(

7
3 ,

8
3

)
= −114

9 .

Bod x0 je sedlový
bod funkce f , jestliže
grad f(x0) = 0 a plat́ı

∃ δ1, δ2 > 0, ~h1,~h2 ∈
Rn : f(x0 + t1~h1) ≤
f(x0) ≤ f(x0 + t2~h2),
∀ ti ∈ (−δi, δi) , i =
1, 2 .

V prvńım směru ~h1

nabývá funkce f
maxima a v druhém
směru ~h2 nabývá
minima v bodě x0 .

Př́ıklad 2.4 : Vyšetř́ıme stacionárńı body funkce

f(x, y) = x3 + y3 − 3xy . Vypočteme

grad f(x, y) =

(
3x2 − 3y
3y2 − 3x

)
, H(x, y) =

(
6x , −3
−3 , 6y

)
.

Stac. bod H Vlast. č́ısla Typ H Typ bodu

A = [0, 0]

(
0 −3
−3 0

)
λ1 = 3
λ2 = −3

indefinitńı sedlový

B = [1, 1]

(
6 −3
−3 6

)
λ1 = 9
λ2 = 3

pozitivně
definitńı

minimum
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Všimneme si podrobněji druhého diferenciálu d2f = ~hH~hT

= (h1, h2)

(
0 −3
−3 0

)(
h1

h2

)
= −6h1h2 ve stacionárńım

bodě A = [0, 0]. Zvolme ~h = (1, 1) a uvažujeme danou
funkci f(x, y) na př́ımce x = t, y = t, tj. funkci g(t) =
f(t, t) = 2t3 − 3t2. Protože g′′(0) = −6 < 0, pak na dané
př́ımce (tj. ve směru vektoru ~h = (1, 1)) nabývá funkce f
maxima pro t = 0.
Zvoĺıme-li ~h = (1,−1), pak na př́ımce x = t, y = −t
nabývá funkce f svého minima (g′′(0) = 6 > 0, kde g(t) =
f(t,−t) = 3t2) pro t = 0.

Př́ıklad 2.5 : Vyšetř́ıme stacionárńı body funkce f , kde
f(x, y) = x4 + y4 − (x+ y)2 . Plat́ı

grad f(x, y) =
(
4x3 − 2(x+ y) , 4y3 − 2(x+ y)

)
,

H[x, y] =

(
12x2 − 2 −2
−2 12y2 − 2

)
. Potom

Stac. bod H Hlavńı minory Typ bodu

[1, 1]

(
10 −2
−2 10

)
M1 = 10 > 0
M2 = 96 > 0

bod minima

[−1,−1]

(
10 −2
−2 10

)
M1 = 10 > 0
M2 = 96 > 0

bod minima

[0, 0]

(
−2 −2
−2 −2

)
M1 = −2 < 0
M2 = 0

Podle věty
(2.2) nelze
rozhodnout

Vyšetř́ıme funkci f(x, y) v bodě [0, 0] na př́ımkách

a) x = t, y = t : g(t) = f(t, t) = 2t4−4t2; g′′(0) = −8 < 0
maximum;

b) x = −t, y = t : g(t) = f(−t, t) = 2t4; g(4)(0) = 48 > 0
(prvńı nenulová derivace v bodě t = 0 je sudá a kladná)

minimum.

Odtud je vidět, že bod [0, 0] je sedlovým bodem funkce f .
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2.2 Extrémy vzhledem k podmnožině

Budeme vyšetřovat extrémy dané spojité funkce f v Rn na ta-
kových podmnožinách V ⊂ Rn, které se daj́ı charakterizovat
systémem podmı́nek ve tvaru rovnost́ı nebo nerovnost́ı. Těmto
podmı́nkám ř́ıkáme vazbové podmı́nky a množině V ř́ıkáme
množina př́ıpustných bod̊u.

PříkladyDefinice 2.3 : (Úlohy s vazbami)
Mějme funkci f : Ω 7→ R, Ω ⊂ Rn je otevřená množina.

(A) Mějme spojité funkce hj(x) : Rn 7→ R, j = 1, 2, . . . , p ,
p < n a označme

V = {x ∈ Rn ∩ Ω : hj(x) = 0, j = 1, 2, . . . , p}.
Úloha naj́ıt extrém funkce f na množině př́ıpustných bod̊u V
se nazývá optimalizačńı úloha s vazbami typu rovnosti.

(B) Mějme spojité funkce gi(x) : Rn 7→ R, i = 1, 2, . . . ,m
a označme

V̂ = {x ∈ Ω : gi(x) ≤ 0, i = 1, 2, . . . ,m} .
Úloha naj́ıt extrém funkce f na množině př́ıpustných bod̊u V̂
se nazývá optimalizačńı úloha s vazbami typu nerov-
nosti.

Je-li př́ıpustná množina V určena jak vazbami typu rov-
nosti, tak vazbami typu nerovnosti, hovoř́ıme o úloze se
smı́̌senými vazbami (úloha optimálńıho ř́ızeńı).

Č́ıslo f(x0), ve kterém funkce f nabývá minima (ma-
xima) vzhledem k množině V (viz definice (2.1)), se nazývá
lokálńı vázané minimum (maximum) a x0 je bodem
lokálńıho vázaného minima (maxima) (tedy extrému).

Na fotbalové utkáńı
prodáváme vstupenky
na stáńı za cenu x
a sezeńı za cenu y.
Jejich prodejnost po-
pisuj́ı funkce p1(x, y),
p2(x, y), pro které
plat́ı z kapacitńıch
d̊uvod̊u omezeńı
0 ≤ p1(x, y) ≤ S1,
0 ≤ p2(x, y) ≤ S2 .
Našim úkolem je
stanovit ceny x, y tak,
abychom maximalizo-
vali zisk, tedy vyřešit
úlohu

max
[x,y]∈V

(p1(x,y)x+p2(x,y)y),

kde V = {[x, y] ∈ R2 :
0 ≤ p1(x, y) ≤ S1, 0 ≤
p2(x, y) ≤ S2}.

Př́ıklad 2.6 : Je dána funkce f(x1, x2) = 2x2
1 + 2x2

2 −
2x1x2−4x1−6x2. Určete extrém funkce f na jednorozměrné
lineárńı varietě (př́ımce) x = t~s, ~s = (1, 1).

řešeńı: Na př́ımce x1 = t, x2 = t vyšetř́ıme funkci f(t, t) =
g(t) = 2t2 − 10t. Pro t = 5

2 je g′
(

5
2

)
= 0, g′′

(
5
2

)
= 4 > 0.

V bodě
[

5
2 ,

5
2

]
nabývá funkce f tzv. relativńıho minima

(minima vzhledem k dané varietě).

Př́ıklad 2.7 :
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1) (optimalizačńı úloha s vazbami typu rovnosti)Řešitelnost optima-
lizačńı úlohy: Jestliže
množina V ⊂ Rn je
kompaktńı (omezená
a uzavřená) a funkce
f je spojitá na V , po-
tom z torie vyplývá,
že úlohy na hledáńı
extrému (optima)
min{f(x) : x ∈ V } ,
max{f(x) : x ∈ V }
jsou řešitelné, tj.
existuje jak min

x∈V
f(x),

tak max
x∈V

f(x) .

Řeš́ıme úlohu min{f(x, y) : [x, y] ∈ V }, kde

f(x, y) = x2+y2 a př́ıpustná množina V je dána předpisem
V = {[x, y] ∈ R2 : y + x− 1 = 0} .

”Geometrická metoda”

Řezem grafu funkce f rovinou rovnoběžnou s osou z procházej́ıćı
”př́ımkou V ”je parabola.

V bodě [x0, y0] = [0,5 ; 0,5] je jej́ı minimum.

”Přechod k jedné proměnné”

Dosad́ıme y = −x+ 1 do funkce f , dostaneme funkci jedné
proměnné f(x, y(x)) = x2 + (−x + 1)2 = 2(x2 − x + 1

2) =
2((x − 1

2)2 + 1
4) . Tato funkce má minimum v bodě x0 = 1

2

⇒ y0 = 1
2 .

”Metoda gradientu”

”Př́ımka V ”je nulovou hladinou funkce h(x, y) = y+x−1 .
Gradient funkce h (pokud existuje), je ”kolmý”k hladině V
(přesněji k tečně hladiny V .)

Gradient funkce f v bodě [x0, y0] vázaného extrému vzhle-
dem k množině V je také kolmý k V .

Oba gradienty jsou tedy lineárně závislé, nebo-li existuje
λ ∈ R takové, že

grad f(x0, y0) + λ gradh(x0, y0) = 0 ∧ h(x0, y0) = 0 .

Konkrétně

2x0 + λ · 1 = 0
2 y0 + λ · 1 = 0
y0 + x0 − 1 = 0

 x0 =
1

2
, y0 =

1

2
, λ = −1 .

T́ımto zp̊usobem však źıskáme pouze bod, ve kterém může
být extrém funkce f vzhledem k množině V .

2) (optimalizačńı úloha s vazbami typu nerovnosti)

Řeš́ıme úlohu min{f(x, y), [x, y] ∈ V̂ } , kde

f(x, y) = x2+y2 ; a př́ıpustná množina V̂ je dána předpisem
V̂ = {[x, y] ∈ R2 : g(x, y) = y + x− 1 ≤ 0} .
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Jestliže bod [x0, y0] je vnitřńı bod množiny V̂ a funkce f
nabývá v tomto bodě extrému, pak podle věty (2.1) plat́ı

grad f(x0, y0) = 0

(pro diferencovatelnou funkci).

Jestliže bod [x0, y0] je hraničńım bodem množiny V̂ (neboli
g(x0, y0) = 0) a funkce f nabývá v tomto bodě extrému
vzhledem k jej́ı hranici ∂V̂ (= V ), pak podle prvńı části
př́ıkladu existuje λ̂ ∈ R tak, že plat́ı

grad f(x0, y0) + λ̂ grad g(x0, y0) = 0

(opět pro diferencovatelné funkce).

Obě předchoźı podmı́nky můžeme najednou zapsat ve tvaru

i) λ̂ g(x0, y0) = 0

ii) grad f(x0, y0) + λ̂ grad g(x0, y0) = 0 .

Konkrétně

λ̂ · (x0 + y0 − 1) = 0

(2x0, 2y0) + λ̂ · (1, 1) = (0, 0)

 x0 = 1
2 , y0 = 1

2 , λ̂ = −1

x0 = 0 , y0 = 0 , λ̂ = 0 .

V bodě [0, 0] je zřejmě minimum funkce f vzhledem k množině
V̂ . V bodě [1

2 ,
1
2 ] je minimum funkce f vzhledem k hranici

množiny ∂V̂ . Zbývá zjistit, zda je v tomto bodě extrém
vzhledem k celé množině V̂ .

Gradient funkce g směřuje ven z množiny V̂ . Připomeňme,
že gradient určuje směr největš́ıho r̊ustu funkce. Z rovnosti
grad f(x0, y0) = −λ̂ g(x0, y0) pak pro λ̂ < 0 plyne, že funkce
f ”roste k hranici”množiny V̂ (na hranici může být maxi-
mum) a naopak pro λ̂ > 0 klesá k hranici (může tam být
minimum).

Konkrétně v našem př́ıkladě je λ̂ = −1, funkce f roste k
hranici, ale na hranici ∂V̂ nabývá minima, tedy vzhledem
k množině V̂ nemá funkce f v bodě [1

2 ,
1
2 ] extrém.
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Věta 2.3 : (Karushovy – Kuhnovy – Tuckerovy nutné
podmı́nky vázaného extrému)

Necht’ Ω je otevřená množina a funkce f : Ω 7→ R je diferen-
covatelná na Ω .

i) Necht’ x0 je bod vázaného lokálńıho extrému funkce f
vzhledem k množině

V = {x ∈ Ω ⊂ Rn : hj(x) = 0, j = 1, 2, . . . , p, p < n} ,

kde hj(x) jsou spojitě diferencovatelné funkce na Ω, a ne-
cht’ vektory gradhj(x0) , j = 1, 2, . . . , p , jsou lineárně
nezávislé. Potom grad f(x0) je lineárńı kombinaćı vek-
tor̊u gradhj(x0) , j = 1, 2, . . . , p , tj. existuj́ı reálná
č́ısla λ1, λ2, . . . , λp taková, že v bodě extrému plat́ı

grad f(x0) +

p∑
j=1

λj gradhj(x0) = ~0 .

ii) Necht’ x0 je bod lokálńıho vázaného extrému funkce f

vzhledem k množině

V̂ = {x ∈ Ω ⊂ Rn : gi(x) ≤ 0, i = 1, 2, . . . ,m} ,

kde gi(x) jsou spojitě diferencovatelné funkce na Ω .

Necht’ I = {i : gi(x0) = 0} je množina index̊u těch va-
zeb, ve kterých v bodě x0 nastává rovnost (tzv. aktivńı
vazba), a necht’ vektory grad gi(x0), i ∈ I, jsou lineárně
nezávislé. Potom existuj́ı č́ısla λ̂1, λ̂2, . . . , λ̂m taková, že
v bodě extrému x0 plat́ı:

a) λ̂i gi(x0) = 0, λ̂i ≥ 0 pro minimum, i = 1, 2, . . . ,m

λ̂i ≤ 0 pro maximum, i = 1, 2, . . . ,m

b) grad f(x0) +
m∑
i=1

λ̂i grad gi(x0) = ~0 .

Př́ıklad 2.8 : Najděte extrém funkce f(x, y) = x2 + y2

vzhledem k př́ıpustné množině V , která je určená podmı́nkou
h(x, y) = x2

4 + y2 − 1 = 0 .
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”Geometricky”

Hladiny funkce f jsou kružnice se středem v počátku a
př́ıpustná množina V je elipsa se středem v počátku.

V bodech [−2, 0] , [2, 0] má funkce f maximum vzhledem
k množině V .

V bodech [0,−1] , [0, 1] má funkce f minimum vzhledem k
množině V .

”Přechod k jedné proměnné”

Polož́ıme x = 2 cos t , y = sin t , t ∈ 〈0, 2π) .

Potom f(t) = 4 cos2 t+ sin2 t , f ′(t) = −3 sin 2t, f ′(t) = 0
pro t1 = 0, t2 = π

2 , t3 = π, t4 = 3π
2 .

Zároveň f ′′(0) = f ′′(π) = −12 < 0⇒ maximum a f ′′(π2 ) =
f ′′(3π

2 ) = 12 > 0⇒ minimum.

”Kuhnovy – Tuckerovy nutné podmı́nky”

V bodě [x, y] vázaného extrému funkce f muśı platit

grad f(x, y) + λ gradh(x, y) = 0 ∧ h(x, y) = 0 . Tedy

2x+ λ x
2 = 0

2y + λ 2y = 0

x2

4 + y2 − 1 = 0


x = 0 , y = ±1 , λ = −1 ,

y = 0 , x = ±2 , λ = −4 .

Posledńı metodou jsme źıskali (ne vždy všechny) body, ve
kterých může být extrém funkce f vzhledem k množině V .
Pomoćı následuj́ıćı metody se pokuśıme rozhodnout, zda v
daných bodech je vázané maximum nebo minimum funkce f .

Metoda Lagrangeovy funkce
Tato metoda je velice
univerzálńı a řada je-
j́ıch modifikaćı se vy-
už́ıvá v mnoha nume-
rických metodách.
Samotná Lagrangeova
funkce je základem
tzv. teorie duality.

Základńı myšlenka metody spoč́ıvá v tom, že se pro optima-
lizačńı úlohu sestroj́ı pomocná Lagrangeova funkce tak, že nutné
podmı́nky minima pro úlohu s vazbami (věta (2.4) se stanou
podmı́nkami stacionárńıho bodu Lagrangeovy funkce.

Pro úlohu z předchoźıho př́ıkladu definujeme Lagrangeovu
funkci vztahem

L(x, y, λ) = f(x, y) + λh(x, y) .
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Koeficient λ se nazývá Langrange̊uv multiplikátor. Pro body
[x, y] ∈ V plat́ı L(x, y, λ) = f(x, y), to znamená, že funkce L , f
maj́ı stejné extrémy vzhledem k množině V .

Pro stacionárńı bod [x, y, λ] Lagrangeovy funkce L plat́ı
gradL(x, y, λ) = ~0, tedy

∂L
∂x = ∂f

∂x + λ ∂h
∂x = 0

∂L
∂y = ∂f

∂y + λ ∂h
∂y = 0

⇔ grad f + λ gradh = 0 ,

∂L
∂λ = h(x, y) = 0 ,

což odpov́ıdá nutným podmı́nkám vázaného extrému.

Nyńı budeme předpokládat, že funkce f , h jsou dvakrát dife-
rencovatelná a odvod́ıme vztah pro druhý diferenciál Lagrange-
ovy funkce.

d2L = ∂2L
∂x2 dx

2 + ∂2L
∂y2 dy

2 + ∂2L
∂λ2︸︷︷︸
=0

dλ2

+2
(
∂2L
∂x∂y dx dy + ∂2L

∂x∂λ dx dλ+ ∂2L
∂y∂λ dy dλ

)
= ∂2f

∂x2 dx
2 + 2 ∂2f

∂x∂y dx dy + ∂2f
∂y2 dy

2

+λ
(
∂2h
∂x2 dx

2 + 2 ∂2h
∂x∂y dx dy + ∂2h

∂y2 dy
2
)

+2
(
∂h
∂x dx+ ∂h

∂y dy
)

︸ ︷︷ ︸
=dh=0 vazba

dλ

= d2f + λ d2h .

Druhý diferenciál La-
grangeovy funkce mů-
žeme vypoč́ıtat i po-
stupně d2L = d(dL) =
d(Lxdx+Lydy+Lλdλ)
= d ( fx dx + fy dy +
λ (hx dx + hy dy ) +
h dλ) = d2f + λ d2h .

Př́ıklad 2.9 : Vrát́ıme se k předchoźımu př́ıkladu (2.8),
kde hledáme extrém funkce f(x, y) = x2 + y2 vzhledem
k př́ıpustné množině V = {[x, y] ∈ R2 ; x2

4 + y2 − 1 = 0} .

Druhý diferenciál Lagrangeové funkce je dán vztahem

d2L = 2 dx2 + 2 dy2 + λ (1
2 dx

2 + 2 dy2)

a vazbová podmı́nka je dh = x
2 dx+ 2y dy = 0 .

Ve stacionárńıch bodech Lagrangeové funkce plat́ı

[0,±1] , λ = −1 stac. body [±2, 0] , λ = −4
dy = 0 vazba dx = 0

d2L = 3
2 dx

2 > 0 (dx, dy) 6= ~0 d2L = −6 dy2 < 0
minimum typ extrému maximum

Poznamenejme, že v
bodech [±2, 0] je ma-
ximum funkce f i
vzhledem k množině
V̂ = {[x, y] ∈ R2 ; x2

4
+

y2 − 1 ≤ 0} , ne-
bot’ funkce f směrem k
hranici ∂V̂ roste (λ =
−4 < 0).
Naopak v bodech
[0,±1] neńı extrém
funkce f vzhledem
k množině V̂ .
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Věta 2.4 : (postačuj́ıćı podmı́nky vázaného extrému)

Necht’ funkce f : Ω 7→ R je dvakrát diferencovatelná na
otevřené množině Ω ⊂ Rn .

i) Necht’ funkce hj : Ω 7→ R , j = 1, 2, . . . , p, p < n maj́ı
spojité parciálńı derivace na Ω a jsou dvakrát diferencovatelné
v bodě x0 ∈ V , kde

V = {x ∈ Ω : hj(x) = 0, j = 1, 2, . . . , p, p < n} .
Dále existuj́ı reálná č́ısla λ1, λ2, . . . , λp taková, že v bodě

x0 ∈ V plat́ı grad f(x0) +
p∑
j=1

λj gradhj(x0) = ~0 .

Necht’ vektory gradhj(x0) jsou lineárně nezávislé a pro
každý nenulový vektor dx = (dx1, dx2, . . . , dxn) takový, že
gradhj(x0) · dx = 0, j = 1, 2, . . . , p, plat́ı

d2f(x0, dx) +

p∑
j=1

λj d
2hj(x0, dx) > 0 (< 0) .

Potom x0 je bod ostrého (lokálńıho) minima (maxima)
funkce f vzhledem k množině V .

ii) Necht’ funkce gi : Ω 7→ R , i = 1, 2, . . . ,m, maj́ı spojité
parciálńı derivace na Ω a jsou dvakrát diferencovatelné v bodě
x0 ∈ V̂ , kde

V̂ = {x ∈ Ω : gi(x) ≤ 0, i = 1, 2, . . . ,m}
Necht’ existuj́ı č́ısla λ̂1, λ̂2, . . . , λ̂m taková, že v bodě x0 plat́ı:

λ̂i gi(x0) = 0 ∧ λ̂i ≥ 0 (λ̂i ≤ 0), i = 1, 2, . . . ,m ,

grad f(x0) +
m∑
i=1

λ̂i grad gi(x0) = ~0 .

Dále necht’ I = {i : gi(x0) = 0} a vektory grad gi(x0), i∈I
jsou lineárně nezávislé. Nav́ıc necht’ pro každý nenulový vektor
dx = (dx1, dx2, . . . , dxn) takový, že
grad gi(x0) · dx = 0, pro i ∈ I, pro které λ̂i > 0 (λ̂i < 0) ,
grad gi(x0) · dx ≤ 0, pro ostatńı indexy i ∈ I (tj. λ̂i = 0) ,
plat́ı

d2f(x0, dx) +

p∑
i=1

λ̂i d
2gi(x0, dx) > 0 (< 0) .

Potom x0 je bod ostrého (lokálńıho) minima (maxima)
funkce f vzhledem k množině V̂ .

V bodě x0 jsou
tedy splněny nutné
podmı́nky vázaného
lokálńıho extrému
funkce f
vzhledem k množině V,
viz věta (2.3).

Je-li druhý diferenciál
Lagrangeovy funkce
d2L(x0, λ, dx) inde-
finitńı v bodě x0,
pak funkce f nemá v
tomto bodě extrém
vzhledem k př́ıpustné
množině V .

Pokud λi>0, potom
nás zaj́ımá, zda je
minimum funkce f
na hranici ∂V̂ , tj.
grad gi(x0) dx = 0 .
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Př́ıklad 2.10 : Stanovte extrém funkce f(x, y) = xy na
př́ıpustné množině V určené podmı́nkou x+ y − 1 = 0.

L(x, y, λ) = xy + λ(x+ y − 1).

∂L

∂x
= y + λ ,

∂L

∂y
= x+ λ ,

∂L

∂λ
= x+ y − 1 .

Stacionárńı bod

x0 = y0 =
1

2
, λ = −1

2
.

Máme df = ydx+ xdy, d2f = 2dx dy a dx+ dy = 0 na V .
Proto

d2f = 2dx (−dx) = −2dx2 < 0 .

Bod
[

1
2 ,

1
2

]
je bodem maxima funkce f na V ; max f = 1

4 .

Př́ıklad 2.11 : Stanovte extrém funkce f(x, y, z) = xy +
yz + xz na množině V = {[x, y, z] ∈ R3 : xyz − 1 = 0}.
Lagrangeova funkce: L(x, y, z, λ) = xy+yz+xz+λ(xyz−1).

Nutné podmı́nky:

∂L
∂x : y+z +λyz=0

∂L
∂y : x+z+λxz=0

∂L
∂z : y+x+λxy=0

⇒
xy+xz+λxyz=0

xy+yz+λxyz=0

yz+xz+λxyz=0

⇒
x=y, z 6=0,

y=z, x 6=0.

Jde o úlohu naj́ıt mezi
kvádry jednotkového
objemu ten, který má
minimálńı povrch (je
to krychle !).

Př́ıpustným bodem je S = [1, 1, 1]; pak λ = −2. Prověř́ıme
splněńı postačuj́ıćıch podmı́nek podle věty (2.4). Plat́ı
∂2L
∂x2 = 0 , ∂2L

∂x∂y = 1 + λz , ∂2L
∂x∂z = 1 + λy , ∂2L

∂y2 = 0 ,
∂2L
∂y∂z = 1 + λx , ∂2L

∂z2 = 0 . Tedy

d2L(x0, λ,~h) =

= 2(1 + λz)h1h2 + 2(1 + λy)h1h3 + 2(1 + λx)h2h3|S,λ=−2

= −2(h1h2 + h1h3 + h2h3) ;

Vazba

gradh(x, y, z) · ~h =


yz

xz

xy


S

· ~h = h1 + h2 + h3 = 0 .
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Dosazeńım h3 = −h1−h2 dostaneme −2(h1h2−h2
1−h1h2−

h1h2 − h2
2) = 2(h2

1 + h1h2 + h2
2) = 1

2(4h2
1 + 4h1h2 + 4h2

2) .

Tato kvadratická forma má pozitivně definitńı matici

(
4 2

2 4

)
(vlastńı č́ısla jsou λ1 = 6 , λ2 = 2), proto bod S = [1, 1, 1]
je bodem minima.
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3 Diferencovatelná zobrazeńı

3.1 Základńı pojmy

x

y

P A

BC

f

x

y

P ′

A′

B′

C ′

Definice 3.1 : (vektorová funkce)
Mějme m funkćı fi : Ω → R, Ω ⊂ Rn , i = 1, 2, . . . ,m .
Zobrazeńı f(x) : Ω 7→ Rm , f(x) = (f1(x), f2(x), . . . , fm(x))
se nazývá vektorová funkce vektorového argumentu.
Funkce fi, i = 1, 2, . . . ,m se nazývaj́ı složky vektorové
funkce.

Př́ıklad 3.1 : Máme vektorovou funkci f : R2 → R2 ,

f = (f1, f2) = (y1, y2) , kde

y1 = 2x1 + x2 ,

y2 = x1 + 3x2 ,
maticově y = A · x , kde A =

(
2 1
1 3

)
.

Body (x1, x2) ∈ R2 zobrazujeme v jednom kartézském systému
a jejich obrazy (y1, y2) ∈ R2 v jiném kartézském systému.

Uvedená vektorová funkce přǐrazuje bod̊um čtverce PABC
body rovnoběžńıka P ′A′B′C ′ tak, že P → P ′, A→ A′, . . . .

Konkrétně čtverec P (0, 0)A(1, 0)B(1, 1)C(0, 1) se zobraźı
na rovnoběžńık P ′(0, 0)A′(2, 1)B′(3, 4)C ′(1, 3) .

Poznamenejme, že obsah rovnoběžńıka meas (P ′A′B′C ′) je
roven 5 a hodnota determinantu matice detA je také 5,
tedy plat́ı

meas (P ′A′B′C ′) = |detA| ·meas (PABC) .

Zároveň plat́ı

A =


∂y1

∂x1

∂y1

∂x2

∂y2

∂x1

∂y2

∂x2

 =

 grad y1

grad y2

 .

Uvedené vlastnosti zobecńıme v následuj́ıćım textu.
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Definice 3.2 : (diferencovatelnost vektorové funkce)
Vektorová funkce f : Rn → Rm o složkách f1, f2, . . . , fm je
diferencovatelná v bodě x0 ∈ Ω ⊂ Rn, jestliže funkce
fi , i = 1, 2, . . . ,m jsou diferencovatelné v bodě x0 . Dife-
renciálem vektorové funkce f je potom vektor

dfT (x0,~h)=


df1(x0,~h)

df2(x0,~h)
...

dfm(x0,~h)

=


grad f1(x0)~h

grad f2(x0)~h
...

grad fm(x0)~h

= Jf(x0)~h .

Zde opět ~h = x− x0 . Matice Jf(x0) (typu (m,n)), jej́ıž řádky
jsou grad fi(x0), se nazývá derivace vektorové funkce f
v bodě x0 nebo Jacobiova matice vektorové funkce f .
Tuto matici také označujeme

f ′(x) = grad f(x) = Jf(x) =
D(f)

D(x)
=
D(f1, f2, . . . , fm)

D(x1, x2, . . . , xn)
.

Pro m = n se determinant Jacobiovy matice det Jf(x) nazývá
jakobián.

Pokud det Jf (x) 6= 0,
pak také ř́ıkáme, že
matice Jf (x) je re-
gulárńı.

Polárńı souřadnice

Vyšetř́ıme vektorovou funkci f : R2 7→ R2 , (r, ϕ) 7→ (x, y)
danou vztahy

x = r cosϕ,
y = r sinϕ.

Pro libovolné (r, ϕ) ∈ R2 je f diferencovatelná funkce a plat́ı

f ′ = Jf =
D(x, y)

D(r, ϕ)
=

(
cosϕ − r sinϕ
sinϕ r cosϕ

)
; det Jf = r .

Takže pro r 6= 0 je vektorová funkce f regulárńı. Neńı však na

y

x0

r

ϕ

[x, y]

celém prostoru R2 bijektivńı (obrazem r̊uzných bod̊u (r1, ϕ1),
(r1, ϕ1 + 2π) je tentýž bod). Proto označ́ıme

P = {(r, ϕ) ∈ R2 : 0 < r < +∞, 0 ≤ ϕ < 2π} .

Potom vektorová funkce f zobrazuje množinu P na množinu
X = R2\{(0, 0)} bijektivně a existuje inverzńı vektorová funkce
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f−1 : X 7→ P . Tato inverzńı vektorová funkce je dána vztahy:

r =
√
x2 + y2 , ϕ =



arctg y
x , x > 0, y ≥ 0 ,

π
2 , x = 0 , y > 0 ,

π + arctg y
x , x < 0, y ∈ R ,

3π
2 , x = 0 , y < 0

2π + arctg y
x , x > 0, y < 0 .

Vektorová funkce f−1 ((r, ϕ) = f−1(x, y)) se nazývá soustava
polárńıch souřadnic. Pro jakobiovou matici funkce f−1 plat́ıGeometricky má č́ıslo

r význam vzdálenosti
bodu (x, y) od počát-
ku a č́ıslo ϕ význam
úhlu mezi pr̊uvodičem
bodu (x, y) a kladným
směrem osy x.

Jf−1 =

(
x√
x2+y2

y√
x2+y2

−y
x2+y2

x
x2+y2

)
=

(
cosϕ sinϕ
− sinϕ
r

cosϕ
r

)
.

Tedy Jf · Jf−1 =

(
1 0
0 1

)
.

Vektorová funkce f zobraźı počátek do počátku, př́ımku da-
nou rovnost́ı r = R zobraźı na kružnici vyjádřenou parametricky
rovnicemi x = R cosϕ, y = R sinϕ, ϕ ∈ R . Obrazem př́ımky
ϕ = ϕ1 je polopř́ımka vyjádřená parametrickými rovnicemi
x = r cosϕ1, y = r sinϕ1 (parametr r ≥ 0).

Obrazem vyplněného obdélńıku Ω∆r∆ϕ je vyplněná výseč me-
zikruž́ı Ω∆x∆y a plat́ı meas (Ω∆x∆y) ≈ rmeas (Ω∆r∆ϕ) = det Jf ·
meas (Ω∆r∆ϕ) .

Věta 3.1 : (geometrický význam jakobiánu)
Necht’ prosté regulárńı zobrazeńı f zobrazuje oblast Ωrϕ, která
obsahuje bod (r0, ϕ0), na oblast Ωxy, potom plat́ı (při označeńı
d = diam Ωrϕ (délka největš́ı možné úsečky lež́ıćı v Ωrϕ ),
meas (Ω) = mı́ra oblasti Ω)

lim
d→0

meas (Ωxy)

meas (Ωrϕ)
= |det Jf(r0, ϕ0)| .

Pro malé d ṕı̌seme přibližnou rovnost

meas (Ωxy) ≈ |det Jf(r0, ϕ0)| ·meas (Ωrϕ) .

Všimněme si, že pro
funkci f : R→ R
(hladká monotónńı)
ṕı̌seme tvrzeńı věty ve
tvaru

lim
|∆x|→0

|∆f |
|∆x|

= |f ′| .
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Cylindrické souřadnice

Necht’ vektorová funkce f je dána transformačńımi rovnicemi

x = r cosϕ ,
y = r sinϕ ,
z = z .

Protože det Jf = r , je na množině V = {(r, ϕ, z) ∈ R3 : 0 <
r < +∞, 0 ≤ ϕ < 2π, −∞ < z < +∞} tato vektorová
funkce regulárńı a prostá a zobrazuje množinu V na množinu
R3 \ {osa z} vzájemně jednoznačně.
Inverzńı vektorová funkce f−1 : (x, y, z) 7→ (r, ϕ, z) , kde

r =
√
x2 + y2

ϕ = jediný kořen rovnic x√
x2+y2

= cosϕ , y√
x2+y2

= sinϕ ,

z = z

se nazývá soustava cylindrických souřadnic.

z

x y

0

r

ϕ

z

[x, y, z]

z

x
y

0

[x, y, z]

r

ϕ
ϑ

Sférické souřadnice

Máme vektorovou funkci f danou transformačńımi rovnicemi

x = r cosϕ cosϑ,
y = r sinϕ cosϑ,
z = r sinϑ.

Potom det Jf = r2 cosϑ a jakobián je roven nule právě tehdy,
když r = 0 nebo ϑ = π

2 +kπ, k ∈ Z . Vektorová funkce f je proto
regulárńı a prostá na množině

V = {(r, ϕ, ϑ) ∈ R3 : 0 < r < +∞, 0 ≤ ϕ < 2π, −π
2
< ϑ <

π

2
}.

Inverzńı vektorová funkce f−1 : (x, y, z) 7→ (r, ϕ, ϑ)

f−1 : r =
√
x2 + y2 + z2,

ϕ = jediný kořen rovnic x√
x2+y2

= cosϕ , y√
x2+y2

= sinϕ ,

ϑ = jediný kořen rovnice sinϑ = z√
x2+y2+z2

se nazývá soustava sférických souřadnic.

Pro pevné ϕ = ϕ0 vznikne souřadnicová plocha, která
je popsaná parametrickými rovnicemi x = r cosϕ0 sinϑ ,
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y = r sinϕ0 sinϑ, z = r cosϑ ; je to (”poledńıková”) rovina
procházej́ıćı osou z.

Pro pevné r = r0 je souřadnicová plocha dána parametric-
kými rovnicemi x = r0 cosϕ sinϑ, y = r0 sinϕ sinϑ, z = r0 cosϑ;
je to kulová plocha o rovnici x2 + y2 + z2 = r2

0 .
Pro pevné ϑ = ϑ0 je souřadnicovou plochou plocha kuželová.
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4 Riemann̊uv integrál v Rn

4.1 Definice a základńı vlastnosti Riemannova integrálu

Definice 4.1 : (Riemann̊uv integrál v R)
(i) Necht’ f : 〈a, b〉 → R je omezená funkce. Množina D =
{x0, x1, . . . , xk ; a = x0 < x1 < x2 < . . . < xk = b} se nazývá
děleńı intervalu 〈a, b〉 a č́ıslo ν(D) = max

0≤i≤k−1
(xi+1 − xi) se

nazývá krok (norma) děleńı D . Označ́ıme
∆xi = xi+1 − xi ;
Mi = sup f(x), x ∈ 〈xi, xi+1〉, i = 0, 1, . . . , k − 1 ;
mi = inf f(x), x ∈ 〈xi, xi+1〉, i = 0, 1, . . . , k − 1 .

Každému děleńı D a funkci f přǐrad́ıme č́ısla:
horńı součet

U(f,D) =
k−1∑
i=0

Mi∆xi,

dolńı součet

L(f,D) =
k−1∑
i=0

mi∆xi,

integrálńı součet

J(f,D) =
k−1∑
i=0

f(ξi)∆xi, ξi ∈ 〈xi, xi+1〉 je libovolný bod.

(ii) Řekneme, že funkce f je Riemannovsky integrova-
telná na 〈a, b〉 (ṕı̌seme f ∈ R(〈a, b〉)), když existuje reálné
č́ıslo I = I(f) takové, že
∀ ε > 0 ∃ δ > 0 ∀děleńı D intervalu 〈a, b〉 s ν(D) < δ, ∀ ξi ∈
〈xi, xi+1〉, i = 0, 1, . . . , k − 1 : |J(f,D)− I| < ε .
Ř́ıkáme, že existuje limita integrálńıch součt̊u, a ṕı̌seme

lim
ν(D)→0

k−1∑
i=0

f(ξi)∆xi = I.

Č́ıslo I se nazývá určitý Riemann̊uv integrál z funkce f
na intervalu 〈a, b〉 a znač́ı se

I =

b∫
a

f(x) dx .
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Definice 4.2 : (Riemann̊uv integrál v R2)
(i) Necht’ Q = 〈a, b〉 × 〈c, d〉 ⊂ R2. Necht’ D1, D2 jsou
děleńı interval̊u 〈a, b〉, 〈c, d〉 ve smyslu definice 4.1, tj. množiny
{x0, x1, . . . , xr}, {y0, y1, . . . , ys}. Množina D všech obdélńık̊u

Qjk = 〈xj, xj+1〉 × 〈yk, yk+1〉,

j = 0, 1, . . . , r− 1; k = 0, 1, . . . , s− 1 , se nazývá děleńı
obdélńıku Q a č́ıslo

ν(D) = max
0≤j≤r−1
0≤k≤s−1

√
(∆xj)2 + (∆yk)2,

∆xj = xj+1 − xj,
∆yk = yk+1 − yk,

je krok (norma) děleńı D
Necht’ f : Q→ R je omezená funkce na Q ⊂ R2. Označ́ıme

Mjk = sup f(x, y) , (x, y) ∈ Qjk ;
mjk = inf f(x, y) , (x, y) ∈ Qjk .

Horńı součet př́ıslušný f a děleńı D je definován vztahem

U(f,D) =
r−1∑
j=0

s−1∑
k=0

Mjk∆xj∆yk .

Dolńı součet př́ıslušný f a děleńı D je definován vztahem

L(f,D) =
r−1∑
j=0

s−1∑
k=0

mjk∆xj∆yk .

Integrálńı součet př́ıslušný f a děleńı D je definován vzta-
hem

J(f,D) =
r−1∑
j=0

s−1∑
k=0

f(ξj, ηk)∆xj∆yk ,

kde (ξj, ηk) ∈ Qjk je libovolný bod.
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(ii) Funkce f je Riemannovsky integrovatelná na Q
(ṕı̌seme f ∈ R(Q)), když existuje reálné č́ıslo I = I(f) ta-
kové, že

∀ ε > 0 ∃ δ > 0 ∀ děleńı D obdélńıku Q takové, že

ν(D) < δ ∀ (ξj, ηk) ∈ Qjk : |J(f,D)− I| < ε .

Č́ıslo

I = lim
ν(D)→0

J(f,D) = lim
ν(D)→0

r−1∑
j=0

s−1∑
k=0

f(ξj, ηk)∆xj∆yk

se nazývá dvojný Riemann̊uv integrál funkce f přes
obdélńık Q a znač́ı se

I =

∫∫
Q

f(x, y) dxdy =

∫
Q

f(x, y) dQ .

(iii) Necht’ Ω ⊂ R2 je omezená oblast a na ńı je definovaná
omezená funkce f . Vybereme takový obdélńık Q, aby Ω ⊂ Q,
a sestroj́ıme funkci

F (x, y) =
{ f(x, y) , (x, y) ∈ Ω ,

0 , (x, y) ∈ Q \ Ω .

Dvojný integrál z funkce f přes Ω definujeme vztahem∫
Ω

f dΩ =

∫∫
Ω

f(x, y) dxdy =

∫∫
Q

F (x, y) dxdy .

Řekneme, že f je Riemannovsky integrovatelná na Ω,
ṕı̌seme f ∈ R(Ω).
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Definice 4.3 : (Riemann̊uv integrál v R3)
(i) Necht’ Q = 〈a1, b1〉×〈a2, b2〉×〈a3, b3〉 je kvádr v R3. Necht’

Dl jsou děleńı interval̊u 〈al, bl〉, l = 1, 2, 3.
Množina kvádr̊u

Qijk = 〈xi, xi+1〉 × 〈yj, yj+1〉 × 〈zk, zk+1〉

se nazývá děleńı kvádru Q. Č́ıslo

ν(D) = max
i,j,k

√
(∆xi)2 + (∆yj)2 + (∆zk)2

je krok (norma) děleńı D.
Necht’ f = f(x, y, z) : Q→ R je omezená funkce na Q ⊂ R3.
Analogicky jako v definićıch 4.1, 4.2 se definuj́ı horńı a dolńı
součty př́ıslušné funkci f a děleńı D. Integrálńı součet je
č́ıslo

J(f,D) =
r−1∑
i=0

s−1∑
j=0

p−1∑
k=0

f(ξi, ηj, ζk)∆xi∆yj∆zk ,

kde (ξi, ηj, ζk) ∈ Qijk je libovolný bod.

(ii) Funkce f je Riemannovsky integrovatelná na Q,
ṕı̌seme f ∈ R(Q), existuje-li č́ıslo

I = lim
ν(D)→0

J(f,D)

pro libovolné děleńı D kvádru Q. Znač́ı se

I =

∫∫∫
Q

f(x, y, z) dx dy dz =

∫
Q

f dQ , Q ⊂ R3 .

Č́ıslo I se nazývá trojný Riemann̊uv integrál.

(iii) Necht’ Ω ⊂ R3 je omezená oblast a na ńı je definovaná
omezená funkce f . Vybereme takový kvádr Q, aby Ω ⊂ Q

a sestroj́ıme funkci

F (x, y, z) =
{ f(x, y, z) , (x, y, z) ∈ Ω ,

0 , (x, y, z) ∈ Q \ Ω .
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Funkce f je Riemannovsky integrovatelná na Ω, jestliže
F je integrovatelná na Q, a definujeme∫
Ω

f dΩ =

∫∫∫
Ω

f(x, y, z) dxdydz =

∫∫∫
Q

F (x, y, z) dxdydz .

Př́ıklad 4.1 : Dirichletova funkce

f(x) =
{ 1 x je racionálńı č́ıslo,

0 x je iracionálńı č́ıslo,

x ∈ 〈a, b〉, neńı Riemannovsky integrovatelná:

U(f,D) = b − a pro každé děleńı D, nebot’ sup f = 1 na
každém intervalu 〈xi, xi+1〉;
L(f,D) = 0, protože inf f = 0 na každém intervalu 〈xi, xi+1〉.

Př́ıklad 4.2 : Funkce f(x) = 3
2x

1
2 sin 1

x −
1√
x

cos 1
x , x 6= 0,

neńı na žádném intervalu obsahuj́ıćım nulu Riemannovsky
integrovatelná, nebot’ f je neomezená na libovolném okoĺı
nuly. Existuje však Newton̊uv integrál z funkce f , nebot’

F (x) =
{

x
3
2 sin 1

x , x 6= 0 ,
0 , x = 0

je primitivńı funkce k f . Proto

(N )

1∫
0

f(x) dx = F (1)− F (0) = sin 1 .

x

y

0

Graf funkce
f(x)= 3

2
x

1
2 sin 1

x
− 1√

x
cos 1

xPř́ıklad 4.3 : Funkce f(x) =
{ 1 , x ∈ 〈0, 1〉,

0 , x ∈ 〈−1, 0)

je omezená a Riemannovsky integrovatelná. Neńı však New-
tonovsky integrovatelná. Kdyby totiž existovala primitivńı
funkce F k funkci f , pak funkce F muśı být spojitá a muselo

by platit F (x) =
{ x+ c , x ∈ 〈0, 1〉,

c , x ∈ 〈−1, 0),
c ∈ R . Funkce F

však neńı diferencovatelná v bodě 0 , tedy F neńı primitivńı
k f .
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Věta 4.1 : (výpočet Riemannova integrálu)
Necht’ f ∈ R(〈a, b〉) a necht’ existuje primitivńı funkce F
k funkci f na 〈a, b〉, tj. F ′(x) = f(x) , x ∈ 〈a, b〉. Potom
f ∈ N (〈a, b〉) (f má Newton̊uv integrál na 〈a, b〉) a plat́ı

(N )

b∫
a

f(x) dx = (R)

b∫
a

f(x) dx .

Integrovatelnost
funkce (v Riemannově
smyslu) je vlastnost,
která se neměńı
při změně funkce
v konečně mnoha
bodech, tj.:
necht’ f, g jsou de-
finovány na 〈a, b〉,
f ∈ R(〈a, b〉) a g se
lǐśı od f v konečně
mnoha bodech in-
tervalu 〈a, b〉. Potom
g ∈ R(〈a, b〉) a plat́ı

b∫
a

f(x) dx=

b∫
a

g(x) dx.

Definice 4.4 : (mı́ra množiny)
Omezená množina Ω ⊂ Rn se nazývá měřitelná, je-li funkce
f(x) ≡ 1 integrovatelná na Ω. Hodnota integrálu

meas (Ω) =

∫
Ω

1 dx

se nazývá mı́ra množiny Ω (Jordanova mı́ra).
Množina Ω, pro ńıž plat́ı meas (Ω) = 0, se nazývá množina
mı́ry nula.

Př́ıklad 4.4 :

1) Konečná množina a omezená spojitá křivka maj́ı dvou-
rozměrnou i trojrozměrnou mı́ru nula. Regulárńı plocha má
trojrozměrnou mı́ru nula.

2) Necht’ Ω = { 1
n : n ∈ N} , potom

∫
Ω

1 dx = 0 .

Zde vid́ıme, že i mı́ra nekonečné spočetné množiny může
být nula. V př́ıkladu (4.1) (Dirichletova funkce) jsme však
ukázali nekonečnou spočetnou množinu, která je neměřitelná
(v Jordanově smyslu). Tento problém řeš́ı Lebesgueova mı́ra.

Definice 4.5 : (nulová funkce) Jestliže se f lǐśı od nulové
funkce na množině mı́ry nula, řekneme, že f je skoro všude
(ve smyslu Jordanovy mı́ry) nulová. Jinak řečeno∫

Ω

|f(x)| dx = 0 ⇔ f = 0 s.v.



Matematika 3 pro FST 43

4.2 Metody výpočtu dvojných a trojných integrál̊u

Dvojné a trojné integrály poč́ıtáme analyticky tak, že je převedeme
na tzv. dvojnásobné a trojnásobné integrály, jejichž výpočet
provedeme pomoćı známých metod už́ıvaných pro integrály z funkćı
jedné proměnné.

Příklady

Věta 4.2 : (Fubiniova věta pro obdélńık)
Necht’ f ∈ R(Q), Q = 〈a, b〉×〈c, d〉. Když f(x, y) ∈ R(〈a, b〉)
pro každé y ∈ 〈c, d〉, potom plat́ı

∫∫
Q

f(x, y) dxdy =

d∫
c

 b∫
a

f(x, y) dx

 dy .

Když f(x, y) ∈ R(〈c, d〉) pro každé x ∈ 〈a, b〉, pak plat́ı

∫∫
Q

f(x, y) dxdy =

b∫
a

 d∫
c

f(x, y) dy

 dx .

Důkaz : Vyplývá z uzávorkováńı integrálńıho součtu

J(f,D) =
s−1∑
k=0

(r−1∑
j=0

f(ξj, ηk)∆xj

)
∆yk

=
r−1∑
j=0

s−1∑
k=0

f(ξj, ηk)∆xj∆yk=
r−1∑
j=0

(s−1∑
k=0

f(ξj, ηk)∆yk

)
∆xj

a z předpoklad̊u integrovatelnosti.

Dvojný integrál jsme
převedli na dvojná-
sobný a podobně jako
u vztahu dvojné a
dvojnásobné limity
(viz věta 1.2) muśı
”vnitřńı limita” exis-
tovat, aby nastala
rovnost.

Př́ıklad 4.5 : Q = 〈0, 1〉 × 〈1, 3〉. Vypočtěte

I =

∫∫
Q

xy dxdy .

Bud’

I=

3∫
1

 1∫
0

xy dx

dy=

3∫
1

[
xy+1

y + 1

]1

0

dy=

3∫
1

1

y + 1
dy=ln 2

nebo

I=

1∫
0

 3∫
1

xy dy

dx=

1∫
0

[
1

lnx
ey lnx

]3

1

dx=

1∫
0

1

lnx
(e3 lnx−elnx) dx.

V druhém př́ıpadě ne-
lze stanovit primitivńı
funkci pomoćı koneč-
ného počtu elemen-
tárńıch funkćı.
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Věta 4.3 : (Fubiniova věta pro elementárńı oblast Ω ⊂ R2)

(i) Necht’ f ∈ R(Ω), kde

Ω = {(x, y) ∈ R2 : a ≤ x ≤ b, y1(x) ≤ y ≤ y2(x)}

je tzv. elementárńı oblast určená grafy funkćı y = y1(x) ,
y = y2(x), x ∈ 〈a, b〉. Potom plat́ı∫∫

Ω

f(x, y) dxdy =

b∫
a

 y2(x)∫
y1(x)

f(x, y) dy

 dx,

pokud vnitřńı integrál existuje pro každé x ∈ 〈a, b〉.
(ii) Necht’ f ∈ R(Ω), kde elementárńı oblast

Ω = {(x, y) ∈ R2 : c ≤ y ≤ d, x1(y) ≤ x ≤ x2(y)}

je určena grafy funkćı x = x1(y) , x = x2(y), y ∈ 〈c, d〉 .
Potom plat́ı∫∫

Ω

f(x, y) dxdy =

d∫
c

 x2(y)∫
x1(y)

f(x, y) dx

 dy,

pokud vnitřńı integrál existuje pro každé y ∈ 〈c, d〉.

x

y

0

y1(x)

y2(x)

Ω

Důkaz spoč́ıvá v pře-
vodu integrace přes
Ω na integraci přes
obdélńık Q (obsa-
huj́ıćı množinu Ω) ve
smyslu definice (4.2),
část (iii) a následném
použit́ı věty (4.2).

Př́ıklad 4.6 : Množina Ω je zadána nerovnostmi 0≤x≤1,
x≤ y≤

√
x nebo 0≤ y≤ 1, y2≤x≤ y . Vypočtěte integrál

I =
∫∫
Ω

xy dxdy .

I =
1∫

0

(√
x∫

x

xy dy

)
dx I =

1∫
0

(
y∫
y2
xy dx

)
dy

⇓ ⇓
1∫

0

[
xy2

2

]√x
x

dx
1∫

0

[
yx2

2

]y
y2
dy

⇓ ⇓
1∫

0

(
x2

2 −
x3

2

)
dx

1∫
0

(
y3

2 −
y5

2

)
dy

⇓ ⇓[
x3

6 −
x4

8

]1

0
= 1

24

[
y4

8 −
y6

12

]1

0
= 1

24
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Věta 4.4 : ( Substituce v dvojném integrálu – transformace
souřadnic ve dvojném integrálu)
Necht’ Ωrϕ ⊂ R2 je otevřená měřitelná množina a necht’ funkce
x = x(r, ϕ), y = y(r, ϕ) určuj́ı prosté regulárńı zobrazeńı f
množiny Ωrϕ na množinu Ωxy ⊂ R2. Necht’ dále máme funkci
f : Ωxy → R, která je spojitá na Ωxy. Potom plat́ı∫∫

Ωxy

f(x, y) dxdy =

∫∫
Ωrϕ

f(x(r, ϕ), y(r, ϕ)) |det Jf | drdϕ,

kde Jf = D(x,y)
D(r,ϕ) je Jacobiova matice zobrazeńı f (viz definice

3.2).
Řadu oblast́ı v ro-
vině můžeme vyjádřit
jako konečné sjedno-
ceńı elementárńıch ob-
last́ı: např. pokud Ω
rozděĺıme na čtyři ele-
mentárńı oblasti: Ω =
Ω1∪Ω2∪Ω3∪Ω4 . Po-
tom symbolicky∫
Ω

=

∫
Ω1

+

∫
Ω2

+

∫
Ω3

+

∫
Ω4

.

Př́ıklad 4.7 : Převod dvojného integrálu funkce f(x, y)
přes Ωxy do polárńıch souřadnic

x = r cosϕ, y = r sinϕ, r > 0, 0 ≤ ϕ < 2π .

Zde

Jf =

(
∂x
∂r

∂x
∂ϕ

∂y
∂r

∂y
∂ϕ

)
=

(
cosϕ −r sinϕ
sinϕ r cosϕ

)
; |det Jf |= |r|=r.

Množina Ωxy je obrazem nějaké množiny Ωrϕ (kterou muśıme
určit). Takže∫∫

Ωxy

f(x, y) dxdy =

∫∫
Ωrϕ

f(r cosϕ, r sinϕ) r drdϕ . Formálně dxdy nahra-
d́ıme výrazem r drdϕ .

Př́ıklad 4.8 : Vypočtěte

I =

∫∫
Ω

sin
√
x2 + y2 dxdy,

kde Ω = {(x, y) ∈ R2 : π2 < x2 + y2 < 4π2}.
Vzhledem ke geometrii oblasti Ω (mezikruž́ı) užijeme sub-
stituci do polárńıch souřadnic f : x = r cosϕ , y = r sinϕ .
Zde snadno zjist́ıme, že Ω je obrazem množiny

Ωrϕ = {(r, ϕ) ∈ R2 : π < r < 2π, 0 ≤ ϕ < 2π} , potom

I =

∫∫
Ωrϕ

r sin r drdϕ =

2π∫
0

 2π∫
π

r sin r dr


︸ ︷︷ ︸

per partes

dϕ = −6π2 .
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Věta 4.5 : (Fubiniova věta v R3)
Necht’ f ∈ R(Ω), kde Ω = {(x, y, z) ∈ R3 : (x, y) ∈ S ;
z1(x, y) ≤ z ≤ z2(x, y)}, je tzv. elementárńı oblast určená
grafy funkćı z = z1(x, y), z = z2(x, y), (x, y) ∈ S , kde S je
pr̊umět množiny Ω do roviny xy. Potom plat́ı

∫∫∫
Ω

f(x, y, z) dxdydz =

∫∫
S

 z2(x,y)∫
z1(x,y)

f(x, y, z) dz

 dxdy,

pokud vnitřńı integrál existuje pro každé (x, y) ∈ S .

Ve větě 4.3 jsme uvedli
dvě možnosti převodu
dvojného integrálu na
dvojnásobný. Tyto
možnosti byly dány
dvěma možnostmi
promı́táńı množiny Ω
do souřadnicových os.
U trojného integrálu
máme tři možnosti
promı́táńı oblasti Ω
do tř́ı souřadnicových
rovin, v tvrzeńı věty
je uvedena pouze
jedna z nich.

Př́ıklad 4.9 : Vypočtěte

I =

∫∫∫
Ω

x dxdydz,

kde Ω je oblast nacházej́ıćı se v 1. oktantu omezená para-
boloidem z = x2 + y2 a rovinou z = 2 . Pr̊umětem Ω do
roviny xy je čtvrtkruh S .

Představ́ıme si řezy oblasti Ω rovnoběžné s rovinou xz. Pro
každé (x, y) ∈ S se nejdř́ıve integruje od z = x2 + y2 do
z = 2 (vnitřńı integrace). Źıskaný dvojný integrál přes S se
převede na dvojnásobný, v němž se nejdř́ıve integruje podle
y od y = 0 do y =

√
2− x2, a nakonec se integruje podle x

od x = 0 do x =
√

2 .

∫∫∫
Ω

x dxdydz =

∫∫
S

 2∫
x2+y2

x dz

 dxdy

=

∫∫
S

x(2− x2 − y2) dxdy

=

√
2∫

0


√

2−x2∫
0

(2x− x3 − xy2) dy

 dx =
8
√

2

15
.

Výpočet integrálu přes S se oṕırá o větu (4.3).
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Věta 4.6 : (O substituci v trojném integrálu – transformace
souřadnic v trojném integrál)
Necht’ Ωr ⊂ R3 je otevřená měřitelná množina a necht’ funkce
x = x(r, ϕ, ϑ), y = y(r, ϕ, ϑ), z = z(r, ϕ, ϑ) určuj́ı prosté
regulárńı zobrazeńı f zobrazuj́ıćı Ωr na množinu Ωx ⊂ R3.
Necht’ dále máme funkci f : Ωx → R, která je spojitá na Ωx .
Potom plat́ı∫∫∫

Ωx

f(x, y, z) dxdydz

=
∫∫∫
Ωr

f(x(r, ϕ, ϑ), y(r, ϕ, ϑ), z(r, ϕ, ϑ)) |det Jf | drdϕdϑ ,

kde Jf = D(x,y,z)
D(r,ϕ,ϑ) je Jacobiova matice zobrazeńı f .

Princip d̊ukazu je stejný jako v př́ıpadě věty (4.4) pro dvojný
integrál.

Př́ıklad 4.10 : Trojný integrál v cylindrických souřadnićıch.
Mějme zobrazeńı f : Ωr → Ωx dané transformačńımi rovni-
cemi

x = r cosϕ , y = r sinϕ , z = z ; r > 0, 0 ≤ ϕ < 2π .

Zde |det Jf | = r. Takže∫∫∫
Ωx

g(x, y, z) dxdydz =

∫∫∫
Ωr

g(r cosϕ, r sinϕ, z) r drdϕdz .

Př́ıklad 4.11 : Vypočtěte
∫∫∫

Ω

z
√
x2 + y2 dxdydz, kde Ω =

{(x, y, z) ∈ R3 : 0 ≤ x ≤ 2 ; 0 ≤ y ≤
√

2x− x2 ; 0 ≤
z ≤ a} . Vzhledem k tvaru oblasti Ω (část válce o výšce a)
provedeme substituci do cylindrických souřadnic. Válcová
plocha x2+y2 = 2x má v cylindrických souřadnićıch rovnici
r = 2 cosϕ, nebot’ po dosazeńı do rovnice válcové plochy
dostáváme

r2 cos2 ϕ+ r2 sin2 ϕ = 2r cosϕ .

Pr̊umět Ω do roviny xy je čtvrtkružnice. Takže ϕ∈
(
0, π2
)
,
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r ∈ (0, 2 cosϕ), z ∈ (0, a). Tedy∫∫∫
Ωx

z
√
x2 + y2 dxdydz =

∫∫∫
Ωr

z · r · r drdϕdz =

=

π
2∫

0

2 cosϕ∫
0

a∫
0

z · r2 dzdrdϕ = 1
2a

2

π
2∫

0

2 cosϕ∫
0

r2 dr dϕ =

= 4
3a

2

π
2∫

0

cos3 ϕ dϕ = 4
3a

2

π
2∫

0

(1− sin2 ϕ) cosϕ dϕ =

= 4
3a

2
(
sinϕ− 1

3 sin3 ϕ
)π

2

0
= 8

9a
2 .

Př́ıklad 4.12 : (Trojný integrál ve sférických souřadnićıch.)

Mějme zobrazeńı f : Ωr → Ωx dané transformačńımi rovni-
cemi x = r cosϕ cosϑ , y = r sinϕ cosϑ , z = r sinϑ ,

r > 0 , 0 ≤ ϕ < 2π , −π
2 < ϑ < π

2 . Zde |det Jf | = r2 cosϑ .
Takže∫∫∫

Ωx

f(x, y, z) dxdydz =

=
∫∫∫
Ωr

f(r cosϕ sinϑ, r sinϕ sinϑ , r cosϑ) r2 cosϑ drdϕdϑ .

Př́ıklad 4.13 : Vypočtěte I =
∫∫∫

Ω

(x2 + y2) dxdydz, kde

Ω je ”horńı”polovina koule x2 + y2 + z2 ≤ R2.

I =
R∫
0

π
2∫

0

2π∫
0

r2 · cos2 ϑ · r2 cosϑ dϕ dϑ dr

= 2π
R∫
0

π
2∫

0

r4(1− sin2 ϑ) cosϑ dϑ dr

= 2π
R∫
0

r4
(
sinϑ− 1

3 sin3 ϑ
)π

2

0
dr = 4

15π R
5 .

4.3 Užitečné vzorce

Na základě integrálńıch součt̊u lze doplnit vzorce z odst. 8.5,
MA1:

Mı́ra oblasti Ω (integrál z charakteristické funkce)

meas (Ω) =
∫∫
Ω

1 dxdy ; Ω ⊂ R2 (obsah),

meas (Ω) =
∫∫∫

Ω

1 dxdydz ; Ω ⊂ R3 (objem).
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Celková hmotnost tělesa Ω ⊂ R3:
Necht’ % = %(x, y, z) je funkce hustoty tělesa Ω, potom hmotnost
tělesa je dána vzorcem

m =

∫∫∫
Ω

%(x, y, z) dxdydz .

Celkový náboj tělesa Ω ⊂ R3:
Necht’ funkce % = %(x, y, z) popisuje hustotu rozložeńı náboje
v Ω, potom celkový náboj tělesa je dán vzorcem

Q =

∫∫∫
Ω

%(x, y, z) dxdydz .

Statické momenty rovinné oblasti Ω ⊂ R2 vzhledem k souřadnicovým
osám:

Mx =

∫∫
Ω

y %(x, y) dxdy , My =

∫∫
Ω

x %(x, y) dxdy .

Statické momenty tělesa Ω ⊂ R3 vzhledem k souřadnicovým
rovinám:

Mxy =
∫∫∫

Ω

z %(x, y, z) dxdydz ,

Myz =
∫∫∫

Ω

x %(x, y, z) dxdydz ,

Mxz =
∫∫∫

Ω

y %(x, y, z) dxdydz ,

kde % = %(x, y), resp. % = %(x, y, z) je hustota tělesa v bodě
(x, y) ∈ Ω, resp. (x, y, z) ∈ Ω.

Moment setrvačnosti tělesa Ω ⊂ R3 vzhledem k souřadnicovým
osám:

Jx =
∫∫∫

Ω

(y2 + z2) %(x, y, z) dxdydz ,

Jy =
∫∫∫

Ω

(x2 + z2) %(x, y, z) dxdydz ,

Jz =
∫∫∫

Ω

(x2 + y2) %(x, y, z) dxdydz ,

kde % = %(x, y, z) je hustota tělesa v bodě (x, y, z) ∈ Ω.

Souřadnice těžǐstě T = (xT , yT , zT ) tělesa Ω ⊂ R3 :

xT =
Myz

m
, yT =

Mxz

m
, zT =

Mxy

m
.



50 Matematika 3 pro FST

Př́ıklad 4.14 : Vypočtěte souřadnice těžǐstě tělesa ome-
zeného plochami x = 0, z = 0, y = 1, y = 3, x + 2z = 3 ,
jestliže hustota tělesa se v každém bodě rovná 1.

m=
∫∫∫

Ω

dxdydz =
3∫

0

3∫
1

3−x
2∫

0

dzdydx =
3∫

0

3∫
1

3−x
2 dydx =

=
3∫

0

(3− x) dx =
[
3x− 1

2x
2
]3

0
= 9

2 .

xT = 2
9

∫∫∫
Ω

x dxdydz = 2
9

3∫
0

3∫
1

3−x
2∫

0

x dzdydx =

= 2
9

3∫
0

3∫
1

x3−x
2 dydx = 2

9

3∫
0

x(3− x) dx = 2
9

[
3
2x

2 − 1
3x

3
]3

0
= 1 .

yT = 2
9

∫∫∫
Ω

y dxdydz = 2
9

3∫
0

3∫
1

3−x
2∫

0

y dzdydx =

= 1
9

3∫
0

3∫
1

y(3− x) dydx = 4
9

3∫
0

(3− x) dx = 4
9

[
3x− x2

2

]3

0
= 2 .

zT = 2
9

∫∫∫
Ω

z dxdydz = 2
9

3∫
0

3∫
1

3−x
2∫

0

z dzdydx =

= 2
9

3∫
0

3∫
1

(3−x)2

8 dydx = 1
18

[
−(3−x)3

3

]3

0
= 1

2 .
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5 Parciálńı diferenciálńı rovnice

Při popisu reálných děj̊u vyv́ıjej́ıćıch se v čase t a bodě prostoru
[x, y, z] ∈ R3 budeme uvažovat funkci u = u(x, y, z, t) (např́ıklad
teplotu materiálu), která tento děj popisuje. Pro rychlost změny
děje v čase a prostoru potřebujeme znát parciálńı derivace funkce
u: ∂u∂t = ut,

∂u
∂x = ux, podobně (uy, uz), i parciálńı derivace vyšš́ıch

řád̊u ∂2u
∂t∂x = utx,

∂4u
∂x4 = uxxxx. Rovnice, ve kterých se vyskytuj́ı

parciálńı derivace se nazývaj́ı parciálńı diferenciálńı rovnice,
např. ut + uxx = 0.

5.1 Základńı modely

5.1.1 Transportńı rovnice

Předpokládáme, že v
trubičce žádné nečis-
toty nevznikaj́ı ani ne-
zanikaj́ı.

Co vteče má znamén-
ko plus, co vyteče mi-
nus.

Bilančńı rovnice.

Budeme uvažovat tekutinu pohybuj́ıćı se rychlost́ı v v tenké
rovné trubičce (ztotožńıme ji s osou x), jej́ıž kolmý pr̊uřez má
plochu velikosti S. Funkce u = u(x, t) bude nyńı popisovat hus-
totu znečǐstěńı v bodě x a v čase t. Potom množstv́ı nečistot mezi

body x1 a x2 v čase t je dáno integrálem
x2∫
x1

u(x, t)S dx a podobně

množstv́ı nečistot, které proteče plochou S v bodě x během

časového intervalu (t1, t2) je popsáno integrálem
t2∫
t1

u(x, t) v S dt.

Potom množstv́ı nečistot v intervalu (x1, x2) v čase t2 se rovná
množstv́ı nečistot v intervalu (x1, x2) v čase t1 plus množstv́ı
nečistot, které proteče plochou S v bodě x1 během časového in-
tervalu (t1, t2) minus množstv́ı nečistot, které proteče plochou S
v bodě x2 během časového intervalu (t1, t2), neboli

x2∫
x1

u(x, t2)S dx =

x2∫
x1

u(x, t1)S dx+

t2∫
t1

u(x1, t)vS dt−
t2∫
t1

u(x2, t)vS dt.

Pro jednoduchost budeme uvažovat, že velikost řezu S je všude
konstantńı a zároveň je konstantńı i rychlost v tekutiny. Potom
plat́ı

x2∫
x1

[u(x, t2)− u(x, t1)] dx = v

t2∫
t1

[u(x1, t)− u(x2, t)] dt.

Nyńı budeme předpokládat, že funkce umá spojité prvńı parciálńı
derivace (změna rychlosti znečǐstěńı neńı skoková), pak ze základńı
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věty matematické analýzy plyne

x2∫
x1

t2∫
t1

ut(x, t) dtdx = v

t2∫
t1

x2∫
x1

ux(x, t) dxdt.

Jestliže budeme předpokládat, že tato rovnice plat́ı pro každý
segment (x1, x2) a každý časový interval (t1, t2), pak v každém
bodě [x, t] dostaneme rovnost

ut(x, t)− v ux(x, t) = 0 ,

která se nazývá transportńı rovnice v jedné dimenzi.

5.1.2 Rovnice difuze, rovnice vedeńı tepla

Máme tenkou tyč (ztožńıme s osou x), která má teplotu T (x, t)
a předpokládáme, že teplota roste ve směru osy x. Tepelná vo-
divost materiálu tyče je κ a pr̊uřez tyče je S. Teplo Q(x, t)
procházej́ıćı řezem tyče v bodě x a čase t během krátkého časového
intervalu dt je dáno vztahem Q(x, t) = κS ∂T

∂x (x, t)dt, podobně
Q(x + ∆x, t) = κS ∂T

∂x (x + ∆x, t)dt, ∆x reprezentuje malý kou-
sek tyče. Použijeme Taylor̊uv rozvoj, pak pro tepelnou energie,
která je absorpována v kousku tyče ∆x plat́ı

∆Q = κS
(∂T
∂x

(x+ ∆x, t)− ∂T

∂x
(x, t)

)
dt ≈ κS

∂2T

∂x2
(x, t)∆x dt.

Pro tuto změnu tepla však zároveň plat́ı

∆Q = c∆mdT = c %∆x
∂T

∂t
(x, t) dt,

kde c měrná tepelná kapacita tyče, ∆m je hmotnost kousku tyče
délky ∆x, % je hustota materiálu tyče a dT je malý časový úsek,
po který se měńı hodnota tepla v tyči. Porovnáńım obou výraz̊u
pro změnu tepla v kousku tyče dostaneme

κS
∂2T

∂x
(x, t)∆x dt = c %∆x

∂T

∂t
(x, t) dt,

tedy

κS
∂2T

∂x2
(x, t) = c %

∂T

∂t
(x, t).

Označ́ıme k = κS
c% tzv. součinitel teplotńı vodivosti, pak rovnice

pro vedeńı tepla má tvar

∂T

∂t
(x, t)− k ∂

2T

∂x2
(x, t) = 0.
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Necht’ nyńı funkce u = u(x, t) popisuje difuzi látky, potom
pro ńı plat́ı stejná rovnice jako pro vedeńı tepla, neboli

ut − uxx = 0.

Difuze je proces samo-
volného rozptylováńı
částic v prostoru.5.1.3 Vlnová rovnice

Nyńı funkce u = u(x, t) bude popisovat strunu, na kterou p̊usob́ı
v bodě x1 śıla ~F1 kolmo k ose x. Tato śıla vyvolá p̊usobeńı silou

~F v tečném směru ke struně a podle zákona
akce a reakce stejně velká opačně oriento-
vaná śıla p̊usob́ı na strunu i v bodě x2 (viz
obrázek). Podle druhého Newtova zákona
plat́ı pro element struny ∆x pohybová rov-
nice

∆m
∂2u

∂t2
= F2 − F1,

kde ∆m = %∆x a % je délková hustota
struny. Pro velmi malé výchylky bude pla-
tit

F2 − F1 ≈ F (tanϕ2 − tanϕ1) = F
(∂u
∂x

(x2)−
∂u

∂x
(x1)

)
.

Pomoćı Taylorova rozvoje dostaneme

∂u

∂x
(x2)−

∂u

∂x
(x1) ≈

∂2u

∂x2
∆x,

tud́ıž

%∆x
∂2u

∂t2
= F2 − F1 = F

∂2u

∂x2
∆x.

Odtud dostaneme
∂2u

∂t2
=
%

F

∂2u

∂x2
.

Označ́ıme v =
√

%
F , pak v je fázová rychlost vlny š́ı̌ŕıćı se po-

struně a plat́ı vlnová rovnice

utt(x, t)− v uxx(x, t) = 0.

5.2 Metody řešeńı

5.3 Počátečńı úlohy
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