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1 Skalarni funkce vice realnych proménnych

1.1 Prostor R"

Symbolem R" oznacujeme mmnozZinu vSech usporadanych
n-tic redlnych cisel, tj. R"={x: x=[z1,29,...,2,]}, 7, €ER.
Mnozinu R” chdpeme bud jako mnozinu bodu, nebo jako vek-
torovy prostor, pokud v této mnoziné zavedeme algebraické
operace splnujici axiémy linearniho prostoru. Vektory znacime
T = (r1,%9,...,Ty,), Cisla z;, i = 1,...,n se nazyvaji slozky
(soufadnice) vektoru (bodu).

—

Definice 1.1: Necht Z, 7,7 € R", potom pomoci nésledu-
jicich vztahu definujeme
1. skalarni soucin vektoru Z, i/

- -

LY = LiYi

1

7

2. normu vektoru 7

3. vzdalenost bodu x,y (”délka vektoru & — i )

n

pET) = x =yl = | D (@i~ )2,

1=1

4. Pro nenulové Z, ¥ existuje ¢islo ¢ € (0, ), které se na-
zyva ihlem vektoru z, 1y, takové, ze
-y
@ = arcCos ~—=+—— 5 -
11 - Nl7 |

Definice 1.2: (posloupnost v R")
Zobrazeni f : N — R" pfitazujici kazdému k€N bod (vektor)
x; € R" nazyvame posloupnost (bodtu, vektorad) v R".
Znacime f = {x;} .

Vektorovy prostor, v
némz je definovan ska-
larni soucin se nazyva
eukleidovsky pro-
stor. Pro skalarni
soucin se také pouziva
znaceni (Z,7) .

Pro kazdé Z,y pla-
ti Cauchyova-Schwar-

zova nerovnost

—

7=y < |z -l




Protoze méame euk-
leidovsky  vektorovy
prostor R™, hovofime
o konvergenci vzhle-
dem k eukleidovské
norme. Analogicky
definujeme  konver-
genci vzhledem k jiné
normeé ¢i jiné metrice.

Definiénim oborem
D(f) funkce f je tedy

mnozina 2 .
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Definice 1.3 : (konvergentni posloupnost)
Posloupnost {x;} C R" je konvergentni v R", jestlize

dxg € R"Ve>03dkye NVEeN: k> ky = HXk_XOH<5'

Piseme lim x; =xy, resp. Xz — Xy pro k — +oo.
k—+o00

Vétal.l: (konvergence po slozkéch)
Posloupnost {x;} je konvergentni v R" praveé tehdy, kdyz po-
sloupnosti vSech slozek {xy;} jsou konvergentni v R, tj.

X =Xy & T — Xy, 1=1,2,...,n.

Dukaz : plyne ze vztahu

n

|z — x0i| < ||xk — X0l = Z (i — 330@')2-
i=1

1.2 Zakladni vlastnosti funkci v R”

Definice 1.4 : (funkce n-proménnych)

Necht ©Q C R". Zobrazeni f : Q — R piifazujici kazdému
argumentu x € ) funkéni hodnotu f(x) se nazyva redlna
funkce n realnych proménnych definovand na .
Znacime f:x— f(x), f=f(x).,

Mnozina

G={xfx)]eR": xeQ}
se nazyva graf funkce f .
Mnozina

He={xeQ: f(x)=C}, CeR,

se nazyva hladina (vrstevnice) funkce f. (Je to mnozina
bodu definicnitho oboru, v nichz funkce f nabyva stejné
funkéni hodnoty).

Priklad 1.1: Grafem funkce f : R? — R dané piedpisem
f(z1,m9) = 23+ 23 je paraboloid a jeji hladiny jsou kruznice
o poloméru V.
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Definice 1.5: (limita funkce n-proménnych)

Necht je dédna funkce f : Q — R, © C R" a necht x je

hromadny bod mnoziny 2. Jestlize 3L € R takové, ze

V{xir}, xp € Q, xp #x0: X > X9 = f(xx) = L, pak

fekneme, ze funkce f mé v bodé x limitu L (vlastni) a piseme
lim f(x)=1L.

X—Xo

Priklad 1.2 :
Vypocitdme limitu funkce f(x,y) = 23 — y* v bodé [1,2].
Necht {x}, {yr} jsou libovolné posloupnosti redlnych ¢isel
takové, ze x, — 1 a yp — 2.
Pak 2} — 1,y = 8 = f(ap,yp) =27 —yp > 1—-8=—T.
Tedy lim (23 —¢%) = —7.

[z,y]—[1,2])

Stanovme lim

Priklad 1.3 :
[2,y]—0,0]

]

Zvolime posloupnost {zy, yr} = {%, 7}, ¢ € R, pak dosta-

neme lim 4+ = c¢. Vidime, ze dana funkce nema v bodé

k—00
[0, 0] limitu. (Cislo ¢ mtzeme volit libovolné, tedy neexis-
tuje ¢islo L, ke kterému se blizi funkéni hodnoty funkce f.)

e

Definice 1.6 : (E4stecné limity, vicendsobné limity v R?)
Méjme funkci f = f(x,y) definovanou v okoli bodu [xg, o]
Existuje-li pro kazdé pevné y

lim f(z,y) = p(y),

T—T0

nazyva se Casteénd (parciilni) limita funkce f v pro-
ménné x. Existuje-li

Ly = lim ¢(y) = lim lim f(z,y),

Y—Yo Y—Yo T—To

nazyva se dvojnasobnou limitou funkce f v bodeé [z, yo| .
Analogicky definujeme pro pevné x

¥(@) = lim f(@,y) a Lr= lim 9(e) = lim lim f(z,y).

T—T0 T—To Y—Yo
Priklad 1.4 : Pro funkci f(x,y) = x;ny najdeme dvojné-
sobné limity v bodé [0, 0].
LY

=0.

lim lim = lim lim ———
y—0 2—0 12 + y2 20 y—0 12 + y2

Piiklady

Vyuzivame vétu 4.6 z
MA1 o algebre limit
funkci jedné redlné
promeénné.

Polozime-li y = cux,
pak v limité dostane-

me 1i % =c
[x,y]—[0,0]

K limitnimu bodu se
blizime po primkéch.
Pozor tato metoda
je vhodna pouze k
dukazu  neexistence
limity, nikoli  jeji
existence.



Existence a rovnost
dvojnasobnych limit
nezaruci existenci
limity funkce v bodé
a obracené z existence
limity nevyplyva exis-
tence dvojnasobnych
limit.

Ptesto, jestlize exis-
tuje (dvojnd) limita a
"vnitini limity”, pak
existuji dvojnasobné
limity:.

V izolovaném bodé xq
se funkce f povazu-
je za spojitou, je-li v
tomto bodé definova-
na.

Jestlize v bodé nespo-
jitosti existuje vlastni
limita funkce f, pak
fikdme, ze nespojitost
je odstranitelna.
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Limitu funkce f budeme hledat ”po primkach”y = kx, po-
tom

. xy ’ ka? k
1m -———-7 = 11In =
[m,y];[0,0] 2+ y2 1—0 k222 4+ 22 k2 +1°

tudiz hledana limita neexistuje.

Priklad 1.5: Hledame limity funkce f, kde
rsint +ysin:t  x#£0, y#O0,
ﬂ%w:{ v v .

0 Tr = 07 Yy = 07
v okoli bodu [0, 0].
Z odhadu ‘:csinler sin%’ <l|zHy| plyne lim f(x,y)=0,
Y [,y =[0,0]

L neexistujf, tudiz neexistujf

ale limity lim zsin 1, lim ysin 1
Y 2—0 x

y—0
ani dvojnasobné limity.
Vétal.2: (vztah dvojné limity a dvojnasobnych limit)
Necht funkce f = f(z,y) je definovand (aspon) v prstencovém
okoli P([zg,yo]) bodu [z, yo] a existuje limita

lim  f(z,y) = L.

[2,y]—=[0,90]
Necht déle existuji ¢dstecné limity

lim f(xay) = Qp(y)a [xo,y] S P([.Cl/’o,y()]),

T—Xo

lim f(z,y) = ¢(), [2,50] € P([z0,0]).

Y—Yo

Potom existuji dvojnasobné limity

Ly = lim ¢(y) = lim lim f(z,y),

Y=Yo Y—Yo T—To
Ly = lim ¢(z) = lim lim f(x,y)
T—T0 T—To Y—Yo

aplati L1 = Ly = L.

Definice 1.7: (Spojitost)
Funkce f : 2 — R je spojita v hromadném bodé x, mnoziny
Q C R", jestlize

lim f(x) = f(xo).

X—X0
Funkce f je spojita na mnoziné (), je-li spojita v kazdém
bodé x € ). Bod x( je bodem nespojitosti funkce, neni-li
v ném funkce f spojita.
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Priklad 1.6 :

1. Funkce f(x,y) = :CQLWQ je spojitd v kazdém bodeé
[z,y] # (0,0), ale v bodé (0,0) spojitd neni, a navic

nespojitost neni odstranitelna.

zy # 0,
0 xy =0,

in 1 in L
2. Funkce f(z,y) = { rsmy Tysing

je spojitd v bodeé [0, 0], avsak v kazdém okoli tohoto
bodu existuji body nespojitosti (body soufadnicovych

08).

.’L'y2 2 2
3. Funkce f(z,y) = { 82+y2 ; 1 32 7:& 8’

je spojitd v bodé [0,0], coz dokdzeme prechodem k
polarnim soutradnicim. Polozime x = r cos ¢, y = 7 sin ¢,

potom

. 2 . 3 cos ofsi 2

lim 2 = lim rcossiw:o'
[z.y]—[0,0] Y e

p€e(0,27)

1.3 Derivace a diferencial

Definice 1.8 : (derivace podle vektoru, parcidlni derivace)

Méjme funkeci f: Q@ — R, Q C R", xy € ) a existuje okoli

U(Xo) Cc Q.

Je dan (pevny) vektor § € R", § = (s1,89,...,58,). Jestlize

existuje konecna limita
f(xo +15) — f(%o)

I o
50 t — g 0T l=0 =

df (x0)
0s '’

pak se nazyva derivace funkce f v bodé x; podle vek-
toru § (nebo také variace funkce f v bodé xg),

je-li § jednotkovy vektor, tj. ||S|| = 1, pak se tato limita
nazyva derivace funkce f v bodé x; ve sméru s.
Jestlize 5= ¢€; (jednotkovy vektor ve sméru osy x;), potom

8f(xo) _ 9 (x0)
0¢; ox;
a hovorime o parcialni derivaci funkce f v bodé x

podle x; a o funkci f tikame, Ze je derivovatelna v bodé
Xo podle proménné z;.

Pti prechodu k polér-
nim soufadnicim plati
nasledujici ekvivalen-
ce [z,y] — [0,0] &
Iz,y] = [0,0]]] = 0 <
Vi+y?r —» 0 &
V12 cos? o+ r2sin’ ¢
—-0&r—0..
Pomoci tohoto prie-
chodu lze tedy do-
kazat existenci limity
funkce.
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Priklad 1.7: Uvazujeme funkci f(x,y) = xy?, vektor §=
(s1,89) = (1,2) a bod [zg,y0] = [1,1]. Potom dostaneme

M — lim fxotts1,yo+tsa)—f(xo,y0)
95 o t—0 ¢

— lim (1+8)(1+t-2)2—1
t—0 ¢

— i LA AP AP -1
t—0 ¢

oey T Ox T 0 t
t—0 ¢ ’
t—0 t )

Y

Z definice (1.8) pro funkeci dvou proménnych plyne

9f(x0,y0) = lim f(zott.yo)—f(x0,y0) 9f(x0,50) = lim [ (zo,y0+1)— f(0,0)
Oz t—0 ¢ ’ dy t—0 ¢ '
Obecné plati
df (xo) _ 1 f(wor, ... w0i +1, Toist, .-, Ton) — f(Zo1, - .., Ton)
= lim .
axi t—0 t

Z uvedenych vztahu vyplyva, ze parcialni derivace pocitame de-
rivovanim podle piislusné proménné (ostatni proménné se cho-
vaji jako konstanty). Napriklad

d(zy®) _ d(zy?)

= = 2xy.

Geometricky vyznam derivace ve sméru

Mame funkci f : Q2 — R, wvnitini bod xq € €2, vektor §
s jednotkovou normou ||§||=1 a tsecku p: x =xg+ 5, t € I,
I=(-0,0),>0,pCQ.

Polozime ¢g(t) = f(xg + t5), potom graf funkce g : I — R je
dén prunikem grafu funkce f a roviny p, ktera obsahuje tisecku p
a je kolma k roviné-xy .

Plati

v 1o 9(t) —g(0) . f(xo+1t5) — f(x0)  Of(x0)
g(0) = lim=——5— = " =95

Hodnota derivace funkce f ve sméru s je tudiz rovna smérnici
tecny 7€ o ke grafu funkce f v bodé x,. Tato smérnice se rovna
tangens uhlu teény 7 a piimky p (prodlouzeni tsecky p) .
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Definice 1.9 : (diference, totalni diferencidl)

Je dan vnitini bod X € Q CR". Pro libovolné x €2 oznacime
Jhy) (=Ax=dx, h;=dx;)

h=x— Xo. Vektor h = (h1, ho, . ..
nazveme diferenci argumentu.

1. Funkci proménné h € R"

Af(xo,h) = f(x0+h) — f(x0) = f(x) — f(x0)

nazveme diferenci funkce f v bodé x; vzhledem k h
(tzv. totalni diference).

. Funkce f se nazyva diferencovatelna v bodé xg,
existuje-li okoli U(xy) C 2, vektor A= (A1, As, ... Ay),
a funkce w(h) (proménné h) spliiujici podminku

w(h) _

W%Hw

tak, ze Vx € U(xg) plati

F(x) — f(x0) = f(x0+h) — f(xo)

Funkce f je diferencovatelna na (2, je-li diferencova-
telna v kazdém bodé x € €.

— A-h+w(h).

. U diferencovatelné funkce se linedrn{ forma A - h nazyva
(totalnim) diferencialem funkce f v bodé x( a znaéci
se

df =df(xg,h) =A-h, heR"

a vektor A = (A1, Ay, ..., A,) se nazyvé totalni deri-

vace funkce f v bodé x( nebo také gradient funkce f

v bodé xq. Uziva se oznaceni

= Vf(x0) = f'(x0) -

Diferencial pak zapisujeme ve tvaru

df (xo, h) = grad f(xo) - h = V f(x0) h = f'(x0) dx

A = grad f(xo)

Priklad 1.8 : Uréime diferencial funkce f(z,y) = xy?
v bodé xy = [xg, yo] . Plati
f(z,y) — f(zo,90) = f(xo + h1,y0 + ha2) — f(x0,90) =

(zot+h1) (Yot-he) *—xoyd = yg hi+2z0y0hat2y0hy hatxoh3+hi h3.

Pro funkei
fla.0) = 2+ 3y e
h = (x_xgyy—yo)
a Af(X(),h) =
2 — 22 + 3y — 3yp =
(x 4 zo)(x — x0)
+3(y — o) =
(229 + x — o) (z — 0)
+3(y — yo) =
(220, 3) (2 — 20, Y — o)
+(z — xp)2.
Tedy
A = grad f = (2z0, 3)
a w(ﬁ) = (v — z0)?,
nebot

lim (2 xO)Q =0.

||h||_>0\/a: x0)24(y—vo)?

Diferencial df se rovna
skalarnimu  soucinu
gradientu grad f a di-
ference argumentu h.



Pro funkci f(z, y) =zy?
bod [zo,%] = [1,1]
a smer § = (1,2) z
piikladu (1.7) méme
20) — (3, 20yo) - §
T2 5.

Gradient vyse uvede-
né funkce ma v kartéz-
ském systému tvar

grad f = (y?, 2zy).
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Odtud Ay=y¢, As=2xqyo, w(ﬁ) = 2yoh1hy+xoh3+hih3.

Zbyvé dokézat lim 8 — 0 tedy lim 2ofuhetzohiihih _

= h = 2,72

7o Al If=0 VR
hl =Trcose | lim 2012 cos @ sin p+xr? sin®p+1° cos psin®p 0
hy = rsinp r=0 r '

p€e(0,2m)
Diferencidl funkce f = xy? v bodé xq = [1g,79] m4 tvar
df(X(), h) = (y%, 2x0y0) -h = 3/(2)711 —|—2$0y0h2 .

1.4 Vlastnosti diferencovatelnych funkci

Vétal.3: (vlastnosti diferencovatelné funkce)
Je-li funkce f diferencovatelnd v bodé x,, potom

1. je v bodé xq spojita,

2. existuje v bodé x derivace funkce f podle libovolného
vektoru § (tedy existuji i vSechny parcidlni derivace)
a plati
0f(xo)
0s

3. pokud v R" uvazujeme kartézsky souradnicovy systém

= grad f(xo) - 5,

a za bazi volime jednotkové vektory ve sméru os systému,
pak

A=

0 (x0) _(9f 9f of
ox; grad f(xo) = Oxy’ Oxy’ ' Oxy
Dusledek 1.1:  véty (1.3) Diferencidl funkce f v bodé x

(v kartézském soufadnicovém vyjadieni) muzeme psat ve
tvaru

X0

0/(x), , D)

of(x)
8561 (‘3:1;2

o, Ty, h = dx.

df (x, h) =

dﬂ?2—|—. o

Napiiklad diferencial funkce f(z,y) = zy* ma tvar
0f(x) 0f(x)
d
ox v oy

Priklad 1.9: Uvedeme funkei, kterd ma v bodé [0, 0] parcidlni
derivace, ale neni v tomto bodé spojita:

df (x, (dz, dy)) = dy =y dx + 2wy dy .

(0 z2y=0.
f(@.y) _{ 1 x2y#0.
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Potom . %m(loo f(x,y) neexistuje, avsak existuji limity

f(0+h170) _f<070) _ 8f(0,0)

hlllg() h1 ox B O’
ha—0 h2 83/

Priklad 1.10: Funkce, kterd méa parcialni derivace v celém
R? ale je v bodé [0, 0] nespojita:

Ty 2 2
=< >0
f(x7y) :{ vy :C2+y2 ’
0 x*+y*=0.

Podobné jako v pfedchézejicim ptikladé z definice vypocteme
£(0,0) = £(0,0) = 0, f,(0,0) = 55(0,0) = 0; avsak

. l]lII[l f(z,y) neexistuje, nebot hm Qﬁi%z = 3 fkg.
0,0]

ykw

Priklad 1.11: Funkce, kterd méa parcialni derivace v celém
R? je spojitd v R? (viz pitklad (1.6),3.), ale neni diferenco-
vatelna v bodeé [0, 0]:

Na ptikladech jsme

2y? 9 9 ukazali, ze existence
f(z,y) = { 22+y2 o4y >0, parcidlnich  derivaci
0 x2+y2:O. neni v R*, n > 2
ekvivalentni  diferen-
Potom plati covatelnosti. Ekviva-
lence je platnd pouze
of (x,y)  y*—a2*y° of(x,y) 22y v R (véta 7.2, MA1).
Ox (a2 +y2)? 0y (a2 +y?)?
9£(0,0) 9£(0,0)
= £,(0,0) =0, = £,(0,0) =0
= 0.0 5o = 1,00

(na osach je funkce f nulova).
Pokud by funkce f byla diferencovatelna v pocatku, pak
pro vektor h s dostatecné malou normou musi platit

mmmmeMﬂmwmﬁ%w®

W( ) 0
ji—o 171
. . s . 2 .
Avsak limita lim wlh) _ lim - h12h22 —  TNeexis-
1|0 I72] [h1,h2]—[0,0] \/h1+h2 (hi+h3)

tuje, tedy funkce f neni diferencovatelna v pocatku.



Celou veétu (1.8) lze
formulovat a dokéazat
pro slozenou funkci

fla(x)=fug, ... s tm).

Potom
af - ﬁ Ou,
7j=1

Také  hovorime o
"Tetézovém pravidlu”.
Pti ptechodu k polar-
nim soutradnicim
T=7Ccosy, y=rsiny
ma jednotkovy vek-
tor ve "smeéru r” tvar
e; = (cosgp, sing) a
pro jednotkovy vek-
tor ve "sméru ¢”plati
€y = (—sinyp, cosy).
Matice prechodu M
gd ﬁbéze €1, 6y k bazi
€1, > ma tedy tvar
cosp —siny
sing  cos gp) ’
Nyni vyjadiime gradi-
ent funkce f = f(z,y)
v novém soufadnico-
vém systému, tedy

(ﬂ 3_f) COS (p —sin ¢
9z By singp cos

(af CoSs ¢ —|— sm P,

U (—sinp)+oL cos<p>.

Zaroven z diferencialu

slozené funkce plyne

Bf of oz + of oy __
— Bz or By ar

df Ccos —|—

af 0f ox | 0f Oy _

dp — Oz Iy Oy Op

8 (—rsin @)+ frcosgo

smgp a

Porovnanim dostane-
me pro gradient fun-
kce f v polarnich sou-
fadnicich

0 0
grad f = (a—i, %%) :
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Vétal.d:
Necht funkce v = u(z,y), v = v(z,y) jsou diferencovatelné
v bodé [zg,yo] a funkce f(u,v) je diferencovatelnd v bodé
[ug, vo], kde ug = u(zo,yo), vo = v(xg,yo). Potom slozend
funkce f(u(x,y),v(x,y)) je diferencovatelna v [xg, yo] a plati
(v bodé [z, yo])

(diferencial a derivace slozené funkce)

df =% du+Lady
— 8 (Qdo+ Gdy) +

4 of
ov
— (910 9f o af o 9f 0
= (8u(’)g+8v8_912) dz + a__u+__v> dy.

or of

ox Y
Priklad 1.12: Funkce u(z,y)=—2xy, v(x,y)=x+1y jsou
diferencovatelné na R? a funkce f(u,v) = u + v? je také
diferencovatelnd na R?.

Pro diferencil slozené funkce f(u(x,y),v(x,y)) tedy na R?

plati
df =1ldu+2vdv

= 1[(—2y) dz — 2z dy] + 2(x + y)(dx + dy)
=2xdr + 2ydy.

Zaroven f(u(z,y),v(z,y))
tedy df =2xdx+ 2ydy.

= =22y + (z +y)? = 2% + o2,

Priklad 1.153 :

Necht f(z,y) = 2*+y* a x(r,t) =rcost, y(r,t) = rsint.
d df d df d
Potom d_J; d]; df + d—id—gz = 2z(—rsint) + 2y(rcost) =

2r?(—costsint +sintcost) = 0.

(derivace paraboloidu podél kruznice)

Veétal.5: (vlastnosti gradientu)
Necht funkce f je diferencovatelnd v bodé x.

rad f(x)
Temasoan > tedy 121 =

§ je libovolny vektor (zména funkce ve

i) Polozime-li 2= 1, potom plati

9f(x) 9f(x)

oz — aX =5

15]=1
sméru gradientu je nejvétsi).

ii) Vektor grad f(x¢)(5# 0) je kolmy k te¢né varieté (piimka,
.) hladiny H = {x: f(x) = f(x¢)} v bodé xg.

rovina, ..
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Priklad 1.14: Mame k funkci f(z,y) = 23 — y*, bodu
B = [1,2] a vektoru v = (3,4) urc¢it smér nejveétstho rustu
v bodé B a derivaci podle vektoru v.

Smeér nejvétsiho rustu funkce f v bodé B je dan vektorem
gradf(lv 2) - (35[727 _Qy)[l,Z] - (37 _4)
Pro derivace podle vektoru ¢ plati

8fé17,2) =grad f(1,2) - U= (3,—4) - (3,4) = 0.

Vidime, ze vektor ¥ = (3,4) je tecny vektor k hladiné
H={[z,y]: 23 —y*> = -3} vbodé B = [1,2].

Definice 1.10: (tec¢né linedrni variety)
Graf linearni funkce u : R” — R dané predpisem

u(x)=d-x+d=aaz1+ - -+ax,+d, kde a€R" deR.

se nazyva nadrovina v R"™! a prochézi-li bodem [xq, uo], pak
Ize vyjadrit pomoci rovnice

u—uy=a-(x—x9) =a1(ry —xp) + -+ an(Tp — Top) -

Necht funkce f : R® — R je diferencovatelnd v bodé x,
grad f(xg) # 0, potom

1. te¢na nadrovina k hladiné H ={xeR": f(x)= f(x¢)}
funkce f prochéazejici bodem xy ma rovnici

grad f(xo) - (x —%o) = 0.

2. te¢na nadrovina ke grafu funkce u = f(x), x € R"
v bodé grafu [xg,ug] € R"™, kde uy = f(x¢), je déna
rovnici

u — up = grad f(xo) - (x — o) .

Pozndmka 1.1: Graf funkce u = f(x) je vlastné nulovou hla-

dinou funkce g(x,u) = f(x) —u=0.

Teéna nadrovina k hladiné funkce g v bodé [xg, ug] mé tedy

tvar grad g(xo) - ([x,u] — [x0,u0]) = 0 a odtud dostaneme

grad f(xo) - (x —x¢) — L(u —up) = 0.

Priklad 1.15: Je ddna funkce f(x,y,z2) = 2% + y? + 2%
Hladiny této funkce jsou kulové plochy, které lezi v R3; graf
funkce f lezi v R*. Hladina prochézejici bodem [zg, 4o, 20
uy = x§ + yg + 25 -

mé rovnici 22 + y? + 22 = g,

Libovolny vektor

X —Xg tecné nadroviny
k hladiné je kolmy k
vektoru grad f(xo) .

Pro f:R?> =+ R mi
tecna nadrovina k hla-
diné (tj. ptimka) tvar
FL(a=0)-+ £ y-10) =0
a tetna nadrovina ke
grafu funkce (tj. ro-
vina) ma tvar u—ug =
FLla—a0) + £y~ o).
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Tecnd rovina k této hladiné v bodé [z, yo, 2] ma rovnici
ar(z—x0)+az2(y—yo)+as(z—z) =0, d= grad f(xo, Yo, 20) ,

£,
2z0(x — x0) + 2yo(y — yo) + 220(2 — 20) = 0.

Teéna nadrovina ke grafu této funkce lezi v R* a m4 rovnici
u —ug = 2x0(x — o) + 290(y — Yo) + 220(2 — 20) -

Cviceni 1.1: Ke grafu funkce f(z,y) = 2% + y? v R?
urcete rovnici teéné roviny (v R?*) v bodé B = [1,2,7].
[B=112/f(1,2)] =[1,2,5], grad f(1,2) = (22,2y)pn9 = (2,4) =
tecnd rovina je u—5=2(z—1)+4(y —2).]

Definice 1.11: (smér rustu, poklesu)
Vektor § € R", (||5]|=1) se nazyvd smérem rustu (po-
klesu) funkce f v bodé xg, jestlize

30 >0: f(xo+1t5) > (<)f(x0), Vte(0,0),

tj. ve sméru § se hodnota funkce f zvétsuje (zmensuje).

Vétal.6: (smér rustu, poklesu diferencovatelné funkce)
Necht funkce f je diferencovatelnd v bodé x, . Vektor 5 € R,
je smérem rustu (poklesu) funkce f v bodé xq, jestlize

grad f(xg) - §>0 (grad f(xg) - §<0).

(Tedy vektory grad f(xg) a § sviraji ostry (tupy) thel.)

Priklad 1.16:  Urcete, zda vektor § = (1,3) je smérem
ristu(poklesu) funkce f(x,y) = 2?4+ y* v bodé B = [1,1].
Protoze grad f(1,1)-5=(2,2)-(1,3) =8 > 0, tak vektor
§ je smérem rustu funkce f v bodé B.
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1.5 Derivace a diferencialy vyssich radua. Taylorova véta.

Definice 1.12: (druhd parcidlni derivace)
Necht funkce f : Q — R mé parcidlni derivaci
U(xg) C Q. Existuje-li, pak se nasledujici limita

1 (5’f(x0+t€j)_8f(xo)> 0 <af)

of

5 v okoli

8.%']'

lim —
t—0 t ox; ox; ox;

X0
nazyva druha parcialni derivace funkce f v bodé x,.

Znacime
9 <8f>| _ P f(xo)

Oz: \ O, . - 83:]833@ '

8xj 8331

Podobné definujeme vyssi parcialni derivace, napf.

o ( 0°f 0° f (xo)
8$k (axﬁxl)

Xo - 8%]@8%]8%2 .
Necht funkce f je diferencovatelnd na okoli U(xy). Je-li kazd4
z funkci ag—g(f), 1 = 1,2,...,n diferencovatelna v bodé x,
fikame, ze funkce f je v bodé xy dvakrat diferencovatelna.

Vétal.7: (zameénnost parcidlnich derivaci)
Je-li funkce f dvakrat diferencovatelna v bodé xy, potom

& f(x0) _ 9*f(x0)
8%8% 81’]81’2 ’

i i=1,2,....n;

tj. druhé derivace jsou zameénné.

Priklad 1.17: Funkce f(x,y) = x>y m4 parcialni derivace
of . 0
ox Jy

a pro smisené parcialni derivace plati

o*f  f
oyoxr  Oxdy

2xy ,

2

Vétal.8: Necht funkce f je diQferencovatelné na okoli

U(xp). Jsou-li parcidlni derivace gm—é’;),, i,j=1,2,...,n
10T

spojité v bodé xq, pak funkce f je dvakrat diferencovatelna

v bodeé xg.

Jestlize je funkce f
dvakrat diferencova-
telnd, pak existuji di-
ferencidly jejich par-
ciadlnich derivaci, tedy
existuji i druhé parci-
alni derivace funkce f
v bodé xq .

U funkci, které nejsou
dvakrat diferencova-
telné, mnemusi platit
zdménnost smiSenych
parcialnich  derivaci.
Naptiklad pro funkci

a2 —y?
f :{xym [z,4]#(0,0]
0 [z,9]=(0,0]

neplati véta 1.7 v po-
catku.



U dvakrat diferenco-
vatelné funkce f exis-
tuji diferencidly parci-
alnich derivaci, tedy i
gradientu a proto i di-
ferencial diferencialu.

V maticové symbolice
hy
je W=
hy,
Pro  funkci  dvou
proménnych plati
Lf = Cdda*+

02 f o2f
Qayax dxdy + 52 oL dy?.

Pti vypoctu Hessovy
matice, si muzeme po-
moci pravidlem ”gra-
dient na gradient”,
tedy

H = grad (grad =

(gradT grad

\_/

i
9

0 (0f
(81:(83:)

0 (0f 8

35 (35) 3y

H

% s«
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Definice 1.13: (druhy diferencial)

Predpoklddejme, Ze funkce f md v bodech x € U(xy) dife-
rencidl df(x,h) = grad f(x) - h. Pro pevné h e df(x, h) :
U(xo) — R funkei x. Diferencial funkce df(x, k) (proménné
x) v bodé xy opét vzhledem k I se nazyva druhym dife-
rencialem funkce f v bodé x; a znaci se

d(df(x,h))|x, = d>f(x0,h) ;b = (dzy,dxs, . .., dxy,) .

Plati
df (x, h)

. . . h
— df (xo,h) = d*f(x0,h) +w(h), lim ME ) — 0
|0 ||R[?

Diferencial k-tého radu definujeme rekurentné
d(d" f(x, b)) = d* f(x, ).
Pro dvakrat diferencovatelnou funkci f dostaneme

P(x.F) = d(df(x,7)) = d(grad f(x) - F)) = i a(

of(x
gi«f) hj

:iiai(ag(c))hh —Z<Zaxzaxj >

Takze R _,T
=L Hx) h

af” i,i=1,2,....n

d*f(x, h)
kde H(x) je Hessova matice s prvky -

Druhy diferencial je kvadratickd forma v proménné h.

Priklad 1.18 :

df = (y+2x) dr +x dy = (y+2x,a:)( flg:j ),
d’f = d(y+2z) dz+d(z) dy = (2dx+1dy) dv+ (1 dz+0dy) dy
= (2da+1dy, 1dz+0dy) ( )

- (<dw>(?Www(o))(iﬁ)

2 1 d
:(d:c,dy)< )(dx>:2dx2—|—2dxdy—|—0dy2.
)

o%f 0%
(§ 90
or o) \1 o/

Pro funkci f(z,y) = 2% + a2y je
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Formalni pravidlo pro vypocet diferencialu vyssiho radu funkce

f:f(:cl,xg,...,xn): .
d'f= idw —l—idx +---+ida: f
- 81‘1 ! 8x2 2 axn n )

Druha derivace ve smérech s, i

0*f(x) 1 2T o7 _ = =T
57 07 —lg%g[gradf(x+tr)s —grad f(x)5"] = 7H(x)-5".

Vétal.9: (Taylorova véta)

Necht funkce f : Q — R je v okoli U(xg) C © bodu xy € Q
(k 4+ 1)-krat diferencovatelna. Potom pro kazdé x € U(xy)
polozime h=x—xpa Taylortv rozvoj funkce f v bodé xg
je dan vztahem

S d*(xo, R k£ (%o, h S
00— ro)=df o, R+ LLE R TEON) po F,

kde

- 1
Rjy1(x0, h) =

(k + 1)!

Priklad 1.19: Tayloruv rozvoj funkce f(x,y) = x v bodé
X = [%0, o] pro k =1 je dén vztahy:

F @, 5) — £ @o, yo) = LG22 (1 — ) 4 XL020) () 4 Ry (0, ),

Ry(x0,X) =15 (—a / (%02’”0) (1 — )2 422 Eom) g(fg’y%) (x—x0) Y —yo)

02 f (&,
+%@/—y0)2)7 o € (w0,2) 5 1m0 € (Y0,¥)-

Tedy z—xp=1-(x —x0)+0.

A" f(xo +9(x —xo),h), 0<¥<1.

Taylorovu formuli pouzivame pro aproximaci diference
Af = f(x) — f(xg) pomoci diferencialu.

Priklad 1.20: Pro funkci f(x,y) = xy
Af =xy — xoyy psat ve tvaru

lze diferenci

Y — ToYo ~ Yo Ax + 19 Ay

kde chyba aproximace je

RQ('CCO)yOa x7y> = Ax- Ay = (.’E - xo) ’ (y - yO) :

Pro funkci dvou pro-
ménnych plati d® f =

L w4357 L dw?dy+

2 3
+3 0 drdy™+ 5k dy?.

Némecky matematik
Ludwig Otto Hesse
(1811-1874).

se vénoval predevsim
studiu algebraickych
rovnic a teorii invari-
antil.

Graf funkce
f(z,y)=zy s teénou
rovinou v bodé [1, 0].


http://www-history.mcs.st-andrews.ac.uk/Biographies/Hesse.html
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2 Zakladni pojmy optimalizace v R"

2.1 Lokalni a globalni extrémy

Definice 2.1: (Extrémy) Mame f:Q— R, x,€(2.
(A) Cislo f(x¢) se nazyva lokalni minimum (maximum)
funkce f, kdyz existuje okoli U(xg) bodu x( takové, ze plati

fxo) < f(x) (f(x0) = f(x)) VxeUlx) N

Bod x( je pak bod lokalniho minima (maxima) na
mnoziné 2. PiSeme

f(x0) = min f(x), (f(x0)= max f(x)).

xeU (x)N2 xeU (x0)N2

Pokud pro x # xy plati ostré nerovnosti, potom hovotime
o ostrém (lokdlnim) minimu (maximu).

(B) Cislo f(xg) se nazyva globdlni minimum (maxi-
mum) funkce f na €, plati-li

f(xo) < f(x) (f(x0) = f(x)) VxeQ.
Piseme

f(x0) = min f(x), (f(x0) = max f(x)).

Bod x( je pak bod globalniho minima (maxima) na
mnoziné ). Extrémem funkce f rozumime maximum nebo
minimum této funkce.

Priklady Véta2.1: (Nutnd podminka existence lokalniho extrému)
Necht funkce f : Q — R je v bodé xq €  diferencovatelnd

Pozor nulové parcidlni (definice (1.2)) a mé v tomto bodé lokalni extrém. Potom

derivace neznamenaji

nulovy diferencial, df(X(); }_i) =0 \V’i_i e R", (j grad f(XO) — O) .

napt. funkce

foa) :{ 0 24y Dikaz :  (sporem)
’ ror=y Necht 34 # 0 € R takové, ze df(xg,h) > 0.
ma parcialnf derivace (Pro df (xo, k) < 0 je ditkaz podobny).
v bodé [0,0] rovny . ~ .
nule, ale neni zde di- Tedy df (xg, h) = grad f(xg) - h = lim f(X0+’5ht)—f(xo) >0,
ferencovatelnd, ani ne- t=0
nabyvd v bodé [0,0] Odtud Vypl}’fvéuL ze existuje 0 > 0 takové, ze
extrému. f(xo+th) — f(x0) >0 pro te€(0,0),

F(xo+th) — f(x0) <0 pro t € (=4,0),

coz je spor s definici extrému funkce f v bodé xg.
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Definice 2.2: (Stacionarni bod) Body, ve kterych dife-
Necht f je diferencovatelnd funkce v bodé x;. Bod x; € € se rencial funkce neexis-

nazyva stacionarni bod diferencovatelné funkce f, kdyz tuje ne,bo.:]e n.lﬂ.o v
se nazyvaji kritické

- body funkce f (viz
grad f(xp) = 0. MAT1 definice 7.4).

Priklad 2.1 :
Pro funkci f(z1,x9) = 223 + 223 — 22179 — 471 — 629 MAme
grad f(x1,z9) = (421 — 229 — 4, 429 — 221 — 6).

V bodeé [0, 0] ur¢uje grad f(0,0) = (—4, —6) smér nejvétsiho
rustu funkce f a —grad f = (4,6) urcuje smér nejvétsiho
poklesu. Napiiklad vektor v = (1,0) urcuje smér poklesu
v bodé [0, 0], nebot grad f - v = (—4,—6)-(1,0) = -4 < 0.

Pro stacionarni body plati

4.@1—21’2—4:0 1 =
=
45172—2.%1—6:0

8

[\

I
wloo Wl

Priklad 2.2 :

1. Pro funkci f(z,y) = 2> + 3y je grad f = (2z,2y) a bod
A = [0, 0] je stacionarni bod. Bod A je bodem minima
funkce f a vSechny sméry jsou v tomto bodé sméry
rustu.

Pro druhy diferencial funkce f plati:
d2(xg, h) = 2dz® +2dy? > 0 Vh = (dz,dy) # (0,0).

2. Pro funkci f(z,y) = 2% — y? je grad f = (2z,—2y)
a opét bod A = [0, 0] je stacionarni bod funkce f. Na
pifmce y = 0 ma funkce f(z,0) = 22 minimum v bodé
v = 0 a na pifmce = 0 m4 funkece f(0,y) = —y?
maximum v bodé y = 0.

Pro druhy diferencial funkce f nyni plati:
d2(x0, h) = 2da? — 2dy?.  Odtud dostaneme
P (x0,(1,0) =2 >0, d?(x0,(0,1)) =—-2<0.

Zaver: Stacionarni bod [0, 0] je ve sméru §'= (1,0) bo-
dem minima funkce f a ve sméru §= (0,1) je bodem .
maxima funkce f (bod [0, 0] je tzv. sedlovy bod). Graf funkee 2% =y~




Graf funkce —z? + 93,
kterd mé stacionarni

bod [0, 0] a

A’ f = —2dx*+6y dy>.
V bodé [0, 0] plati

df=-2dz*<0.

Ve sméru hy = (0,1)
je d2£([0,0], (0,1)) =0
a neumime tedy podle
véty 2.2 rozhodnout o
typu extrému v bodé

[0, 0].

Pro druhy diferencial
funkce f plati: Vh £0
je

d? f(x0, h) > 0.

Hlavni minory matice
H jsou determinanty
¢tvercovych submatic,
obsahujicich levy hor-
ni roh H.

Pro druhy diferencial
funkce f plati: Vh £0
je

d*f(xq,h) < 0.
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Véta2.2: (Postacujici podminky existence lokalniho

extrému)
Necht funkce f: Q +— R, Q C R" je dvakrat diferencovatelnd
ve vnitinim bodé xy € 2 a df (x¢,h) =0 Vh € R". Jestlize

1.

1. &f(xo,h) >0 Vh € R", h #£0,

pak je v bodé x ostré lokalni minimum ;

2. d®f(xg,h) <0 VheR", h 0,

pak je v bodé x( ostré lokalni maximum ;

3.3hy # 0 : df(x0,h1) = 0 a d’f(x0,h) > 0 nebo

—

d®f(xg,h) <0 Vh e R",
pak (zatim) nemuzeme rozhodnout,
4. 3Ry, hy € R

d’f (XO,EQ) < 0, pak ve sméru hy je funkce konkévni
(v % je maximum),

d? f (xq, 53) > 0, pak ve smeéru hs je funkce konvexni
(v X je minimum),

v bodé x( nenastava extrém, ale x; je sedlovy bod.

Pozndmka 2.1: Uvedeme  ekvivalentni  podminky  ¢i

ekvivalentni nazvy prislusnych vlastnosti zahrnutych v
piedpokladech véty (2.2). Plati d®f(xg, h) = hH(xo)h!

e kvadraticka forma EH(XO)ET je pozitivné definitni,

e matice H(xg) je pozitivné definitni,

e vSechny hlavni minory matice H(xg) jsou kladné, tj.
My >0, My >0, Mg >0, ...,

e vSechna vlastni ¢isla matice H(xg) jsou kladna.

e kvadraticks forma i H(xo)h? je negativné definitni,

e matice H(xg) je negativné definitni,

e hlavni minory matice H(x) pravidelné stiidaji znaménka
a prvni minor je zaporny, tj.

M; <0, My >0, Mg <O, ...,

e viechna vlastni ¢isla matice H(xg) jsou zaporna.
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3.

e kvadratickd forma i H(xo)h! a matice H(xo) jsou po-

zitivné semidefinitni nebo negativné semidefinitni,

e alespon jeden z hlavnich minoru je nulovy a plati
Mle, MQZO, ceey nebo M1§0, MQZO, MgSO, Ceey

e vlastni ¢isla H(xg) jsou nezapornd nebo nekladnd, aspon
jedno je nulové.

e kvadratickd forma h H(xo)h? a matice H(xg) jsou in-
definitni,
e pro znaménka minoru nenastava ani jeden z predchozich
pripadu,
e vlastni ¢isla matice H(xg) jsou kladné i zaporna.
Priklad 2.5 :

f(xl, .1'2) = 2%% + 2%% — 2$1$2 - 4.261 — 6[132.

Vysettime lokalni extrémy funkce

Stacionarni bod x( urc¢ime ze soustavy

41’1—21’2: 4,
—2r1+4x9 = 6.
Odtud
4 -2 My =4>0
_[78 _ 1 ;
x0=[53], H (—2 4)’ My =12>0.

Hessova matice (a tedy i druhy diferencial) je pozitivné
definitni. Proto funkce f ma v bodé xy minimum:

min f(@1,32) = f (3,8) = ~148.

Priklad 2.4 : Vysetiime stacionarni body funkce

f(x,y) = 23 +9° — 32y . Vypocteme

322 — 3y 6x, —3
gradf(x,y)— (3y2_3x>7 H(l’7y)— ( _3’ 6y )

Stac. bod H Vlast. ¢isla| Typ H | Typ bodu
A=10,0] 0 =331 =3 1y definitn sedlovy
’ -3 0 Ao = —3
B 6 —3 M= 9 pozitivné ..
B =111 <—3 6> Ay = 3 definitn{ |

Pro druhy diferencial
funkce f plati: Vh #£ 0

Je

d?f(x0,h) <0
nebo

d?f(x0,h) >0
a Ih £0:

d?f(xo,h1) = 0.

352#61

Bod x¢ je sedlovy
bod funkce f, jestlize
grad f(xg) = 0 a plati

3(51,(52 > 0, EL,EQ €
R™: f(xo + t1h1)ﬂ <
f(x0) < f(xo +t2hs),
th € (_51751>7 Z -
1,2,

V' prvnim sméru ﬁl
nabyva  funkce f
maxima a v druhém
sméru g nabyva
minima v bodé x .
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Vsimneme si podrobnéji druhého diferencidlu d?f = hH AT

_ 0 -3 hi\ _ L
= (h1, hs) ( a0 > ( I > = —6h1hy ve stacionarnim

bods A = [0,0]. Zvolme h = (1,1) a uvazujeme danou
funkci f(z,y) na piimce © = t, y = t, tj. funkci g(t) =
f(t,t) = 2t — 3t Protoze ¢"(0) = —6 < 0, pak na dané
pifmece (tj. ve sméru vektoru i = (1,1)) nabyvé funkce f
maxima pro t = 0.

Zvolime-li h = (1,—1), pak na piimce x = t, y = —t
nabyva funkce f svého minima (¢”(0) =6 > 0, kde g(t) =
f(t,—t) = 3t?) pro t = 0.

Priklad 2.5: VysSettime stacionarni body funkce f, kde
flz,y) =z* +y* — (z +y)?. Plati

grad f(z,y) = (42° = 2(z +y), 4° - 2(z +y)) ,

1222 -2 =2
Hix,y] = < L 19,2 — 9 > . Potom
Stac. bod H Hlavni minory | Typ bodu
10 —2 M,y =10>0 .
[1,1] ( 9 10 > My — 96 > 0 bod minima
10 =2 M;=10>0 .
[—1, —1] < 9 10 > My — 96 > 0 bod minima
9 _9 M = -2<0 Podle véty
0, 0] (2.2) nelze
-2 =2 My =10
rozhodnout

Vysetiime funkei f(x,y) v bodeé [0, 0] na piimkach
a) =t y=t:g(t) = f(t,t) =2t —4t% ¢"(0) = -8 < 0
maximum;
b) x=—t, y=t:g(t)= f(—t,t) =2t ¢gW(0) =48 >0
(prvni nenulové derivace v bodé t = 0 je suda a kladna)
minimum.

Odtud je vidét, ze bod [0, 0] je sedlovym bodem funkce f.
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2.2 Extrémy vzhledem k podmnoziné

Budeme vysetiovat extrémy dané spojité funkce f v R" na ta-
kovych podmnozinach V' C R", které se daji charakterizovat
systémem podminek ve tvaru rovnosti nebo nerovnosti. Témto
podminkam rikame vazbové podminky a mnoziné V' trikame
mnozina pripustnych bod.

Definice 2.3: (Ulohy s vazbami)
Méjme funkci f: Q+— R, Q C R” je oteviena mnozina.

(A) Meéjme spojité funkce hj(x) : R*" — R, j=1,2,...,p,
p < n a oznacme

V={xeR"'NQ: hj(x)=0, j=1,2,...,p}.

Uloha najit extrém funkce f na mnoziné pripustnych bodu V'
se nazyva optimalizacni tiloha s vazbami typu rovnosti.

(B) Me¢jme spojité funkce g;(x) : R" = R, i = 1,2,...,m
a oznacme
‘7={X€Q: gi(x) <0,i=1,2,...,m}.

Uloha najit extrém funkce f na mnoziné pripustnych bodu 1
se nazyva optimaliza¢ni tloha s vazbami typu nerov-
nosti.

Je-li pripustnd mnozina V urcena jak vazbami typu rov-
nosti, tak vazbami typu nerovnosti, hovoiime o tloze se
smiSenymi vazbami (tiloha optimalniho fizeni).

Cislo f(xg), ve kterém funkce f nabyvéd minima (ma-
xima) vzhledem k mnoziné V' (viz definice (2.1)), se nazyva
lokalni vazané minimum (maximum) a x; je bodem
lokalniho vazaného minima (maxima) (tedy extrému).

Priklad 2.6 :  Je ddna funkce f(x1,22) = 227 + 223 —
2x1209—4x1—629. Urcete extrém funkce f na jednorozmérné
linedrni varieté (piimce) x = t5, 5= (1,1).

feseni: Na piimce x1 = t, x9 =t vySetiime funkci f(t,t) =
g(t) =2t —10t. Prot =3 je g’ (3) =0, ¢"(3) =4 > 0.
5 5

V bodé [5, 5] nabyva funkce f tzv. relativniho minima

(minima vzhledem k dané varieté).

Priklad 2.7 :

Piiklady

Na fotbalové utkani
prodavame vstupenky
na stani za cenu x
a sezeni za cenu y.
Jejich prodejnost po-
pisuji funkce p;(z,y),
po(z,y), pro které
plati z kapacitnich
duvodu omezeni

0 < m(z,y) < Sy,
0 < pQ(Ivy) < 5.
Nasim  tdkolem je
stanovit ceny x,y tak,
abychom maximalizo-
vali zisk, tedy vyfesit
ulohu

max (p1 (zy)X +p2(wyy)y) )
[z,yleV

kde V = {[z,y] e R? :
0 < pi(w,y) < 51,0 <
pa(7,y) < Sa}.



Resitelnost  optima-
lizaéni tlohy: Jestlize
mnozina V. C R" je
kompaktni (omezend
a uzaviend) a funkce
f je spojitd na V', po-
tom z torie vyplyva,
ze ulohy na hledani
extrému (optima)
min{f(x) : x € V},
max{f(x) : x € V}
jsou  Tesitelné,  tj.
existuje jak inel‘r/l f(x),
tak max f(x) .

xeV
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(optimalizacni tloha s vazbami typu rovnosti)
Resfme tlohu min{f(z,y) : [x,y] € V}, kde
f(x,y) = 2*+y* apifpustnd mnozina V je ddna predpisem

V={lr,y eR?*:y+2—1=0}.

” Geometrickd metoda”

Rezem grafu funkce f rovinou rovnobéznou s osou z prochézejici

"piimkou V7 je parabola.

V bodé [zg,y] = [0,5; 0,5] je jeji minimum.

"Ptechod k jedné proménné”

Dosadime y = —x + 1 do funkce f, dostaneme funkci jedné
proménné f(z,y(z)) = 2>+ (—x+1)? =22 -z + 1) =
2((x — 3)*+ 1) . Tato funkce m& minimum v bodé zy =
= Yo = % .

DO +—

"Metoda gradientu”

”Piimka V7 je nulovou hladinou funkce h(z,y) =y+x—1.
Gradient funkce h (pokud existuje), je "kolmy”k hladiné V
(pfesnéji k tecné hladiny V.)

Gradient funkce f v bodé [z, yo] vazaného extrému vzhle-
dem k mnoziné V je také kolmy k V.

Oba gradienty jsou tedy linearné zavislé, nebo-li existuje
A € R takové, ze

grad f(zo, yo) + Agrad h(zo,y0) =0 A h(xo,40) = 0.

Konkrétné
2$0+)\'1:0 1 1
2y0+A1:0 xozi,y0=§,)\:—l.
yo+x0—1:0

Timto zpusobem vsak ziskame pouze bod, ve kterém muze
byt extrém funkce f vzhledem k mnozine V.

(optimalizac¢ni tloha s vazbami typu nerovnosti)
Resfme tlohu min{f(z,y), [z,y] € V1, kde

f(z,y) = 2’+y?; a pifpustnd mnozina V' je ddna predpisem

A~

V={_lz,y) eR*: g(z,y) =y +2—-1<0}.
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Jestlize bod [xg, yo] je vnitini bod mnoziny V a funkce f
nabyva v tomto bodé extrému, pak podle véty (2.1) plati

grad f(zo, yo) = 0
(pro diferencovatelnou funkei).

Jestlize bod [z, yo] je hrani¢nim bodem mnoziny V (neboli
g(xo,y0) = 0) a funkce f nabyva v tomto bodé extrému
vzhledem k jeji hranici oV (= V), pak podle prvni casti
prikladu existuje AER tak, ze plati

grad f(zo, yo) + Agrad 9(wo,90) =0
(opét pro diferencovatelné funkce).

Obé predchozi podminky muzeme najednou zapsat ve tvaru

i) Xg(xo,yg) =0 R
ii) grad f(xo,y0) + Agrad g(xo, %) = 0.

Konkrétneé
A (zo+y—1)=0 5170:%73/0:%7X:—1
(220, 2y0) + A+ (1,1) = (0,0) | m=0,45=0,A=0.

V bodé [0, 0] je zfejmé minimum funkce f vzhledem k mnoziné
V. V bodé [2, 1] je minimum funkce f vzhledem k hranici

mnoziny V. Zbyva zjistit, zda je v tomto bodé extrém
vzhledem k celé mnoziné V.

Gradient funkce g sméfuje ven z mnoziny V. Pfipomenme,
ze gradient urcuje smér nejvétsiho rustu funkce. Z rovnosti
grad f(xo,y0) = S\ 9(zo, yo) pak pro A<0 plyne, ze funkce
f 7roste k hranici” mnoziny 1% (na hranici muze byt maxi-
mum) a naopak pro X > 0 klesd k hranici (muze tam byt
minimum).

Konkrétné v nasem piikladé je N = —1, funkce f roste k
hranici, ale na hranici 0V nabyva minima, tedy vzhledem

k mnoziné V nemé funkce f v bodé [, 1

95 5] extrém.
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Véta2.3: (Karushovy — Kuhnovy — Tuckerovy nutné
podminky vazaného extrému)

Necht Q je oteviend mnozina a funkce f : Q — R je diferen-
covatelna na €.

i) Necht xq je bod vézaného lokdlniho extrému funkce f
vzhledem k mnoziné

V={xeQCR": hj(x)=0,j=1,2,...,p, p<n},

kde h;(x) jsou spojité diferencovatelné funkce na €2, a ne-
cht vektory gradh;(xo), j =1,2,...,p, jsou linedrné
nezavislé. Potom grad f(xg) je linedrni kombinaci vek-
torit gradh;(xo), j = 1,2,...,p, tj. existuji redlna
cisla A1, Ag, ..., A, takova, Ze v bodé extrému plati

P
grad f(xg) + Z A grad hj(xg) = 0.

j=1

ii) Necht x¢ je bod lokélniho vdzaného extrému funkce f
vzhledem k mnoziné

V:{XGQCR":gi(X)SO, i=1,2,...,m},

kde g;(x) jsou spojité diferencovatelné funkce na €2 .

Necht I = {i : gi(xo) = 0} je mnozina indexu téch va-
zeb, ve kterych v bodé x( nastava rovnost (tzv. aktivni
vazba), a necht vektory grad g;(xg), ¢ € I, jsou linedrné
nezavislé. Potom existuji ¢isla Xl, /):2, e ,Xm takova, ze
v bodé extrému x plati:

~

a) Aigi(xo) =0,

>)

; > 0 pro minimum, ¢=1,2,...,m

>)

; <0 pro maximum, ¢=1,2,...,m

—

b) grad f(xo) + Y Asgrad gi(xo) = 0.
i=1

Priklad 2.8: Najdéte extrém funkce f(z,y) = 22 + y?
vzhledem k pfipustné mnoziné V', ktera je uréena podminkou
h(z,y) = %2+y2— 1=0.



Matematika 3 pro FST 27

”Geometricky”

Hladiny funkce f jsou kruznice se stfedem v pocatku a
pripustna mnozina V je elipsa se stfedem v pocatku.

V bodech [-2,0], [2,0] ma funkce f maximum vzhledem
k mnoziné V .

V bodech [0, —1], [0,1] ma funkce f minimum vzhledem k
mnoziné V .

"Prechod k jedné proménné”

Polozime 2 = 2cost, y =sint, t € (0,2m).

Potom f(t) = 4cos’t+sin’t, f'(t) = —3sin2t, f'(t) =0
prot1:0,t2:%, 753:77',?54:3771-.

Zaroven f"(0) = f"(r) = —12 < 0 = maximum a f”(g) —
f(3F) =12 > 0 = minimum.

"Kuhnovy — Tuckerovy nutné podminky”

V bodé [z, y| vazaného extrému funkce f musi platit
grad f(z,y) + Agrad h(z,y) =0 A h(z,y) =0. Tedy

\

2 +A5=0
2y + A2y =0 4

4+yP—-1=0

Ve
Posledni metodou jsme ziskali (ne vzdy vsechny) body, ve
kterych muze byt extrém funkce f vzhledem k mnoziné V.
Pomoci nasledujici metody se pokusime rozhodnout, zda v
danych bodech je vazané maximum nebo minimum funkce f .

Metoda Lagrangeovy funkce

Tato metoda je velice
Zskladni myslenka metody spo¢ivd v tom, Ze se pro optima- univerzalni a fada je-
liza¢ni tlohu sestroji pomocna Lagrangeova funkce tak, ze nutné Jlf%l ,mOdlﬁka’Cl 5 VYT
o i uzivda v mnoha nume-

podminky minima pro ulohu s vazbami (véta (2.4) se stanou rickych metodéch.
podminkami stacionarniho bodu Lagrangeovy funkce. Samotnd Lagrangeova
Pro tlohu z predchoziho piikladu definujeme Lagrangeovu funkce je zakladem

funkci vztahem tzv. teorie duality.

L(z,y,\) = f(z,y) + Ah(z,y).



Druhy diferencial La-
grangeovy funkce mu-
zeme vypocitat i po-
stupné d?L = d(dL) =
d(Lydx+Lydy+Lyd\)
= d(fodx + fydy +
A(hgde + hydy) +
hd)\) = d*f + \d*h.

Poznamenejme, ze v
bodech [£2,0] je ma-
ximum funkce f i
vzhledem k mnoziné
V={lz,y] eR?; T+
y> — 1 < 0}, ne-
bot funkce f smérem k
hranici OV roste (A =
—4 <0).

Naopak v  bodech
[0,+£1] mneni extrém
funkce f vzhledem
k mnoziné V.
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Koeficient A se nazyva Langrangetv multiplikator. Pro body
[z,y] € V plati L(x,y,\) = f(z,y), to znamena, ze funkce L, f
maji stejné extrémy vzhledem k mnozine V.

Pro stacionarni bod [z,y, A] Lagrangeovy funkce L plati
grad L(z,y, \) = 0, tedy

ox

d Agrad h =
oL _|_)\6h_0 & grad f+ Agra 0,
dy
g—izh(:v,y):O,

coz odpovidd nutnym podminkam vazaného extrému.

Nyni budeme predpokladat, ze funkce f, h jsou dvakrat dife-
rencovatelna a odvodime vztah pro druhy diferencial Lagrange-
ovy funkece.

PL= Shde® + Shdy’ + 5 dN
=~
—0
12 (2L dvdy + Lk dvd+ 2k dyd))

— gl};d 2+23I8ydxdy—|—afdy

A (G4 da? + 2 20 dudy + 3% dy?)
+2 (% x+g—2dy) dA
h —dh—Ovazba ’
— &f + Adh

Priklad 2.9:  Vratime se k predchozimu piikladu (2.8),
kde hleddme extrém funkce f(z,y) = 2% + y? vzhledem
k piipustné mnozingé V = {[z,y] € R?; %2 +1y?—1=0}.
Druhy diferencial Lagrangeové funkce je dan vztahem

*L = 2dx* + 2dy* + X (5 da® + 2 dy?)

a vazbova podminka je dh = 5 dr +2ydy = 0.

Ve stacionarnich bodech Lagrangeové funkce plati
0,+1], A= —1 stac. body [£2,0], A= —4
dy =0 vazba dr =0
d’L=3dx*>0 (dv,dy) # 0 d’L = —6dy*> <0

minimum typ extrému maximum
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Véta2.4: (postacujici podminky vazaného extrému)

Necht funkce f : Q — R je dvakrat diferencovatelnd na
oteviené mnoziné ) C R".

i) Necht funkce h;: Q — R, j = 1,2,...,p, p<n maji
spojité parcialni derivace na {2 a jsou dvakrat diferencovatelné
v bodé xy € V, kde

V={xeQ: hi(x)=0,j=1,2,...,p, p<n}.

Déle existuji redlnd cisla Aj, Ag,..., A\, takova, Ze v bode
p S

xo € V plati grad f(xo) + > Ajgrad h;(x¢) = 0.
j=1

Necht vektory gradh;(xgp) jsou linedrné nezavislé a pro
kazdy nenulovy vektor dx = (dzy,dzs, ..., dx,) takovy, ze

grad hj(xg) -dx =0, j=1,2,...,p, plati

P
& f(xo, dx) + Y N d’hj(xo, dx) >0 (< 0).
j=1
Potom xy je bod ostrého (lokdlniho) minima (maxima)
funkce f vzhledem k mnoziné V' .

ii) Necht funkce g; : Q — R, i =1,2,...,m, maji spojité
parcialni derivace na 2 a jsou dvakrat diferencovatelné v bodé
xg € V, kde
V={xeQ:gx)<0,i=12,...,m}
Necht existuji ¢isla /)\\1, 3\\2, e ,/):m takova, ze v bodé xg plati:
Ngi(x0)=0 A A>0 (N<0), i=1,2...,m,
m N —
grad f(xo) + > A;jgrad gi(xo) = 0.
i=1

Déle necht I = {i : g;(x¢) = 0} a vektory grad g;(xg), i€
jsou linearné nezévislé. Navic necht pro kazdy nenulovy vektor
dx = (dx1,dzs, . .., dz,) takovy, ze

grad g;(xg) - dx = 0, pro i € I, pro které X >0 (Xz < 0),
grad g;(xo) - dx < 0, pro ostatni indexy i € I (tj. A\; = 0),
plati

P
d*f(xo, dx) + Y _ N d’gi(xo, dx) > 0 (< 0).
i=1
Potom xp je bod ostrého (lokdlniho) minima (maxima)
funkce f vzhledem k mnoziné V .

V  bodé x4 jsou
tedy splnény nutné
podminky  vézaného
lokélniho extrému
funkce f

vzhledem k mnoziné V,
viz véta (2.3).

Je-li druhy diferenciél
Lagrangeovy funkce
d’L(x¢, A\, dx)  inde-
finitni v bodé xq,
pak funkce f nema v
tomto bodé extrém
vzhledem k pripustné
mnoziné V.

Pokud \; >0, potom
nas zajima, zda je
minimum  funkce f
na hranici 9V, tj.
grad g;(xo) dx = 0.



Jde o ulohu najit mezi
kvadry jednotkového
objemu ten, ktery ma
minimalni povrch (je
to krychle!).
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Priklad 2.10: Stanovte extrém funkce f(x,y) = xy na

pripustné mnoziné V urcené podminkou x +y — 1 = 0.

Lz, y,A) = zy + ANz +y —1).
oL oL oL

R AN — = A — = —1.
o7 Y+ "3y T+ " N r+y
Stacionarni bod
1 1
Zo Yo 27 9

Méame df = ydx + xdy, d*f = 2dx dy a dx +dy =0na V.
Proto

d*f = 2dx (—dz) = —2dx?® < 0.
Bod [%, %} je bodem maxima funkce f na V; max f = ;11.
Priklad 2.11 :  Stanovte extrém funkce f(x,y,z2) = xy +
yz +rz namnoziné V = {[r,y,2] € R?: ayz —1=0}.

Lagrangeova funkce: L(z,y, 2, \) = zy+yz+axz+A(zyz—1).
Nutné podminky:

oL 3\ 3\
5. Ytz +Ayz=0 ry+rz+Aryz=0

g—S: r+z+A\r2=0 = vy+yz+iryz=0 p=

g—f D ytx +)\xy:0) yz+:1:z+)\:cyz:O)

=y, 270,
y=2z, x#0.

Ptipustnym bodem je S = [1, 1, 1]; pak A = —2. Provérime
splnéni postacujicich podminek podle véty (2.4). Plati

PL -0, ZL =14+ )y, ZL =14)y, 2L =y,

022 Oxdy 0xdz y?
’L 0’L _
m—l‘i‘)\l', 6z2—O.Tedy

d?L(xo, \, h) =
= 2(1 4+ Az)hihy + 2(1 + Ay)hihs + 2(1 + Ax)hohs|g,_
= —2(hihy + hihg + hohs) ;
Vazba
Yz
grad h(z,y,2) - h=| 2z | -h=hi+hy+h3=0.

LY
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Dosazenim hz = —hy — hy dostaneme —2(hyhy —h? —hihg —
hihy — h3) = 2(h% + hihy + h3) = 5(4h} + 4hihy + 4h3) .

4 2
Tato kvadraticka forma ma pozitivné definitni matici < >
2 4

(vlastni éisla jsou \y = 6, s = 2), proto bod S = [1,1,1]
je bodem minima.
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3 Diferencovatelna zobrazeni

3.1 Zakladni pojmy

)
C B
P A
N,
y B
Cl
A/
Pl

Definice 3.1: (vektorova funkce)

Méjme m funkci f;: Q@ - R, QCcR", 1=1,2,...,m.
Zobrazeni f(x) : Q — R"™ f(x) = (fi(x), fo(x), ..., fm(X))
se nazyva vektorova funkce vektorového argumentu.

Funkce f;, i« = 1,2,...,m se nazyvaji slozky vektorové
funkce.
Priklad 3.1 : Méme vektorovou funkci f : R? — R?,

f=(f1,f2) = (y1,92) , kde

Y1 = 2x1 + 29,

Yo = 1 + 379, 1 3

. 2 1
maticove y:A-X,kdeA:( )
Body (x1,15) € R? zobrazujeme v jednom kartézském systému
a jejich obrazy (y1,v2) € R? v jiném kartézském systému.

Uvedena vektorova funkce prirazuje bodum ¢tverce PABC
body rovnobéznika P’A'B'C" tak, ze P — P/, A — A',. ...
Konkrétné ¢tverec P(0,0) A(1,0) B(1,1) C(0,1) se zobrazi
na rovnobéznik P'(0,0) A’(2,1) B'(3,4) C'(1,3).

Poznamenejme, ze obsah rovnobéznika meas (P'A’B'C") je
roven 5 a hodnota determinantu matice det A je také 5,
tedy plati

meas (P'A'B'C") = |det A| - meas (PABC) .

Zaroven plati

oy on |

A = 81’1 Gxg — sradii
% Oy d
e 8_@ grad y2

Uvedené vlastnosti zobecnime v néasledujicim textu.
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Definice 3.2: (diferencovatelnost vektorové funkce)
Vektorova funkce f: R" — R™ o slozkach fi, fo,..., fin je
diferencovatelna v bodé x; € 2 C R", jestlize funkce

fi,i = 1,2,...,m jsou diferencovatelné v bodé x;. Dife-
rencialem vektorové funkce f je potom vektor
df1(xo, ]z) grad f1(xo) @
AT (xo, 1) = df2(>-<o, h) | _ | erad f?(Xo) h|_ Te(xo)Fr.
df (0, h) grad f,(xo)

Zde opét h = x — xo . Matice J¢(xo) (typu (m,n)), jejiz fadky
jsou grad f;(xg), se nazyva derivace vektorové funkce f
v bodé x; nebo Jacobiova matice vektorové funkce f.
Tuto matici také oznacujeme

D(f)  D(fi,fos---, fim) Pokud det Jg(x) % 0,

. pak také tikame, ze
D(x)  D(x1,2,...,%,) matice Jg(x) je re-

f'(x) = grad f(x) = Jg(x) =

Pro m = n se determinant Jacobiovy matice det J¢(x) nazyva guldrni.
jakobian.
Polarni souradnice
Vysetifme vektorovou funkci £ : R? — R%, (r,¢) — (2,v)
danou vztahy
T = T COoS (, y
Y = rsin p.
Pro libovolné (r, ) € R? je f diferencovatelnd funkce a plati | _______ | [z, 9]
|
. r |
f,:Jf:D(x,y): cosg —7sing - [detTi =7, i
D(r, ) sinp  rcosy ‘ |
0

Takze pro r # 0 je vektorova funkce f regularni. Neni vsak na
celém prostoru R? bijektivni (obrazem riznych bodu (rq, ¢1),
(r1, 1 + 27) je tentyz bod). Proto ozna¢ime

P={(r,po)cR*: 0<r < +o0, 0<p<2r}.

Potom vektorova funkce f zobrazuje mnozinu P na mnozinu
X =R?\{(0,0)} bijektivné a existuje inverzni vektorovd funkce



Geometricky ma ¢islo
r vyznam vzdalenosti
bodu (z,y) od pocat-
ku a cislo ¢ vyznam
uhlu mezi pruvodicem
bodu (z,y) a kladnym
smerem O0sy .

Vsimnéme si, ze pro
funkci f: R —R
(hladkd  monoténni)
piSeme tvrzeni véty ve
tvaru

Af]
|Acl0 |Ax|

.
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f~1: X — P. Tato inverzni vektorové funkce je ddna vztahy:

. arctg?, x>0, y>0,
5 r=0,y>0,
r=+x?+y*, =X m+arctgy, <0, yeR,
37”, r=0,y<0
\

2m +arctg?, x>0,y <0.

Vektorova funkce f~1 ((r, ) = f71(z,y)) se nazyva soustava
polarnich soufadnic. Pro jakobiovou matici funkce f~1 plati

X Y .
_ 2242 22442 . COS @ SIn g
Jf*1 - ( \/_yy \/ 4 ) - ( —singp  cosp .

T
x2+y2 x2+y2 T T

10
Tedy Jf~Jf1:<O 1).

Vektorova funkce f zobrazi pocatek do pocatku, piimku da-
nou rovnosti r = R zobrazi na kruznici vyjadrenou parametricky
rovnicemi x = Rcosy, y = Rsiny, o € R. Obrazem pfimky
© = @1 Jje polopiimka vyjadirena parametrickymi rovnicemi
T =1Ccosp1, Yy =rsiny; (parametr r > 0).

Obrazem vyplnéného obdélniku Qa,a, je vyplnénd vyse¢ me-
zikruzi Qaza, a plati meas (Qazay) =~ rmeas (Qarap) = det J¢ -
meas (Qaragp) -

Véta3.1: (geometricky vyznam jakobidnu)
Necht prosté reguldrn{ zobrazen{ f zobrazuje oblast 2., kterd
obsahuje bod (7, o), na oblast €2,,, potom plat{ (pfi oznaceni
d =diam ()., (délka nejvétsi mozné usecky lezici v €, ),
meas (£2) = mira oblasti )

iy S (Q24y)

= |det )
d—0 Ieas (Qmp) | € Jf(TOﬂDO)‘

Pro malé d piSeme pribliznou rovnost

meas (£2,,) ~ |det Je(r0, @0)| - meas (£2,,) .



Matematika 3 pro FST 35

Cylindrické souradnice

Necht vektorova funkce f je ddna transformaénimi rovnicemi

T =T7Ccosp,
y=rsingy,
z2=2z.

Protoze |detJs = 7|, je na mnozing V = {(r,p,2) € R®: 0 <
r < 4oo, 0 < ¢ <21, —o0 < z < 400} tato vektorova
funkce regularni a prostd a zobrazuje mnozinu V na mnozinu
R3\ {osa 2} vzdjemné jednoznacné.

Inverzni vektorova funkce f71: (z,9,2) — (r, ¢, 2), kde

P= TP

¢ = jediny kofen rovnic

x _ Y — Q3
= COS = S1n
x2+y2 (p Y /x2+y2 SO )

Z =2z

se nazyva soustava cylindrickych souradnic.

Sférické souradnice

Mame vektorovou funkci f danou transformac¢énimi rovnicemi
X = 1 Cos p cos 1,
Yy = rsin @ cosv,
z = rsind.

Potom |det Js = r?cos?)| a jakobidn je roven nule pravé tehdy,
kdyz r = 0 nebo v = § +km, k € Z. Vektorova funkce f je proto
regularni a prostd na mnoziné

V={(r,g,9) €eR*:0<r < 400, 0 < p<2m, —g<19<g}.

Inverzni vektorovd funkce 71 : (z,9,2) — (r, 0, 9)

71 =22+ 92+ 22,

= jediny kofen rovnic —=— = cos —~Z_ =sin
e Va0 g Y
¥} = jediny kofen rovnice sinv = 2

/I2+y2+22

se nazyva soustava sférickych souradnic.

Pro pevné ¢ = ¢y vznikne souradnicova plocha, ktera
je popsand parametrickymi rovnicemi = = rcosyysind,
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y = rsinggsind, z = rcos?; je to ("polednikovd”) rovina
prochazejici osou z.

Pro pevné r = ry je souradnicova plocha dana parametric-
kymi rovnicemi x = rycos @ sin, y = rgsin @ sinv, z = ry cos v;
je to kulova plocha o rovnici 2% + y? + 2% = r3.

Pro pevné ¢ = 1, je souradnicovou plochou plocha kuzelova.
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4 Riemannuv integral v R”

4.1 Definice a zakladni vlastnosti Riemannova integralu

Definice4.1: (Riemannuv integral v R)
(i) Necht f: {a,b) — R je omezend funkce. Mnozina D =

{zo,21,.. ., xp;a =29 < x1 < T3 < ... <z = b} senazyva
déleni intervalu (a,b) a ¢islo v(D) = max (Ti41 — ;) se
0<i<k—1

nazyva krok (norma) déleni D . Oznacime
Azx; = Tip1 — Z;;
M; =sup f(z), x € (x;,x41), 1 =0,1,... k—1;
m; =inf f(z), x € (x;,xi41), i =0,1,...,k—1.

Kazdému déleni D a funkci f prifadime cisla:
horni soucet b1

dolni soucet

k—1
1=0

integralni soucet
k—1
J(f,D) = f(&)Azi;, & € (x1,7:41) je libovolny bod.
i=0

(ii) Rekneme, Ze funkce f je Riemannovsky integrova-
telna na (a,b) (piseme f € R({a,b))), kdyz existuje redlné
¢islo I = I(f) takové, ze

Ve > 030 > 0Vdéleni D intervalu {(a,b) s v(D) <6, V& €
<$i,l‘i+1>,i=o,1,...,]€—1i ‘J(f,D)—I‘<€

Rikdme, ze existuje limita integralnich sou¢ti, a piseme

Cislo I se nazyva urcity Riemannuv integral z funkce f
na intervalu (a,b) a znaci se

[:/f(x)da:.

a
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Definice 4.2: (Riemannuv integral v R?)

(i) Necht @ = (a,b) x {c,d) C R? Necht D;, D, jsou
déleni intervalu (a, b), (¢, d) ve smyslu definice 4.1, tj. mnoziny
{zo, 21, ... 2}, {0, Y1, - -, Ys - Mnozina D vsech obdélniku

Qjr = (T, Tjt1) X Yk, Yk+1),

j =0,1,...,r—1; k = 0,1,...,s—1, se nazyva déleni
obdélniku () a cislo

ACL“]‘ = :Ej+1 — ZCj,

D) = Ax;)? + (Ayg)?,
V(D) = max, \/(AwjP + Ay, 0T T

0<j<r—1
0<k<s—1

je krok (norma) déleni D
Necht f:@Q — R je omezend funkce na () C R%. Oznaéime

Mje = sup f(z,y), (2,y) € Qi ;
mjkzlnff(xay)u (xay) EijJ
Horni soucet piislusny f a déleni D je definovan vztahem
r—1s—1
U(f, D)= > MjAzr;jAyy.
5=0 k=0
Dolni soucet prislusny f a déleni D je definovan vztahem

r—1 s—1
mir AT ; Ayy, .
=0 k=0

Integralni soucet prislusny f a déleni D je definovan vzta-
hem

—_

s—1

f g]ank A$jAyk7
J k=0

kde (&5, m:) € Qi je libovolny bod.

r—

Il
o



Matematika 3 pro FST 39

(i) Funkce f je Riemannovsky integrovatelna na @
(piseme f € R(Q)), kdyz existuje realné ¢islo I = I(f) ta-
kové, ze

Ve > 030 >0V déleni D obdélniku @) takové, ze

v(D)<d V(§,m) €Qi: |J(f,D)—I|<ce.
Cislo

—_

r—1 s—1

I = (hr)n J(f,D) hm f(&,mk) Az Ay
k=0

Il
o

J

se nazyva dvojny Riemanntv integral funkce f pres
obdélnik () a znaci se

— [[ ttaw) dody = [ fa.9) dQ
o Q

(iii) Necht Q C R? je omezend oblast a na nf je definovana
omezena funkce f. Vybereme takovy obdélnik @), aby €2 C @,
a sestrojime funkci

[ flxy), (z,y) € Q,
F(z,y) ={ 0, ’ (x,z)eQ\Q.

Dvojny integral z funkce f ptes €2 definujeme vztahem

/fdQ:/ f(z,y) dxdy://F(x,y) dxdy .
0 Q Q

Rekneme, ze f je Riemannovsky integrovatelna na €,
piseme f € R(2).
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Definice 4.3: (Riemannuv integral v R?)

(i) Necht Q = (a1, by) x (a, ba) X {as, b3) je kvadr v R3. Necht
Dy jsou déleni intervalu (a;, b;), [ = 1,2, 3.

Mnozina kvadru

Qijk = (Ti, Tiv1) X (Yj, Yj+1) X {2k Zh41)

se nazyva déleni kvadru (). Cislo

v(D) = max \/(Az:)? + (Ayy)? + (Az,)?

0,5,k

je krok (norma) déleni D.

Necht f = f(z,9,2) : Q — R je omezens funkce na @ C R>.
Analogicky jako v definicich 4.1, 4.2 se definuji horni a dolni
soucty prislusné funkci f a déleni D. Integralni soucet je
¢islo

J 0
kde (&,n;,Cr) € Qiji je libovolny bod.

(ii)) Funkce f je Riemannovsky integrovatelnd na @),
piseme f € R(Q), existuje-li ¢islo

I
o
Il
o
i

7

I= lim J(f.D
i (f,D)

pro libovolné déleni D kvadru Q). Znaci se

I—/Q//f(:z:,y,z)d:vdydz—Q/fdQ, Q C R3.

Cislo I se nazyva trojny Riemanniv integral.

(iii) Necht 2 C R? je omezend oblast a na ni je definovand
omezena funkce f. Vybereme takovy kvadr @), aby 2 C @
a sestrojime funkci

_[ flzy.2), (z,9,2) €Q,
F(x,y,z)—{ 0, (z,y,2) € Q\ Q.
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Funkce f je Riemannovsky integrovatelna na (2, jestlize
F' je integrovatelna na (), a definujeme

Q/fdQ:/Q/ f(:z:,y,z)dxdydz:/Q//F(:z:,y,z) dxdydz .

Priklad 4.1: Dirichletova funkce

1 =z jeracionalni ¢islo,
x je iracionalni ¢islo,

€ (a,b), neni Riemannovsky integrovatelna:

U(f,D) = b— a pro kazdé déleni D, nebot sup f = 1 na
kazdém intervalu (x;, z;11); Y

L(f, D) = 0, protoze inf f = 0 na kazdém intervalu (x;, z; 1).

Priklad 4.2: Funkee f(z) = 322 sml - %COS , x #0,
neni na zadném intervalu obsahUchlm nulu Riemannovsky
integrovatelnd, nebot f je neomezend na libovolném okolf
nuly. Existuje vSak Newtontv integral z funkce f, nebot

:Ezsm—, x #0
F(x):{ 0 ;z;?_éo v

je primitivni funkce k f. Proto
1
N)/f(:z:) dex = F(1) — F(0) =sin1.
0

Graf funkfe
1, x € <O, 1>, f(x):%mﬁsin%—\%cos%

Prikod 4.3: Funkee f(2) ={ o 7207

je omezend a Riemannovsky integrovatelna. Neni vsak New-
tonovsky integrovatelna. Kdyby totiz existovala primitivni
funkce F' k funkci f, pak funkce F' musi byt spojita a muselo

by platit F'(x) :{ f+c’ igé(ﬁln(’)) c € R. Funkce F

vSak neni diferencovatelna v bodé 0, tedy F' neni primitivni

k f.



Integrovatelnost
funkce (v Riemannové
smyslu) je vlastnost,
kterd  se  neméni
pii  zméné  funkce
v konetné mnoha
bodech, tj.:

necht f,g jsou de-
finovany mna (a,b),
f € R({(a,b)) a g se
lisi od f v konecné
mnoha bodech in-

tervalu (a,b). Potom
g € R((a,b)) a plati
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Véta4.1: (vypocet Riemannova integralu)

Necht f € R({a,b)) a necht existuje primitivn{ funkce F
k funkci f na (a,b), tj. F'(z) = f(x), = € (a,b). Potom
f € N({a,b)) (f ma Newtonuv integrél na (a,b)) a plati

(N)/bf(x) dz = (R)/f(x) dz .

a

Definice 4.4: (mira mnoziny)
Omezend mnozina {2 C R” se nazyva méritelna, je-li funkce
f(x) = 1 integrovatelna na 2. Hodnota integrélu

meas () = /1 dx

Q

se nazyva mira mnoziny ) (Jordanova mira).
Mnozina €2, pro niz plati meas (2) = 0, se nazyvd mnozina
miry nula.

Priklad 4.4 :

1) Koneénd mnozina a omezena spojitd kiivka maji dvou-
rozmérnou i trojrozmérnou miru nula. Regularni plocha ma
trojrozmérnou miru nula.

2) Necht Q= {2:n €N}, potom [1dx=0.
Q

Zde vidime, Ze i mira nekone¢né spocetné mnoziny muze
byt nula. V piikladu (4.1) (Dirichletova funkce) jsme vsak
ukézali nekonecnou spo¢etnou mnozinu, ktera je neméritelna
(v Jordanové smyslu). Tento problém fesi Lebesgueova mira.

Definice4.5: (nulovéa funkce) Jestlize se f lisi od nulové
funkce na mnoziné miry nula, fekneme, ze f je skoro vSude
(ve smyslu Jordanovy miry) nulova. Jinak fe¢eno

/\f(x)!dx:o o F=0 sv.
Q
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4.2 Metody vypoctu dvojnych a trojnych integralt

Dvojné a trojné integraly pocitame analyticky tak, ze je prevedeme
na tzv. dvojnasobné a trojnasobné integraly, jejichz vypocet

provedeme pomoci znamych metod uzivanych pro integraly z funkci

jedné proménné.

Véta4.2: (Fubiniova véta pro obdélnik)
Necht f € R(Q), @ = (a,b) x (¢, d). Kdyz f(z,y) € R({a,b))
pro kazdé y € (¢, d), potom plati

J[ 16w dody - / / f(zy) dx | dy.
o) c \a

Kdyz f(x,y) € R({c,d)) pro kazdé = € (a,b), pak plati

/f(fc,y)dfcdy/b /df(fc,y)dy du .
Q : \e

Diukaz :  Vyplyva z uzavorkovani integralniho souctu

s—1 ,r—1
I, D)= 5 (3 S(&m) ;) Ay
k:?s]To r—l(s—l

- Z Z f(gjank)ijAyk— Z Z f(ﬁj,nk)Ayk) ij

=0 k= §=0 Me=0

a z predpokladu mtegrovatelnostl.

Priklad 4.5: @ = (0,1) ,3). Vypoctéte

I—//xydxdy
3/ 1 3
y+1
I= Ydx| dy= dy=1In2
(o) or= [ [ g
1 \0 1

1/ 3 1 . 1 X
I:/ /xydy dx:/ —eylne d:v /— (3T _eln®y qg:,
Inz Inz
0 \1 0 0

Piiklady

Dvojny integral jsme
prevedli na dvojna-
sobny a podobné jako
u vztahu dvojné a
dvojnasobné  limity
(viz véta 1.2) musi
"ynitini limita” exis-
tovat, aby nastala
rovnost.

V druhém ptipadé ne-
lze stanovit primitivni
funkci pomoci konec-
ného poctu elemen-
tarnich funkci.
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Véta4.3: (Fubiniova véta pro elementarni oblast Q2 C R?)
(i) Necht f € R(Q2), kde
Q= {(z,y) eR*:a < <b, yi(x) <y <ys(2)}

je tzv. elementarni oblast urcend grafy funkci y = y;(z),
y = y2(x), = € (a,b). Potom plati

f(z,y) dedy = | yQ(x)f(x,y) dy | dz,
[ eman] (]

Y a Y1 (‘T)

pokud vnitini integral existuje pro kazdé x € (a, b).

W (ii) Necht f € R(f), kde elementdrn{ oblast
|

g Q={(z,y) eR*:c<y<d, mi(y) <z < 3a(y)}
|
| je urcena grafy funkei x = z1(y), © = 22(y), y € (¢, d).

)I/M(N Potom plati
d z2(y)
0 ’ J[swwasay=[| [ r@wds|
Q € r1(y)

Dukaz spociva v pre-
vodu integrace pfes
Q) na jntegracj pies pOkUd vnitini integré] eXiStUJe pro kazdé Yy - <C, d>
obdélnik @ (obsa-

hujici mnozinu ) ve

smyslu definice (4.2), Priklad 4.6: Mnozina {2 je zaddna nerovnostmi 0 <z <1,
chst (iif) a nésledném r<y<+/T nebo 0<y<1, y?<x<y. Vypoctéte integral
pouziti véty (4.2). I = ff xy dxdy .
")
1 [ Vz Ll
[—f(fxydy) dx ]—f(fxyda:) dy
0 \z 0 \y?
1 v 1 :
[ =] a [ 5] a
0 z 0 Y
Il I3
1 22 23 p y3 95
f<7_7> d f(?‘?) dy
] 0
Il U
Z-2]' =4 R
Y 7! 8§ 12]g A
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Vétad.4: ( Substituce v dvojném integralu — transformace
soutadnic ve dvojném integralu)

Necht Q,, C R? je oteviend méfitelnd mnozina a necht funkce
x = x(r,¢), y = y(r,p) urcuji prosté regularni zobrazeni f
mnoziny (2., na mnozinu §2,, C R2. Necht dale mame funkci
f 8y — R, kterd je spojitd na €),,. Potom plati

[ s dody= [[ fatc
0., Qr,

kde Jr = ggf’gg je Jacobiova matice zobrazeni f (viz definice
3.2).

r,)) |det Jg| drdyp,

Priklad 4.7:  Prevod dvojného integrélu funkce f(z,vy)
pies (1, do polarnich souradnic
r=rcosp, y=rsingp, r>0 0<p<22r.

Zde

0z Oz COS
_ or Oy _
= o = ( sin
or Oy

Mnozina €., je obrazem néjaké mnoziny €2,,, (kterou musime
urcit). Takze

//fx Y) d:cdy—//f rcos,rsing)r drdp .

—rsin
T COS

>; |det Jg|=|r|=T.

Priklad 4.8: Vypoctéte
= / sin v/2? + y? dxdy,
Q

kde Q= {(z,y) e R?>:

Vzhledem ke geometrii oblasti 2 (mezikruzi) uzijeme sub-
stituci do polarnich soutadnic f: z =rcosy, y =rsiny.

T <zt +y? < An?}

Zde snadno zjistime, ze () je obrazem mnoziny

Qrp={(r,p) ER*: 71 <r <2m, 0< ¢ <271}, potom
2m 2m

I—//rsmr drdy = / /rsinr dr | dp = —6n°.

us
J/

per Erartes

Radu oblasti v ro-
viné muzeme vyjadrit
jako konecné sjedno-
ceni elementarnich ob-
lasti: napf. pokud €2
rozdélime na ¢tyfi ele-
mentarni oblasti: 2 =
QlUQQUQ3UQ4. Po-
tom symbolicky

I

Formélné dxdy nahra-
dime vyrazem r drdy .



Ve véte 4.3 jsme uvedli
dvé moznosti prevodu
dvojného integrdlu na
dvojnésobny. Tyto
moznosti  byly dany
dvéma moznostmi
promitani mnoziny {2
do soutadnicovych os.
U trojného integralu
mame tii moznosti
promitani oblasti €2
do tii soutadnicovych
rovin, v tvrzeni véty
je uvedena  pouze
jedna z nich.
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Véta4.5: (Fubiniova véta v R?)

Necht f € R(Q), kde Q = {(z,y,2) € R® : (2,9) € S;
21(z,y) < 2 < z9(x,y)}, je tzv. elementarni oblast urcend
grafy funkei z = z1(x,y), 2 = z2(x,y), (z,y) € S, kde S je
prumét mnoziny {2 do roviny xy. Potom plati

zg(x,y)
J[[ tewn dotyiz= [[ | [ rw.)dz| dzay,
Q S z1(z,y)

pokud vnitini integral existuje pro kazdé (x,y) € S'.

Priklad 4.9: Vypoctéte

I:///x dxdydz,
9)

kde € je oblast nachéazejici se v 1. oktantu omezena para-
boloidem z = z? + ¢ a rovinou z = 2. Prumétem € do
roviny xy je ¢tvrtkruh §S'.

Predstavime si fezy oblasti {2 rovnobézné s rovinou zz. Pro
kazdé (z,y) € S se nejdifve integruje od z = 2% + y* do
z = 2 (vnitini integrace). Ziskany dvojny integral pres S se
prevede na dvojnasobny, v némz se nejdiive integruje podle
y od y =0 do y = v2 — 22, a nakonec se integruje podle x
odr=0doz=+2.

///xd:z:dydz—// /xdz dudy

2+y
// (2 — 2% — %) dady
2 V2—x2
8v/2
= (22 — 2° —ay?) dy | do = ——==.
15
0 0

Vypocet integralu pres S se opird o vétu (4.3).
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Vétad.6: (O substituci v trojném integralu — transformace
soufadnic v trojném integral)

Necht €, C R? je oteviend méfitelnd mnozina a necht funkce
r = z(r,p, ), y = y(r,p,9), z = z(r,p,J) urcuji prosté
reguldrni zobrazeni f zobrazujici €, na mnozinu Q, C R3.
Necht ddle mame funkci f: Q, — R, kterd je spojita na €, .
Potom plati

ffff x,y, z) dedydz
— fff f 7@07 ( ,@,19),2’(7“,(,0,’[9)) |det Jf‘ degOdﬁ,

kde Jf = Er ’5’ ; je Jacobiova matice zobrazeni f .

Princip dikazu je stejny jako v piipadé véty (4.4) pro dvojny
integral.

Priklad 4.10: Trojny integral v cylindrickych soutadnicich.
Méjme zobrazeni f : 2, — €, dané transformac¢nimi rovni-

cemli
rT=rcosp, y=rsing, z==z; r>0 0<p<2T.

Zde |det Jg| = r. Takze
///g(x,y,z) dxdydz :///g(r cos @, rsing, z) r drdpdz .
Qu Q,

Priklad 4.11: Vypoctéte [[[ zy/2% + y? dedydz, kde Q =
QO
{(z,y,2) e R®: 0 <2 <2;0<y < V2r—2a2; 0<

z < a}. Vzhledem k tvaru oblasti Q (¢ast vélce o vysce a)
provedeme substituci do cylindrickych soutadnic. Valcova
plocha 224 y? = 22 m4 v cylindrickych souradnicich rovnici
r = 2cos ¢, nebot po dosazeni do rovnice valcové plochy
dostavame

2 cos? ¢ + rsin® ¢ = 2rcos .

Prameét Q do roviny zy je ¢tvrtkruznice. Takze o € (0, g),
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r € (0,2cosp), z € (0,a). Tedy

[[[ z/2? +y? dedydz = [[[ z-r-rdrdedz =
Q. Q,

3 2cosp a 5 2cosp
:f f fzrdzdrdgp %QI f r? dr dp =
0 0 0 i} 0 0
3 3
= %a20f(3083g0d(p: %aQJ(l — sin® ) cos p dp =
= %aQ (singp — %sin3 @)E = §a2

Priklad 4.12: (Trojny integrél ve sférickych soutadnicich.)

Méjme zobrazeni f : 2, — ), dané transformac¢nimi rovni-
cemi x =rcospcost, y=rsingpcost, z=rsind,

r>0,0<¢<2r, -5 <9 <35 Zde |det Jg| = r*cos?.
Takze

fff f(a,y,2) dadydz =
—ffff 7 cos psind, rsin @sind , r cos ) r? cos 9 drdpdd .

Priklad 4.13: Vypoctéte I = [[[(2* + v*) dzdydz, kde

Q
Q) je "horni”polovina koule z? + 3% + 22 < R2.

r2 - cos? V- r?cos v dy dV dr

z
/
0

I

R 5
=2r [ [r4(1 — sin®¥) cos ¥ d dr
00
R us
=27 [r* (sin¥ — %sin‘gz‘})g dr = %W R°.
0

4.3 Uzitecné vzorce

Na zakladé integralnich souctu lze doplnit vzorce z odst. 8.5,
MAT:

Mira oblasti ) (integrél z charakteristické funkce)
meas () = [[1dzdy; Q2 CR? (obsah),
Q
meas () = [[[1dedydz; QCR* (objem).
Q
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Celkov4a hmotnost télesa () C R3:
Necht ¢ = o(z,y, 2) je funkce hustoty télesa €, potom hmotnost
télesa je dana vzorcem

m = /Q// o(x,y, z) dedydz .

Celkovy naboj télesa Q) C R3:
Necht funkce o = o(x,y,2) popisuje hustotu rozlozeni ndboje
v (), potom celkovy naboj télesa je dan vzorcem

Q= /// o(z,y, z) dedydz .

Statické momenty rovinné oblasti  C R? vzhledem k soufadnicovym
osam:

Mx=//y o(x,y) dxdy, My=//fc o(x,y) dzdy .
Q Q

Statické momenty télesa 2 C R? vzhledem k soufadnicovym
rovinam:

My = [[[ 2 o(2,y,2) dvdydz,
Q)

M,. = [[[x o(x,y,z2) drdydz,
Q

M,. = [[[y o(x,y,2) dvdydz,
Q

kde o = o(z,y), resp. 0 = o(z,y,z) je hustota télesa v bodé
(x,y) € Q, resp. (z,y,2) € Q.

Moment setrvaénosti télesa () C R? vzhledem k soufadnicovym

osam:
Jo = [[[(*+22) o(x,y, 2) dadydz,
Q
Jy = [[[(@® +2%) o(x,y, ) dedydz
Q
J. = [[[ (= +v?) olx,y, 2) dedydz
Q

kde o = o(z,y, z) je hustota télesa v bodé (x,y, z) € €.

v~

rp = Yp = Zp = .
T maT mvT m
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Priklad 4.14: Vypoctéte souradnice tézisté télesa ome-
zeného plochami x =0, 2 =0,y =1,y =3, x + 22 =3,
jestlize hustota télesa se v kazdém bodé rovna 1.

CAD

—T

m= fff dxdydz zofglfg

33
dzdydx ff3T =
3 01

= [ -0y do = 30— 1)) = 4.

o%w‘

3—z

33 =2
xngfffxdxdydz:%Oflfbfa;‘dzdydx:

=2.
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5 Parcialni diferencialni rovnice

P1i popisu realnych déju vyvijejicich se v ¢ase t a bodé prostoru
[z,y, 2] € R3 budeme uvazovat funkci u = u(z,y, z,t) (napiiklad
teplotu materidlu), kterd tento déj popisuje. Pro rychlost zmény
déje v ¢ase a prostoru potiebujeme znat parcialni derivace funkce

u: %—;‘ = uy, g“ = uy, podobné (u,, u.), i parcialni derivace vyssich
o 2
fada 2 S0 = Ute, gmﬁf = Ugere. ROvnice, ve kterych se vyskytuji

parcialni derivace se nazyvaji parcialni diferencialni rovnice,
napr. u; + Uz, = 0.

5.1 Zakladni modely

5.1.1 Transportni rovnice

Budeme uvazovat tekutinu pohybujici se rychlosti v v tenké
rovné trubic¢ce (ztotoznime ji s osou x), jejiz kolmy prurez ma
plochu velikosti S. Funkce u = u(x,t) bude nyni popisovat hus-
totu znecisténi v bodé x a v ¢ase t. Potom mnozstvi necistot mezi

body x1 a x5 v Case t je dano integralem f u(x,t) S dr a podobné

mnozstvi necistot, které protece plochou S v bodé x béhem
to

casového intervalu (t1,ts) je popsano integralem [ wu(x,t)v S dt.
ty

Potom mnozstvi necistot v intervalu (zy,x2) v Case ty se rovnd

mnozstvi necistot v intervalu (x1,z5) v Case t; plus mnozstvi
necistot, které protece plochou S v bodé xy béhem casového in-
tervalu (1, t2) minus mnozstvi necistot, které protece plochou S
v bodé xs béhem ¢asového intervalu (¢, t5), neboli

) ) to to

/u(;z:,tg)S dx :/u(:b,tl)S d:H—/u(:Cl,t)vS dt—/u(:vg,t)vS dt.

T xq t1 t1
Pro jednoduchost budeme uvazovat, ze velikost fezu S je vSude
konstantni a zaroven je konstantni i rychlost v tekutiny. Potom
plati

to

/[u .t) — u(w, 1)) dr v/[u(wl,t) = 1)) dt.

t1

Nyni budeme predpokladat, ze funkce u mé spojité prvni parcialni
derivace (zména rychlosti znecisténi neni skokovd), pak ze zékladni

Predpokladédme, ze v
trubicce zadné necis-
toty nevznikaji ani ne-
zanikaji.

Co vtete ma znamén-
ko plus, co vytece mi-
nus.

Bilané¢ni rovnice.
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véty matematické analyzy plyne

T2 to ty w2

//ut(a:,t) dtdx :v//ux(x,t) dxdt.

x1 1 a1
Jestlize budeme predpokladat, ze tato rovnice plati pro kazdy
segment (x1,x9) a kazdy ¢asovy interval (t1,ts), pak v kazdém
bodé [z,t] dostaneme rovnost

ur(z,t) —vug(z,t) =0,

ktera se nazyva transportni rovnice v jedné dimenzi.

5.1.2 Rovnice difuze, rovnice vedeni tepla

Mame tenkou ty¢ (ztoznime s osou x), kterd ma teplotu T'(x, t)
a predpokladame, ze teplota roste ve sméru osy z. Tepelnd vo-
divost materidlu tyce je k a prutez tyce je S. Teplo Q(x,t)
prochazejici fezem tyce v bodé x a ¢ase t béhem kratkého ¢asového
intervalu dt je dano vztahem Q(x,t) = /ﬁSg—g(x,t)dt, podobné
Q(x + Az, t) = /QS%(I’ + Ax, t)dt, Az reprezentuje maly kou-
sek tyce. Pouzijeme Tayloruv rozvoj, pak pro tepelnou energie,
kterd je absorpovana v kousku tyc¢e Ax plati

oT oT 02T
AQ = kS (%(x + Az t) — a—x(x,t))dt ~ kS S (o ) At

Pro tuto zménu tepla vSak zaroven plati

AQ = cAmdT = chx%—f(a:,t) dt,

kde ¢ mérna tepelnd kapacita tyce, Am je hmotnost kousku tyce
délky Az, o je hustota materidlu tyce a d1" je maly casovy usek,
po ktery se méni hodnota tepla v tyc¢i. Porovndnim obou vyrazu
pro zmeénu tepla v kousku tyce dostaneme

0*T oT
kS %(:c, ) Az dt =coAx E(:U, t)dt,
tedy
2
/iSa—T(x,t) = cgﬁ—T(x,t).

0x? ot
Oznacime k = % tzv. soucinitel teplotni vodivosti, pak rovnice
pro vedeni tepla ma tvar

oT o*T
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Necht nyni funkce u = wu(z,t) popisuje difuzi latky, potom
pro ni plati stejna rovnice jako pro vedeni tepla, neboli

Ut _u:pl‘ — 0.

Difuze je proces samo-
volného rozptylovani

4 : Casti r ru.
5.1.3 VlInova rovnice castic v prostoru

Nyni funkce v = u(z, t) bude popisovat strunu, na kterou pusobi

v bodé x; sila ﬁl kolmo k ose z. Tato sila vyvola pusobeni silou
F v teéném sméru ke struné a podle zédkona
akce a reakce stejné velka opacné oriento- u
vand sila ptusobi na strunu i v bodé x5 (viz
obrazek). Podle druhého Newtova zdkona
plati pro element struny Az pohybova rov-
nice P20

Amw = F2 - Fl,

kde Am = oAz a p je délkova hustota
struny. Pro velmi malé vychylky bude pla- ):(1 AX X
tit

0 0
Fy — Fy = F(tan g9 — tan ;) = F(a—Z(xg) — 6—2(:@))

Pomoci Taylorova rozvoje dostaneme

— - — ~ —A
83:( 2) ox (z1) Br2 =
tudiz o 2
U U
Odtud dostaneme
Pu_ ot
otz Fox?

Oznacime v = \/%, pak v je fazova rychlost viny Sitici se po-
struné a plati vlnova rovnice

U (x,t) — v uge(x,t) = 0.

5.2 Metody reseni

5.3 Pocatecni ulohy
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