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Norsky matematik
Niels Heinrich Abel
(1802-1829).

dokazal nefesitelnost
algebraickych rovnic
5. a vyssich stupnu
pomoci odmocnin. Pti
tomto dukazu uplatnil
ideje teorie grup.
Grupa popisuje kon-
cept symetrie, se kte-
rou se muzeme setkat
naptr. v casticové fy-
zice, zpracovani obra-
zu nebo pfi popisu
molekul.

Napiiklad nasobeni ma-

tic neni komutativni.
Také vsSechny trans-
formace Rubikovy
kostky tvofi nekomu-
tativni grupu.
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1 Afinni prostor

Svét bodu a vektori, ve kterém se bézné v matematice pohybu-
jeme, si pojmenujeme afinni prostor. Drive nez si uvedeme jeho
definici, zopakujeme si zdkladni pojmy z linearni algebry.

Definice1.1: (grupa, téleso)
Mnozina V' s operaci + (tj. se zobrazenim z V x V do V),
zkracené (V,+), se nazyva grupa, jestlize plati:

i) Vu,v,w € V: (u+v)+w=u+ (v+w), (asociativita)
i) JoeVVueViu+o=0+u=wu, (neutrdlni prvek)
iii) Vvue V3aueV :u+u=u+u=o0. (inverzni prvek)

Pokud navic plati
iv) Vuo e V:ut+v=v+u, (komutativita)

pak hovorime o komutativni grupé nebo Abelové grupé.
Mnozina T s dvéma operacemi +,- , zkrdcené (7T,+,-), se

nazyva téleso, jestlize plati:

i) (T,4) je komutativni grupa s neutralnim (nulovym) prv-
kem znacenym o,

ii) (T'\ {o},") je grupa s neutrdlnim (jednotkovym) prvkem
znacenym 1,
iii) Va,b,ceT: (distributivita)
(a+b)-c=a-c+b-c, c-(a+b)=c-a+c-b,
Jestlize (T'\ {0}, ) je komutativni grupa, pak hovorime o ko-

mutativnim télese .

Priklad 1.1 :
1. Mnozina (Z, +) s neutralnim prvkem 0 je Abelova grupa.
2. Mnozina (R, +,-) s nulovym prvkem 0 a jednotkovym
prvkem 1 tvofi téleso.
Cuvicent 1.1 :
a) Dokazte, ze mnozina (Q \ {0}, -) tvori Abelovu grupu.

b) Dokazte, ze mnozina (C, +, -) tvoii komutativni téleso.


http://www-history.mcs.st-andrews.ac.uk/history/Mathematicians/Abel.html
http://www-history.mcs.st-andrews.ac.uk/history/Mathematicians/Abel.html
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Definice 1.2: (linedrni prostor)
Necht (V,+) je komutativni grupa a T je téleso. Necht operace
7772 T xV doV: (a,u) — a-u spliuje:

i) Va,be TVueV :a-(b-u)=(a-b)-u (asociativita)

i) Va,beTVu eV :(a+b)-u=a-u+b-u,
VaeTVu,veV:ia-(u+v)=a-u+a-v
(distributivita)

i) VueV,1eT:1-u=u (absorpce jednotky).

Potom mnozina V' s operacemi +, - se nazyva linearni (vek-
torovy) prostor nad télesem 7. Prvky mnoziny V' se nazyvaji
vektory, (prvky télesa T' se nazyvaji skalary). Vektory bu-
deme znacit .

Priklad 1.2: Mnozina vSech usporadanych dvojic realnych
¢isel tvori vektorovy prostor.

Mnozina vSech polynomu tvoii vektorovy prostor.
Definice 1.3: (linedrni zavislost a nezavislost)
Necht V je linedrni prostor nad télesem 7. Necht vektory

Uy, Us, ..., U, €V, konstanty aq,as,...,a, € T, n € N, pak
linearni kombinaci vektoru iy, s, . . ., i, nazyvame vektor

a1ty + agy + - - - + apty, -

Jestlize
a161+a2112+"'+anﬁn:5¢>a1:a2:°":an:0,
(0 je nulovy vektor) pak fikdme, ze vektory wy, s, ..., U,

jsou linearné nezavislé, v opacném pripadé jsou linearné
zavislé.
Priklad 1.5 :
Vektory @ = (1,1), 7 = (2, 1) z prostoru vech usporadanych
dvojic jsou linearné nezavislé.

Cvicent 1.2 :
Dokazte, ze vektory @ = (1,0), ¥ = (2,3), @ = (1, —1) jsou
linearné zavislé.

Prostor vsech spoji-
tych funkci je pii-
kladem  vektorového
prostoru.

Piiklady

K nejznaméjsim pii-
kladum vektoru patii
vektory sily, rychlosti,
zrychleni nebo hyb-
nosti.

Funkce 1, sinz, cosz
jsou linearné nezavi-
slé, funkce 1, z, 3+ x
jsou linearné zavislé.

Tii vektory lezici v
roviné jsou jiz nutné
linedrné zavislé.



Existence baze vek-
torového prostoru je
dusledkem  axiomu
vybéru:

Jestlize M je mnozina
neprazdnych mnozin,
potom existuje zobra-
zeni f s definicnim o-
borem M, které kaz-
dé mnozine A e M
pritadi prvek mnoziny
A, tedy f(A) € A.
Axiom vybéru zfor-
muloval v roce 1904
némecky matematik
Ernst Friedrich Ferdi-
nand Zermelo (1871-
1953).

A\

Pron =2 je

@ || = /at + a3 > 0,
@] = 0 < @ = (0,0).
Plat{ [lai || = |all|@ |,
li+ 7] =

V(a1 +01)*+(az +b2)?
Vai+ad + /b3 +b3
@] + 7]

uU-U= albl—l—ang <
af +a3-\/b3+b3 =
|| - 17

IHIA

Q
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Definice1.4: (béze a dimenze prostoru)
Vektory é1,65,...,¢, € V, n € N, tvori bazi linedrniho pro-
storu V nad télesem T, jestlize

i) vektory €7, és,. .., €, jsou linedrné nezavislé,
ii) Vu € V' jsou vektory ey, és, ..., €, linedrné zavislé,

tj. existujl ai,as,...,a, € T : U = a1€] + as€s + - - - + a,€,.
Cisla ay, as, . . ., a, nazyvame souiadnice vektoru @ vzhledem
k bazi €1, €y, .. ., €,. Piseme @ = (a1,as,...,a,).

Cislo n € N, neboli pocet prvki béze, nazyvime dimenze
prostoru V. Piseme dim V' = n. Pokud neexistuje kone¢na béaze
prostoru V', pak piseme dim V' = oc.

Priklad 1.4 :

Prostor (R?, +,-) vsech uspotadanych trojic redlnych cisel
je vektorovy prostor dimenze 3.

Cuicent 1.3 :

Prostor (C([0,1]),+, ) vSech spojitych funkci na intervalu
[0,1] s operacemi scitani funkei a ndsobeni funkei redlnym
¢islem je vektorovy prostor s nekoneé¢nou dimenzi.

Definice 1.5: (norma, skaldrni soucin)
Necht V' je vektorovy prostor dimenze n nad télesem redlnych
¢isel R a @ = (ay,aq,...,a,) €V, potom ¢islo

@l = \/a} + a3+ +a2
nazveme normou vektoru .
Necht o = (b1, bo, ..., b,) € V, potom ¢islo

—

U-U=ayb; + asby + - - - + a,b,

o - —

nazveme skalarni soucin vektoru u, v.
Cvicent 1.4 :
Spocitejte normu vektoru @ = (1,—1,3) a skalarni soucin
vektoru - U, pokud v = (—2,1,1).

V prostoru nekoneéné dimenze jsou predchozi definice normy

a skalarniho souc¢inu nepouzitelné. Proto zavadime jejich obec-
nou formu.


http://www-history.mcs.st-andrews.ac.uk/history/Mathematicians/Zermelo.html
http://www-history.mcs.st-andrews.ac.uk/history/Mathematicians/Zermelo.html
http://www-history.mcs.st-andrews.ac.uk/history/Mathematicians/Zermelo.html
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Definice 1.6 : (zobecnéni normy a skalarniho sou¢inu)
Necht V' je vektorovy prostor nad télesem R. Zobrazeni
| -] : V — R splaujici:
DVZeV:|d@)|>0 a ||@|=0&d=0,
i) VieV,VaeR: |a-d| =la|-||d],
i) Va, v eV |lu+ 7| < ||@]|| + |7
(trojuhelnikova nerovnost),

se nazyva norma na prostoru V. Rikdme, Ze V je normovany
linedrni prostor. Cislo d = ||& — ¢'|| nazyvame vzdalenost
vektoru u, U.

Zobrazeni (-,-) : V x V — R spliujici
i) Vu,v eV : (u,v) = (v,4d), (komutativita)
ii) Vu,v,weV, Va,beR : (at + bV, W) = a(u, W) + b(V, W) ,
(linearita)

i) Ve V:(a,7) >0, (Z,d)=0<a=0,
(pozitivni definitnost)

se nazyva skalarni soucin na prostoru V. Rikame, ze V je
vektorovy prostor se skalarnim soucinem.

1
Priklad 1.5: Mnozina Ly([0,1]) = {f : [ |f(2)|* dz < oo}
0
je nekonecné dimenzionalni vektorovy prostor s normou

1l = (bf I dx)2 - Zobragens (J.9) = [ () ola) d

je skaldrni souc¢in na prostoru Ly ([0, 1]).

1
Cviceni 1.5: Dokazte, ze L1([0,1]) = {f : [|f|dz < oo}
0

1

je normovany linedrni prostor s normou || f|| = [ |f] d.
0

1
Zobrazeni (f,g) = [ f(x) - g(x)dz vsak nenf skaldrnim
0

soucinem na tomto prostoru.

Pii zobecnéni pojmu
norma a skaldrni sou-
¢in jsme se inspirovali
zakladnimi vlastnost-
mi, které splnuji tyto
veliciny v konecné di-
menzi.

V prostoru R? plati
pro vzdalenost vek-
toru 4 = (uj,ug) a
U = (v1,v9) vztah d =

V(U —v1)2 4+ (ug—02)2.

Jestlize uvazujeme
() VxV = C,
(zobrazeni do kom-
plexnich ¢isel), pak

<ﬁ7 17) = W’
(komplexné sdruzené
¢islo).



Prace vykonana silou F'

—

F

¥

s

A= |[F[[-[[3]] - cos p.

Necht (u,7)=|d||||7],
pak (at—v,atl—7) =
(a||@]| - ||7]])? a volbou

1l
=
llll

at — v = 0, tedy vek-
tory i, ¥ jsou linearné
zavislé.

a = dostaneme
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Pozndmka 1.1: S pojmem skalarniho soucinu se velice ¢asto
setkame ve fyzice. Naptiklad, pusobi-li sila F po piimocaré
draze popsané smérem S, pak vykona praci A = F.5=
|F|| - ||3]] - cos g, kde ¢ je tihel, ktery sviraji vektory F a 3.

Vétal.l: (Vztah skaldrniho sou¢inu a normy)
Necht V je vektorovy prostor se skaldrnim soucinem, potom
predpisem ||u]| = y/(4,u), @ € V je definovand norma na
prostoru V' (norma indukovand skaldrnim soucinem) a plati
Schwarzova nerovnost:
Va, v eV |(4,0)] < ||la] - [|d]. (1.1)
Dikaz : Dokazeme pouze Schwarzovu nerovnost.
7, pozitivni definitnosti skalarniho soucinu vyplyva
Va,be RVu,v eV :
0 < (at + b¥, atl + b¥) = a*(u, @) + 2ab(d, V) + b* (0, V) .
(@) pro (
Polozime-li b = { (@) i, U
1 pro (u,v) =0

—

, pak dostaneme

0 < a?||]|*+2al(, T)|+||7]|*. Z posledni nerovnosti vyplyva,
ze uvedeny kvadraticky vyraz ma nekladny diskriminant,
tedy 4|(a,0)* —4l|al]® - [|0]]* < 0 a (@ O)] < [J@]* - |7]*.
Cuicent 1.6 :

1. Rozhodnéte, kdy ve Schwarzové nerovnosti nastava rov-

nost. [ Pro linedrné zavislé vektory |

2. Dokazte, ze Schwarzova nerovnost je ekvivalentni s troj-
uhelnikovou nerovnosti. [lZ+ 3> < (||la|| + ||7])* <
(i+0,d+0) < |Jalf*+2)| @l |15+ [|0]* < (@, @) +2(d, 6) + (7, 0) <
1)) + 2@ |9]] + [16]]* < 2(, ) < 2@||||v] ]

Definice 1.7: (idhel dvou vektorn)

Necht V je vektorovy prostor se skaldrnim souc¢inem a normou
||| = /(@ %), @ € V. Cislo ¢ € [0, 7] nazveme tihlem dvou
vektoru u, v € V, jestlize plati

(1.2)

Jestlize ¢ = § (tj. (@,7) = 0), pak fikdme, ze vektory , v/
jsou ortogonalni, zna¢ime @1 v. Pokud navic ||d|| = ||7]| =1,
pak fikame, ze vektory u, v jsou ortonormalni.



Matematicka analyza 3 7

Definice 1.8 : (afinni prostor)
Necht V je vektorovy prostor nad télesem R, M je neprizdnd
mnozina a mame zobrazeni w : M X M — V', pro které znacime

W(A,B) = AB, kde A, B € M, AB € V. Jestlize plati
)VAec M\YZcV3'BeM:AB =1,

i) VA, B,C € M : AB + BC = AC,

potom se dvojice (M, V) nazyva afinni prostor s nosicem M
(bodové vektorovy prostor).

Je-li navic V' vektorovy prostor se skalarnim souc¢inem, pak se
dvojice (M, V') nazyvéa eukleidovsky prostor.

Prostor V' se nazyva zaméreni afinniho prostoru a jeho di-
menze je zaroven dimenzi afinntho prostoru.

Prvky mnoziny M nazyvame body afinniho prostoru.

Pozndamka 1.2:
Bodem i) predchozi definice je definovdna operace séitéani
bodu A € M a vektoru u € V, pisSeme A+ 4 = B.

Priklad 1.6 : Dvojice (V, V), kde V je vektorovy prostor,
tvori afinni prostor.

Definice 1.9: (soustava soutadnic)

Necht (M, V) je afinn{ prostor dimenze n, déle bod P € M a
mnozina {uy,Us,...,u,} je baze prostoru V. Potom uspora-
danou dvojici (P, {1, U, ..., U,}) nazveme soustavou sou-
fadnic v prostoru (M, V), bod P se nazyva pocatkem sou-
stavy souradnic, mnoziny bodu P+tu;, t e R, =1,2,...,n
se nazyvaji souradnicové osy.

Jestlize (M, V') je eukleidovsky prostor se soustavou soufadnic
(P, {€é1,éy,...,€,}) a vektory €y, €, ..., €, jsou navzijem orto-
gonalni, pak soustava (P, {€}, é, ..., €,}) se nazyva kartézska
souradnicova soustava.

Poznamka 1.3:  Libovolnému bodu A € M pritazujeme
v afinnim prostoru (M,V) se soufadnicovou soustavou

—
(P, {1, us, ...,U,}) takzvany polohovy vektor PA.

Priklad 1.7: Mnozina vsech usporadanych dvojic realnych
¢isel vytvoii afinni prostor (R?,R?), s kartézskou soufadni-
covou soustavou ((0,0),{(1,0),(0,1)}).

£l

A
AC
A
AB
&
P €1
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Cviceni 1.7:  Dokazte, Zze v afinnim prostoru (R?* R?)

z predchoziho prikladu (1.7) plati cos ¢ = % , kde ¢ je

thel svirany vektory @, v € R? .

V dalsim textu budeme eukleidovsky prostor dimenze n s
kartézskou souradnicovou soustavou a normou indukova-
nou skaldarnim souc¢inem znacit E,, .

Definice 1.10: (vektorovy soucin)
Necht Ej; je eukleidovsky prostor. Zobrazeni w z Ez x E3 do
E3, piseme w(u, v) — @ X v, které spliuje

i) jestlize i, ¥ jsou linedarné zavislé, pak @ x ¥ = 0, jinak

i) [J@x 7l = ||@]| 7] sine,

kde ¢ je thel svirany vektory , v.

Vektorovy soucin e\ o o oo,
Y i) uxvlu, uxvLld,

U X v
iv) uspotradand trojice u, ¥, 4 X ¥ je pravotoc¢iva (ma kladnou
orientaci)
nazyvame vektorovy soucin vektoru u, v.
/, S Pozndamka 1.4 :
U U

i) Bod ii) pfedchozi definice fikd, ze velikost plochy rov-
nobéznika urceného vektory u, v se rovna velikosti vek-
torového soucinu o X v.

ii) O uspofddané trojici vektorn (PA, PB, PC) fekneme,
ze je pravotociva, jestlize pii pohledu z bodu C' prejde
vektor PA v kladny nasobek vektoru PB otoCenim
v kladném sméru (proti sméru hodinovych rucicek)
o thel p < 7.

Cuviceni 1.8: Necht E; je eukleidovsky prostor s pravo-
toc¢ivou kartézskou souradnicovou soustavou a u,v € Eg.
Dokazte, ze plati
) Uxv=—-UXx1u,
i) [|a x 7| = @ |* |7]]* - (@, 9)%,
iii) jestlize © = (a1,a9,a3) a v = (by, b, b3), pak 4 X ¥ =
(agbsz — baas, azby — bzai, aiby — bas) .
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ad (iii) Navod: Polozime & = (¢, ¢, ¢3), pak z kolmosti @ L w, ¥ L & plyne

c1a1 + cpas + czas = 0/ - b3, by
c1b1 + caby + c3bs = 0/ - b3, bo  a odecist.

Tedy c1(a1bs —bjas) = —ca(agbs —baas), ci(aibs—bras) = —cs(aszbe —bsas),
neboli W = k(agbs — beas, agby — bzai,a1bs — braz) a z bodu ii) predchoziho

cviceni plyne |k| = 1.

efinice 1.11: (linedrni zobrazeni obrazeni F': R —

Defi 1.11: (1 b ) Zob F:R >R,
Rekneme, ze zobrazeni F: X — Y je linedrni zobrazeni které je dané predpi-
z vektorového prostoru X dimenze n do vektorového pro- sem F(z) = kz, k € R

. C e (primka  prochézejici
storu Y dimenze m, jestlize pocétkem), je linedrni.

Operace derivovani a
integrovani jsou také

Vi, v € XVa,beR: F(at + bv) = aF () + bF(v) .

, linearni.
Necht {é1,€é5,...,é,} jsou vektory bédze v prostoru X a
jejich obrazy v prostoru Y jsou {F(é1), F(é),...,F(é,)}.
V soutadnicich prostoru Y piseme F(é;) = (a1;, @i, - - -, Gmi) ,
i=1,2,....n.

O matici A realnych cisel tvaru

ailr a2 -+ Qip

ag1 G2 - - QAgp
A= . .

Am1 Am2 - Qmp

fikdme, ze reprezentuje linearni zobrazeni F'.

Cuicent 1.9: Dokazte, ze plati F(u) = Au.



7" je spojita v bodeé ty,

jestlize lim7 () =7(to)
t—to

& tli}r% 7 (t) = 7 (to),

i=1,2,3.
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2 Krivky

Definice 2.1: (vektorové funkce)

Necht I C R. Zobrazeni ¥ z mnoziny I do E3, t — 7(t),
nazyvame vektorovou funkci jedné realné proménné.
Piseme 7(t) = (ri(t),r2(t), r3(t)). Funkce r;, i = 1,2,3 na-
zyvame souradnice (slozky) vektorové funkce 7.

[Také piseme 7 (t) = (z(t),y(t), 2(t)).]

Pozndmka 2.1: V pripadé, ze parametr ¢ je ¢as, pak mno-
zinu koncovych bodu polohovych vektoru 7 (¢) nazyvame
trajektorie pohybujiciho se bodu.

Definice 2.2: (spojitost a derivace vektorové funkce)
Rekneme, ze vektor 7y € [E3 je limitou vektorové funkce
7 I — E3 v bodeé t, jestlize thI? |7 (t) — || = 0.

—lo
Rekneme, ze vektorova funkce 7 je spojita v bodé i,
jestlize th_)r% T (t) =7 (to) -
Vektor 77(ty) se nazyva derivace funkce 7 v bodé %
(7" je derivovatelna (diferencovatelnd) v bodeé ty), jestlize

th_g(l) F(ti : Z)(to) _ F'(to) (: ;l_?z(to) = (7”1 (to), T’Q(to), T’é(t()))) -

Funkce 7" je spojita, derivovatelna na [, jestlize je spojita, de-
rivovatelna v kazdém bodé mnoziny I.
Cuicend 2.1 :
1. Dokazte, ze funkce 7 je spojita (derivovatelnd) prévée
tehdy, kdyz je spojita (derivovatelnd) kazda jeji slozka.

2. Analogicky k diferencidlu funkce jedné proménné na-
definujte diferencial vektorové funkce a n-tou derivaci
funkce 7.

Dusledek 2.1: 7. predchoziho cviceni vyplyva, ze vlastnosti
spojitych a derivovatelnych funkci jedné proménné maji

i vektorové funkce.
Napiiklad (7(¢), s(t)) = (7'(t),s(t)) + (5'(t),7(t)) nebo
(7 (t) x §(t)) =7'(t) x §(t) + 5'(t) x 7 (1) .
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Definice 2.3 : (kiivka)
Necht I C R je interval. Mnozina K C Ej3 se nazyva jedno- nenf spojité
ducha krivka, jestlize je obrazem vektorové funkce 7 zobra-

zujici interval I na mnozinu K a plati / _—

i) 7 je spojita funkce na I, , ,
neni prosta

ii) 7 je prostd na vnitiku .

Jestlize I = |o, 5] aplati 7(a) = 7(8), pak se K nazyva
uzaviena jednoducha krivka.
Jestlize plati ¥ € C™(I) (tzn. 7™ (n-t4 derivace) je spojité

na [), pak se K nazyva jednoducha krivka tiidy C" (n-té
tridy). nenf regularni

Jestlize Vit € I plati ||7'(¢)]| # 0, pak se K nazyva regularni
jednoducha krivka.

Kiivka je po ¢dstech reguldrni jednoduché kiivka t¥idy C!.
(tzn. az na konecné mnoho bodu je 7 spojité diferencovatelna
funkce a ||7'(¢)|| #0.)

Proménnd ¢ € [ se nazyvd parametr, vektor 7(t) € E3 se
nazyva pruvodi¢ bodu kiivky K a funkce 7 je jeji parame-
tricka reprezentace.

Kiivka obecné

Priklad 2.1: Mnozina K obrazu funkce 7(¢), kde

1. 7(t) = (t,t,0),t € R je regularni jednoducha kiivka
tridy C*°.

2. 7(t) = (£3,1%,0), t € R je jednoduché kiivka, kterd
neni regularni v bodé ¢ty =0, (i kdyz se jednd o stej-
nou pifmku jako v piikladu 1).

3. 7(t)=(t, |t|, 0), te[—1;1] je kiivka (az na bod tg = 0
je regularni a spojité diferencovatelnd).

4. 7(t) = (acos(t), bsin(t), 0), t € [0,27], a,b € RT je
uzaviend, regularni jednoduchd kiivka tiidy C* (elipsa).

5. 7(t) = (ccos(t), csin(t), bt), ¢>0,b>0,t € [0,4n]
je regularni jednoduchd kiivka tiidy C* (dva zavity
sroubovice).



Jestlize existuje 7" ()
a 7'(to), 7"(tg) jsou
linedrné zavislé, pak se
bod 7(tp) nazyva in-
flexni bod krivky.

Pitklady

12

Matematicka analyza 3

Poznamka 2.2: Krivka muze byt také zadana pomoci ex-

plicitnich nebo implicitnich rovnic.

Explicitné Implicitneé
vEy, | y=+v1—-22, 2 €[-1,1] ?+y* =1

vE; | y=w,z2=2%,2€(0,2] |y—2=0,2—22=0

K prechodum mezi jednotlivymi popisy kiivky se vyuziva
véta o implicitni funkci z MA2.

Cuicent 2.2 : Najdéte parametrické vyjadieni kiivky dané
rovnicemi 22> +y?> —1 =0, 2 +y + 2z — 1 = 0, popiste jeji
vlastnosti a nakreslete ji.

Definice 2.4 : (tecna kiivky)

Necht kiivka K je parametrizovans funkei 7. Vektor derivace
7’ (ty) nazyvame teény vektor kiivky K v bodeé t.
Tecnou ktivky K v bodé () rozumime piimku

y(1t) =7 (to) + 7'(to) 7, T € R.

Priklad 2.2: Najdeme teénu k hyperbole dané implicitné

rovnici x? — y; =1 v bodé B =1[1,0].

Pouzijeme parametrickou reprezentaci (jedné vétve) hyper-
boly: 7(t) = (cosht, v/2sinht), t € R.

V bodé B je to =0 a 7/(0) = (0,v/2). Rovnice te¢ny m4
tedy tvar () =[1,0] + (0,v2)7, T € R.

Cvicent 2.3 :

Oveérte, zda funkce F(z,y) = :L'2—%2—1 splinuje predpoklady
véty o implicitni funkei (z MA2) pfi feSeni funkcionélni rov-
nice F(z,y) = 0 v bodé B. Co vite o derivaci piipadného
feseni v bodé B = [1,0]?

[Plati F(B) = 0, funkce F' je spojitd i spojité diferencovatelnd
na okoli bodu B a plati §8(B) = 2, §5(B) = 0. Predpoklad §F(B) # 0
tedy neni splnén.
Muzeme vsSak vyuzit predpokladu %—I;(B) # 0 a tvrdit, ze na okoli

U(0) existuje funkce x = z(y), = : U(0) — R, kterd fesi funkciondlni
5y,
o5

rovnici F'(x,z(y)) = 0 a pro derivaci g—z(B) plati: g—z(B) =
_

T ‘ o y2 dx
Explicitné mame z = 4/1+ % a dy |y~

~0.]

2 1o

y
24/ 1+
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Véta2.1: (transformace parametru)

Necht ¢ : I* — I je spojité diferencovatelnd funkce z intervalu
I na interval I takové, ze Vs € I* : ¢/(s) # 0. Potom funkce
7 (@(s)): I*— I je opét parametrickou reprezentaci kiivky iC.

Dukaz :
gularni spojité diferencovatelna vektorova funkce. Zbyva
ukazat, ze je prosta. Z predpokladu ¢'(s) # 0 na I* plyne,
ze bud ¢'(s) > 0 nebo ¢'(s) < 0 na I*. Odtud plyne, ze
funkce ¢ je ostfe monoténni, tedy prosta a slozenim dvou
prostych funkci vznikne opét prosta funkce.

Slozenim funkci 7 a ¢ vznikne po castech re-

Cvicent 2.4 : Dokazte, ze za predpokladu véty 2.1 existuje
k funkei ¢ : I* — I inverzni funkce o1 : I — I*, pro kterou
plati (o7 1)(t) # 0, Vt € I. Muzeme tedy provést i zpétnou
transformaci parametru s = o ().

Definice 2.5: (délka kiivky)

Méme kiivku K={7(t) : t€[a, ]} . Cislo d se nazyva délka
kiivky K, jestlize pro kazdé € > 0 existuje 0 > 0 takové, ze
pro kazdé déleni D = {a =ty <t; < --- < t, = [} intervalu

[, B] s normou déleni v(D) = . {mQaX }(tk—tk_l) <d,neN,
e{l,2,....n
plati:

S I — )l - d | <
k=1

Pro délku d kiivky IC plati:

B 8
a= [ Il de= [ Joror + o2+ ez @

Polozime-li
sw:/W%mm, (2.2)

potom funkce s: [a, 8] — I* je rostouci, spojitd a existuje k ni
inverzni funkce ¢: I — [, f] . Polozime t = ¢(s) a dostaneme
novou parametrizaci kiivky /C.

Hovotfime o prirozené parametrizaci kiivky. Parametr s
se nazyva obloukova délka.

Pulkruznici lezici pod
osou = se stiedem v
pocatku a polomérem
0=1 lze parametri-
zovat vztahy

r=t, y=—v1—1t2,
t €[—1, 1] nebo také
T = coss, Yy = sins,
s € [, 27], mnebo-li
t=p(s) =coss.

V literature se také
uvadi, ze krivka IC,
ktera ma délku d,
je rektifikovatelna
kiivka.

Také hovorime o para-
metrizaci obloukem.



Derivace podle oblou-
kové délky (oblouku)
se obvykle znaci tec-
kou. Vektor 7(s) je
jednotkovy teény vek-
tor kiivky K.

14 Matematicka analyza 3

Cvicent 2.5 :

a) Ovéite, ze funkce s = s(t) ze vztahu (2.2) je rostouci a
spojité diferencovatelna. (4 = ||7'|| > 0]

b) Ukazte, ze pro derivaci vektorové funkce 7 podle oblou-
kové délky s plati

. dar
r =|l—]|l =1.
7)1l = |||

gl = laal = 1%

Sl
I
—_

=
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3 Krivkové integraly, Greenova véta

3.1 Krivkové integraly

Definice 3.1: (orientace kiivky)

Rekneme, 7e kiivka K = {7 (t) : t € [o, 3]} m4 orientaci,
jestlize ma pocatecni a koncovy bod.

Jestlize 7 () je pocdtecni a 7 () je koncovy bod, pak méa
krivka K kladnou orientaci, znacime Kt. Hovoiime o ori-
entaci, ktera je indukovana parametrizaci. V opacném
pripadé hovoiime o zaporné orientaci, znacime .

U uzaviené krivky IC, kterd je hranici mnoziny 2 C E,
(092 = K) hovoiime o kladné orientaci, pokud pii obihani
krivky ve sméru orientace zustava mnozina {2 po levé strané
(obéh proti sméru hodinovych rucicek).

Definice 3.2: (kfivkové integraly)

Meéjme kiivku K = {7 (t) : t € [«, 8]} s orientaci indukovanou
parametrizaci. Necht D = {a =ty < t; < --- < t, = 8}
je déleni intervalu [« ], potom body 7(tx), k = 0,1,...,n
tvoii déleni D(K) kiivky K.

Oznacime A7, =7 (tx) — 7 (te—1), Org; = 1i(te) — ri(tp_1),
Asp = ||Ark|l, i=1,2,3, k=1,...,n. Kfunkei f: L >R
definujeme integralni soucty rovnostmi

J(f,D(K)) = kZl f(7 (&) Asy,

T, DY) = 3 f(F(7) A, i=1,2,3,

k=1
kde tr1 < Tk,fk < tk, k= 1,2,...,n
Jestlize nize uvedené limity existuji, pak kfivkovy integral
1. druhu definujeme vztahem

/f ~ dim J(f,DK)), (3.1)

max Asp—0

a ktrivkovy integral 2. druhu definujeme vztahem:

/f Ydr; = lim Ji(f,D(K")), 1=1,2,3. (3.2

max Asp—0

Orientace indukované
parametrizaci

/C+

Kladné orientovana
uzaviena krivka

z
o AT
T(tk-n)i 3=
4 ()
S
ol |
/ |
|
| |
/ |
|

<




Podobné jako integral
funkce jedné realné
proménné  vyjadiuje
"plochu pod grafem
funkce”, pomoci kiiv-
kového integralu prv-
niho druhu spocitame
"plochu mezi kiivkou
a funkci”.
Povrch vélce o vysce v
apoloméru r (bez pod-
stav) dostaneme inte-
grovanim  konstantni
funkce f(7) = v pres
kruznici K :
T =rcost, y = rsint,
z2=0, tel0,2n].
Neboli [ f(F)ds =
K
2
[or dt =2mrv.
0

Ktivkové integraly
1.druhu

Priklady
Krivkové integraly
2.druhu

Priklady

Napiiklad pro vypocet
prace, kterou vykona
sila F' po draze s.
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Poznamka 3.1:

Integrél pies uzavienou kiivku se znaci ¢ f(7)ds.
K
Pouzijeme-li znaceni 7 = (x,y, z), pak pro i=1 dostaneme

pro kiivkovy integrdl druhého druhu zapis [ f(z,y,z)dx
K+

a kiivkovy integral prvnfho druhu mé tvar [ f(z,y, z)ds.
K

Véta3.1: (vypocet kiivkovych integrali)

Necht I = {7(¢t) : t € [, B8]} je kladné orientovand kiivka
a funkce f: I — R je spojita, potom nize uvedené kiivkové
integraly existuji a plati

/ﬂﬂ®=

/f ) dr; = /fwwwmww

B
/#wwmwwnﬁ, (3.3)
i=1,2,3. (3.4)

Poznamka 3.2:
1. Z definice kfivkového integralu vyplyva, ze splinuje
nasledujici vztahy

i) f(af+bg ds—affds+bfgds
i) [ fds-ffd8+ffds

KLU,

a,beR

2. Pro krivkovy integral 2. druhu plati
f f(7)dr; = — f f(7)dr; .
K+ K=

3. Jestlize kiivka KT lezi na plose dané grafem funkce
z = z(r,y) a K, je ortogondlni pramét krivky K+ do
roviny-xy, potom plati

[ () de= [ f(x,y,2)de = [ f(z,y,2(z,y))dz
C+ C+

K,
4. Krivkovy integral 2. druhu se ¢asto pouziva ve tvaru

[ 0dr= [ vidry +vedra+vsdrs = [ vidx+vedy +

K+ K+ K+

v3dz = f vds, kde v: K — E3 je vektorova funkce.
K+
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Priklad 3.1: Necht K = K;UK,, kde K; je st paraboly
y=a% 1 €|0,1], Ky jetiseckay = z, x € [0, 1]. Vypocitdme
staticky moment S, kiivky K vzhledem k ose y, tj. S, =
f xds.

Ziejmé fa:ds— [xds+ [ xds.
K1 Ks

Parametrizujeme-li kiivky: K; pomoci funkece 71 (t) = (¢, t?);
ICo pomoci funkce 7(t) = (¢,t), t € [0, 1], potom

fdeZOft\/1+4t dt = g :gif\/ﬂdu
V2
2

g = 8tdt

[ ]:%(5%—1) fxds—ft\/_d

ool

S
S

5f1+f

Odtud vyplyva, ze staticky moment S, =

Poznamenejme, ze pokud kfivku lze popsat pomoci grafu
funkce y = y(z), pak ds = /(dz)2 + (dy)® =1/1+ (£)2dx .

Odtud plyne ff;r:y ff:cy NV 1+ (v(x)?)de.

Tedy pro K; : y =22 a Ky : y =z, x € [0, 1] dostaneme

Sy:flac\/lJr(Q:z:)2 da:+fla:\/1+(1)2 dx .
0 0

Cuicent 3.1 :
1. Vypocitejte [vds= [z*ydx+ (z —2)dy + zy*dz,
K

K
kde K = (z,2%2) s potdtetnim bodem A = [0,0,2]
a koncovym bodem B = [1,1,2].

1
[0fx2x2dx—|—(x—2) 20dr =1+ 3% —-2=—1]

2. Vypocitejte stejny integral jako v predchozim prikladé
pro K = (z,z,2) opét od A =10,0,2] do B=1,1,2].

]

o

1
[{:U3dx+(x—2)da::%l+%—2:—

Vyse uvedené priklady ukazuji, ze kiivkovy integrdl zavisi
na cesté IC, po které jdeme z bodu A do bodu B. Nezavislost
na cesté budeme diskutovat v kapitole 7.




Cykloida

Kiivkové souvisla
mnozina

N

Jednoduse souvisla
mnozina
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Cvicent 3.2 :

V roviné E, stanovte délku d jednoho oblouku cykloidy &
daného rovnicemi:

r = o(t —sint), p € R
y = o(1 —cost), t € [0, 2]

27 2
[d= [ds= [0\/(1—cost)?+ (sint)2dt =p [ /2 —2costdt =
K 0 0

2

27
20 [ sin dt = —4p[cost]
0
Definice 3.3 : (cirkulace vektorového pole)
Meéjme kladné orientovanou uzavfenou krivku K a vektorové

pole ¥ : K — Ej3, potom piSeme [ 0(7)dr = ¢ v dr a hovorime
K K
o cirkulaci vektorového pole v po uzaviené kiivce .

Priklad 3.2 :

Uvazujeme hmotny bod, na ktery pusobi sila F po draze
(kiivece) IC urcéené vektorovou funkei 7 (t), kde t je nyni cas.
Potom vykonana prace W je dana vztahem:

— 5! — -
W = I{Fdf? = [F(F(t))4dt, kde tg, t1 jsou potatetni
to

a konecny cas pokusu. Polozime % = ¥, pak v je rychlost
hmotného bodu. Z druhého Newtonova zakona vyplyva, ze

F=m letg = m?’ a muzeme psat

W= fmisdt = fmd = ym[|5(0)]]] =
to to

S (1) 2 — 117(t0) ).

3.2 Greenova véta

Definice3.4:  (kfivkové souvisld a jednoduse souvisld
mnozina)

Mnozina €2 C Es se nazyva kirivkoveé souvisla, jestlize kazdé
dva jeji body lze spojit krivkou lezici v 2.

Mnozina €2 C E, se nazyva jednodusSe souvisla, jestlize jeji
hranice 0f2 je tvofena jednou uzavienou ktivkou.
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Véta3.2: (Greenova véta v roviné)

Necht K je kladné orientovand uzaviend kfivka, kterd tvori
hranici jednoduse souvislé mnoziny Q C E,;, (00T = K£F).
Necht funkce fi, f> maji spojité parcidlni derivace na €, piseme
f1, fo € CYHQ), (2= QU N), potom plati

//<%_%)dd _¢f1dx+fzdy (3.5)

Dukaz :  Nejdiive uvazujeme mnozinu ) popsatelnou
funkcemi, tedy existuji funkce y;(z), y2(x) : [a,0] — R
a funkce x1(y), x2(y) : [¢,d] — R takové, ze V[x,y] € Q
plati: Jestlize a <z <b, pak y(z) <y < yo(x)
a zaroven , jestlize ¢ < y < d, pak z1(y) < x < 29(y) .
Potom z Fubiniovy véty pro dvojny integral vyplyva

Yo

Priklady

Mnozina popsatelna

funkcemi

Y2

Y1

@_.___

[ = (T %)
a y1()
b

- /[fl(ﬂf,yl(x» = hi(w, ya(2))] da

_ /bfl(x,yl(aj)) dx+/af1(x,yz(w)) dx
o b

Protoze grafy funkei y;,ys tvoii hranici 9Q% (u funkce ys
jdeme po grafu z bodu [b, y2(b)] do bodu [a, y2(a)]), mizeme
posledni dva integraly brat jako krivkové integraly po hrani-
ci 00T, Tedy

// ON 4 dy = 51§f1 dz . (3.6)

ont

obr. 1

Podobné odvodime
d z2(y)

//8f2 d:z:dy:/< 8—1;2 ) (3.7)

¢ 1(y)

/dfg(.TQ(y dy—i—/fz y) dy = ygfz dy .
¢ d

o0+
Sec¢tenim vztahu (3.6) a (3.7) dostaneme tvrzeni véty.



Cé4st hranice
rovnobéZnéa s osou

Ks Y2
K1
. l
! ICQ U1 :
; .
obr. 2
Q=0,UQ
Q
0
T
obr. 3

Jakobidn |detJg| po-
pisuje deformaci plo-
chy pii zobrazeni ® .
Napftiklad funkce

Oz =u+tv, y =utv
ma |det Jg| =0 a zob-
razi celou rovinu na
piimku y = x.

20
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V piipadé, ze ¢dst KC; hranice 007 je rovnobéznd s osou y

jako na obrézku 2, pak ziejmé [ f(x,y)dz =0.
K1
Greenova véta tedy plati i pro oblast Q z obrdzku 2, nebot

J f@y)de = [ fz,y)de+ [ f(z,y)de+ [ f(z,y)de =
o+ K1 Ko Ks

[ f(z,p1(x)) dz + fa f(z,ya(x)) dz.

{L/ pripadé, ze mnoginu () nelze rovnou popsat funkcemi, pak
Greenova véta plati, pokud se 2 podafi rozdélit na konecny
pocet mnozin omezenych funkcemi, viz obrazek 3.

Diky opacné orientaci se hodnoty kiivkovych integrala pres

spolecnou hranici Iy odectou a plati § = ¢ + ¢ .
o0 o0y 0,

3.3 Daisledky Greenovy véty

Dusledek 3.1: 1. (Vypocet plochy)
Necht mnozina € spliiuje predpoklady Greenovy véty, pak
velikost jeji plochy meas (£2) muzeme spocitat ze vztahu:

1
meas () = 3 % rdy —ydx. (3.8)
o0+
Duisledek 3.2: 2. (Jakobidn)
Necht @ : z = ri(u,v),y = r2(u, v) je reguldrni transformace
z oblasti ,, do oblasti Q,, (tzn. det Jg # 0).
Necht € C Qyp a P(Q) = Q C Q,y, pak plati:

0 0
measQ:%xdy:iygrl.(amd 5611}):

o+ o0

87“2 8 87'2 .
_j://<8u (“ m) v (“ au>> dudv =
. (97“1 87‘2 (97“1 87“2 o
_i//(ﬁu.ﬁw_(%.&u> dudv =
2

on on meas ()
:I:// Qu 0 dudy = ———— ~ |det Jg| .

Ory  Ory meas (2
du  Ov
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Priklad 5.3 :

Vyuzijeme vztah 3.8 k vypoctu vnittku asteroidy, ktera je
dana implicitné rovnici 3 —I—y% = a%, kde a > 0, nebo para-
metricky 7(t) = (acos®t,asin’t,0),t € (0,27). Vzhledem
k symetrii asteroidy staci uvazovat t € (0,%) a vysledek

vynasobit ¢tyfmi. Tedy pro plochu S plati

o
NIE]

S =2 [[acos’t3asin®tcost + asin’®t 3acos® tsint]dt =
/ 3 / 3a?
6a2/[sin2t0082t]dt: §a2/sin2 2t dt = 87T

0 0

Cvicent 3.3 -
a) Pomoci vztahu (3.8) spocitejte plochu elipsy.
[mab.|

b) Prevedte vztah (3.8) do polarnich soufadnic.

[measQ =3 ¢ r2(¢) dp.]
o0+

Asteroida




vvvvv

o gradientu naleznete
ve skriptech MA2.

Piiklady

Hamiltonuv operator
je pojmenovan po ir-
ském matematikovi a
fyzikovi jménem Wil-
liam Rowan Hamilton
(1805-1865),

ktery jako prvni po-
psal kvaterniony.
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4 Operatory skalarnich a vektorovych poli

Definice4.1: (gradient)

Necht f: D - R, D C E3, f = f(x,y,2), je diferencovatelné
skalarni pole (neboli diferencovatelnd funkce tii realnych
proménnych) a A € D, potom vektor

grad £(4) = (520 (), 2L ()

se nazyva gradient skalarni funkce f v bodé A.

Poznamka 4.1:

1. Pro derivaci funkce f podle vektoru s v bodé A plati

g%w — %(A) (= grad f(A) - §, jestlize f je

diferencovatelnd).

2. Zavedeme-li (vektorovy) diferencidlni operator nabla
g o0 0
v = <_7 a _> )
Ox’ Oy 0z
pak piseme grad f =V f.

Operator V se také nazyva Hamiltoniv operator .

3. Smér nejvétstho rastu funkce f z bodu A = [xg, yo, 20]
popisuje vektor n = % . Vektor 77 je kolmy
k hladiné S = {[z,y,2] € E3 : f(z,y,2) = f(A)}.
Zaroven je 1 jednotkovy normalovy vektor tecné nadro-
viny o k hladiné S v bodé A . Rovina g je uréena rovnosti

%(A)(x — Zp) + %(A)(y — o) + %(A)(z —29) =0.

Cuvicent 4.1 :
Najdéte v bodé A = [1, 1, 3] tec¢nou rovinu ke kuzelu, ktery
je zaddn rovnicf 22 = (22 + ¢?).

[Kuzel je nulovou hladinou funkce f = 3(2? + y?) — 22
Plati grad f = (9z,9y, —22z) a normélovy vektor v bodé A
oo gradf(A) _ (99-6) _ (3,3,—-2) v . ‘
jen = . Te¢nd rovina ma

lgrad fF(A)[ " V92492462 — V22
tedy tvar o: 3(x —1)+3(y—1) —2(2 —3) =0.]


http://www-history.mcs.st-and.ac.uk/Biographies/Hamilton.html
http://www-history.mcs.st-and.ac.uk/Biographies/Hamilton.html
http://www-history.mcs.st-and.ac.uk/Biographies/Hamilton.html
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Priklad 4.1: (Ptiklad 2.2 jinak) Uvazujeme funkci f(z,y)
=1?—2y?—1, potom hladina S={[z,y] € Ey : f(z,y) = 0}
je krivka z prikladu 2.2. Najdeme te¢ny a normalovy vektor
k hladiné S v bodé B = [1,0].

Gradientem funkce f v bodé B je vektor grad f(B) =

(%(B), %(B)) = (2z,—4y)|p = (2,0) . Jednotkovy norma-

lovy vektor k hlading S v bodé B je i = (1,0) = rha-
Tecny vektor v bodé B je podle piikladu 2.2 vektor 7/(0) =

(0,4/2). Plati 7/(0) -7 = 0.
Poznamka 4.2:  Obecné kazda priimka p : B +t - v, pro
kterou - 7' = 0 a 7’ je tecny vektor ke kiivce v bodé B, se
nazyva normalova primka krivky.

Definice 4.2: (vngjsi normalovy vektor)

Necht uzaviend kiivka Kt = {r(t) : t € I} je hranic{ mno-
ziny Q0 C Eo. Potom 7'(tg) = (2'(t0), ¥ (t0)) je tecny vektor ke
hranici 02 v bodé () a vektor

(y/(to), —2'(t0))
V' (t)? + o/ (t)?

se nazyva vnéjsi normalovy vektor mnoziny ().

n =

Definice 4.3 : (divergence)
Necht vektorové funkce v: E3 — Es je diferencovatelnd, po-
tom funkce

8’01 81}2 8?)3
+ +
or Oy 0z
se nazyva divergence funkce v ( nebo divergence vektorového
pole definovaného funkei v').

divv =

Poznamka 4.3: Pokud funkce v popisuje rychlost tekutiny,
potom div ¢ predstavuje objem tekutiny, ktery vytece z jed-
notky objemu tekutiny za jednotku casu.

Cwviceni 4.2: Polozte v = (fy,—f1) a dokazte, ze Gree-

nova véta ma tvar [[div?d dedy = ¢ v1ids, kde 7 je
Q0 o0+
jednotkovy vektor vnéjsi normaly a s je obloukova délka.

£ dy _ dz
[diVl_J):%—%—J;l aﬁﬁdg:(f2’_fl). (dt’ dt)

x ) ds — (f,— 1)
’ V(@) + (%)

(%, —de)dt s = fidx + fody]

Vneéjsi normélovy vek-
tor mnoziny € sméfu-
je ven z mnoziny §2.

Pouzijeme-li Hamilto-
nuv operator, pak

divi=V - 7.

Operator V-V f = Af
se nazyva Laplasian,
plati
0*f O*f O?
_Pf Pf Pf
0x? 0y? 022

Af

Také se pouziva zna-

ceni Af = V2f.



V literaturfe se c¢asto
setkdme se znacenim
61:i, 62:j7 63:k7

potom
i 7k
7—|92 9 9
rot v = dx Oy 0z |
V1 V2 U3
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Poznamka 4.4: (nezfidlové pole)
Pro nestlacitelné tekutiny je div v = 0 (tzv. neziidlové pole)
a z predchoziho cviceni plyne, ze plati vztah

%Uﬁds:(),

ot
ktery tvrdi, ze ”"co vtece, to vytece”.

Definice4.4: (rotace)
Necht vektorova funkce ¥: B35 — 3 je diferencovatelns funkcee,
potom vektorova funkce

81)3 802 8’01 (%3 81)2 8’01)

rOtU:<8y 9270z Oz or Oy

se nazyva rotace funkce ¥ (nebo rotace vektorového pole o).
Pro lepsi zapamatovani piseme rotaci ve tvaru

€ €3
9 9
oy 0z
Uy U3

rotv =V XU =

S Sl

Pozndmka 4.5: (fyzikalni vyznam rotace)

Médme tuhé téleso, které se otaci kolem osy otaceni o (je
totozna se souradnicovou osou z) konstantni thlovou rych-
losti w.

Zvolime vektor & takovy, ze ||J|| = w, J = (0,0,w) a pii
pohledu ve sméru vektoru & se téleso otaci proti sméru ho-
dinovych rucicek (pravotocivy systém).

Oznacime d vzdalenost bodu B otacejiciho se télesa od osy
otaceni o, potom rychlost v otaceni bodu B ma velikost w d .
Jestlize vektor 7 = (x,y,z) je pruvodi¢ bodu B, potom
d = ||7|| sinvy, kde 7 je thel vektoru 7 a . Odtud plyne
wd = |G 7] siny = |5 7]

Zaroven vl @, vLr a vektory &,r,v tvori pravotocCivy
systém. Tedy ¢ = d x 7, ¥ = (0,0,w) X (z,y,2) =
(—wy,wz,0) a rotv = (0,0,2w).

Odtud vyplyva, ze pro vektorové pole ¢ popisujici rychlost
bodu otacejiciho se télesa plati

rotv = 2.
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Cvicent 4.3 :
a) Dokazte, ze plati rot (grad f) = 0.
b) Dokazte, ze plati div (fv) =grad f -7+ f - divd.
c) Dokazte, ze plati div (4 X ¥) =¥ -rotd — 4 - rot .
)

d) Dokazte, ze Greenovu vétu lze psat ve tvaru

//rotﬁ-€3da:dy: §l§17-?d3,

Q oa+

kde T je jednotkovy tecny vektor ke hranici 052, s je
obloukova délka a ' = (vq, v, v3) .

dx dy
25— Ovg _ Oul - _ 7 (77770) _ (da,dy,0)
[rotvés = 5 =%y & T =T = o

(v1, V9, v3) %ds = vy dx + vy dy]
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5 Plochy

Definice 5.1: (plocha v Ej)

Necht ©Q C E, je jednoduse souvisld mnozina jejiz hranice 02
je tvorena krivkou konecné délky.

Mnozina S C [E3 se nazyva jednoducha plocha, jestlize je
obrazem vektorové funkce 7 zobrazujici mnozinu 2 na mno-
zinu S (S ={r(u,v) = (r1(u,v), r2(u,v), rs(u,v)) : [u,v] € Q})
a plati

i) 7 je spojita funkce na €,

ii) 7 je prostd na vnitiku 2.
Jestlize Q = Q (tj. Q je uzaviend) a kromé koneéné mnoha
bodu plati V [ug, vo] € 09 3 [uq,v1] € O, [uy, v1] # [ug, vo] ta-

kové, ze 7 ([ug,vo]) = 7 ([u1,v1]), pak se S nazyva uzaviena
jednoducha plocha.

Jestlize plati 7" € C"(Q2) (tzn. n-té parcidlni derivace vektoru
7 jsou spojité na (), pak se S nazyva jednoducha plocha
tiidy C" (n-té tiidy).

Jestlize V[u,v] € int Q (vnitiek Q) plati

Vektory 22, 9T isou te- or or .
4o & Y our gu POT B —(u,v) X —(u,v) # 0,
y linearné nezavislé. ou ov

pak se S nazyva regularni jednoducha plocha.

Naif Jestlize S je kfivkové souvislda mnozina, kterou muzeme
aptiklad povrch ku- o o 5 o ] i
zele je plocha. rozdelit na koneény pocet regularnich jednoduchych ploch
tifdy C!, pak se S nazyva po ¢éastech hladka plocha,

zkracené plocha.

Proménné u,v se nazyvaji parametry, vektor 7 (ug,vg) se
nazyva pruvodi¢ bodu plochy S a funkce 7 je jeji para-
metricka reprezentace.

Obraz hranice 02, tedy mnozina
0S = {7 (u,v) : [u,v] € 0N}

se nazyva okraj plochy S.

Priklad 5.1: Povrch koule je uzaviena (hladkd plocha),
povrch krychle je uzaviend po ¢astech hladka plocha.
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Definice 5.2 : (parametrické kiivky)

Necht S = {7 (u,v) : [u,v] € Q} je plocha.

Kiivka IC, = {r(u,v9) : [u,v] € Q, vy je konstantni} se
nazyva u-krivka na plose S.

Kiivka I, = {7 (up,v) : [ug,v] € Q, up je konstantni} se
nazyva v-krivka na plose S.

Priklad 5.2: (parametricka reprezentace sféry)

Povrch koule, tedy sféra mé parametrickou reprezentaci

7 (u,v) = (0cosucosv, psinucosv, psinv), kde o € RY je
konstantnf a Q@ = {[u,v] e R? : 0 <u <271, -5 <v < I},

Parametrické kiivky maji tvar

K. = (pcosucos vy, psinucos vy, psinvy) - u-kiivka ("rov-

nobézka”)

K, = (pcosugcosv, psinugcosv, gsinwv) - v-kiivka (”po-

lednik”)

a jejich teéné vektory jsou Koule s parametric-
Ty = g—Z = (—osinu cos vy, g cos u cos vy, 0) (ke KCy), kymi kiivkami

Ty = % = (—pcosugsinv, —psinugsinv, pcosv) (ke IC,).

Vektorovy soucin téchto vektoru ma tvar
2 2

%,

42
=

2

%
%%
2

0

v, 0% sin u cos

“““o

SSNNN

0%
<3

\\NARNRSY

S

7y X 7y = (0% cos u cos v, 0> sinv cosv).

>
NAaeeesTy
N

Oznacime 1 = II:;?;UII , pak trojice vektoru (7, 7,, 1) tvoii
3 v
pravotoc¢ivy systém a vektor 7 je jednotkovy vektor vnéjsi

normély k plose S (sméfuje ven).

2
z

AN
\

\

Cvicent 5.1 :

1. Necht f(x,y,2) = 2> + 3> + 2> — ¢>. Cfm je tvofena
nulovd hladina f(z,y,z) = 0 a jaky je vztah grad f
a vektoru 7 z predchoziho piikladu (5.2)7

2. Popiste plochy tvorené funkcemi:
S1: 7= (ucosv,usinv,2u), u € [0,4], v € [0, 27],
Sy : 7= ((a+bcosv) cosu, (a+bcosv) sinu, bsinv),

u € 1[0,2x], v € [0,27], a,b> 0.

[Plochu S; tvoif kuzel s vrcholem v pocdtku. Plochou Sy je duse

v pneumatice - anuloid. |



28 Matematicka analyza 3

Definice 5.3: (te¢nd rovina)

Necht S = {7 (u,v) : [u,v] € Q} je hladkd plocha. Polozime
A = (ug,vo), [ug,v0] € 2, pak teénd rovina k plose S
v bodé A je tvotena body:

Pro parcialni derivaci or or
se velmi ¢asto pouzivé A+t %(an vo) + 8 %(on vg), t,s €R.
znaceni % =17T,, po-
tom Jednotkovy normélovy vektor n k plose S v bodé A je dan
T vztahem
_. Tu X Ty 5 B
n=+————. " (ug, v “(ug, v
7 x 7 i = 4 0ulU0, %) X gz( 0 %) (5.1)
T
Hau(uo;Uo) 35 (o, vo) |

Pozndamka 5.1: Transformaci (u,v) = ®(4,0), pro kterou

u = —u, v = v zménime orientaci normalového vektoru 7
v opacnou. Tataz zména orientace nastane, pokud pouzijeme
. - e . ., . 8(f17f2) .
transformaci ® = (f1, f2), jejiz jakobian det Jp = s =

ofh Of

gu o je zaporny

ofs Ofs

ou 0o
Pfipomenme, Ze pro Uvazujeme malou ¢ast tecné roviny, rovnobéznik o stranach

. ., 8

diferencial oblouku 82 (U0>UO) Au’ o (UO; UO) Av| 7 (Au = u — uo, N = v — UO),

plati ds = [[I"(£)|] dt potom jeho velikost AS (plocha) je ddna vztahem:

AS = Hg Au X —AUH (5.2)

Z evicenf (1.8) vyplyva, ze |7, x 7|2 = || Z||* || 2| *~ (2, &),
Odtud dostaneme nasledujici definici Velikostl plochy

Priklady
Definice 5.4: (velikost plochy)

Necht S = {7 (u,v) : [u,v] € Q} je hladka plocha, potom jeji
velikost P je dana vztahem:

= [T Il G ) e = [ e

(5.3)

Cuviceni 5.2 : Urcete velikost povrchu pneumatiky, kterd je
déna funkei 7 (u, v) = ((a+cosv) cosu, (a+cos v) sin u, sinv),
u € [0,27], v € [0,27], a > 0. [47%a]
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Poznamka 5.2: Jestlize plocha S je popsana explicitné jako
graf funkce z = f(x,y), [x,y] € Suy, (Suy je ortogonalni
projekce plochy S do roviny zy), potom jeji velikost P je
dana vztahem:

5// \/1 n (%)2 + (2—5)2 dzdy . (5.4)

Cuicent 5.3:  Dokazte vztah (5.4) pomoci vztahu (5.3).
[Polozime u =z, v =y, T (u v) = (z,vy, f(z,y)), potom
m=g=00g)8=9= (0,1,%) a 1G22 151 — (55 50)° =
1+ () A+ () - (G5 =1+ () +(3§> ]

=y

Priklad 5.3: (povrch koule)
Vypocitame velikost povrchu koule o polomeéru p.

Vyuzijeme-li parametrizaci stéry z pfl’kladu 5.2, dostaneme
7y X Ty = (0? cosucos2 v, 0*sinu cos? v, o? sinv cosv). Tedy
|7, X 7|| = 0*cosv a u € [0,27], v € [ %, 5] - Pro velikost
P povrchu koule plyne ze vztahu 5.3

//Q cos v dv du = 2mo®[sin v]

| ox
I
e~
|
o)

NIE]



Vnéjsi normalovy vek-
tor a obihani "tvoi{”
pravotocivy systém.

Vzdalenost dvou bodu
na plose je dana dél-
kou nejkratsi kiivky,
ktera je spojuje. Pak
najdeme dva nejvice
vzdalené body a jejich
vzdalenost je vnitini
prumeér plochy.
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6 Plosné integraly, Gaussova véta, Stokesova

véta

6.1 Orientovana plocha

Definice 6.1 : (orientovand plocha)

O ploge S = {7 (u,v) : (u,v) € Q} tekneme, Ze je oriento-
vana, jestlize u ni rozliSujeme dvé strany, obvykle vnéjsi a
vnitini (také horni a dolni).

V kazdém bodé plochy zvolime jednotkovy normalovy vektor 7
(pokud existuje) tak, ze smétuje stdle na stejnou stranu plo-
chy S. Jestlize 1 = II?Zi;ZH (—H;Zi;:"), pak fikdme, ze plocha
S je orientovana souhlasné (nesouhlasné) se svou para-
metrizaci. Znac¢ime S = ST, (S =57).

U uzavienych ploch, tj. u povrchu téles, hovorime o vnéjsi
(vnitini) strané a vnéjsi (vnitini) normale 7, pokud vek-
tor 7 sméfuje ven z (dovnitf) télesa.

O plose S fikame, Ze je orientovana souhlasné (nesouhlasné)
se svym okrajem, jestlize pii obihani po tomto okraji ve sméru
orientace okraje je horni strana plochy S, po levé (pravé) ruce.

Priklad 6.1 :

1. Sféra z prikladu 5.2 je orientovana souhlasné se svou
parametrizaci.

2. Mobiuv list se nedd orientovat, ma pouze jednu stranu.
Jeho parametrizace je dana nésledujici funkci

—

7 (u,v) = ((1 + usin(v/2)) cosv, (1 + usin(v/2)) sin v,
ucos(v/2)), (u,v) €[—=1/2,1/2] x [0, 2x].

Definice 6.2 : (vnitini prumér plochy)

Mame plochu S, body A, B € S a mnozinu K 45 vSech kfivek
IC C S spojujicich body A, B. Oznacime d(K) délku kiivky AC.
Potom ¢islo

d(S) = su inf d(K 6.1
()= sup_inf d(K) (61

nazveme vnitifnim prameérem plochy S.

Cvicent 6.1 : Urcete vnitini prumér d(S) sféry S z prikladu
(5.2) [d(S) = 7]
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6.2 Plosné integraly

Definice 6.3 : (plosné integrély)

Méjme orientovanou plochu S = {7 (u,v) : (u,v) € Q}. Necht
D(Q) = {O21,Q9,...,,} je déleni mnoziny €2, potom plochy
Sp = {r(u,v) : (u,v) € Q} tvoil déleni D(S) plochy S.
Zvolime bod |ux,vr] € €, potom obraz 7 (ug,vr) € Sk
a m(ug,vg) = (g1, Ng2, nk3) je jednotkovy normadlovy vektor
k plose Sy v bodé 7 (uy, vg). Oznacime ASy, velikost plochy Sk.
K funkci f: S — R definujeme integralni soucty rovnostmi:

Zf 7 (uk, vi)) DSk,

3

Jz(f,D(SJr)) = f(F(Uk, Uk)) N ASk, 1= 1, 2, 3.
k=1

Jestlize nize uvedené limity existuji, potom plosny integral
1. druhu definujeme vztahem:

// fRas= I JEDE),  (62)

plosny integral 2. druhu definujeme vztahem:

//f n;dS = lim ~(f,D(S+)), i=1,2,3. (6.3)

max d(Sk)— Priklady

Poznamka 6.1:

1. Plosny integral 2.druhu zavisi na orientaci jednotkového
normalového vektoru 7 = (ny,n9,ng) a ¢asto se pouziva
pro vektorovou funkci ¢ = (vy, v9, v3) ve tvaru

// un dS == // V1IN + VN9 —|—U37’L3 dS
S+ S+

Hovorime o plosném integralu z vektorového pole nebo o toku
vektorového pole plochou S.

2. Oznacime-li a, 8, tuhly, které svira jednotkovy normalovy
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vektor 7 s osami z,y,z (v kladném sméru), potom plati
i = (cosa,cos 3,cos7), cos?a + cos? 3 + cos?y = 1 a pro
plosny integral druhého druhu dostaneme

//f(?)nl dS://f(r ) cosa dS = [/f —dydz
S+ S+

S/[f(?)ng dSS/[f(r ) cos B dS = //f —dxdz
S/+f(77)n3dS=S/+/f(r cosy dS = /ffwdxdy,

kde Sy, je prumét plochy S* do roviny-zy ap.

3. Pokud S je uzaviena plocha a 77 je jednotkovy vektor vnéjsi
normaly, potom piseme

//f(F)ni dS:ﬁgf(F)ni ds .
5+ o

Véta6.1: (vypocet plosnych integréli)

Necht S = {F(u,v) : (u,v) € Q} je plocha a f: S — R je
spojita funkce, potom nize uvedené plosné integraly existuji
a plati

//f(r )= //f ) 7w X 7| dudv . (6.4)
S

Jestlize S = ST (plocha je orientované souhlasné se svou pa-

Piiklady

rametrizaci), pak

q T17T2)
Pro smiseny soucin tii // f( ng dS = // f T U) dudv . (6'5)
S+

vektoru plati

w1 W2 W3
Uy Ug uUg|.
V1 Uy U3

Pro spojitou vektorovou funkci v: S — E3 dostaneme

//m as — //5- (7 7)) o (6.6)
S+ Q

Wi X T) =
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Dikaz :  Rovnost (6.4) plyne ze vztahu (5.2) pro velikost
plochy, kde dS = ||7, X 7| dudv.

Ze vztahu (5.1) pro jednotkovy normalovy vektor 77 =

T XTy
lIFuxr]l

tud dostaneme rovnost (6.6).

vyplyva 1 dS = |7 X Ty || du dv = 7y X Ty du dv a od-

Rovnost (6.5) plyne z nésledujicich tprav

ny dS = ((0,0, 1), @) dS = (0,0,1) - (7, x ) dudv =
0O 0 1

Ory  Ory Ors.ra)
Ory  Jry Org — | Ou Ou _ O(ri,r
o 52 g2 | dudv Oy Ore du dv ) dudv .
Ory Ory Org dv v
ov ov ov
(Podobné lze upravit i n; dS = Nrars) o o G = — Orurs) )
P L D) & T2 o)

Poznamka 6.2: Jestlize plocha S je tvotena grafem funkce
z=z(x,y) a Sy je ortogonalni primeét plochy S do roviny

xy, pak plati

//f( Jns dS = /fxy, xy)‘ |d:z;dy (6.7)
5+

Cuviceni 6.2:  Jestlize plocha S je tvorena grafem funkce
z = z(x,y) a Syy je ortogonalni prumét plochy S do roviny-
xy, pak dokazte, ze plati

//f(r ) dS = //fxy, 2w y)y/14 (%) +
S

g—) dx dy .
(6.8)

6.3 Gaussova véta

Véta6.2: (Gaussova véta)
Necht V je omezené téleso, jehoz hranice je tvofena oriento-

vanou uzavienou plochou S* a vektorova funkce 7 € C*(V),

///divﬁdv :#m ds, (6.9)

Vv S+

potom plati

kde 77 je jednotkovy vektor vnéjsi normaly k plose S™T.

?"uXTU
[ uxrv“

88(7";’7:3) je Jakobidn

zobrazeni mnoziny ()
do prumeétu S,, mno-
ziny S do roviny zy.
Plati

Or; Ory Ory 9r1
ou Ou _ ou Ov
Or1 Ory ory Ory |
ov  Ov ou  Ov
Priklady

?Co vznikne v téle-
se V', to protece povr-
chem S.”
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Diikaz :  PrepiSeme rovnost (6.9) do tvaru

/// 81}1 (%2 %1}3> drdydz = //(fulnl +v9ng 4+ v3ng) dS.
z

S+

Vidime, ze staci postupné pro ¢ = 1, 2, 3 dokazat rovnosti

// 8% //UZnZdS kde rm=z,r=y,1r3==2.
(97“Z

(6.10)
Budeme predpokladat, ze téleso V' lze ”"popsat funkcemi”,
to znamend, ze existuji funkce zq(z,y), z2(x, y) a plati

V= {lz.y,2] € RO mi(m,y) < 2 < ma(wy), [0,9] € Vi),
kde V,, je ortogondlni prumét télesa V' do roviny-zy.

Dokézeme vztah (6.10) pro ¢ = 3. Z Fubiniovy véty vyplyva

/// du drdydz = // ZQ/W% dz dedy = (6.11)
//[U?)(xaya@(%y; i :(:Jc,y,zl(x,y))] drdy .

Vay

Povrch télesa V' znacime S, podobné V,, = S,,. Polozime
S = 51US,US, tak, ze povrch S; je tvoren grafem funkce
z1, povrch Sy je tvoren grafem funkce zo a povrch S, je
rovnobézny s osou z. Na plose Sy je ng < 0 (tedy S; = S7),
na plose Sy je ng > 0 (S = S;) ana S, je ng = 0. Odtud
a ze vztahu (6.7) vyplyva

//[vs(w y, 22(,y)) — vs(x,y, 21(2,y))] dedy =

//vsxy,zwy dxdy — //v:a:vy,zwcy))divdy—
'//Ugng dS-F[/Ungg dS—l-[/"UgOdS //Ugng ds.

Dokazali jsme platnost rovnosti (6.10) pro i=3. Pro i=1,2
je dukaz podobny.
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Pro téleso V, které vznikne sjednocenim kone¢ného poctu
téles "popsatelnych funkcemi”, dostaneme tvrzeni véty
souctem pres vSechna télesa. Plosné integraly na spole¢nych
hranicich maji opa¢né znaménka a odectou se.

Priklad 6.2:  (nezavislost divergence na soufadnicovém
systému)

Z véty o stredni hodnoté vyplyva, ze existuje bod A € V

takovy, ze
///divﬁdv = div(A) - meas (V)

|4

kde meas (V) je mira (objem) télesa V. Necht bod B je
pevny, V je koule se stredem v bodé B a S je jeji povrch,
potom z Gaussovy véty plyne

“//ﬁﬁ dS = divv(A) - meas (V).
S
Nyni predpoklddame, ze funkce ¥ ma spojité parcialni deri-
vace. Pro meas (V) — 0 dostaneme A — B a plati
[[ &7 dS
divi(B) = lim 22— .
( ) meas (V)—0 Imeas (V)
Odtud jiz plyne nezavislost hodnoty divergence na souradni-
covém systému. (Plosny integral a objem télesa se neméni
se zménou soufadnicového systému).

Priklad 6.3 : (objem télesa)

Polozime-li ¥ = %(x, Y, z), pak z Gaussovy véty dostaneme
pro objem télesa V' vztah

meas(V):///1dV:%//(x,y,z)-ﬁdS.
v

S+

Cvicent 6.3: Pomoci predchozi rovnosti spocitejte objem
koule.

e s

Pro kouli o objemu V,

(02 cos u cos? v,02 sin u cos? v,0? sin v cos v 03 cosw

koule 77 = A )7 tedy (z,y,2) -1 = BT povrchu S a poloméru
T/2 2 o dostaneme rovnost
a meas(V) =1 [ [o®cosvdudv=3mo®.] V=1p8
505

—7r/2 0
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6.4 Stokesova véta

Véta6.3: (Stokesova véta)

Necht vektorovd funkce ¢ € C1(V), V CE3. Necht plocha S,
S CV, mé okraj tvoreny kiivkou 0 a je orientovand souhlasné
se svym okrajem, potom plati

//rotvn dS = ygvf’ds, (6.12)

a5+
kde n je jednotkovy normalovy vektor k plose ST a 7 je jed-

notkovy tecny vektor ke kiivee 9S™.

Dukaz :  PfepiSeme rovnost (6.12) pomoci soufadnic vek-

toru ﬁ:(nlun%n?))a (U17027U3) (7"1,7“2,7“3) (l’,y,Z)
do tvaru

ff[(%—%)m-l—(%—%)n + (%2 — 9u)ng] dS =

(G G G 1P dt = ¢ vide + oo dy +v3 dz.

95+ a5+
Budeme predpokladat, ze plocha S se da ”popsat funkce-

mi”, to znamena, ze pro body [z, y, z] €S plati: z = z(z,y),
y =y(x,2), © = x(y,z) a funkce x,y, z jsou spojité dife-
rencovatelné. Nejdiive dokazeme

// 8”1 } dS = yﬁ v dz. (6.13)

a5+
Oznacime S; , S}, projekce plochy S* a jejiho okraje 9S™
do roviny-zy. Podle bodu 3 z poznamky 3.2 pak plati

¢ vide = ¢ wvi(x,y,2(z,y)) de. Nyni v Greenove véte
oS+ S,
(vztah (3.4)) polozime f; = vy, fo =0 a dostaneme

yg vi(z,y, 2(x, //avl £ A1) drdy =

aS:, Siy
dvi(x,y,2)  Oul(z,y,z) 0z
— dxd 14
//[ Jy * 0z 8y} vy (6.14)
Sity

Zbyvé dokazat, ze prava strana v rovnosti (6.14) se rovnd
levé strané v rovnosti (6.13). Tecné vektory k plose S jsou
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7 o= (1,0,%), 7, = (0,1, gZ) a jednotkovy normalovy

= 2)
vektor ma tvar 7 = (—3Z, —8—y, )/H(—%, — 3 )| -
_ 1 0z — I 1
Tedy ny = ||<fa—;,—g—;,1>|| oy0 "8 = g gy - Dale podle
(5.2) je dS = ||(—%, —Z,1)|| dzdy . Odtud pro levou stranu

rovnosti (6. 13) dostaneme

81}1 81}1 8z (%1
// // 0z 8y ) dudy,

Sy

coz jsme meéli dokazat.

Podobné jako rovnost (6.13) 1ze dokézat i rovnosti obsahujici
funkce vy, v3 a seCtenim téchto rovnosti dostaneme tvrzeni
vety.

Priklad 6.4 : (nezavislost rotace na souradnicovém systému)

Z véty o stredni hodnoté vyplyva, ze existuje bod A€ S
takovy, ze

//rot U7 dS = rot ¥(A) 7i(A) meas (5) (6.15)
3

Necht B je stfed kruhu S, potom z (6.15) a (6.12) vyplyva
$,o U d5 = rot U(A) imeas (S) (u kruhu je jednotkovy nor-
malovy vektor vSude stejny) .

Jestlize funkce U je spojité diferencovatelna, pak pro zmen-
sujici se kruh (tzn. meas S — 0) je rotu(A) — rotv(B)

a plati
93 = A3 Rotace rotd(B) je
vV as . . .
roto(B)n = lim JOS 7 T (= rot 7,(B)) . vektor, JehOi pl“O.]e%{CG
meas (5)—0 IMeas (S ) do vektoru 7 kolmého
k plosce S se rovna

plosné hustoté cirku-

Cvicent 6.4 lace vektorového pole

a) Necht ¥ = grad f, pak ¢ vds = 0. Dokazte. v po hranici plosky

K S. Nenulova rotace

b) Vvpoiiteit Gds. i — kde kiivk urcuje body viru vek-
) Vyp Jve gS’CU §, v=(-y,2,0) IQJF 7, kde kiivka torového pole v.

K: 2?24+ 9y*> =1;2 = 0 je orientovand ve sméru hodi-
novych rucicek. Pro¢ nemuzeme pouzit Stokesovu vétu?
Spocitejte [[rotvn dS, pokud ¢ = (z,2,y) a S je

S
¢tverec s vrcholy (0,0,0), (1,0,0), (1,1,0), (0,1,0). [£1]
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7 Nezavislost na cesté, operatory v krivoca-
rych souradnicich

7.1 Nezavislost kirivkového integralu na cesté

Z cviceni 3.1 vime, ze kiivkovy integrdl druhého druhu [ vds
K
zavisi na tom, po jakych orientovanych kiivkach se pohybujeme

z pocatecniho bodu A do koncového bodu B. Nésledujici piiklad
bude ilustrovat situaci, kdy na tvaru krivky K nezélezi.

Priklad 7.1: Necht v(z,y,z) = (22+3y,3x+4y,0) apro
t € [0, 1] uvazujeme kiivky
Ki={(tt,0)}, Ko ={(t*1,0)}, K3 = {(t,1%,0)}.

Vsechny uvedené kiivky maji stejny pocatecni a koncovy
bod a obecné plati:

1
- > d?“l dT‘Q dT3
/v(x,y,z)ds—/[Ulﬁ—kwgﬁ-vgg}dt.

0

1
[0z, y,2)dS= [(2t+ 3t + 3t + 4t) dt =6,
0
1
[ 0(z,y,2)ds = [[(2t> 4+ 3t) - 2t + (3t> + 4t) - 1]dt =6,
0

1
[ 0(z,y,2)ds = [[(2t + 3t*) - 1+ (3t + 4¢*) - 2t] dt = 6.
Ks 0
Definice 7.1: (nezavislost na cesté)
Necht Q C Ej3 je oblast (oteviend, souvisld mnozina), body
A, B € Q) a kiivka IC C Q) s pocatecnim bodem A a koncovym
bodem B. Dale v je vektorova funkce spojita na 2. Jestlize

hodnota kiivkového integrdlu [ ¢'ds je zdvisld pouze na
K+
bodech A, B a je nezavisld na tvaru krivky K1, pak fikdme,

ze uvedeny integral je nezavisly na cesté v mnoziné ().

Definice 7.2 : (potencidlni vektorové pole)

Necht k vektorovému poli 7€ C(f) existuje na oblasti 2 dife-
rencovatelnd funkce f : ) — R takova, ze v(z) = grad f(z)
YV x e(), pak se funkce f nazyva potencial vektorového pole
a U je potencialni vektorové pole.
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Véta7.1: Necht 7 : Q — Ej je spojitd vektorova funkee,

potom kiivkovy integrdl [¥ dS je nezdvisly na cesté pravé
K
tehdy, kdyz ¢ je potencidlni vektorové pole.

Dukaz : ”=" Necht [¥dS je nezdvisly na cesté. Zvolime
K

pevné body A = [xg,v0,20] @ B = [z,y,2] v oblasti Q.

Polozime f(x,y,z)= [ vidx + vady + v3dz, kde AB je
AB

libovolna kiivka spojujici body A, B. Ukazeme, ze % = 1.
Podle predpokladu plati

/vldx+v2dy+vgdz:/17d§+/Ud§,

—

AB AB, BB

kde By =[x, y, 2z]. Predpokladame, ze tisecka BB lezi v Q.
Na cesté od bodu A k bodu B; je proménna x konstantni

(r =10). Tudiz Z( [ ¥d5) =0a 3 =2 [ #d5 Na

AB, BB

useCce B1B se proménné y, z neméni, tedy dy = dz = 0
Xz

a pl&tf %(x,y,z) - %fvl(gnyaz) dé - Ul(ﬂf,y,Z)- Po-

Zo
3 (ooos Of _ of _
dobné lze dokazat i 9y = V2, 5; = V3.

7«<=" Nyni predpokladame, ze existuje funkce f takova, ze Piipomenme, Ze pro
= grad f. Déle necht kiivka K z bodu A do bodu B diferencidl funkce f

mé parametrickou reprezentaci 7 (t) = (z(t)),y(t),2(t)) a platf
nd parametrickou rep a(_f) ( (g_f)) Yl )a_f( DA gt
m(a)=A, 7(8)=B. Potom [ 5 dv+ 75 dy+ 5 dz = tedy
AB §ogi oo
f Lt = [f(x(t),y(t), 2()]2 = F(B)=f(A) . Odtud vyply-
oo Lo, . — o Z dukazu plyne, ze pro
vd, ze integrdl [ Uds nezdvisi na kiivee AB spojujici body pole 7 s potencidlem f
AB plati
AaB.

[#ds=sm)-fa.
Pozndmka 7.1: Vektorové pole v : Q — K3, ¢ € C1(Q), je K
potencialni (také) prave tehdy, kdyz kde K je kitvka z bodu

a) U ds=0 VK C Q, K je uzaviend kiivka (tzn. cir- A do bodu B.

kulace je nulové - viz definice 3.3)

b) rot v =0 na Q. Tedy (8“3 :%,%:%7%:%—?).



Parabolické cylindric-
ké soutadnice jsou de-
finované rovnicemi

r =306 — )
T2 = q192
r3s =4qs3.

U cylindrickych sou-
fadnic dostaneme pro
pevné o plast valce,
pro pevné ¢ rovinu
prochézejici osou z a
pro pevné z rovinu
rovnobéznou s rovinou

Y.

|
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7.2 Operatory v kiivocarych souradnicich

Pti vypoctu dvojnych a trojnych integralu velice ¢asto vyuziva-
me prechodu od kartézskych k jinym (kfivocarym) souradnicim.
Najdeme nyni tvary operatoru grad, div, rot v téchto novych
soutradnicich.

Predpokladame, ze v Eg jsou dany dvé soustavy souradnic
(viz definice 1.9) se soutadnicemi r;, ¢;, i = 1,2, 3, které jsou
svazany zobrazenim & : E3 — E3, 7= ®(¢) s transformaénimi

rovnicemi:
n =" (qla g2, q3)

ry = 12(q1, G2, q3) (7.1)
r3 = 713(q1, 92, 43)
a inverznim zobrazenim ®~!: E3 — E3, ¢ = ® 1(¥) s rovni-
cemi:

q1 = (11(7“1,7“2,7“3)
@ = q(r1,re,73) (7.2)
q3 = Q3(7’1,7”2,7’3)-

Déle predpokldddme, Ze zobrazeni ®, ®~! jsou spojité diferen-
covatelnd a regularni (tzn. ze det Jp # 0 viz MA 1I).

Definice 7.3 : (soufadnicova plocha, soufadnicova kiivka)
Necht ¢1 = qo1, je konstantn{ a g9, g3 jsou libovolné (parame-

try), pak rovnice L
7= 7(qo1, 92, 43) (7.3)
je parametrickou reprezentaci plochy v Ej3, ktera se nazyva

souradnicova plocha. Pro pevné ¢» = qo2, q3 = qo3 dosta-
neme zbyvajici souradnicové plochy:

T =7(q1, 02, ¢3) =7 (q1, 92, 903) (7.4)

Kazdé dvé souradnicové plochy se protinaji v souradnico-
vych ktivkach (konstantni jsou dva parametry).

Kiivka 7=7"(q1, qo2, qo3) se nazyva q-kiivka. Analogicky defi-
nujeme go-ktivku, gs-kfivku. O soutadnicich (g1, g2, g3) hovori-
me jako o kfivocarych souradnicich.

Priklad 7.2:  (cylindrické soutadnice)
Necht (Irla T2,7"3):(33,y, Z)a (q17 q2, Q3):(Q7 2 Z)a pe [07 27T]7
0€0,¢],ze€R a ®:x=pcosp, y=psinp, z=z.

Ol o=+/22 4+ y?, sinp=—~~ COS (p = —=L 2=2z.

Q y ) <)0 \/m ) 90 \/302——1—3/2 )
Potom zobrazeni ®~! se nazyva soustava cylindrickych
souradnic.
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Definice 7.4 : (kiivocara baze)

Necht A = [q()l, qo2, qu] clky a B= F(A) € E;. Oznacime
= or
&= (22)(4), i=1,2,3.

Pak vektory e1,es,¢3 tvoif kiivocarou bazi (lokdlni baze,
kterd se meéni v zavislosti na A). Usporddand dvojice
(B, {e1,e3,e3}) tvoii kfivoCarou soufadnicovou sou-
stavu.

Pozndmka 7.2: Jacobiova matice Jg zobrazeni ® ze (7.1) ma

tvar
Oy Ory Oy
e aql aq2 8%
Jo = 07 _00rurars) N o oy o
aq a(QhQQ)Q?)) dq1  Oqz  Ogs
Ory  Ors  Ors
aQI aq2 aQ3
Vektory €; = (?921» 222-’ %)’ 1=1,2,3, tvori sloupce Jakobi-

ovy matice, jejiz determinant det Jg # 0 (P je reguldrni).

Proto jsou vektory 5\1, /g\g, 53 linearné nezavislé a tvori bazi.
Véta7.2: (operatory v kiivocarych soutradnicich)
Necht f je diferencovatelnd funkce a ¢ = 03 /6_:1 + 0y 5\2 + 03 /6_:3 je
diferencovatelna vektorova funkce, f,v; : E3 — R, i = 1,2, 3.
Oznacime h; = ||€;]|, tzv. Laméovy koeficienty, a polozime
h = hihohs . Jestlize vektory g\l,/g\g,/g\g jsou ortogonalni a pra-
votocivé, potom plati

L 10f(=  10f(@)=  10f(Q =
d = — — — 7.5
gra f(T) h% aql €1 h% aQQ €2 + h% aq?) €3 ( )
1[0k 0@h) Gk
divo(r) = — + == 7.6
O=il e e o om (7.6)
& & &
rot 9(7) = 7 6% 3%2 ai% (7.7)
hity h3va h3Us

Poznamka 7.53:

Jini autori uvazuji ortonorméalni bazi, tedy

- 3

.5 B . _ 1 of 3.
polozi €; = R potom napf. grad f = Z:l h; g ©i-
1=

V' cylindrickych sou-
radnicich je

€1 = (cos p,sin p,0),

ey = (—osinp, pcos ,0),

o)

1

&5 =(0,0,1).
Déle plati ||&] =1,
[eal] = o, les]] =1

a (e,e;)=0,i%#j.
Jakobiova matice ma

tvar
cosp —psingp 0

Jo=| sinp pcosp 0

0 0 1
a pro jeji determinant
plati det Jg = 0.

Jo je matice prechodu
od baze 51, 52, 53 k

;e N NN

Pro souradnice vek-
toru . . .
U= 0y €1+ 036+ 03 €3
v ortogonalni bazi a
souradnice vektoru

U = V1€] + V€3 +V3€E;3
v ortonormalni bazi
plati

V; = hiUZ', 1= 1,2,3.
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Dukaz : (dokdzeme pouze vztahy (7.5), (7.6)).

Chceme vyjadrit gradient funkce f 4 krlvocarych soutadni-
cich, tzn. ve tvaru grad f(q) = f1 e+ f2 e+ f3 e3 . Z definice
diferencidlu plyne

dfzﬁdq1+ or

d or
B4 dgo + — dgz = €1 dq1 + € dgs + €3 dgs .
a1

0qs 0q3
(7.8)
Pro diferencial funkce f tedy plati

df(q) = grad f(r(q)) - dr (q)

()
= (f1€1+f g\ +f363) (éd%-i-?zd%-i-g\gdqg)-

Podle predpokladu jsou vektory /e_:l, 52, 53 ortogonalni, tedy

df (7) = h2fy dgr + h3fy dgo + h3fs dgs
zaroven vsak

_of
3@1

of
g

af

dq1 + 5—dgs + =—dgs .

Z, poslednich dvou rovnosti vyplyva

~ 18f

i T 794 .:17273'
f hf&’ql !

Tim je vztah (7.5) dokdzan.

Pro jednoduchost uvazujeme vektor v = (01,0,0) = 77 €;
a spocitame jeho divergenci v kiivoc¢aré bazi ey, es, e3. Podle
predpokladu ] Je dand baze ortogonalm a pravotociva, proto
61 _ 62 62
plati r=2 X & =oa div v = div (01 61) div (Ul hq X h3)
Pouzijeme cviceni 4.3b,c a dostaneme
€3

€2 62 53
div (v1 hlh_gxh_3) = div <U1 hihohs— h2 h_§> =

— — —
~ ~ ~

grad (6\1 h1h2h3) : ( : Z ) +U1 hlhghg le( 2 E) =

h3 h2 h2
N g e & e e
grad (U1 h1h2h3)' <h3 h2> +01 hihohs <h2 rot h—g—h—g -Tot hi) .
2 3 3
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—
=

Ve vztahu (7.5) polozime f = ¢;, potom gradg; = 7

7%, DPIO

1 =1,2,3 a rot 63 = rotgrad g3 = 0 podle cviceni 4.3a .
Neboli

div & = grad (i hihahs) - (% x %) .
2 3

Pouzijeme oznaceni h = hihohs a opét s vyuzitim (7.5)

dostaneme

. (0(Gih) & O(Gih) & O(Tih) é\ e 10(Gih)

dm’:( o R2 0y hZ 0 h‘z‘)ﬁ o 0g
q1 1 q2 2 q3 a1

Cviceni 7.1 . Urcete vektory 51, /g\g, 53 ve sférickych (priklad
5.2) a cylindrickych soutadnicich (ptiklad 7.2). Dokazte, ze
51,52,53 jsou ortogonalni a v ortonormalni bazi €, €, €3
vyjadiete grad f, divv .

[ sférické:
€1 = (cosucos v, sinucosv,sinv), ea = (—psinucos v, pcosu cosv, 0),
€3 = (—pcosusinv, —gsinusinv, pcosv), hy =1, hg = pcosv, hy3 =

P of 10 o
grad f = (8—’;, gcclmafi, %a—ﬁ) , divd = g%losv(a%(vlf cosv) + 2 (va0) +

2 (v30co8v)).
grad f = ?(cosgp,singp,()) + Q&p( osinp, pcos,0) +
%(0, 0,1); dive = %(aﬁ(gvl) (Vg) + az<QV3))]

cylindrické :

Priklad 7.8: Necht @ = (z,y,z), potom divw = 3.
Ukazeme, ze prechodem ke sférickym soutradnicim se di-
vergence nezmeni.

Uvazujeme ortonormalni soustavu

€1 = (cosucosv,sinucosv,sinv), € = (—sinu,cosu,0),

€3 = (—cosusinv, —sinusinv,cosv), potom divergence
. - 1 8(w1h2h3) 8(h1w2h3) 8(h1h2w5)
divw = ol [ I TR H— , kde vektor

W = (pcosucosv,psinucosv, psinv) = p€; + 06 + 0€;3
m& v ortonormdlni bazi souradnice (p,0,0). Tedy

1 {8(@ cosv)+0+0] —3

02 cos v

divw =

Necht f(F)=x+y+z,
pak grad f = (1,1,1).
V' cylindrickych sou-
fadnicich je

f = ocosp+osinp+z
g—’g = coS ¢ + sin ¢,

g—i = —osinp+pcosy

8f _ 1,

hl = ]_ hg 0, ]’L3 =
Pro gradlent funkce f
v cylindrickych sou-
fadnicich tedy plati
grad f(7) = (cosp +
sinp) €; + (—psinp +
QCOSQO)%@Q + € =

(ﬂ 19f %)
0o’ 0 Op? 0z/"
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Piipomenme, ze Pozndamka 7.4: (délka oblouku, diferencidl objemu a plo-
ds = |7'(t)|| dt, tedy chy)
ds® = || (8)||° dt* = Ze vztahu (7.8) vyplyva pro diferencial obloukové délky rov-
(7 () dt, 7 () dt) =
(dF, dF) . nost
3.3 3
j=1 i=1 ij=1

kde g;; = /e_:zéj se nazyvaji metrické koeficienty a posledni
vyraz v (7.9) se nazyva fundametalni kvadraticka forma
nebo metricka forma. Pro ortogonalni bazi (eje; =0, i#j)

3
plati: ds? = 2:1 h? dq?.
1=

Pro diferencidly soutadnicovych ploch (viz také vztah (5.2))
mame:

dS, = ||ea x e3|| dgodgs, pro q1 = qo1,
dSy = ||ex x es|| dgidgs, pro ¢ = qo2, (7.10)
dSs = ||ex x ea]| dg1dga, Ppro g3 = qo3 -

Podél ¢; - kivky jsou proménné ¢s, g3 konstantni, proto plati
dr = gldql a diferencial obloukové délky ds; podél ¢i-ktivky
je dsy = hyidgy, podobné dsy = ho dqos, ds3 = hzdgs.

Pro diferengiél ob jemu v lif‘ivoéal;}’/d} SOUj&dHiCl’Ch tedy plati
dV' = |(dqie1)(dgze2 % dgses)| = [e1(e2 x €3)| dg1dgadgs . V or-
togonalni soustavé dostaneme

dV = hlhghg dqldQQdQ3 , (711)

(smiSeny soucin tii vektoru, ur¢uje objem télesa urceného
témito vektory).
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8 Tenzory

8.1 Sdruzené baze

Pozor zména znaceni! Nyni jsou indexy souradnic vektoru
piemistény nahoru, 7 = rley + r’¢y + 3¢5 = (v, r% r?) zna-
mend vektor v zékladni bazi € = (1,0,0), ¢, = (0,1,0), é€5 =

(0,0,1).

Definice 8.1: (Sdruzena béze, kontravariantni, kovariantni
soufadnice)

Uvazujeme vektory 6 = g—;(A), i = 1,2, 3 tvorici kiivocarou
bézi v bodé A a B = r(A) (definice 7.4).

Oznatfme ¢! = Vql(B) gradient funkce ¢!, ktery je kolmy
k plose S ={[r!,r%,r’] € E’:, (7“ r?,13) = ¢'(B)} a podob-

né definujeme €2 = V¢%(B), €3 = V¢3(B). Potom plati
ciel =6 = { L=y (Kroneckerovo delta)  (8.1)
Z Z 0 i#j

Béaze, pro které plati vztah (8.1) nazyvame sdruzené baze.
Vyjadiime-li vektor 7 € [E3 ve tvarech

= @\1/\1—}—2) eg—l—@\?’é\g,

by (8.2)

S <y

= Ule —HJze +Use

potom soutradnice v',v*,v° se nazyvaji kontravariantni

souradnice vektoru v a soutradnice v7, 7 9, U3 se nazyvaji ko-
variantni souradnice vektoru v.

Cuicent 8.1: Dokazte, ze plati vztah (8.1). Z definic (7.4),
(8.1) mame e; = g;, e’ Vq i = 1,2,3. Pro diferenciél
vektoru 7 v soufadnicich ¢!, ¢?, q3 plati vztah (7.8), tedy

dr = ghdg' + fhdg* + J5dg? —ze:-dqi.
=1

Vyndsobime (7.8) gradientem Vq1 a dostaneme
dg' = Vq' d' = (V' 5) dg'+(Vq' 57) dg*+ (V' 55) dg’ =
eldq t+e equ +e egdq :
Odtud jiz plyne ¢9¢; = 67,
Vztah (8.1) 1ze dokazat i pomoci néasledujictho maticového
pristupu.

Priklady

Zakladni baze vektoru
€1, €5, €3 je sdruzena
sama k sobé.
Analogicky tikdme, ze
vektory ey, es, e3 tvoii
kontravariantni bazi a
vektory et,e?,e? ko-
variantni bazi.
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Uvazujeme Jacobiovy matice Jp-1, Jp zobrazeni &' : 7 — ¢,
a zobrazeni ® : ¢ — 7 ze vztahu (7.1), (7.2). Pro kfivocarou

bézi e; = g;(B) a k nf sdruzenou bézi ¢’ = Vq¢'(B),i=1,2,3
plati
9¢ 9¢' 0q 21 ol ol art
ort orz ord oqt 0¢2 0q¢3
— | 8¢ 04 94 |— | 22 — | o or2 or? =z R X
Jo—1= 3_;1‘1 8_32 a—gg —1le ) Jo= 8_21 8_22 8_7(;3 €1 €2 €3
ot o o |\ 23 ot ot ot
orl orz ord ot 0¢%2 0Oq¢3

Z predpokladu regula-
rity zobrazeni ® (tedy
det Jp #0) plyne regu-
larita inverzniho zob-
razeni ®~! a odtud li-
nearn{ nezavislost vek-
torta el, €2, e3. Tyto

Vynasobenim Jacobiovych matic Jg-1, Jp dostaneme jednotko-
vou matici Je-1 Jo = 1. Z definice souc¢inu dvou matic jiz plyne
vztah (8.1).

Poznamenejme, ze plati

vektory tudiz tvori ba- 3 dq' Ork .
zi v prostoru E; . Z aork a7 — 1 1=12,3
k=1 (8 3)
> oq" ork .
ok . :
L > orag =0  iF],
Prlpomenme ze =1
— -] / / v
dr Z oy 44’ tedy ale také obricené
dr. 0 — 1, 3. o gk
=5 8 Sy =123
i o (8.4)
7 q . . .
> o 17 = 0 L7

k

|
—

Vztahem (8.2) jsme vektoru © = (v?, v? v3) pfifadili jeho kon-

travariantni souradnice ¢ = (01,72,70%) a kovarlantm soutadnice
U = (V1,02,v3) . Nyni najdeme vztahy mezi jednotlivymi druhy
souradnic. Vyjdeme z definice kiivocaré béaze

8r1 or_,  or’
. -¢
8q 0q 0q &

-~ or <8r1 Or? 8r3>
€ = ;= )
oq' dq'” 0q'’ Oq'

Albert Einstein (1879
-1955) pouzival dife-
rencialni geometrii ja-
ko matematicky apa-
rat v teorii relativity.

Neboli

67’9 5 orl _
E - Bj

5 (8.5)

Ve vztahu (8.5) jsme pouZili tzv. Einsteinovu sumaéni konvenci.
Index j, ptres ktery se scita, je ve vztahu dvakrat a nazyva se
némy, index ¢ se nazyva volny.
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Pro kontravariantni souradnice o', 72,73
i Ord

1,2

,v* vektoru v a puvodni
soufadnice v', v?,v3 plati: ¥ =0 'e; = (’v\ 3 )ej = vle;, tedy

. o
W = g; 5t (8.6)

Nyni vyuzijeme vztah (8.3) a odvodime obracené rovnosti k rov-
nostem (8.5) a (8.6). Plati

o 2 _ of or _ 00 Or! +6_qi8T2 . +8_qiarg —z
o1 €T aTog T gl oq LT oq €2 5 oq' €=
Odtud plyne
. 0d =
€; = 87“] €; (87)
a pro souradnice plati
_J¢
v’ v’ 8.8
~ori (88)
Odvodlme podobne Vztahy pro kovariantni souradnice. Plati
Vq = 161 + 3r2 62+ or3 63 grﬂ cj a @\l/\l = Ulgg; € = Ujej )
tedy
= 0 , (9q -
i 4z j—
e'=256 a v =250 (8.9)
a pro soufadnice plati
> A o= j
€ = 97 e’ a v = o7 v (8.10)

Pozndmka 8.1: Pro sdruzenou bézi €', €2, €3 k bazi €}, &, €3

plati ¢ = ¢;, i =1,2,3. Pro soufadnice vektoru ¥ potom
plati v/ =7;, i =1,2,3 a vztah (8.10) m4 tvar

o7 e’ a |y = o0 V;

Nasledujici véta popisuje vztahy mezi kontravariantnimi a ko-
variantnimi souradnicemi vektoru 7.

(8.11)

gl =

Prechod od zédkladni-
ho ke kontravarian-
tnimu systému

~i aq v
v

Cori
e = % €j .

Prechod od zdkladni-
ho ke kovariantnimu
systému
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Véta8.1: (O transformaci sdruzenych bézi)

Necht G = (g;;) je matice prechodu od baze eJ (kovariantni)
k bazi &; (kontravariantni), tedy e, = gjie . i = 1,2,3 a
G~! = (¢g¥) je inverzni matice k matici G, tedy el =glie, j=
1,2,3, potom plati

X = ij i 2 R
9ij = gji = €;€; gJ:gJ =c'e’ (8.12)
U = @i snizeni indexu
‘ - (8.13)
' = gv; zvySeni indexu
Dikaz :  Rovnost e = gje’ rozepiSeme pro i = 1 a
vynasobime vektorem e€j,. Dostaneme eje, = giie'e; +

ggl/g\ e + g1 ’g\?’a a vyuzijeme Vztah (8.1) pro sdruzené
baze Tedy elek = gi1 . Podobné ¢l = g”e = ¢lgi =
giee! =gv

Vztah (8.13) dokazeme z rovnosti e; = g;; €’ a definic kon-
travariantnich (7 = v'¢;) a kovarlantmch souradnic (17 =

Ujej) vektoru v. Potom v = v el =0 gﬂe] = v]ej =
v'g;i = vj . Podobné v]ej = ;¢ el = 0! =gV

Poznamenejme, ze matice G se také nazyva fundamentalni

matice.

Definice 8.2: (skaldrni soucin, velikost vektoru, tuhel vek-
torn)
Skalarni soucin vektoru , v definujeme predpisem

= U'D; . (8.14)

<y

u
Velikost vektoru u definujeme predpisem
@l = V', . (8.15)

Uhel ¢ dvou vektoru u, v definujeme predpisem

u v,
CoS(p = ————— € [0, 7. (8.16)
|| [|2]
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Pozndmka 8.2: Ze vztahu (8.8), (8.10) a (8.3) dostaneme
pro skalarni soucin

i J
i~ 0¢ ;or
V; = u Uj = U;v; .

ori - g

Uv="u

Odtud vyplyva, ze skalarni soucin, velikost vektoru i thel
vektorti nezavisi na soufadnicovém systému. Rikdme, Ze jsou
invariantni vuc¢i zméné soutradnic.
Vyuzijeme-li vztah (8.13) pro snizeni a zvySeni indexu, pak
také plati @7 = W'D, = g0 = el et a U =
u'givl = égjaj@i = giju’0" .

Cviceni 8.2:  Dokazte, ze plati 4 v = u;07 .

[u'y; = g u;v; = u;g"”v; —Uﬂ’]]

8.2 Tenzory nultého radu

Definice 8.3: (tenzor nultého fadu)

Necht f je veli¢ina (funkce) vyjadiend v proménnych rt, r? 73
a ]? jsou hodnoty této veli¢iny (funkce) po prechodu k pro-
ménnym ¢*, ¢%, ¢ (pomoci transformace ® (viz (7.1)). Jestlize

~

=0 (8.17)

pak se f nazyva tenzor 0-tého radu nebo skalar.

Priklad 8.1 :
1. Z poznamky (8.1) vyplyva, ze skalarni soucin, velikost
vektoru a 1hel dvou vektoru jsou tenzory 0-tého radu.
2. Ze vztahu (7.9) plyne pro diferenciél oblouku ds rov-
nost ds?> = dr-dr, coz je opét skalarni soucin dvou vek-
toru a diferencial oblouku je tedy tenzor 0-tého radu.

151

3. Pro délku d kiivky K plati podle (2.1) d = [ |7 (7)| dr.
to

Zéroveii plati ||7(7)|]2 = (g— g—) — (g—ia + 42 +

dr3 » drl > dr? > dr3 > _ o odr? dLJ
gl e T FG?») = CiCjdr dr -

L

7 derivace slozené funkce dostaneme

dif _ drdg' | drde® | dF di’ _ 2 dg' | = dg? | = dg’
dr — dq dr +dq2 ar +dq3 ar = €1, —Eeg‘dT +Te3 g - Odtud

/ 2 _ 22 dg'dg’ dg’ dg’
plyne [|7'(7)]|

—= a zTejmé norma
|7'(7)|| 1 délka d kfivky jsou tenzory 0-tého tadu.

= €€ dr dr — 9ij dr dr
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8.3 Tenzory prvniho fadu

Necht nyn{ kromeé transformace 7 = ®(q) ze (7.1) existuje trans-
formace soutadnic 7= ®(q ), potom existuje také transformace

—
=, 5

§=q(q) = o (®(7)) az derivace funkce vice proménych plyne

oq" B 0 0q¢t 0" 0¢®>  0¢" o¢®
ort — dgt ort  9g? ort  Og3 Ort’

ik=1,23 (8.18)

Vyjadiime nyni vztah mezi kovariantnimi souradnicemi vektoru
7 v systémech ¢!, ¢% ¢* a ¢',¢% ¢°. Nechf

U= 61Vq1 + E)\quz + @,Vq?’ = 51Vq~1 + 62V(A]2 + 53Vq~3 .

Tedy

_(0¢ O¢ O¢\ . (0F OF OF
Uj(@rl’ or?’ (97"3) - Uj(@rl’ or?’ 87“3>
neboli _ .
@.% _ ’5.@

T or I Or

Do posledni rovnosti dosadime vztah (8.18), pro k= j dostaneme

i=1,2,3.

_9q¢" 04 __0¢® (0&7 ot O 0¢* OF dq®

. : - =1, . . - ) 1=1,2,3.
o i ort s ori 0 dq't ort  0¢? ort  O¢? 87’2) T

/ / . o ./ /7 . / 1 2 3 ~ /
Porovnanim koeficientu u parcidlnich derivaci ‘gﬁi , gﬁi , gﬁ{i obdrzi-
o’ o’ '

. ~ o~ q ~ o~ ~ o~ 65]
me rovnosti U1 = vj zir, V2 = Uj 53, U3 = Uj 5o - Odtud plyne

. 0F .
v; = o v; i=1,2,3. (8.19)
Poznamenejme, ze pro r = c? dostaneme V¢/ = Vri = &7,
?)}' = Uj a
or’
v = 6_qiv‘7 1=1,2,3

coz souhlasi se vztahem (8.11).

Cuicent 8.3 : Dokazte analogicky vztah ke vztahu (8.19)
pro kontravariantni souradnice vektoru v, tedy

_; 0q’
= v —
oq’

~1

i=1,2,3.



Matematicka analyza 3 51

Ze vztahu (8.11), (8.19) vyplyva, ze pii prechodu mezi soufad-
nicovymi systémy musi souradnice vektoru spliovat predem dané
vztahy, coz vede k nésledujici definici.

Definice 8.4 : (tenzor 1.tddu, vektor)

Necht hodnoty T1,7T2% T3 (redlnd &isla) vyjddfené v pro-
ménnych !, r? r3 nabyvaji v proménnych ¢',¢% ¢* hodnot
fl,fQ,f3. Jestlize plati

=i q' j
= ord o
pak se hodnoty T%,T? T° nazyvaji souiadnice kontrava-
riantniho tenzoru prvniho fadu (nebo kontravariantniho
vektoru).
Necht hodnoty 71,7, T3 (redlnd cisla) vyjadiené v pro-
ménnych r!,r? 73 nabyvaji v proménnych ¢',¢% ¢> hodnot
ﬁ, TA}, fg Jestlize plati

(8.20)

)

B orJ

7 _'T', 8.21
aql J ( )

pak se hodnoty T}, T5,T5 nazyvaji souradnice kovariantniho
tenzoru prvniho fadu (nebo kovariantniho vektoru).

Poznamenejme, ze tenzor neni pouze mnozina souradnic v daném
souradnicovém systému, ale vSechny mozné mnoziny souradnic

po libovolné (regulérni) transformaci soufadnic. Soutadnice 11, Ts, T
pouze reprezentuji tenzor.

Priklad 8.2 :
1. (teény vektor - kontravariantni tenzor 1.tadu)
Mame kiivku K = {r(t) : t € [a, 8]} v soufadnicové

soustavé (rl, r? r3) a po transformaci ®~! zkoumame

kiivku K = {7 (1) : ¢ € [0, 5]} (7(t) = 27'(7(1))
v soufadnicové soustavé (¢, ¢%, ¢°). Proslozky 7, 77,
1 =1,2,3 tecnych vektoru ke ktivce K plati
dr’ ;. dq
= — T = —
dt’ dt’
7 pravidel pro derivaci funkce vice proménnych plyne
dq’ B dq’ dr? N dq' dr®  dq' dr? B dq’ dr?
dt — drldt = dr2dt  dr3dt  dri dt

7_1'

i=1,2,3.
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Odtud .
~;  0¢
T o

Z, posledni rovnosti vyplyvéa, ze tecny vektor ke krivce

se transformuje podle vztahu (8.20) a je tedy kontrava-

riantnim tenzorem 1. radu.

2. (gradient - kovariantni tenzor 1.fadu)

Necht f = f(7) je diferencovatelnd funkce a zobra-
zen{ ® : ¢ — 7 je transformace ddna vztahem (7.1).
f(q) = f(2(q)), potom plati

of of 9 3 of of of
grad f = (a—f S ok), eradf = (3555 55) a

Polozime

af  of ord
dgt  Ori Og'

Odtud vyplyvéa, ze slozky grad f spliuji vztah (8.21),
tedy gradient funkce f je kovariantni tenzor prvniho
radu.

&7

Cuviceni 8.4 :  Rozhodnéte, zda zrychleni 77 je tenzor

(nyni je ¢islo 2 exponent).

¢ _ ddg _ d(o¢ s _ d(og i | 0g Pri _

[ Plati a2 di dt dt(@rj at ) = ai\o ) T a0 ar =

0%q' drk dri | 9q' d*ri
orkdrs dt dt ori dt?

. Odtud vyplyva, ze zrychleni neni tenzor. |
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8.4 Tenzory druhého radu

Definice 8.5: (tenzory 2.tadu)
Necht devét hodnot Tkl k, l = 1,2,3 (redlnd cisla) Vyjédfe—
nych v promennych rt 7’2 r3 nabyva v proménnych ¢, ¢?, ¢*
hodnot T” 1,7 =1,2,3. Jestlize plati
. Oq O

1)

“ ok o (8.22)

pak se hodnoty T* nazyvaji souradnice kontravariantniho
tenzoru druhého radu.

Necht devét hodnot Ty, k,I = 1,2,3 (redlnd cisla) vyjadie-
nych v proménnych !, 72, r3 nabyva v proménnych ¢', ¢%, ¢*
hodnot ﬁj , 1,9 =1,2,3. Jestlize plati

~ ork ort
T = 97 9q ]Tkz,

(8.23)

pak se hodnoty T}; nazyvaji souradnice kovariantniho ten-
zoru druhého radu.

Necht devét hodnot T, k,1 = 1,2,3 (realna ¢isla) vyjadie-
nych v proménnych r! 72 r3 nabyvad v proménnych ¢',¢%, ¢*

hodnot T’ , = 1,2, 3. Jestlize plati
T = arF o (8.24)

pak se hodnoty TJ nazyvaji souradnice smiseného tenzoru
druhého radu.
Priklad 8.3: (metricky tenzor)
Ve véte (8.1) jsme zavedli fundamentdlni matici G = (g,;)
jako matici prechodu od béaze € k bézi ¢; . Ze vztahu (8.12)
a (8.5) vyplyva

= ork ort = _ ork orl 5 =
gij = €i€; = 8q ek aqje ¢ 8_q7 €rer.
k
Oznacime-li sz = gij = ?92 g;T 1, vidime, ze matice G

urcuje (symetricky, tj. gi; = g;;) kovariantni tenzor 2. radu,
ktery se nazyva metricky tenzor.

Priklad 8.4 : (Kroneckerovo delta - smiSeny tenzor)

: 9q° or' sk 99" o A/\
Upravime aqk 8;(5 agk agz —=¢'e; =0}, tedy
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(Sz) _ 6@ aq" or' 5k:

J ork dgi
Odtud vyplyva, ze Kroneckerovo delta 5; je smiseny tenzor
2. tadu.

Cvicent 8.5 :

a) Dokazte, Ze inverzni matice G~! = (g%) je kontravari—

antn{ tenzor 2.7addu. [¢9 =%’ = Vg'Vg = 226,906 =
94’ 9q) ok
ark art€ € ]
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8.5 Tenzory vyssich radu

Definice 8.6 : (tenzory vyssich radu)

Necht hodnoty Tl]f}lenkm (tj. 3™ redlnych cisel) vyjadrené
v 7 r? r3 nabyvaji v proménnych ¢!, ¢%, ¢ hodnot 7/:%22?’: .
Jestlize plati

i im el L
Fitigeip _ dg"t dq'™ Or™ O™ kb
NJzdn — Qpk T Qrkm Qgit T Qg hiy.dn

(8.25)

pak se hodnoty T}If}fQka nazyvaji souradnice tenzoru radu
m + n, m krat kontravariantniho a n krat kovariantniho.
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8.6 Tenzorova algebra

Definice 8.7 : (zékladni operace s tenzory)

i) Soucet a rozdil tenzoru
Jestlize tenzory S,T jsou oba m krat kontravariantni a n
krat kovariantni, pak jejich soucet je dan vztahem

J1J2--Jn Jij2---Jn

Podobné definujeme rozdil tenzoru.

ii) Soucin tenzoru

Jestlize S je tenzor m krat kontravariantni a n krat ko-
variantni a 7' je tenzor p krat kontravariantni a s krat
kovariantni, pak jejich souéin P = S - T je m + p krat
kontravariantni a n+ s krat kovariantni tenzor dany vzta-
hem

P =S T,

J1J2---Jn
iii) Kontrakce tenzoru (tizeni tenzoru)

Jestlize jeden kontravariantni a jeden kovariantni in-
dex tenzoru T (= T} ) fadu n zvolime shodné (napt.

Jj =k, tj. T;‘;m) a vypocteme soucet pres shodny index
(Z§:1 Tﬁm = T} ), potom takto ziskany tenzor (T} ) se

nazyva kontrakce tenzoru 7" a je fadu n — 2.
iv) Vnitini sou¢in
Nejdiive vytvoiime vnéjsi soucin tenzoru 7T a S (T'S =
]?'kalm), potom kontrakei tohoto sou¢inu pres jeden kon-
travariantni (kovariantni) index u prvniho tenzoru (7') a
jeden kovariantni (kontravariantni) index u druhého ten-

zoru ziskdme vnit¥ni soucin tenzoru 7 a S. ( ]?kS,le =
1 Qm
T35,")

Cuiceni 8.6 : Dokazte, ze kontrakce tenzoru je tenzor.

o o o i . PRy _aqianLan 1
[Napt. dokdzeme, ze T}; = T} je tenzor. Plati T}, = 5T g7 o0 Linn -

oq' dr™ _ sn _qu _ or™ gnml  __ Or™
orl d¢t — 51 ) pOtOIIl TYJ - CTJ'L o 5l Tmn T Oqr Tm ' ]

Pro: =k je
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