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1 Afinńı prostor

Svět bod̊u a vektor̊u, ve kterém se běžně v matematice pohybu-
jeme, si pojmenujeme afinńı prostor. Dř́ıve než si uvedeme jeho
definici, zopakujeme si základńı pojmy z lineárńı algebry.

Norský matematik
Niels Heinrich Abel
(1802-1829).

dokázal neřešitelnost
algebraických rovnic
5. a vyšš́ıch stupň̊u
pomoćı odmocnin. Při
tomto d̊ukazu uplatnil
ideje teorie grup.

Grupa popisuje kon-
cept symetrie, se kte-
rou se můžeme setkat
např. v částicové fy-
zice, zpracováńı obra-
zu nebo při popisu
molekul.

Definice 1.1 : (grupa, těleso)
Množina V s operaćı + (tj. se zobrazeńım z V × V do V),
zkráceně (V,+), se nazývá grupa, jestliže plat́ı:

i) ∀u, v, w ∈ V : (u+ v) + w = u+ (v + w) , (asociativita)

ii) ∃ o ∈ V ∀u ∈ V : u+ o = o+ u = u , (neutrálńı prvek)

iii) ∀u ∈ V ∃ û ∈ V : u+ û = û+ u = o . (inverzńı prvek)

Pokud nav́ıc plat́ı

iv) ∀u, v ∈ V : u+ v = v + u , (komutativita)

pak hovoř́ıme o komutativńı grupě nebo Abelově grupě.

Množina T s dvěma operacemi +, · , zkráceně (T,+, ·), se
nazývá těleso, jestliže plat́ı:

i) (T,+) je komutativńı grupa s neutrálńım (nulovým) prv-
kem značeným o ,

ii) (T \ {o}, ·) je grupa s neutrálńım (jednotkovým) prvkem
značeným 1 ,

iii) ∀ a, b, c ∈ T : (distributivita)

(a+ b) · c = a · c+ b · c, c · (a+ b) = c · a+ c · b,
Jestliže (T \ {0}, ·) je komutativńı grupa, pak hovoř́ıme o ko-
mutativńım tělese .

Např́ıklad násobeńı ma-
tic neńı komutativńı.
Také všechny trans-
formace Rubikovy
kostky tvoř́ı nekomu-
tativńı grupu.

Př́ıklad 1.1 :

1. Množina (Z,+) s neutrálńım prvkem 0 je Abelova grupa.

2. Množina (R,+, ·) s nulovým prvkem 0 a jednotkovým
prvkem 1 tvoř́ı těleso.

Cvičeńı 1.1 :

a) Dokažte, že množina (Q \ {0}, ·) tvoř́ı Abelovu grupu.

b) Dokažte, že množina (C,+, ·) tvoř́ı komutativńı těleso.

http://www-history.mcs.st-andrews.ac.uk/history/Mathematicians/Abel.html
http://www-history.mcs.st-andrews.ac.uk/history/Mathematicians/Abel.html
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Definice 1.2 : (lineárńı prostor)
Necht’ (V,+) je komutativńı grupa a T je těleso. Necht’ operace
”· ”z T × V do V : (a, u)→ a · u splňuje:

i) ∀ a, b ∈ T ∀u ∈ V : a · (b · u) = (a · b) · u (asociativita)

ii) ∀ a, b ∈ T ∀u ∈ V : (a+ b) · u = a · u+ b · u,

∀ a ∈ T ∀u, v ∈ V : a · (u+ v) = a · u+ a · v
(distributivita)

iii) ∀u ∈ V , 1 ∈ T : 1 · u = u (absorpce jednotky).

Potom množina V s operacemi +, · se nazývá lineárńı (vek-
torový) prostor nad tělesem T . Prvky množiny V se nazývaj́ı
vektory, (prvky tělesa T se nazývaj́ı skaláry). Vektory bu-
deme značit ~u.

Prostor všech spoji-
tých funkćı je př́ı-
kladem vektorového
prostoru.

Příklady

K nejznáměǰśım př́ı-
klad̊um vektor̊u patř́ı
vektory śıly, rychlosti,
zrychleńı nebo hyb-
nosti.

Př́ıklad 1.2 : Množina všech uspořádaných dvojic reálných
č́ısel tvoř́ı vektorový prostor.

Množina všech polynomů tvoř́ı vektorový prostor.

Definice 1.3 : (lineárńı závislost a nezávislost)
Necht’ V je lineárńı prostor nad tělesem T . Necht’ vektory
~u1, ~u2, . . . , ~un ∈ V , konstanty a1, a2, . . . , an ∈ T , n ∈ N, pak
lineárńı kombinaćı vektor̊u ~u1, ~u2, . . . , ~un nazýváme vektor

a1~u1 + a2~u2 + · · ·+ an~un .

Jestliže

a1~u1 + a2~u2 + · · ·+ an~un = ~o⇔ a1 = a2 = · · · = an = 0 ,

(~o je nulový vektor) pak ř́ıkáme, že vektory ~u1, ~u2, . . . , ~un
jsou lineárně nezávislé, v opačném př́ıpadě jsou lineárně
závislé.

Funkce 1, sinx, cosx
jsou lineárně nezávi-
slé, funkce 1, x, 3 + x
jsou lineárně závislé.

Př́ıklad 1.3 :
Vektory ~u = (1, 1), ~v = (2, 1) z prostoru všech uspořádaných
dvojic jsou lineárně nezávislé.

Tři vektory lež́ıćı v
rovině jsou již nutně
lineárně závislé.Cvičeńı 1.2 :

Dokažte, že vektory ~u = (1, 0), ~v = (2, 3), ~w = (1,−1) jsou
lineárně závislé.
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Definice 1.4 : (báze a dimenze prostoru)
Vektory ~e1, ~e2, . . . , ~en ∈ V , n ∈ N, tvoř́ı bázi lineárńıho pro-
storu V nad tělesem T , jestliže

i) vektory ~e1, ~e2, . . . , ~en jsou lineárně nezávislé,

ii) ∀u ∈ V jsou vektory ~u,~e1, ~e2, . . . , ~en lineárně závislé,

tj. existuj́ı a1, a2, . . . , an ∈ T : ~u = a1~e1 + a2~e2 + · · · + an~en.
Č́ısla a1, a2, . . . , an nazýváme souřadnice vektoru ~u vzhledem
k bázi ~e1, ~e2, . . . , ~en. Ṕı̌seme ~u = (a1, a2, . . . , an).
Č́ıslo n ∈ N, neboli počet prvk̊u báze, nazýváme dimenze
prostoru V . Ṕı̌seme dimV = n. Pokud neexistuje konečná báze
prostoru V , pak ṕı̌seme dimV =∞.

Existence báze vek-
torového prostoru je
d̊usledkem axiomu
výběru:
JestližeM je množina
neprázdných množin,
potom existuje zobra-
zeńı f s definičńım o-
borem M, které kaž-
dé množině A ∈M
přǐrad́ı prvek množiny
A, tedy f(A) ∈ A.
Axiom výběru zfor-
muloval v roce 1904
německý matematik
Ernst Friedrich Ferdi-
nand Zermelo (1871-
1953).

Př́ıklad 1.4 :

Prostor (R3,+, ·) všech uspořádaných trojic reálných č́ısel
je vektorový prostor dimenze 3.

Cvičeńı 1.3 :

Prostor (C([0, 1]),+, ·) všech spojitých funkćı na intervalu
[0, 1] s operacemi sč́ıtáńı funkćı a násobeńı funkćı reálným
č́ıslem je vektorový prostor s nekonečnou dimenźı.

Definice 1.5 : (norma, skalárńı součin)
Necht’ V je vektorový prostor dimenze n nad tělesem reálných
č́ısel R a ~u = (a1, a2, . . . , an) ∈ V , potom č́ıslo

‖~u ‖ =
√
a2

1 + a2
2 + · · ·+ a2

n

nazveme normou vektoru ~u.
Necht’ ~v = (b1, b2, . . . , bn) ∈ V , potom č́ıslo

~u · ~v = a1b1 + a2b2 + · · ·+ anbn

nazveme skalárńı součin vektor̊u ~u, ~v.

Pro n = 2 je
‖~u ‖ =

√
a2

1 + a2
2 ≥ 0,

‖~u ‖ = 0⇔ ~u = (0, 0).
Plat́ı ‖a~u ‖ = |a|‖~u ‖,
‖~u+ ~v ‖ =√

(a1+b1)2+(a2+b2)2

≤
√
a2

1+a2
2 +

√
b2

1+b2
2

= ‖~u ‖+ ‖~v ‖
a ~u · ~v = a1b1 + a2b2 ≤√
a2

1 + a2
2 ·
√
b2

1 + b2
2 =

‖~u ‖ · ‖~v ‖ .
Cvičeńı 1.4 :

Spoč́ıtejte normu vektoru ~u = (1,−1, 3) a skalárńı součin
vektor̊u ~u · ~v, pokud ~v = (−2, 1, 1).

V prostoru nekonečné dimenze jsou předchoźı definice normy
a skalárńıho součinu nepoužitelné. Proto zavád́ıme jejich obec-
nou formu.

http://www-history.mcs.st-andrews.ac.uk/history/Mathematicians/Zermelo.html
http://www-history.mcs.st-andrews.ac.uk/history/Mathematicians/Zermelo.html
http://www-history.mcs.st-andrews.ac.uk/history/Mathematicians/Zermelo.html
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Definice 1.6 : (zobecněńı normy a skalárńıho součinu)
Necht’ V je vektorový prostor nad tělesem R. Zobrazeńı
‖ · ‖ : V → R splňuj́ıćı:

i) ∀ ~u ∈ V : ‖~u ‖ ≥ 0 a ‖~u ‖ = 0⇔ ~u = ~0 ,

ii) ∀ ~u ∈ V, ∀ a ∈ R : ‖a · ~u ‖ = |a| · ‖~u ‖ ,

iii) ∀ ~u,~v ∈ V : ‖~u+ ~v ‖ ≤ ‖~u ‖+ ‖~v ‖
(trojúhelńıková nerovnost),

se nazývá norma na prostoru V . Ř́ıkáme, že V je normovaný
lineárńı prostor. Č́ıslo d = ‖~u − ~v ‖ nazýváme vzdálenost
vektor̊u ~u,~v .

Zobrazeńı (·, ·) : V × V → R splňuj́ıćı

i) ∀ ~u,~v ∈ V : (~u,~v) = (~v, ~u) , (komutativita)

ii) ∀ ~u,~v, ~w∈V , ∀ a, b∈R : (a~u+ b~v, ~w) = a(~u, ~w) + b(~v, ~w) ,

(linearita)

iii) ∀ ~u ∈ V : (~u, ~u) ≥ 0, (~u, ~u) = 0⇔ ~u = ~0 ,

(pozitivńı definitnost)

se nazývá skalárńı součin na prostoru V . Ř́ıkáme, že V je
vektorový prostor se skalárńım součinem.

Při zobecněńı pojmů
norma a skalárńı sou-
čin jsme se inspirovali
základńımi vlastnost-
mi, které splňuj́ı tyto
veličiny v konečné di-
menzi.

V prostoru R2 plat́ı
pro vzdálenost vek-
tor̊u ~u = (u1, u2) a
~v = (v1, v2) vztah d =√

(u1−v1)2+(u2−v2)2.

Jestliže uvažujeme
(·, ·) : V × V → C,
(zobrazeńı do kom-
plexńıch č́ısel), pak

(~u,~v) = (~v, ~u),

(komplexně sdružené
č́ıslo).

Př́ıklad 1.5 : Množina L2([0, 1]) = {f :
1́

0

|f(x)|2 dx<∞}
je nekonečně dimenzionálńı vektorový prostor s normou

‖f‖ =

(
1́

0

|f |2 dx
) 1

2

. Zobrazeńı (f, g) =
1́

0

f(x) · g(x) dx

je skalárńı součin na prostoru L2([0, 1]) .
Plat́ı
f(x) = 1√

x
∈ L1([0, 1]),

ale 1√
x
6∈ L2([0, 1]).Cvičeńı 1.5 : Dokažte, že L1([0, 1]) = {f :

1́

0

|f |dx < ∞}

je normovaný lineárńı prostor s normou ‖f‖ =
1́

0

|f | dx.

Zobrazeńı (f, g) =
1́

0

f(x) · g(x) dx však neńı skalárńım

součinem na tomto prostoru.
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Poznámka 1.1 : S pojmem skalárńıho součinu se velice často
setkáme ve fyzice. Např́ıklad, p̊usob́ı-li śıla ~F po př́ımočaré
dráze popsané směrem ~s, pak vykoná práci A = ~F · ~s =
‖~F‖ · ‖~s‖ · cosϕ, kde ϕ je úhel, který sv́ıraj́ı vektory ~F a ~s.

~s

~F

ϕ

Práce vykonaná silou ~F

A = ‖~F‖ · ‖~s‖ · cosϕ.

Věta 1.1 : (Vztah skalárńıho součinu a normy)
Necht’ V je vektorový prostor se skalárńım součinem, potom
předpisem ‖~u‖ =

√
(~u, ~u) , ~u ∈ V je definovaná norma na

prostoru V (norma indukovaná skalárńım součinem) a plat́ı
Schwarzova nerovnost:

∀ ~u,~v ∈ V : |(~u,~v)| ≤ ‖~u‖ · ‖~v‖ . (1.1)

Důkaz : Dokážeme pouze Schwarzovu nerovnost.

Z pozitivńı definitnosti skalárńıho součinu vyplývá

∀ a, b ∈ R∀ ~u,~v ∈ V :

0 ≤ (a~u+ b~v, a~u+ b~v) = a2(~u, ~u) + 2ab(~u,~v) + b2(~v,~v) .

Polož́ıme-li b =
{ (~u,~v)
|(~u,~v)| pro (~u,~v) 6= 0

1 pro (~u,~v) = 0
, pak dostaneme

0 ≤ a2‖~u‖2+2a|(~u,~v)|+‖~v‖2. Z posledńı nerovnosti vyplývá,
že uvedený kvadratický výraz má nekladný diskriminant,
tedy 4|(~u,~v)|2 − 4‖~u‖2 · ‖~v‖2 ≤ 0 a |(~u,~v)| ≤ ‖~u‖2 · ‖~v‖2.

Necht’ (~u,~v)=‖~u‖‖~v‖,
pak (a~u−~v, a~u−~v) =
(a‖~u‖−‖~v‖)2 a volbou

a = ‖~v‖
‖~u‖ dostaneme

a~u − ~v = 0, tedy vek-
tory ~u, ~v jsou lineárně
závislé.

Cvičeńı 1.6 :
1. Rozhodněte, kdy ve Schwarzově nerovnosti nastává rov-

nost. [ Pro lineárně závislé vektory ]

2. Dokažte, že Schwarzova nerovnost je ekvivalentńı s troj-
úhelńıkovou nerovnost́ı. [ ‖~u+ ~v‖2 ≤ (‖~u‖+ ‖~v‖)2 ⇔
(~u+~v, ~u+~v) ≤ ‖~u‖2 +2‖~u‖‖~v‖+‖~v‖2 ⇔ (~u, ~u)+2(~u,~v)+(~v,~v) ≤
‖~u‖2 + 2‖~u‖‖~v‖+ ‖~v‖2 ⇔ 2(~u,~v) ≤ 2‖~u‖‖~v‖ . ]

Definice 1.7 : (úhel dvou vektor̊u)
Necht’ V je vektorový prostor se skalárńım součinem a normou
‖~u ‖ =

√
(~u, ~u), ~u ∈ V . Č́ıslo ϕ ∈ [0, π] nazveme úhlem dvou

vektor̊u ~u,~v ∈ V , jestliže plat́ı

cosϕ =
(~u,~v)

‖~u ‖ · ‖~v ‖ . (1.2)

Jestliže ϕ = π
2 (tj. (~u,~v) = 0), pak ř́ıkáme, že vektory ~u,~v

jsou ortogonálńı, znač́ıme ~u⊥~v. Pokud nav́ıc ‖~u‖= ‖~v‖= 1,
pak ř́ıkáme, že vektory ~u,~v jsou ortonormálńı.
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Definice 1.8 : (afinńı prostor)
Necht’ V je vektorový prostor nad tělesem R, M je neprázdná
množina a máme zobrazeńı ω : M×M → V , pro které znač́ıme
ω(A,B) =

−→
AB, kde A,B ∈M ,

−→
AB ∈ V . Jestliže plat́ı

i) ∀A ∈M, ∀ ~u ∈ V ∃ !B ∈M :
−→
AB = ~u,

ii) ∀A,B,C ∈M :
−→
AB +

−−→
BC =

−→
AC,

potom se dvojice (M,V ) nazývá afinńı prostor s nosičem M
(bodově vektorový prostor).
Je-li nav́ıc V vektorový prostor se skalárńım součinem, pak se
dvojice (M,V ) nazývá eukleidovský prostor.
Prostor V se nazývá zaměřeńı afinńıho prostoru a jeho di-
menze je zároveň dimenźı afinńıho prostoru.
Prvky množiny M nazýváme body afinńıho prostoru.

B

A

~u

A B

C

−→
AB

−−→
BC−→

AC

~e1

~e2

P

Poznámka 1.2 :
Bodem i) předchoźı definice je definována operace sč́ıtáńı
bodu A ∈M a vektoru ~u ∈ V , ṕı̌seme A+ ~u = B.

Př́ıklad 1.6 : Dvojice (V, V ), kde V je vektorový prostor,
tvoř́ı afinńı prostor.

Definice 1.9 : (soustava souřadnic)
Necht’ (M,V ) je afinńı prostor dimenze n, dále bod P ∈M a
množina {~u1, ~u2, ..., ~un} je báze prostoru V . Potom uspořá-
danou dvojici (P, {~u1, ~u2, ..., ~un}) nazveme soustavou sou-
řadnic v prostoru (M,V ), bod P se nazývá počátkem sou-
stavy souřadnic, množiny bod̊u P + t ~ui, t ∈ R, i = 1, 2, ..., n
se nazývaj́ı souřadnicové osy.
Jestliže (M,V ) je eukleidovský prostor se soustavou souřadnic
(P, {~e1, ~e2, ..., ~en}) a vektory ~e1, ~e2, ..., ~en jsou navzájem orto-
gonálńı, pak soustava (P, {~e1, ~e2, ..., ~en}) se nazývá kartézská
souřadnicová soustava.

Poznámka 1.3 : Libovolnému bodu A ∈M přǐrazujeme
v afinńım prostoru (M,V ) se souřadnicovou soustavou

(P, {~u1, ~u2, ..., ~un}) takzvaný polohový vektor
−→
PA.

Př́ıklad 1.7 : Množina všech uspořádaných dvojic reálných
č́ısel vytvoř́ı afinńı prostor (R2,R2), s kartézskou souřadni-
covou soustavou

(
(0, 0), {(1, 0), (0, 1)}

)
.
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Cvičeńı 1.7 : Dokažte, že v afinńım prostoru (R2,R2)

z předchoźıho př́ıkladu (1.7) plat́ı cosϕ = (~u,~v)
‖~u ‖·‖~v ‖ , kde ϕ je

úhel sv́ıraný vektory ~u,~v ∈ R2 .

~u ~v

~u× ~v

··

Vektorový součin

V daľśım textu budeme eukleidovský prostor dimenze n s
kartézskou souřadnicovou soustavou a normou indukova-
nou skalárńım součinem značit En .

Definice 1.10 : (vektorový součin)
Necht’ E3 je eukleidovský prostor. Zobrazeńı w z E3 × E3 do
E3, ṕı̌seme w(~u,~v)→ ~u× ~v, které splňuje

i) jestliže ~u,~v jsou lineárně závislé, pak ~u× ~v = ~o, jinak

ii) ‖~u× ~v ‖ = ‖~u ‖ ‖~v ‖ sinϕ ,

kde ϕ je úhel sv́ıraný vektory ~u,~v .

iii) ~u× ~v⊥ ~u , ~u× ~v⊥~v ,

iv) uspořádaná trojice ~u,~v, ~u×~v je pravotočivá (má kladnou
orientaci)

nazýváme vektorový součin vektor̊u ~u,~v .

Poznámka 1.4 :

i) Bod ii) předchoźı definice ř́ıká, že velikost plochy rov-
noběžńıka určeného vektory ~u,~v se rovná velikosti vek-
torového součinu ~u× ~v .

ii) O uspořádané trojici vektor̊u (
−→
PA,
−−→
PB,

−→
PC) řekneme,

že je pravotočivá, jestliže při pohledu z bodu C přejde
vektor

−→
PA v kladný násobek vektoru

−−→
PB otočeńım

v kladném směru (proti směru hodinových ručiček)
o úhel ϕ < π .

Necht’ se v magnetic-
kém poli s indukćı ~B,
pohybuje náboj o ve-
likosti Q rychlost́ı ~v,
pak na něj p̊usob́ı śıla
~F = Q · (~v × ~B) .

Cvičeńı 1.8 : Necht’ E3 je eukleidovský prostor s pravo-
točivou kartézskou souřadnicovou soustavou a ~u,~v ∈ E3 .
Dokažte, že plat́ı

i) ~u× ~v = −~v × ~u ,

ii) ‖~u× ~v ‖ =
√
‖~u ‖2 ‖~v ‖2 − (~u,~v)2 ,

iii) jestliže ~u = (a1, a2, a3) a ~v = (b1, b2, b3) , pak ~u × ~v =
(a2b3 − b2a3, a3b1 − b3a1, a1b2 − b1a2) .
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ad (iii) Návod: Polož́ıme ~w = (c1, c2, c3), pak z kolmost́ı ~u ⊥ ~w, ~v ⊥ ~w plyne

c1a1 + c2a2 + c3a3 = 0/ · b3, b2
c1b1 + c2b2 + c3b3 = 0/ · b3, b2 a odeč́ıst.

Tedy c1(a1b3− b1a3) = −c2(a2b3− b2a3), c1(a1b3− b1a3) = −c3(a3b2− b3a2),

neboli ~w = k(a2b3 − b2a3, a3b1 − b3a1, a1b2 − b1a2) a z bodu ii) předchoźıho

cvičeńı plyne |k| = 1.

Definice 1.11 : (lineárńı zobrazeńı)
Řekneme, že zobrazeńı F : X → Y je lineárńı zobrazeńı
z vektorového prostoru X dimenze n do vektorového pro-
storu Y dimenze m, jestliže

∀ ~u,~v ∈ X ∀ a, b ∈ R : F (a~u+ b~v) = aF (~u) + bF (~v) .

Necht’ {~e1, ~e2, . . . , ~en} jsou vektory báze v prostoru X a
jejich obrazy v prostoru Y jsou {F (~e1), F (~e2), . . . , F (~en)} .
V souřadnićıch prostoru Y ṕı̌seme F (~ei) = (a1i, a2i, . . . , ami) ,
i = 1, 2, . . . , n .
O matici A reálných č́ısel tvaru

A =


a11 a12 · · · a1n

a21 a22 · · · a2n
...

...
...

am1 am2 · · · amn


ř́ıkáme, že reprezentuje lineárńı zobrazeńı F .

Zobrazeńı F : R → R,
které je dané předpi-
sem F (x) = kx, k ∈ R
(př́ımka procházej́ıćı
počátkem), je lineárńı.
Operace derivováńı a
integrováńı jsou také
lineárńı.

Cvičeńı 1.9 : Dokažte, že plat́ı F (~u) = A~u .
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2 Křivky

Definice 2.1 : (vektorové funkce)
Necht’ I ⊂ R . Zobrazeńı ~r z množiny I do E3 , t → ~r (t) ,
nazýváme vektorovou funkćı jedné reálné proměnné.
Ṕı̌seme ~r (t) = (r1(t), r2(t), r3(t)). Funkce ri , i = 1, 2, 3 na-
zýváme souřadnice (složky) vektorové funkce ~r .
[Také ṕı̌seme ~r (t) = (x(t), y(t), z(t)).]

x

y

z

~r(t)

I t

Poznámka 2.1 : V př́ıpadě, že parametr t je čas, pak mno-
žinu koncových bod̊u polohových vektor̊u ~r (t) nazýváme
trajektorie pohybuj́ıćıho se bodu.

Definice 2.2 : (spojitost a derivace vektorové funkce)
Řekneme, že vektor ~r0 ∈ E3 je limitou vektorové funkce
~r : I 7→ E3 v bodě t0, jestliže lim

t→t0
‖~r (t)− ~r0‖ = 0 .

Řekneme, že vektorová funkce ~r je spojitá v bodě t0 ,
jestliže lim

t→t0
~r (t) = ~r (t0) .

Vektor ~r ′(t0) se nazývá derivace funkce ~r v bodě t0
(~r je derivovatelná (diferencovatelná) v bodě t0), jestliže

lim
t→t0

~r (t)− ~r (t0)

t− t0
= ~r ′(t0)

(
=
d~r

dt
(t0) = (r′1(t0), r

′
2(t0), r

′
3(t0))

)
.

Funkce ~r je spojitá, derivovatelná na I, jestliže je spojitá, de-
rivovatelná v každém bodě množiny I.

x

y

z

~r ′(t)

Cvičeńı 2.1 :

1. Dokažte, že funkce ~r je spojitá (derivovatelná) právě
tehdy, když je spojitá (derivovatelná) každá jej́ı složka.

2. Analogicky k diferenciálu funkce jedné proměnné na-
definujte diferenciál vektorové funkce a n-tou derivaci
funkce ~r.

~r je spojitá v bodě t0,
jestliže lim

t→t0
~r (t)=~r(t0)

⇔ lim
t→t0

~ri (t) = ~r (t0),

i = 1, 2, 3 .

D̊usledek 2.1: Z předchoźıho cvičeńı vyplývá, že vlastnosti
spojitých a derivovatelných funkćı jedné proměnné maj́ı
i vektorové funkce.
Např́ıklad (~r (t), ~s(t))′ = (~r ′(t), ~s(t)) + (~s ′(t), ~r (t)) nebo
(~r (t)× ~s(t))′ = ~r ′(t)× ~s(t) + ~s ′(t)× ~r (t) .
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Definice 2.3 : (křivka)
Necht’ I ⊂ R je interval. Množina K ⊂ E3 se nazývá jedno-
duchá křivka, jestliže je obrazem vektorové funkce ~r zobra-
zuj́ıćı interval I na množinu K a plat́ı

i) ~r je spojitá funkce na I,

ii) ~r je prostá na vnitřku I.

Jestliže I = [α , β] a plat́ı ~r (α) = ~r (β) , pak se K nazývá
uzavřená jednoduchá křivka.
Jestliže plat́ı ~r ∈ Cn(I) (tzn. ~r (n) (n-tá derivace) je spojitá
na I), pak se K nazývá jednoduchá křivka tř́ıdy Cn (n-té
tř́ıdy).
Jestliže ∀ t ∈ I plat́ı ‖~r ′(t)‖ 6= 0, pak se K nazývá regulárńı
jednoduchá křivka.

Křivka je po částech regulárńı jednoduchá křivka tř́ıdy C1 .
(tzn. až na konečně mnoho bod̊u je ~r spojitě diferencovatelná
funkce a ‖~r ′(t)‖ 6= 0 .)

Proměnná t ∈ I se nazývá parametr, vektor ~r (t) ∈ E3 se
nazývá pr̊uvodič bodu křivky K a funkce ~r je jej́ı parame-
trická reprezentace.

Křivka obecná

neńı spojitá

neńı prostá

neńı regulárńı

Př́ıklad 2.1 : Množina K obraz̊u funkce ~r (t), kde

1. ~r (t) = (t, t, 0), t ∈ R je regulárńı jednoduchá křivka
tř́ıdy C∞.

2. ~r (t) = (t3, t3, 0), t ∈ R je jednoduchá křivka, která
neńı regulárńı v bodě t0 = 0, (i když se jedná o stej-
nou př́ımku jako v př́ıkladu 1).

3. ~r (t) = (t , |t| , 0), t∈ [−1; 1] je křivka (až na bod t0 = 0
je regulárńı a spojitě diferencovatelná).

4. ~r (t) = (a cos(t) , b sin(t) , 0), t ∈ [0 , 2π], a, b ∈ R+ je
uzavřená, regulárńı jednoduchá křivka tř́ıdy C∞ (elipsa).

5. ~r (t) = (c cos(t), c sin(t), bt) , c > 0 , b > 0 , t ∈ [0 , 4π]
je regulárńı jednoduchá křivka tř́ıdy C∞ (dva závity
šroubovice).
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Poznámka 2.2 : Křivka může být také zadána pomoćı ex-
plicitńıch nebo implicitńıch rovnic.

Explicitně Implicitně

v E2 y =
√

1− x2 , x ∈ [−1, 1] x2 + y2 = 1

v E3 y = x, z = x2 , x ∈ [0, 2] y − x = 0, z − x2 = 0

K přechod̊um mezi jednotlivými popisy křivky se využ́ıvá
věta o implicitńı funkci z MA2.

Cvičeńı 2.2 : Najděte parametrické vyjádřeńı křivky dané
rovnicemi x2 + y2 − 1 = 0, x + y + z − 1 = 0 , popǐste jej́ı
vlastnosti a nakreslete ji.

Definice 2.4 : (tečna křivky)
Necht’ křivka K je parametrizovaná funkćı ~r . Vektor derivace
~r ′(t0) nazýváme tečný vektor křivky K v bodě t0 .
Tečnou křivky K v bodě ~r (t0) rozumı́me př́ımku
~y(τ) = ~r (t0) + ~r ′(t0) τ , τ ∈ R .

Jestliže existuje ~r ′′(t0)
a ~r ′(t0), ~r ′′(t0) jsou
lineárně závislé, pak se
bod ~r(t0) nazývá in-
flexńı bod křivky.

Př́ıklad 2.2 : Najdeme tečnu k hyperbole dané implicitně
rovnićı x2 − y2

2 = 1 v bodě B = [1, 0].

Použijeme parametrickou reprezentaci (jedné větve) hyper-
boly: ~r (t) = (cosh t ,

√
2 sinh t) , t ∈ R .

V bodě B je t0 = 0 a ~r ′(0) = (0,
√

2) . Rovnice tečny má
tedy tvar ~y(τ) = [1, 0] + (0,

√
2) τ , τ ∈ R .Příklady

Cvičeńı 2.3 :

Ověřte, zda funkce F (x, y) = x2−y2

2 −1 splňuje předpoklady
věty o implicitńı funkci (z MA2) při řešeńı funkcionálńı rov-
nice F (x, y) = 0 v bodě B . Co v́ıte o derivaci př́ıpadného
řešeńı v bodě B = [1, 0] ?

[ Plat́ı F (B) = 0, funkce F je spojitá i spojitě diferencovatelná

na okoĺı bodu B a plat́ı ∂F
∂x

(B) = 2, ∂F
∂y

(B) = 0. Předpoklad ∂F
∂y

(B) 6= 0

tedy neńı splněn.

Můžeme však využ́ıt předpokladu ∂F
∂x

(B) 6= 0 a tvrdit, že na okoĺı

U(0) existuje funkce x = x(y) , x : U(0)→ R , která řeš́ı funkcionálńı

rovnici F (x, x(y)) = 0 a pro derivaci ∂x
∂y

(B) plat́ı: ∂x
∂y

(B) = −
∂F
∂y

(B)
∂F
∂x

(B)
= 0 .

Explicitně máme x =
√

1 + y2

2
a dx

dy

∣∣∣
0
= y

2

√
1+ y2

2

∣∣∣
0
= 0 . ]
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Věta 2.1 : (transformace parametru)
Necht’ ϕ : I∗ → I je spojitě diferencovatelná funkce z intervalu
I∗ na interval I taková, že ∀ s ∈ I∗ : ϕ′(s) 6= 0. Potom funkce
~r (ϕ(s)) : I∗→K je opět parametrickou reprezentaćı křivky K.

Půlkružnici lež́ıćı pod
osou x se středem v
počátku a poloměrem
% = 1 lze parametri-
zovat vztahy
x = t , y = −

√
1− t2 ,

t ∈ [−1 , 1] nebo také
x = cos s , y = sin s ,
s ∈ [π , 2π] , nebo-li
t = ϕ(s) = cos s .

Důkaz : Složeńım funkćı ~r a ϕ vznikne po částech re-
gulárńı spojitě diferencovatelná vektorová funkce. Zbývá
ukázat, že je prostá. Z předpokladu ϕ′(s) 6= 0 na I∗ plyne,
že bud’ ϕ′(s) > 0 nebo ϕ′(s) < 0 na I∗. Odtud plyne, že
funkce ϕ je ostře monotónńı, tedy prostá a složeńım dvou
prostých funkćı vznikne opět prostá funkce.

Cvičeńı 2.4 : Dokažte, že za předpoklad̊u věty 2.1 existuje
k funkci ϕ : I∗ → I inverzńı funkce ϕ−1 : I → I∗, pro kterou
plat́ı (ϕ−1)′(t) 6= 0, ∀ t ∈ I. Můžeme tedy provést i zpětnou
transformaci parametru s = ϕ−1(t) .

Definice 2.5 : (délka křivky)
Máme křivku K={~r (t) : t∈ [α, β]} . Č́ıslo d se nazývá délka
křivky K, jestliže pro každé ε > 0 existuje δ > 0 takové, že
pro každé děleńı D = {α = t0 < t1 < · · · < tn = β} intervalu
[α, β] s normou děleńı ν(D) = max

k∈{1,2,...,n}
(tk− tk−1) < δ, n ∈ N,

plat́ı: ∣∣∣ n∑
k=1

‖~r (tk)− ~r (tk−1)‖ − d
∣∣∣< ε .

V literatuře se také
uvád́ı, že křivka K,
která má délku d,
je rektifikovatelná
křivka.

Pro délku d křivky K plat́ı:

d =

βˆ

α

‖~r ′(t)‖ dt =

βˆ

α

√
(r′1(t))

2 + (r′2(t))
2 + (r′3(t))

2 dt . (2.1)

Polož́ıme-li

s(t) =

tˆ

α

‖~r ′(τ)‖ dτ , (2.2)

potom funkce s : [α, β]→ I∗ je rostoućı, spojitá a existuje k ńı
inverzńı funkce ϕ : I∗ → [α, β] . Polož́ıme t = ϕ(s) a dostaneme
novou parametrizaci křivky K. Také hovoř́ıme o para-

metrizaci obloukem.Hovoř́ıme o přirozené parametrizaci křivky. Parametr s
se nazývá oblouková délka.
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Cvičeńı 2.5 :

a) Ověřte, že funkce s = s(t) ze vztahu (2.2) je rostoućı a
spojitě diferencovatelná. [ ds

dt
= ‖~r ′‖ > 0 ]Derivace podle oblou-

kové délky (oblouku)
se obvykle znač́ı teč-
kou. Vektor ~̇r(s) je
jednotkový tečný vek-
tor křivky K .

b) Ukažte, že pro derivaci vektorové funkce ~r podle oblou-
kové délky s plat́ı

‖~̇r(s)‖ =
∥∥∥d~r
ds

∥∥∥ = 1 .

[
∥∥d~r
ds

∥∥ =
∥∥d~r
dt
dt
ds

∥∥ =
∥∥d~r
dt

∥∥ 1
‖~r ′‖ = 1 ]
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3 Křivkové integrály, Greenova věta

3.1 Křivkové integrály

Definice 3.1 : (orientace křivky)
Řekneme, že křivka K = {~r (t) : t ∈ [α, β]} má orientaci,
jestliže má počátečńı a koncový bod.
Jestliže ~r (α) je počátečńı a ~r (β) je koncový bod, pak má
křivka K kladnou orientaci, znač́ıme K+. Hovoř́ıme o ori-
entaci, která je indukovaná parametrizaćı. V opačném
př́ıpadě hovoř́ıme o záporné orientaci, znač́ıme K−.

U uzavřené křivky K, která je hranićı množiny Ω ⊂ E2

(∂Ω = K) hovoř́ıme o kladné orientaci, pokud při ob́ıháńı
křivky ve směru orientace z̊ustává množina Ω po levé straně
(oběh proti směru hodinových ručiček).

Orientace indukovaná
parametrizací

K
+

α β

Kladně orientovaná

uzavřená křivka

K
+

x
y

z

∆~rk

~r(tk−1)
~r(tk)

α βtk−1 tk

Definice 3.2 : (křivkové integrály)
Mějme křivku K = {~r (t) : t ∈ [α, β]} s orientaćı indukovanou
parametrizaćı. Necht’ D = {α = t0 < t1 < · · · < tn = β}
je děleńı intervalu [α, β], potom body ~r (tk) , k = 0, 1, . . . , n
tvoř́ı děleńı D(K) křivky K.
Označ́ıme 4~rk = ~r (tk)− ~r (tk−1) , 4rki = ri(tk)− ri(tk−1) ,
4sk = ‖4~rk‖ , i = 1, 2, 3, k = 1, . . . , n . K funkci f : K → R
definujeme integrálńı součty rovnostmi

J(f,D(K)) =
n∑
k=1

f(~r (ξk))4sk ,

Ji(f,D(K+)) =
n∑
k=1

f(~r (τk))4rki , i = 1, 2, 3 ,

kde tk−1 ≤ τk, ξk ≤ tk , k = 1, 2, . . . , n .
Jestliže ńıže uvedené limity existuj́ı, pak křivkový integrál
1. druhu definujeme vztahemˆ

K

f(~r ) ds = lim
max
k
4sk→0

J(f,D(K)) , (3.1)

a křivkový integrál 2. druhu definujeme vztahem:ˆ

K+

f(~r ) dri = lim
max
k
4sk→0

Ji(f,D(K+)) , i = 1, 2, 3 . (3.2)
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Poznámka 3.1 :
Integrál přes uzavřenou křivku se znač́ı

¸
K
f(~r ) ds .

Použijeme-li značeńı ~r = (x, y, z), pak pro i= 1 dostaneme
pro křivkový integrál druhého druhu zápis

´
K+

f(x, y, z) dx

a křivkový integrál prvńıho druhu má tvar
´
K
f(x, y, z) ds .

Podobně jako integrál
funkce jedné reálné
proměnné vyjadřuje
”plochu pod grafem
funkce”, pomoćı křiv-
kového integrálu prv-
ńıho druhu spoč́ıtáme
”plochu mezi křivkou
a funkćı”.
Povrch válce o výšce v
a poloměru r (bez pod-
stav) dostaneme inte-
grováńım konstantńı
funkce f(~r) = v přes
kružnici K :
x = r cos t, y = r sin t,
z = 0 , t ∈ [0, 2π] .
Neboli

´
K
f(~r ) ds =

2π́

0

vr dt = 2πrv .

Věta 3.1 : (výpočet křivkových integrál̊u)
Necht’ K = {~r (t) : t ∈ [α, β]} je kladně orientovaná křivka
a funkce f : K → R je spojitá, potom ńıže uvedené křivkové
integrály existuj́ı a plat́ı

ˆ

K

f(~r ) ds =

βˆ

α

f(~r (t))‖~r ′(t)‖ dt , (3.3)

ˆ

K+

f(~r ) dri =

βˆ

α

f(~r (t)) r′i(t) dt , i = 1, 2, 3 . (3.4)

Křivkové integrály
1.druhu

Příklady
Poznámka 3.2 :

1. Z definice křivkového integrálu vyplývá, že splňuje
následuj́ıćı vztahy

i)
´
K

(af + bg) ds = a
´
K
f ds+ b

´
K
g ds , a, b ∈ R

ii)
´

K1∪K2

f ds =
´
K1

f ds+
´
K2

f ds .

2. Pro křivkový integrál 2. druhu plat́ı´
K+

f(~r ) dri = −
´
K−
f(~r ) dri .

3. Jestliže křivka K+ lež́ı na ploše dané grafem funkce
z = z(x, y) a K+

xy je ortogonálńı pr̊umět křivky K+ do
roviny-xy, potom plat́ı´
K+

f(~r ) dx =
´
K+

f(x, y, z) dx =
´
K+
xy

f(x, y, z(x, y)) dx .

4. Křivkový integrál 2. druhu se často použ́ıvá ve tvaru´
K+

~v d~r =
´
K+

v1 dr1 + v2 dr2 + v3 dr3 =
´
K+

v1 dx+ v2 dy +

v3 dz =
´
K+

~v d~s , kde ~v : K → E3 je vektorová funkce.

Křivkové integrály
2.druhu

Příklady

Např́ıklad pro výpočet
práce, kterou vykoná
śıla ~F po dráze ~s.
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Př́ıklad 3.1 : Necht’ K = K1∪K2, kde K1 je část paraboly

x

y

K

y = x2, x ∈ [0, 1],K2 je úsečka y = x, x ∈ [0, 1]. Vypoč́ıtáme
statický moment Sy křivky K vzhledem k ose y, tj. Sy =´
K
x ds .

Zřejmě
´
K
x ds =

´
K1

x ds+
´
K2

x ds.

Parametrizujeme-li křivky:K1 pomoćı funkce ~r1(t) = (t, t2);
K2 pomoćı funkce ~r2(t) = (t, t), t ∈ [0, 1], potom

´
K1

x ds =
1́

0

t
√

1 + 4t2 dt =

[
u = 1 + 4t2

du = 8t dt

]
= 1

8

5́

1

√
u du

= 1
8 [u

3
2
3
2

] = 1
12(5

3
2 − 1) = 5

√
5−1
12 ;

´
K2

x ds =
1́

0

t
√

2 dt =
√

2
2 .

Odtud vyplývá, že statický moment Sy = 5
√

5−1
12 +

√
2

2 .

Poznamenejme, že pokud křivku lze popsat pomoćı grafu

funkce y = y(x), pak ds =
√

( dx)2 + ( dy)2 =
√

1 + (dydx)2 dx .

Odtud plyne
´
K
f(x, y) ds =

x1´
x0

f(x, y(x))
√

1 + (y′(x)2) dx.

Tedy pro K1 : y = x2 a K2 : y = x, x ∈ [0, 1] dostaneme

Sy =
1́

0

x
√

1 + (2x)2 dx+
1́

0

x
√

1 + (1)2 dx .

Cvičeńı 3.1 :

1. Vypoč́ıtejte
´
K
~v d~s =

´
K
x2y dx + (x− 2) dy + xy2 dz ,

kde K = (x, x2, 2) s počátečńım bodem A = [0, 0, 2]
a koncovým bodem B = [1, 1, 2].

[
1́

0

x2x2 dx+ (x− 2) · 2x dx = 1
5 + 2

3 − 2 = −17
15 ]

2. Vypoč́ıtejte stejný integrál jako v předchoźım př́ıkladě
pro K = (x, x, 2) opět od A = [0, 0, 2] do B = [1, 1, 2].

[
1́

0

x3 dx+ (x− 2) dx = 1
4 + 1

2 − 2 = −5
4 ]

Výše uvedené př́ıklady ukazuj́ı, že křivkový integrál záviśı
na cestěK, po které jdeme z bodu A do bodu B. Nezávislost
na cestě budeme diskutovat v kapitole 7.
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Cvičeńı 3.2 :

V rovině E2 stanovte délku d jednoho oblouku cykloidy K
daného rovnicemi:

x = %(t− sin t), % ∈ R
y = %(1− cos t), t ∈ [0, 2π]

[ d =
´
K
ds =

2π́

0

%
√

(1− cos t)2 + (sin t)2 dt = %
2π́

0

√
2− 2 cos t dt =

2%
2π́

0

sin t
2
dt = −4%

[
cos t

2

]2π
0

= 8%. ]

x

y

Cykloida

Definice 3.3 : (cirkulace vektorového pole)
Mějme kladně orientovanou uzavřenou křivku K a vektorové
pole ~v : K → E3, potom ṕı̌seme

´
K
~v(~r ) d~r =

¸
K
~v d~r a hovoř́ıme

o cirkulaci vektorového pole ~v po uzavřené křivce K.

Př́ıklad 3.2 :

Uvažujeme hmotný bod, na který p̊usob́ı śıla ~F po dráze
(křivce) K určené vektorovou funkćı ~r (t), kde t je nyńı čas.
Potom vykonaná práce W je dána vztahem:

W =
´
K
~F d~r =

t1́

t0

~F (~r (t)) d~rdt dt, kde t0, t1 jsou počátečńı

a konečný čas pokusu. Polož́ıme d~r
dt = ~v, pak ~v je rychlost

hmotného bodu. Z druhého Newtonova zákona vyplývá, že
~F = m d2~r

dt2 = m~v ′ a můžeme psát

W =
t1́

t0

m~v ′~v dt =
t1́

t0

m d
dt
~v·~v
2 dt = 1

2 m
[
‖~v(t)‖2

]t1
t0

=

1
2 m
(
‖~v(t1)‖2 − ‖~v(t0)‖2

)
.

3.2 Greenova věta

Definice 3.4 : (křivkově souvislá a jednoduše souvislá
množina)
Množina Ω ⊂ E2 se nazývá křivkově souvislá, jestliže každé
dva jej́ı body lze spojit křivkou lež́ıćı v Ω.
Množina Ω ⊂ E2 se nazývá jednoduše souvislá, jestliže jej́ı
hranice ∂Ω je tvořena jednou uzavřenou křivkou.

Křivkově souvislá
množina

Ω

Jednoduše souvislá
množina

Ω
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Věta 3.2 : (Greenova věta v rovině)
Necht’ K+ je kladně orientovaná uzavřená křivka, která tvoř́ı
hranici jednoduše souvislé množiny Ω ⊂ E2 , (∂Ω+ = K+).
Necht’ funkce f1, f2 maj́ı spojité parciálńı derivace na Ω, ṕı̌seme
f1, f2 ∈ C1(Ω), (Ω = Ω ∪ ∂Ω), potom plat́ı¨

Ω

(
∂f2

∂x
− ∂f1

∂y

)
dxdy =

˛

∂Ω+

f1 dx+ f2 dy . (3.5)

Příklady

x

y

Množina popsatelná

funkcemi

a b

Ω

y1

y2

x

y

c

d

Ω

x1 x2

obr. 1

Důkaz : Nejdř́ıve uvažujeme množinu Ω popsatelnou
funkcemi, tedy existuj́ı funkce y1(x), y2(x) : [a, b] → R
a funkce x1(y), x2(y) : [c, d] → R takové, že ∀ [x, y] ∈ Ω
plat́ı: Jestliže a ≤ x ≤ b , pak y1(x) ≤ y ≤ y2(x)
a zároveň , jestliže c ≤ y ≤ d , pak x1(y) ≤ x ≤ x2(y) .
Potom z Fubiniovy věty pro dvojný integrál vyplývá
¨

Ω

−∂f1

∂y
dxdy =

bˆ

a

(
−

y2(x)ˆ

y1(x)

∂f1

∂y
dy

)
dx

=

bˆ

a

[
f1(x, y1(x))− f1(x, y2(x))

]
dx

=

bˆ

a

f1(x, y1(x)) dx+

aˆ

b

f1(x, y2(x)) dx .

Protože grafy funkćı y1, y2 tvoř́ı hranici ∂Ω+ (u funkce y2

jdeme po grafu z bodu [b, y2(b)] do bodu [a, y2(a)]), můžeme
posledńı dva integrály brát jako křivkové integrály po hrani-
ci ∂Ω+. Tedy ¨

Ω

−∂f1

∂y
dxdy =

˛

∂Ω+

f1 dx . (3.6)

Podobně odvod́ıme¨

Ω

∂f2

∂x
dxdy =

dˆ

c

( x2(y)ˆ

x1(y)

∂f2

∂x
dx

)
dy (3.7)

=

dˆ

c

f2(x2(y), y) dy +

cˆ

d

f2(x1(y), y) dy =

˛

∂Ω+

f2 dy .

Sečteńım vztah̊u (3.6) a (3.7) dostaneme tvrzeńı věty.
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V př́ıpadě, že část K1 hranice ∂Ω+ je rovnoběžná s osou y
jako na obrázku 2, pak zřejmě

´
K1

f(x, y) dx = 0 .

Greenova věta tedy plat́ı i pro oblast Ω z obrázku 2, nebot’´
∂Ω+

f(x, y) dx =
´
K1

f(x, y) dx+
´
K2

f(x, y) dx+
´
K3

f(x, y) dx =

b́

a

f(x, y1(x)) dx+
á

b

f(x, y2(x)) dx.

V př́ıpadě, že množinu Ω nelze rovnou popsat funkcemi, pak
Greenova věta plat́ı, pokud se Ω podař́ı rozdělit na konečný
počet množin omezených funkcemi, viz obrázek 3.
Dı́ky opačné orientaci se hodnoty křivkových integrál̊u přes
společnou hranici Ks odečtou a plat́ı

¸
∂Ω

=
¸
∂Ω1

+
¸
∂Ω2

.

x

y

Část hranice

rovnoběžná s osou

K1

a b

Ω

y1

y2

K2

K3

obr. 2

x

y
Ω = Ω1 ∪ Ω2

Ks

Ω1

Ω2

obr. 3

3.3 Důsledky Greenovy věty

D̊usledek 3.1: 1. (Výpočet plochy)
Necht’ množina Ω splňuje předpoklady Greenovy věty, pak
velikost jej́ı plochy meas (Ω) můžeme spoč́ıtat ze vztahu:

meas (Ω) =
1

2

˛

∂Ω+

x dy − y dx . (3.8)

Jakobián |det JΦ| po-
pisuje deformaci plo-
chy při zobrazeńı Φ .
Např́ıklad funkce
Φ: x = u+v, y = u+v
má |det JΦ|= 0 a zob-
raźı celou rovinu na
př́ımku y = x .

D̊usledek 3.2: 2. (Jakobián)
Necht’ Φ : x = r1(u, v), y = r2(u, v) je regulárńı transformace
z oblasti Ωuv do oblasti Ωxy, (tzn. det JΦ 6= 0).
Necht’ Ω1 ⊂ Ωuv a Φ(Ω1) = Ω ⊂ Ωxy , pak plat́ı:

meas Ω =

˛

∂Ω+

x dy = ±
˛

∂Ω+
1

r1 ·
(
∂r2

∂u
du+

∂r2

∂v
dv

)
=

= ±
¨

Ω1

(
∂

∂u

(
r1 ·

∂r2

∂v

)
− ∂

∂v

(
r1 ·

∂r2

∂u

))
du dv =

= ±
¨

Ω1

(
∂r1

∂u
· ∂r2

∂v
− ∂r1

∂v
· ∂r2

∂u

)
du dv =

±
¨

Ω1

∣∣∣∣∣∣
∂r1
∂u

∂r1
∂v

∂r2
∂u

∂r2
∂v

∣∣∣∣∣∣ du dv ⇒ meas Ω

meas Ω1
≈ |det JΦ| .
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Př́ıklad 3.3 :

Využijeme vztah 3.8 k výpočtu vnitřku asteroidy, která je
dána implicitně rovnićı x

2
3 +y

2
3 = a

2
3 , kde a > 0, nebo para-

metricky ~r(t) = (a cos3 t, a sin3 t, 0), t ∈ (0, 2π). Vzhledem
k symetrii asteroidy stač́ı uvažovat t ∈ (0, π2 ) a výsledek
vynásobit čtyřmi. Tedy pro plochu S plat́ı

S = 2

π
2ˆ

0

[ a cos3 t 3a sin2 t cos t+ a sin3 t 3a cos2 t sin t ] dt =

6a2

π
2ˆ

0

[ sin2 t cos2 t ] dt =
3

2
a2

π
2ˆ

0

sin2 2t dt =
3a2π

8
.

Asteroida

x

y

Cvičeńı 3.3 :

a) Pomoćı vztahu (3.8) spoč́ıtejte plochu elipsy.

[πab . ]

b) Převed’te vztah (3.8) do polárńıch souřadnic.

[ meas Ω = 1
2

¸
∂Ω+

r2(ϕ) dϕ . ]
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4 Operátory skalárńıch a vektorových poĺı

Definice 4.1 : (gradient)
Necht’ f : D → R, D ⊂ E3, f = f(x, y, z), je diferencovatelné
skalárńı pole (neboli diferencovatelná funkce tř́ı reálných
proměnných) a A ∈ D, potom vektor

grad f(A) =

(
∂f

∂x
(A),

∂f

∂y
(A),

∂f

∂z
(A)

)
se nazývá gradient skalárńı funkce f v bodě A.

Podrobněǰśı informace
o gradientu naleznete
ve skriptech MA2.

Poznámka 4.1 :

1. Pro derivaci funkce f podle vektoru ~s v bodě A plat́ı
lim
t→0

f(A+t~s)−f(A)
t = ∂f

∂~s (A) (= grad f(A) · ~s, jestliže f je

diferencovatelná).

2. Zavedeme-li (vektorový) diferenciálńı operátor nabla

∇ =
( ∂
∂x
,
∂

∂y
,
∂

∂z

)
,

pak ṕı̌seme grad f = ∇f .

Operátor ∇ se také nazývá Hamilton̊uv operátor .

3. Směr největš́ıho r̊ustu funkce f z bodu A = [x0, y0, z0]

popisuje vektor ~n = grad f(A)
‖grad f(A)‖ . Vektor ~n je kolmý

k hladině S = {[x, y, z] ∈ E3 : f(x, y, z) = f(A)} .

Zároveň je ~n jednotkový normálový vektor tečné nadro-
viny % k hladině S v boděA . Rovina % je určena rovnost́ı
∂f
∂x(A)(x− x0) + ∂f

∂y (A)(y − y0) + ∂f
∂z (A)(z − z0) = 0 .

Příklady

Hamilton̊uv operátor
je pojmenován po ir-
ském matematikovi a
fyzikovi jménem Wil-
liam Rowan Hamilton
(1805-1865),

který jako prvńı po-
psal kvaterniony.

Cvičeńı 4.1 :

Najděte v bodě A = [1, 1, 3] tečnou rovinu ke kuželu, který
je zadán rovnićı z2 = 9

2(x2 + y2) .

[Kužel je nulovou hladinou funkce f = 9
2(x2 + y2) − z2.

Plat́ı grad f = (9x, 9y,−2z) a normálový vektor v bodě A

je ~n = grad f(A)
‖grad f(A)‖ = (9,9,−6)√

92+92+62
= (3,3,−2)√

22
. Tečná rovina má

tedy tvar % : 3(x− 1) + 3(y − 1)− 2(z − 3) = 0.]

http://www-history.mcs.st-and.ac.uk/Biographies/Hamilton.html
http://www-history.mcs.st-and.ac.uk/Biographies/Hamilton.html
http://www-history.mcs.st-and.ac.uk/Biographies/Hamilton.html
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Př́ıklad 4.1 : (Př́ıklad 2.2 jinak) Uvažujeme funkci f(x, y)
=x2−2y2−1 , potom hladina S={[x, y] ∈ E2 : f(x, y) = 0}
je křivka z př́ıkladu 2.2. Najdeme tečný a normálový vektor
k hladině S v bodě B = [1, 0].

Gradientem funkce f v bodě B je vektor grad f(B) =(
∂f
∂x(B), ∂f∂y (B)

)
= (2x,−4y)|B = (2, 0) . Jednotkový normá-

lový vektor k hladině S v bodě B je ~n = (1, 0) = ∇f(B)
‖∇f(B)‖ .

Tečný vektor v bodě B je podle př́ıkladu 2.2 vektor ~r ′(0) =
(0,
√

2). Plat́ı ~r ′(0) · ~n = 0.

Poznámka 4.2 : Obecně každá př́ımka p : B + t · ~v, pro
kterou ~v · ~r ′ = 0 a ~r ′ je tečný vektor ke křivce v bodě B, se
nazývá normálová př́ımka křivky.

Definice 4.2 : (vněǰśı normálový vektor)
Necht’ uzavřená křivka K+ = {~r (t) : t ∈ I} je hranićı mno-
žiny Ω ⊂ E2. Potom ~r ′(t0) = (x′(t0), y′(t0)) je tečný vektor ke
hranici ∂Ω v bodě ~r (t0) a vektor

~n =
(y′(t0),−x′(t0))√
x′(t0)2 + y′(t0)2

se nazývá vněǰśı normálový vektor množiny Ω.

Vněǰśı normálový vek-
tor množiny Ω směřu-
je ven z množiny Ω.

Definice 4.3 : (divergence)
Necht’ vektorová funkce ~v : E3 → E3 je diferencovatelná, po-
tom funkce

div~v =
∂v1

∂x
+
∂v2

∂y
+
∂v3

∂z

se nazývá divergence funkce ~v ( nebo divergence vektorového
pole definovaného funkćı ~v ).

Použijeme-li Hamilto-
n̊uv operátor, pak

div~v = ∇ · ~v .

Operátor∇·∇f = 4f
se nazývá Laplasián,
plat́ı

4f =
∂2f

∂x2
+
∂2f

∂y2
+
∂2f

∂z2
.

Také se použ́ıvá zna-
čeńı 4f = ∇2f .

Poznámka 4.3 : Pokud funkce ~v popisuje rychlost tekutiny,
potom div~v představuje objem tekutiny, který vyteče z jed-
notky objemu tekutiny za jednotku času.

Cvičeńı 4.2 : Položte ~v = (f2,−f1) a dokažte, že Gree-
nova věta má tvar

˜
Ω

div~v dxdy =
¸
∂Ω+

~v ~n ds , kde ~n je

jednotkový vektor vněǰśı normály a s je oblouková délka.

[ div~v = ∂f2
∂x
− ∂f1

∂y
a ~v ~n ds = (f2,−f1) ·

(
dy
dt
,− dx

dt

)
√(

dy
dt

)2
+
(

dx
dt

)2 ds = (f2,−f1) ·(
dy
dt
,−dx

dt

)
dt
ds
ds = f1dx+ f2dy ]
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Poznámka 4.4 : (nezř́ıdlové pole)
Pro nestlačitelné tekutiny je div~v = 0 (tzv. nezř́ıdlové pole)
a z předchoźıho cvičeńı plyne, že plat́ı vztah

˛

∂Ω+

~v ~n ds = 0 ,

který tvrd́ı, že ”co vteče, to vyteče”.

Definice 4.4 : (rotace)
Necht’ vektorová funkce ~v : E3 → E3 je diferencovatelná funkce,
potom vektorová funkce

rot~v =
(∂v3

∂y
− ∂v2

∂z
,
∂v1

∂z
− ∂v3

∂x
,
∂v2

∂x
− ∂v1

∂y

)
se nazývá rotace funkce ~v (nebo rotace vektorového pole ~v ).
Pro lepš́ı zapamatováńı ṕı̌seme rotaci ve tvaru

rot~v = ∇× ~v =

∣∣∣∣∣∣
~e1 ~e2 ~e3
∂
∂x

∂
∂y

∂
∂z

v1 v2 v3

∣∣∣∣∣∣ .

V literatuře se často
setkáme se značeńım
~e1 = ~i, ~e2 = ~j, ~e3 = ~k,
potom

rot~v =

∣∣∣∣∣∣
~i ~j ~k
∂
∂x

∂
∂y

∂
∂z

v1 v2 v3

∣∣∣∣∣∣.

Poznámka 4.5 : (fyzikálńı význam rotace)
Máme tuhé těleso, které se otáč́ı kolem osy otáčeńı o (je
totožná se souřadnicovou osou z) konstantńı úhlovou rych-
lost́ı ω .
Zvoĺıme vektor ~ω takový, že ‖~ω‖ = ω, ~ω = (0, 0, ω) a při
pohledu ve směru vektoru ~ω se těleso otáč́ı proti směru ho-
dinových ručiček (pravotočivý systém).
Označ́ıme d vzdálenost bodu B otáčej́ıćıho se tělesa od osy
otáčeńı o, potom rychlost ~v otáčeńı bodu B má velikost ω d .
Jestliže vektor ~r = (x, y, z) je pr̊uvodič bodu B, potom
d = ‖~r ‖ sin γ, kde γ je úhel vektor̊u ~r a ~ω. Odtud plyne
ω d = ‖~ω‖ ‖~r ‖ sin γ = ‖~ω × ~r ‖ .
Zároveň ~v⊥ ~ω, ~v⊥~r a vektory ~ω,~r,~v tvoř́ı pravotočivý
systém. Tedy ~v = ~ω × ~r, ~v = (0, 0, ω) × (x, y, z) =
(−ωy, ωx, 0) a rot~v = (0, 0, 2ω).
Odtud vyplývá, že pro vektorové pole ~v popisuj́ıćı rychlost
bod̊u otáčej́ıćıho se tělesa plat́ı

rot~v = 2 ~ω .

x
y

z

~ω

B

~r = (x, y, z)γ

d
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Cvičeńı 4.3 :

a) Dokažte, že plat́ı rot (grad f) = 0 .

b) Dokažte, že plat́ı div (f ~v ) = grad f · ~v + f · div~v .

c) Dokažte, že plat́ı div (~u× ~v ) = ~v · rot ~u− ~u · rot~v .

d) Dokažte, že Greenovu větu lze psát ve tvaru
¨

Ω

rot~v · ~e3 dxdy =

˛

∂Ω+

~v · ~τ ds ,

kde ~τ je jednotkový tečný vektor ke hranici ∂Ω, s je
oblouková délka a ~v = (v1, v2, v3) .

[ rot~v ~e3 = ∂v2
∂x
− ∂v1

∂y
a ~τ = ~r ′

‖~r ′‖ =

(
dx
dt
, dy
dt
,0
)

√(
dx
dt

)2
+
(

dy
dt

)2 = (dx,dy,0)
ds

⇒

(v1, v2, v3) (dx,dy,0)
ds

ds = v1 dx+ v2 dy ]
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5 Plochy

Definice 5.1 : (plocha v E3)
Necht’ Ω ⊂ E2 je jednoduše souvislá množina jej́ıž hranice ∂Ω
je tvořena křivkou konečné délky.
Množina S ⊂ E3 se nazývá jednoduchá plocha, jestliže je
obrazem vektorové funkce ~r zobrazuj́ıćı množinu Ω na mno-
žinu S (S = {~r (u, v) = (r1(u, v), r2(u, v), r3(u, v)) : [u, v]∈Ω})
a plat́ı

i) ~r je spojitá funkce na Ω ,

ii) ~r je prostá na vnitřku Ω .

Jestliže Ω = Ω (tj. Ω je uzavřená) a kromě konečně mnoha
bod̊u plat́ı ∀ [u0, v0] ∈ ∂Ω ∃ [u1, v1] ∈ ∂Ω , [u1, v1] 6= [u0, v0] ta-
kové, že ~r ([u0, v0]) = ~r ([u1, v1]) , pak se S nazývá uzavřená
jednoduchá plocha.

Jestliže plat́ı ~r ∈ Cn(Ω) (tzn. n-té parciálńı derivace vektoru
~r jsou spojité na Ω), pak se S nazývá jednoduchá plocha
tř́ıdy Cn (n-té tř́ıdy).

Jestliže ∀ [u, v] ∈ int Ω (vnitřek Ω) plat́ı

∂~r

∂u
(u, v)× ∂~r

∂v
(u, v) 6= ~o ,

pak se S nazývá regulárńı jednoduchá plocha.

Jestliže S je křivkově souvislá množina, kterou můžeme
rozdělit na konečný počet regulárńıch jednoduchých ploch
tř́ıdy C1, pak se S nazývá po částech hladká plocha,
zkráceně plocha.

Proměnné u, v se nazývaj́ı parametry, vektor ~r (u0, v0) se
nazývá pr̊uvodič bodu plochy S a funkce ~r je jej́ı para-
metrická reprezentace.

Obraz hranice ∂Ω, tedy množina

∂S = {~r (u, v) : [u, v] ∈ ∂Ω}

se nazývá okraj plochy S .

Vektory ∂~r
∂u
, ∂~r
∂v

jsou te-
dy lineárně nezávislé.

Např́ıklad povrch ku-
žele je plocha.

Př́ıklad 5.1 : Povrch koule je uzavřená (hladká plocha),
povrch krychle je uzavřená po částech hladká plocha.
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Definice 5.2 : (parametrické křivky)
Necht’ S = {~r (u, v) : [u, v] ∈ Ω} je plocha.
Křivka Ku = {~r (u, v0) : [u, v0] ∈ Ω , v0 je konstantńı} se
nazývá u-křivka na ploše S.
Křivka Kv = {~r (u0, v) : [u0, v] ∈ Ω , u0 je konstantńı} se
nazývá v-křivka na ploše S.

Př́ıklad 5.2 : (parametrická reprezentace sféry)

Povrch koule, tedy sféra má parametrickou reprezentaci

~r (u, v) = (% cosu cos v, % sinu cos v, % sin v), kde % ∈ R+ je
konstantńı a Ω = {[u, v] ∈ R2 : 0 ≤ u ≤ 2π,−π

2 ≤ v ≤ π
2} .

Parametrické křivky maj́ı tvar

Ku = (% cosu cos v0, % sinu cos v0, % sin v0) - u-křivka (”rov-
noběžka”)

Kv = (% cosu0 cos v, % sinu0 cos v, % sin v) - v-křivka (”po-
ledńık”)

a jejich tečné vektory jsou

~ru = ∂~r
∂u = (−% sinu cos v0, % cosu cos v0, 0) (ke Ku),

~rv = ∂~r
∂v = (−% cosu0 sin v,−% sinu0 sin v, % cos v) (ke Kv).

Vektorový součin těchto vektor̊u má tvar

~ru × ~rv = (%2 cosu cos2 v, %2 sinu cos2 v, %2 sin v cos v) .

Označ́ıme ~n = ~ru×~rv
‖~ru×~rv‖ , pak trojice vektor̊u (~ru, ~rv, ~n) tvoř́ı

pravotočivý systém a vektor ~n je jednotkový vektor vněǰśı
normály k ploše S (směřuje ven).

Koule s parametric-
kými křivkami

Cvičeńı 5.1 :

1. Necht’ f(x, y, z) = x2 + y2 + z2 − %2. Č́ım je tvořena
nulová hladina f(x, y, z) = 0 a jaký je vztah grad f
a vektoru ~n z předchoźıho př́ıkladu (5.2)?

2. Popǐste plochy tvořené funkcemi:

S1 : ~r = (u cos v, u sin v, 2u) , u ∈ [0, 4], v ∈ [0, 2π] ,

S2 : ~r = ((a+b cos v) cosu, (a+b cos v) sinu, b sin v) ,
u ∈ [0, 2π], v ∈ [0, 2π] , a, b > 0 .

[ Plochu S1 tvoř́ı kužel s vrcholem v počátku. Plochou S2 je duše

v pneumatice - anuloid. ]
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Definice 5.3 : (tečná rovina)
Necht’ S = {~r (u, v) : [u, v] ∈ Ω} je hladká plocha. Polož́ıme
A = ~r(u0, v0) , [u0, v0] ∈ Ω, pak tečná rovina k ploše S
v bodě A je tvořena body:

A+ t
∂~r

∂u
(u0, v0) + s

∂~r

∂v
(u0, v0) , t, s ∈ R.

Jednotkový normálový vektor ~n k ploše S v bodě A je dán
vztahem

~n = ±
∂~r
∂u(u0, v0)× ∂~r

∂v(u0, v0)

‖ ∂~r∂u(u0, v0)× ∂~r
∂v(u0, v0)‖

. (5.1)

Pro parciálńı derivaci
se velmi často použ́ıvá
značeńı ∂~r

∂u
= ~ru , po-

tom

~n = ± ~ru × ~rv
‖~ru × ~rv‖

.

Poznámka 5.1 : Transformaćı (u, v) = Φ(ũ, ṽ) , pro kterou
u = −ũ, v = ṽ změńıme orientaci normálového vektoru ~n

v opačnou. Tatáž změna orientace nastane, pokud použijeme
transformaci Φ = (f1, f2), jej́ıž jakobián det JΦ = ∂(f1,f2)

∂(ũ,ṽ) =∣∣∣∣∣∣
∂f1
∂ũ

∂f1
∂ṽ

∂f2
∂ũ

∂f2
∂ṽ

∣∣∣∣∣∣ je záporný.

Uvažujeme malou část tečné roviny, rovnoběžńık o stranáchPřipomeňme, že pro
diferenciál oblouku
plat́ı ds = ‖~r′(t)‖ dt

| ∂~r∂u(u0, v0)4u| , |∂~r∂v(u0, v0)4v| , (4u = u − u0, 4v = v − v0),
potom jeho velikost 4S (plocha) je dána vztahem:

4S =
∥∥∥∂~r
∂u
4u× ∂~r

∂v
4v
∥∥∥ . (5.2)

Z cvičeńı (1.8) vyplývá, že ‖~ru×~rv‖2 =
∥∥ ∂~r
∂u

∥∥2 ∥∥∂~r
∂v

∥∥2−
(
∂~r
∂u ,

∂~r
∂v

)2
.

Odtud dostaneme následuj́ıćı definici velikosti plochy:

Definice 5.4 : (velikost plochy)
Necht’ S = {~r (u, v) : [u, v] ∈ Ω} je hladká plocha, potom jej́ı
velikost P je dána vztahem:

P =

¨

Ω

√∥∥∥∂~r
∂u

∥∥∥2 ∥∥∥∂~r
∂v

∥∥∥2

−
(∂~r
∂u
,
∂~r

∂v

)2

dudv =

¨

Ω

‖~ru × ~rv‖ dudv.

(5.3)

Příklady

Cvičeńı 5.2 : Určete velikost povrchu pneumatiky, která je
dána funkćı ~r (u, v)=((a+cos v) cosu, (a+cos v) sinu, sin v),
u ∈ [0, 2π], v ∈ [0, 2π] , a > 0 . [ 4π2a ]
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Poznámka 5.2 : Jestliže plocha S je popsána explicitně jako
graf funkce z = f(x, y), [x, y] ∈ Sxy, (Sxy je ortogonálńı
projekce plochy S do roviny xy), potom jej́ı velikost P je
dána vztahem:

P =

¨

Sxy

√
1 +

(∂f
∂x

)2

+
(∂f
∂y

)2

dxdy . (5.4)

Cvičeńı 5.3 : Dokažte vztah (5.4) pomoćı vztahu (5.3).
[ Polož́ıme u = x, v = y, ~r (u, v) = (x, y, f(x, y)), potom
∂~r
∂u

= ∂~r
∂x

= (1, 0, ∂f
∂x

), ∂~r
∂v

= ∂~r
∂y

= (0, 1, ∂f
∂y

) a ‖ ∂~r
∂u
‖2 ‖ ∂~r

∂v
‖2 − ( ∂~r

∂u
, ∂~r
∂v

)2 =

(1 + (∂f
∂x

)2) (1 + (∂f
∂y

)2)− (∂f
∂x

∂f
∂y

)2 = 1 + (∂f
∂x

)2 + (∂f
∂y

)2 ]

Př́ıklad 5.3 : (povrch koule)

Vypoč́ıtáme velikost povrchu koule o poloměru %.

Využijeme-li parametrizaci sféry z př́ıkladu 5.2, dostaneme
~ru × ~rv = (%2 cosu cos2 v, %2 sinu cos2 v, %2 sin v cos v). Tedy
‖~ru × ~rv‖ = %2 cos v a u ∈ [0, 2π], v ∈ [−π

2 ,
π
2 ] . Pro velikost

P povrchu koule plyne ze vztahu 5.3

P =

2πˆ

0

π
2ˆ

−π2

%2 cos v dv du = 2π%2[sin v]
π
2

−π2 = 4π%2 .
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6 Plošné integrály, Gaussova věta, Stokesova

věta

6.1 Orientovaná plocha

Definice 6.1 : (orientovaná plocha)
O ploše S = {~r (u, v) : (u, v) ∈ Ω} řekneme, že je oriento-
vaná, jestliže u ńı rozlǐsujeme dvě strany, obvykle vněǰśı a
vnitřńı (také horńı a dolńı).
V každém bodě plochy zvoĺıme jednotkový normálový vektor ~n
(pokud existuje) tak, že směřuje stále na stejnou stranu plo-
chy S. Jestliže ~n = ~ru×~rv

‖~ru×~rv‖ (− ~ru×~rv
‖~ru×~rv‖) , pak ř́ıkáme, že plocha

S je orientovaná souhlasně (nesouhlasně) se svou para-
metrizaćı. Znač́ıme S = S+, (S = S−).
U uzavřených ploch, tj. u povrch̊u těles, hovoř́ıme o vněǰśı
(vnitřńı) straně a vněǰśı (vnitřńı) normále ~n, pokud vek-
tor ~n směřuje ven z (dovnitř) tělesa.
O ploše S ř́ıkáme, že je orientovaná souhlasně (nesouhlasně)
se svým okrajem, jestliže při ob́ıháńı po tomto okraji ve směru
orientace okraje je horńı strana plochy S, po levé (pravé) ruce.

Vněǰśı normálový vek-
tor a ob́ıháńı ”tvoř́ı”
pravotočivý systém.

Př́ıklad 6.1 :

1. Sféra z př́ıkladu 5.2 je orientovaná souhlasně se svou
parametrizaćı.

2. Möbi̊uv list se nedá orientovat, má pouze jednu stranu.
Jeho parametrizace je dána následuj́ıćı funkćı

~r (u, v) = ((1 + u sin(v/2)) cos v, (1 + u sin(v/2)) sin v,
u cos(v/2)), (u, v) ∈ [−1/2, 1/2]× [0, 2π].

Definice 6.2 : (vnitřńı pr̊uměr plochy)
Máme plochu S, body A,B ∈ S a množinu KAB všech křivek
K ⊂ S spojuj́ıćıch body A,B. Označ́ıme d(K) délku křivky K.
Potom č́ıslo

d(S) = sup
A,B∈S

inf
K∈KAB

d(K) (6.1)

nazveme vnitřńım pr̊uměrem plochy S.

Vzdálenost dvou bod̊u
na ploše je dána dél-
kou nejkratš́ı křivky,
která je spojuje. Pak
najdeme dva nejv́ıce
vzdálené body a jejich
vzdálenost je vnitřńı
pr̊uměr plochy.

Cvičeńı 6.1 : Určete vnitřńı pr̊uměr d(S) sféry S z př́ıkladu
(5.2) [ d(S) = π% ]
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6.2 Plošné integrály

Definice 6.3 : (plošné integrály)
Mějme orientovanou plochu S = {~r (u, v) : (u, v) ∈ Ω} . Necht’

D(Ω) = {Ω1,Ω2, . . . ,Ωn} je děleńı množiny Ω, potom plochy
Sk = {~r (u, v) : (u, v) ∈ Ωk} tvoř́ı děleńı D(S) plochy S.
Zvoĺıme bod [uk, vk] ∈ Ωk , potom obraz ~r (uk, vk) ∈ Sk
a ~n(uk, vk) = (nk1, nk2, nk3) je jednotkový normálový vektor
k ploše Sk v bodě ~r (uk, vk). Označ́ıme 4Sk velikost plochy Sk.
K funkci f : S → R definujeme integrálńı součty rovnostmi:

J(f,D(S)) =
n∑
k=1

f(~r (uk, vk))4Sk ,

a

Ji(f,D(S+)) =
n∑
k=1

f(~r (uk, vk))nki4Sk , i = 1, 2, 3 .

Jestliže ńıže uvedené limity existuj́ı, potom plošný integrál
1. druhu definujeme vztahem:¨

S

f(~r ) dS = lim
max
k

d(Sk)→0
J(f,D(S)) , (6.2)

plošný integrál 2. druhu definujeme vztahem:¨

S+

f(~r )ni dS = lim
max
k

d(Sk)→0
Ji(f,D(S+)) , i = 1, 2, 3 . (6.3)

Příklady

Poznámka 6.1 :

1. Plošný integrál 2. druhu záviśı na orientaci jednotkového
normálového vektoru ~n = (n1, n2, n3) a často se použ́ıvá
pro vektorovou funkci ~v = (v1, v2, v3) ve tvaru¨

S+

~v ~n dS =

¨

S+

v1n1 + v2n2 + v3n3 dS .

Hovoř́ıme o plošném integrálu z vektorového pole nebo o toku
vektorového pole plochou S.

2. Označ́ıme-li α, β, γ úhly, které sv́ırá jednotkový normálový
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vektor ~n s osami x, y, z (v kladném směru), potom plat́ı
~n = (cosα, cos β, cos γ) , cos2 α + cos2 β + cos2 γ = 1 a pro
plošný integrál druhého druhu dostaneme
¨

S+

f(~r )n1 dS =

¨

S+

f(~r ) cosα dS =

¨

Syz

f(~r )
n1

|n1|
dydz ,

¨

S+

f(~r )n2 dS =

¨

S+

f(~r ) cos β dS =

¨

Sxz

f(~r )
n2

|n2|
dxdz ,

¨

S+

f(~r )n3 dS =

¨

S+

f(~r ) cos γ dS =

¨

Sxy

f(~r )
n3

|n3|
dxdy ,

kde Sxy je pr̊umět plochy S+ do roviny-xy ap.

3. Pokud S je uzavřená plocha a ~n je jednotkový vektor vněǰśı
normály, potom ṕı̌seme

¨

S+

f(~r )ni dS =©
¨

S+

f(~r )ni dS .

Věta 6.1 : (výpočet plošných integrál̊u)
Necht’ S = {~r (u, v) : (u, v) ∈ Ω} je plocha a f : S → R je
spojitá funkce, potom ńıže uvedené plošné integrály existuj́ı
a plat́ı¨

S

f(~r ) dS =

¨

Ω

f(~r (u, v)) ‖~ru × ~rv‖ du dv . (6.4)

Jestliže S = S+ (plocha je orientovaná souhlasně se svou pa-
rametrizaćı), pak

¨

S+

f(~r )n3 dS =

¨

Ω

f(~r (u, v))
∂(r1, r2)

∂(u, v)
du dv . (6.5)

Pro spojitou vektorovou funkci ~v : S → E3 dostaneme¨

S+

~v ~n dS =

¨

Ω

~v · (~ru × ~rv) du dv . (6.6)

Příklady

Pro smı́̌sený součin tř́ı
vektor̊u plat́ı

~w ·(~u×~v)=

∣∣∣∣∣∣
w1 w2 w3

u1 u2 u3

v1 v2 v3

∣∣∣∣∣∣.
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Důkaz : Rovnost (6.4) plyne ze vztahu (5.2) pro velikost
plochy, kde dS = ‖~ru × ~rv‖ du dv .

Ze vztahu (5.1) pro jednotkový normálový vektor ~n = ~ru×~rv
‖~ru×~rv‖

vyplývá ~n dS = ~ru×~rv
‖~ru×~rv‖ ‖~ru×~rv‖ du dv = ~ru×~rv du dv a od-

tud dostaneme rovnost (6.6).

Rovnost (6.5) plyne z následuj́ıćıch úprav

n3 dS =
(

(0, 0, 1) , ~n
)
dS = (0, 0, 1) · (~ru × ~rv) du dv =∣∣∣∣∣∣∣

0 0 1
∂r1
∂u

∂r2
∂u

∂r3
∂u

∂r1
∂v

∂r2
∂v

∂r3
∂v

∣∣∣∣∣∣∣ du dv =

∣∣∣∣∣ ∂r1
∂u

∂r2
∂u

∂r1
∂v

∂r2
∂v

∣∣∣∣∣ du dv = ∂(r1,r2)
∂(u,v) du dv .

(Podobně lze upravit i n1 dS = ∂(r2,r3)
∂(u,v) a n2 dS = −∂(r1,r3)

∂(u,v) .)

∂(r1,r2)
∂(u,v)

je Jakobián
zobrazeńı množiny Ω
do pr̊umětu Sxy mno-
žiny S do roviny xy .
Plat́ı∣∣∣∣∣∣
∂r1
∂u

∂r2
∂u

∂r1
∂v

∂r2
∂v

∣∣∣∣∣∣=
∣∣∣∣∣∣
∂r1
∂u

∂r1
∂v

∂r2
∂u

∂r2
∂v

∣∣∣∣∣∣ .
Poznámka 6.2 : Jestliže plocha S je tvořena grafem funkce
z = z(x, y) a Sxy je ortogonálńı pr̊umět plochy S do roviny
xy, pak plat́ı¨

S+

f(~r )n3 dS =

¨

Sxy

f(x, y, z(x, y))
n3

|n3|
dx dy . (6.7)

Cvičeńı 6.2 : Jestliže plocha S je tvořena grafem funkce
z = z(x, y) a Sxy je ortogonálńı pr̊umět plochy S do roviny-
xy, pak dokažte, že plat́ı¨

S

f(~r ) dS =

¨

Sxy

f(x, y, z(x, y))
√

1+
(
∂z
∂x

)2
+
(
∂z
∂y

)2
dx dy .

(6.8)

6.3 Gaussova věta

Věta 6.2 : (Gaussova věta)
Necht’ V je omezené těleso, jehož hranice je tvořena oriento-
vanou uzavřenou plochou S+ a vektorová funkce ~v ∈ C1(V ),
potom plat́ı ˚

V

div~v dV =©
¨

S+

~v ~n dS , (6.9)

kde ~n je jednotkový vektor vněǰśı normály k ploše S+.

Příklady

”Co vznikne v těle-
se V , to proteče povr-
chem S.”
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Důkaz : Přeṕı̌seme rovnost (6.9) do tvaru
˚

V

(∂v1

∂x
+
∂v2

∂y
+
∂v3

∂z

)
dxdydz =

¨

S+

(v1n1 +v2n2 +v3n3) dS.

Vid́ıme, že stač́ı postupně pro i = 1, 2, 3 dokázat rovnosti
˚

V

∂vi
∂ri

dV =

¨

S+

vini dS , kde r1 = x, r2 = y, r3 = z .

(6.10)
Budeme předpokládat, že těleso V lze ”popsat funkcemi”,
to znamená, že existuj́ı funkce z1(x, y), z2(x, y) a plat́ı

V = {[x, y, z] ∈ R3 : z1(x, y) ≤ z ≤ z2(x, y) , [x, y] ∈ Vxy} ,
kde Vxy je ortogonálńı pr̊umět tělesa V do roviny-xy.

Dokážeme vztah (6.10) pro i = 3. Z Fubiniovy věty vyplývá

˚

V

∂v3

∂z
dxdydz =

¨

Vxy

z2(x,y)ˆ

z1(x,y)

∂v3

∂z
dz dxdy = (6.11)

¨

Vxy

[v3(x, y, z2(x, y))− v3(x, y, z1(x, y))] dxdy .

Povrch tělesa V znač́ıme S, podobně Vxy = Sxy. Polož́ıme
S = S1 ∪ S2 ∪ Sz tak, že povrch S1 je tvořen grafem funkce
z1, povrch S2 je tvořen grafem funkce z2 a povrch Sz je
rovnoběžný s osou z. Na ploše S1 je n3 < 0 (tedy S1 = S−1 ),
na ploše S2 je n3 > 0 (S2 = S+

2 ) a na Sz je n3 = 0 . Odtud
a ze vztahu (6.7) vyplývá
¨

Vxy

[v3(x, y, z2(x, y))− v3(x, y, z1(x, y))] dxdy =

¨

Sxy

v3(x, y, z2(x, y)) dxdy −
¨

Sxy

v3(x, y, z1(x, y)) dxdy =

¨

S2

v3n3 dS +

¨

S1

v3n3 dS +

¨

Sz

v3 0 dS =

¨

S+

v3n3 dS.

Dokázali jsme platnost rovnosti (6.10) pro i=3 . Pro i=1, 2
je d̊ukaz podobný.
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Pro těleso V , které vznikne sjednoceńım konečného počtu
těles ”popsatelných funkcemi”, dostaneme tvrzeńı věty
součtem přes všechna tělesa. Plošné integrály na společných
hranićıch maj́ı opačná znaménka a odečtou se.

Př́ıklad 6.2 : (nezávislost divergence na souřadnicovém
systému)

Z věty o středńı hodnotě vyplývá, že existuje bod A ∈ V
takový, že ˚

V

div~v dV = div~v(A) ·meas (V ) ,

kde meas (V ) je mı́ra (objem) tělesa V . Necht’ bod B je
pevný, V je koule se středem v bodě B a S je jej́ı povrch,
potom z Gaussovy věty plyne¨

S

~v ~n dS = div~v(A) ·meas (V ) .

Nyńı předpokládáme, že funkce ~v má spojité parciálńı deri-
vace. Pro meas (V )→ 0 dostaneme A→ B a plat́ı

div~v(B) = lim
meas (V )→0

˜
S

~v ~n dS

meas (V )
.

Odtud již plyne nezávislost hodnoty divergence na souřadni-
covém systému. (Plošný integrál a objem tělesa se neměńı
se změnou souřadnicového systému).

Př́ıklad 6.3 : (objem tělesa)

Polož́ıme-li ~v = 1
3(x, y, z), pak z Gaussovy věty dostaneme

pro objem tělesa V vztah

meas (V ) =

˚

V

1 dV =
1

3

¨

S+

(x, y, z) · ~n dS .

Pro kouli o objemu V ,
povrchu S a poloměru
% dostaneme rovnost
V = 1

3
% S .

Cvičeńı 6.3 : Pomoćı předchoźı rovnosti spoč́ıtejte objem
koule.

[ Podle př́ıkladu (5.2) je vněǰśı jednotkový normálový vektor k povrchu

koule ~n = (%2 cosu cos2 v,%2 sinu cos2 v,%2 sin v cos v)
‖~ru×~rv‖ , tedy (x, y, z) · ~n = %3 cos v

‖~ru×~rv‖

a meas (V ) = 1
3

π/2´
−π/2

2π́

0

%3 cos v du dv = 4
3
π%3 . ]
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6.4 Stokesova věta

Věta 6.3 : (Stokesova věta)
Necht’ vektorová funkce ~v ∈ C1(V ), V ⊂E3 . Necht’ plocha S,
S⊂V , má okraj tvořený křivkou ∂S a je orientovaná souhlasně
se svým okrajem, potom plat́ı¨

S+

rot~v ~n dS =

˛

∂S+

~v ~τ ds , (6.12)

kde ~n je jednotkový normálový vektor k ploše S+ a ~τ je jed-
notkový tečný vektor ke křivce ∂S+.

Příklady

Důkaz : Přeṕı̌seme rovnost (6.12) pomoćı souřadnic vek-
tor̊u ~n=(n1, n2, n3), ~v=(v1, v2, v3), ~r=(r1, r2, r3) = (x, y, z)
do tvaru
˜
S+

[(
∂v3
∂y − ∂v2

∂z

)
n1 +

(
∂v1
∂z − ∂v3

∂x

)
n2 +

(
∂v2
∂x − ∂v1

∂y

)
n3

]
dS =

¸
∂S+

~v 1
‖~r ′‖
(
dr1
dt ,

dr2
dt ,

dr3
dt

)
‖~r ′‖ dt =

¸
∂S+

v1 dx+ v2 dy + v3 dz .

Budeme předpokládat, že plocha S se dá ”popsat funkce-
mi”, to znamená, že pro body [x, y, z]∈S plat́ı : z = z(x, y),
y = y(x, z), x = x(y, z) a funkce x, y, z jsou spojitě dife-
rencovatelné. Nejdř́ıve dokážeme

¨

S+

[∂v1

∂z
n2 −

∂v1

∂y
n3

]
dS =

˛

∂S+

v1 dx . (6.13)

Označ́ıme S+
xy, ∂S

+
xy projekce plochy S+ a jej́ıho okraje ∂S+

do roviny-xy. Podle bodu 3 z poznámky 3.2 pak plat́ı¸
∂S+

v1 dx =
¸

∂S+
xy

v1(x, y, z(x, y)) dx . Nyńı v Greenově větě

(vztah (3.4)) polož́ıme f1 = v1, f2 = 0 a dostaneme

˛

∂S+
xy

v1(x, y, z(x, y)) dx = −
¨

S+
xy

∂v1(x, y, z(x, y))

∂y
dxdy =

−
¨

S+
xy

[∂v1(x, y, z)

∂y
+
∂v1(x, y, z)

∂z

∂z

∂y

]
dxdy . (6.14)

Zbývá dokázat, že pravá strana v rovnosti (6.14) se rovná
levé straně v rovnosti (6.13). Tečné vektory k ploše S jsou
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~rx = (1, 0, ∂z∂x) , ~ry = (0, 1, ∂z∂y) a jednotkový normálový

vektor má tvar ~n = (−∂z
∂x ,−∂z

∂y , 1)/‖(−∂z
∂x ,−∂z

∂y , 1)‖ .

Tedy n2 = − 1
‖(− ∂z

∂x ,− ∂z∂y ,1)‖
∂z
∂y , n3 = 1

‖(− ∂z
∂x ,− ∂z∂y ,1)‖ . Dále podle

(5.2) je dS = ‖(−∂z
∂x ,−∂z

∂y , 1)‖ dxdy . Odtud pro levou stranu
rovnosti (6.13) dostaneme
¨

S+

[∂v1

∂z
n2 −

∂v1

∂y
n3

]
dS = −

¨

S+
xy

(∂v1

∂z

∂z

∂y
+
∂v1

∂y

)
dxdy ,

což jsme měli dokázat.
Podobně jako rovnost (6.13) lze dokázat i rovnosti obsahuj́ıćı
funkce v2, v3 a sečteńım těchto rovnost́ı dostaneme tvrzeńı
věty.

Př́ıklad 6.4 : (nezávislost rotace na souřadnicovém systému)

Z věty o středńı hodnotě vyplývá, že existuje bod A ∈ S
takový, že¨

S

rot~v ~n dS = rot~v(A)~n(A) meas (S) (6.15)

Necht’ B je střed kruhu S, potom z (6.15) a (6.12) vyplývá¸
∂S ~v d~s = rot~v(A)~nmeas (S) (u kruhu je jednotkový nor-

málový vektor všude stejný) .

Jestliže funkce ~v je spojitě diferencovatelná, pak pro zmen-
šuj́ıćı se kruh (tzn. measS → 0) je rot ~u(A) → rot~v(B)
a plat́ı

rot~v(B)~n = lim
meas (S)→0

¸
∂S ~v d~s

meas (S)
(= rot~vn(B)) .

Rotace rot~v(B) je
vektor, jehož projekce
do vektoru ~n kolmého
k plošce S se rovná
plošné hustotě cirku-
lace vektorového pole
~v po hranici plošky
S. Nenulová rotace
určuje body v́ır̊u vek-
torového pole ~v.

Cvičeńı 6.4 :

a) Necht’ ~v = grad f , pak
¸
K
~v d~s = 0. Dokažte.

b) Vypoč́ıtejte
¸
K ~v d~s , ~v = (−y, x, 0)· 1

x2+y2 , kde křivka

K : x2 + y2 = 1; z = 0 je orientovaná ve směru hodi-
nových ručiček. Proč nemůžeme použ́ıt Stokesovu větu?

Spoč́ıtejte
˜
S

rot~v ~n dS, pokud ~v = (z, x, y) a S je

čtverec s vrcholy (0,0,0), (1,0,0), (1,1,0), (0,1,0). [±1]
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7 Nezávislost na cestě, operátory v křivoča-

rých souřadnićıch

7.1 Nezávislost křivkového integrálu na cestě

Z cvičeńı 3.1 v́ıme, že křivkový integrál druhého druhu
´
K
~v d~s

záviśı na tom, po jakých orientovaných křivkách se pohybujeme
z počátečńıho bodu A do koncového bodu B. Následuj́ıćı př́ıklad
bude ilustrovat situaci, kdy na tvaru křivky K nezálež́ı.

Příklady

Př́ıklad 7.1 : Necht’ ~v(x, y, z) = (2x+3y, 3x+4y, 0) a pro
t ∈ [0, 1] uvažujeme křivky

K1 = {(t, t, 0)} , K2 = {(t2, t, 0)} , K3 = {(t, t2, 0)} .

Všechny uvedené křivky maj́ı stejný počátečńı a koncový
bod a obecně plat́ı:

ˆ

K

~v(x, y, z) d~s =

1ˆ

0

[
v1
dr1

dt
+ v2

dr2

dt
+ v3

dr3

dt

]
dt .

Tedy:

´
K1

~v(x, y, z) d~s =
1́

0

(2t+ 3t+ 3t+ 4t) dt = 6 ,

´
K2

~v(x, y, z) d~s =
1́

0

[(2t2 + 3t) · 2t+ (3t2 + 4t) · 1] dt = 6 ,

´
K3

~v(x, y, z) d~s =
1́

0

[(2t+ 3t2) · 1 + (3t+ 4t2) · 2t] dt = 6 .

Definice 7.1 : (nezávislost na cestě)
Necht’ Ω ⊂ E3 je oblast (otevřená, souvislá množina), body
A,B ∈ Ω a křivka K ⊂ Ω s počátečńım bodem A a koncovým
bodem B. Dále ~v je vektorová funkce spojitá na Ω . Jestliže
hodnota křivkového integrálu

´
K+

~v d~s je závislá pouze na

bodech A,B a je nezávislá na tvaru křivky K+, pak ř́ıkáme,
že uvedený integrál je nezávislý na cestě v množině Ω .

Definice 7.2 : (potenciálńı vektorové pole)
Necht’ k vektorovému poli ~v∈C(Ω) existuje na oblasti Ω dife-
rencovatelná funkce f : Ω → R taková, že ~v(x) = grad f(x)
∀x∈Ω, pak se funkce f nazývá potenciál vektorového pole
a ~v je potenciálńı vektorové pole.
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Věta 7.1 : Necht’ ~v : Ω → E3 je spojitá vektorová funkce,
potom křivkový integrál

´
K
~v d~s je nezávislý na cestě právě

tehdy, když ~v je potenciálńı vektorové pole.

Důkaz : ”⇒” Necht’
´
K
~v d~s je nezávislý na cestě. Zvoĺıme

pevné body A = [x0, y0, z0] a B = [x, y, z] v oblasti Ω.

Polož́ıme f(x, y, z) =
´
ÂB

v1 dx + v2 dy + v3 dz , kde ÂB je

libovolná křivka spojuj́ıćı body A,B. Ukážeme, že ∂f
∂x = v1.

Podle předpokladu plat́ıˆ

ÂB

v1 dx+ v2 dy + v3 dz =

ˆ

ÂB1

~v d~s +

ˆ

B̂1B

~v d~s ,

kde B1 =[x0, y, z]. Předpokládáme, že úsečka B1B lež́ı v Ω.
Na cestě od bodu A k bodu B1 je proměnná x konstantńı
(x = x0). Tud́ıž ∂

∂x(
´

ÂB1

~v d~s ) = 0 a ∂f
∂x = ∂

∂x

´
B̂1B

~v d~s. Na

úsečce B1B se proměnné y, z neměńı, tedy dy = dz = 0

a plat́ı ∂f
∂x(x, y, z) = ∂

∂x

x́

x0

v1(ξ, y, z) dξ = v1(x, y, z) . Po-

dobně lze dokázat i ∂f
∂y = v2 ,

∂f
∂z = v3 .

”⇐” Nyńı předpokládáme, že existuje funkce f taková, že
~v = grad f . Dále necht’ křivka K z bodu A do bodu B

má parametrickou reprezentaci ~r (t) = (x(t)), y(t), z(t)) a
~r (α) =A, ~r (β) =B . Potom

´
ÂB

∂f
∂x dx + ∂f

∂y dy + ∂f
∂z dz =

β́

α

df
dt dt = [f(x(t), y(t), z(t))]βα = f(B)−f(A) . Odtud vyplý-

vá, že integrál
´
ÂB

~v d~s nezáviśı na křivce ÂB spojuj́ıćı body

A a B.

Připomeňme, že pro
diferenciál funkce f
plat́ı
df= ∂f

∂x
dx+∂f

∂y
dy+∂f

∂z
dz,

tedy
df
dt

= ∂f
∂x

dx
dt

+∂f
∂y

dy
dt

+∂f
∂z

dz
dt
.

Z d̊ukazu plyne, že pro
pole ~v s potenciálem f
plat́ı

ˆ

K

~v d~s = f(B)−f(A) ,

kde K je křivka z bodu
A do bodu B.

Poznámka 7.1 : Vektorové pole ~v : Ω → E3, ~v ∈ C1(Ω), je
potenciálńı (také) právě tehdy, když

a)
¸
K
~v d~s = 0 ∀K ⊂ Ω , K je uzavřená křivka (tzn. cir-

kulace je nulová - viz definice 3.3)

b) rot~v = ~o na Ω . Tedy (∂v3∂y = ∂v2
∂z ,

∂v1
∂z = ∂v3

∂x ,
∂v2
∂x = ∂v1

∂y ).
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7.2 Operátory v křivočarých souřadnićıch

Při výpočtu dvojných a trojných integrál̊u velice často využ́ıvá-
me přechodu od kartézských k jiným (křivočarým) souřadnićım.
Najdeme nyńı tvary operátor̊u grad, div, rot v těchto nových
souřadnićıch.

Předpokládáme, že v E3 jsou dány dvě soustavy souřadnic
(viz definice 1.9) se souřadnicemi ri , qi , i = 1, 2, 3 , které jsou
svázány zobrazeńım Φ : E3 → E3 , ~r = Φ(~q ) s transformačńımi
rovnicemi:

r1 = r1(q1, q2, q3)
r2 = r2(q1, q2, q3)
r3 = r3(q1, q2, q3)

(7.1)

a inverzńım zobrazeńım Φ−1 : E3 → E3 , ~q = Φ−1(~r ) s rovni-
cemi:

q1 = q1(r1, r2, r3)
q2 = q2(r1, r2, r3)
q3 = q3(r1, r2, r3) .

(7.2)

Dále předpokládáme, že zobrazeńı Φ, Φ−1 jsou spojitě diferen-
covatelná a regulárńı (tzn. že det JΦ 6= 0 viz MA II).

Parabolické cylindric-
ké souřadnice jsou de-
finované rovnicemi

r1 = 1
2
(q2

1 − q2
2)

r2 = q1q2

r3 = q3 .

Definice 7.3 : (souřadnicová plocha, souřadnicová křivka)
Necht’ q1 = q01, je konstantńı a q2, q3 jsou libovolné (parame-
try), pak rovnice

~r = ~r (q01, q2, q3) (7.3)

je parametrickou reprezentaćı plochy v E3, která se nazývá
souřadnicová plocha. Pro pevné q2 = q02, q3 = q03 dosta-
neme zbývaj́ıćı souřadnicové plochy:

~r = ~r (q1, q02, q3) ~r = ~r (q1, q2, q03) (7.4)

Každé dvě souřadnicové plochy se prot́ınaj́ı v souřadnico-
vých křivkách (konstantńı jsou dva parametry).
Křivka ~r=~r (q1, q02, q03) se nazývá q1-křivka. Analogicky defi-
nujeme q2-křivku, q3-křivku. O souřadnićıch (q1, q2, q3) hovoř́ı-
me jako o křivočarých souřadnićıch.

U cylindrických sou-
řadnic dostaneme pro
pevné % plášt’ válce,
pro pevné ϕ rovinu
procházej́ıćı osou z a
pro pevné z rovinu
rovnoběžnou s rovinou
xy.

Př́ıklad 7.2 : (cylindrické souřadnice)

Necht’ (r1, r2, r3)=(x, y, z); (q1, q2, q3)=(%, ϕ, z), ϕ∈ [0, 2π],
% ∈ [0,∞], z ∈ R a Φ : x=% cosϕ , y=% sinϕ , z=z .

Φ−1 : %=
√
x2 + y2 , sinϕ= y√

x2+y2
, cosϕ= x√

x2+y2
, z=z .

Potom zobrazeńı Φ−1 se nazývá soustava cylindrických
souřadnic.
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Definice 7.4 : (křivočará báze)
Necht’ A = [q01, q02, q03] ∈ E3 a B = ~r (A) ∈ E3 . Označ́ıme

~̂ei =
( ∂~r
∂qi

)
(A), i = 1, 2, 3 .

Pak vektory ~̂e1,~̂e2,~̂e3 tvoř́ı křivočarou bázi (lokálńı báze,
která se měńı v závislosti na A). Uspořádaná dvojice

(B , {~̂e1,~̂e2,~̂e3}) tvoř́ı křivočarou souřadnicovou sou-
stavu.

V cylindrických sou-
řadnićıch je
~̂e1 = (cosϕ, sinϕ, 0),
~̂e2 =(−% sinϕ, % cosϕ, 0),
~̂e3 = (0, 0, 1) .

Dále plat́ı ‖~̂e1‖ = 1 ,

‖~̂e2‖ = % , ‖~̂e3‖ = 1

a (~̂ei,~̂ej) = 0 , i 6= j .
Jakobiova matice má
tvar

JΦ =

cosϕ −% sinϕ 0
sinϕ % cosϕ 0

0 0 1


a pro jej́ı determinant
plat́ı det JΦ = % .

Poznámka 7.2 : Jacobiova matice JΦ zobrazeńı Φ ze (7.1) má
tvar

JΦ =
∂~r

∂~q
=
∂(r1, r2, r3)

∂(q1, q2, q3)
=


∂r1
∂q1

∂r1
∂q2

∂r1
∂q3

∂r2
∂q1

∂r2
∂q2

∂r2
∂q3

∂r3
∂q1

∂r3
∂q2

∂r3
∂q3


Vektory ~̂ei = (∂r1∂qi

, ∂r2∂qi
, ∂r3∂qi

), i= 1, 2, 3 , tvoř́ı sloupce Jakobi-
ovy matice, jej́ıž determinant det JΦ 6= 0 (Φ je regulárńı).

Proto jsou vektory ~̂e1,~̂e2,~̂e3 lineárně nezávislé a tvoř́ı bázi.

JΦ je matice přechodu
od báze ~e1, ~e2, ~e3 k
bázi ~̂e1,~̂e2,~̂e3 .

Věta 7.2 : (operátory v křivočarých souřadnićıch)

Necht’ f je diferencovatelná funkce a ~v = v̂1
~̂e1 + v̂2

~̂e2 + v̂3
~̂e3 je

diferencovatelná vektorová funkce, f, vi : E3 → R, i = 1, 2, 3.
Označ́ıme hi = ‖~̂e i‖ , tzv. Laméovy koeficienty, a polož́ıme

h= h1h2h3 . Jestliže vektory ~̂e1,~̂e2,~̂e3 jsou ortogonálńı a pra-
votočivé, potom plat́ı

grad f(~r) =
1

h2
1

∂f(~q)

∂q1

~̂e1 +
1

h2
2

∂f(~q)

∂q2

~̂e2 +
1

h2
3

∂f(~q)

∂q3

~̂e3 (7.5)

div~v(~r) =
1

h

[
∂(v̂1 h)

∂q1
+
∂(v̂2 h)

∂q2
+
∂(v̂3 h)

∂q3

]
(7.6)

rot~v(~r) =
1

h

∣∣∣∣∣∣∣∣
~̂e1

~̂e2
~̂e3

∂
∂q1

∂
∂q2

∂
∂q3

h2
1v̂1 h2

2v̂2 h2
3v̂3

∣∣∣∣∣∣∣∣ (7.7)

Pro souřadnice vek-
toru
~v = v̂1

~̂e1 + v̂2
~̂e2 + v̂3

~̂e3

v ortogonálńı bázi a
souřadnice vektoru
~v = v1~e1 +v2~e2 +v3~e3

v ortonormálńı bázi
plat́ı
vi = hi vi , i = 1, 2, 3 .

Poznámka 7.3 : Jińı autoři uvažuj́ı ortonormálńı bázi, tedy

polož́ı ~ei =
~̂ei
‖~̂ei‖

, potom např. grad f =
3∑
i=1

1
hi

∂f
∂qi
~ei .
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Důkaz : (dokážeme pouze vztahy (7.5), (7.6)).

Chceme vyjádřit gradient funkce f v křivočarých souřadni-
ćıch, tzn. ve tvaru grad f(~q ) = f̂1

~̂e1+f̂2
~̂e2+f̂3

~̂e3 . Z definice
diferenciálu plyne

d~r =
∂~r

∂q1
dq1 +

∂~r

∂q2
dq2 +

∂~r

∂q3
dq3 = ~̂e1 dq1 + ~̂e2 dq2 + ~̂e3 dq3 .

(7.8)
Pro diferenciál funkce f tedy plat́ı

df(~q ) = grad f(~r (~q )) · d~r (~q )

= (f̂1
~̂e1 + f̂2

~̂e2 + f̂3
~̂e3) (~̂e1 dq1 + ~̂e2 dq2 + ~̂e3 dq3) .

Podle předpokladu jsou vektory ~̂e1,~̂e2,~̂e3 ortogonálńı, tedy

df(~q ) = h2
1f̂1 dq1 + h2

2f̂2 dq2 + h2
3f̂3 dq3 ,

zároveň však

df(~q ) =
∂f

∂q1
dq1 +

∂f

∂q2
dq2 +

∂f

∂q3
dq3 .

Z posledńıch dvou rovnost́ı vyplývá

f̂i =
1

h2
i

∂f

∂qi
, i = 1, 2, 3 .

T́ım je vztah (7.5) dokázán.

Pro jednoduchost uvažujeme vektor ~v = (v̂1 , 0, 0) = v̂1
~̂e1

a spoč́ıtáme jeho divergenci v křivočaré bázi ~̂e1,~̂e2,~̂e3. Podle
předpokladu je daná báze ortogonálńı a pravotočivá, proto

plat́ı
~̂e1
h1

=
~̂e2
h2
× ~̂e3
h3

a div~v = div (v̂1
~̂e1) = div

(
v̂1 h1

~̂e2
h2
× ~̂e3
h3

)
.

Použijeme cvičeńı 4.3b,c a dostaneme

div
(
v̂1 h1

~̂e2

h2
×
~̂e3

h3

)
= div

(
v̂1 h1h2h3

~̂e2

h2
2

×
~̂e3

h2
3

)
=

grad (v̂1 h1h2h3) ·
(~̂e2

h2
2

×
~̂e3

h2
3

)
+ v̂1 h1h2h3 div

(~̂e2

h2
2

×
~̂e3

h2
3

)
=

grad (v̂1 h1h2h3)·
(~̂e2

h2
2

×
~̂e3

h2
3

)
+v̂1 h1h2h3

(~̂e2

h2
2

·rot
~̂e3

h2
3

−
~̂e3

h2
3

·rot
~̂e2

h2
2

)
.
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Ve vztahu (7.5) polož́ıme f = qi , potom grad qi =
~̂ei
h2i
, pro

i = 1, 2, 3 a rot
~̂e3
h23

= rot grad q3 = 0 podle cvičeńı 4.3a .
Neboli

div~v = grad (v̂1 h1h2h3) ·
(~̂e2

h2
2

×
~̂e3

h2
3

)
.

Použijeme označeńı h = h1h2h3 a opět s využit́ım (7.5)
dostaneme

div~v=
(∂(v̂1 h)

∂q1

~̂e1

h2
1

+
∂(v̂1 h)

∂q2

~̂e2

h2
2

+
∂(v̂1 h)

∂q3

~̂e3

h2
3

)
·
~̂e1

h
=

1

h

∂(v̂1 h)

∂q1
.

Necht’ f(~r )=x+y+z,
pak grad f = (1, 1, 1) .
V cylindrických sou-
řadnićıch je
f = % cosϕ+% sinϕ+z
∂f
∂%

= cosϕ+ sinϕ,

∂f
∂ϕ

= −% sinϕ+% cosϕ

∂f
∂z

= 1,
h1 =1 , h2 =% , h3 =1 .
Pro gradient funkce f
v cylindrických sou-
řadnićıch tedy plat́ı
grad f(~r ) = (cosϕ +
sinϕ)~e1 + (−% sinϕ+
% cosϕ) 1

%
~e2 + ~e3 =

(∂f
∂%
, 1
%
∂f
∂ϕ
, ∂f
∂z

) .

Cvičeńı 7.1 : Určete vektory ~̂e1,~̂e2,~̂e3 ve sférických (př́ıklad
5.2) a cylindrických souřadnićıch (př́ıklad 7.2). Dokažte, že
~̂e1,~̂e2,~̂e3 jsou ortogonálńı a v ortonormálńı bázi ~e1, ~e2, ~e3

vyjádřete grad f, div~v .

[ sférické :
~̂e1 = (cosu cos v, sinu cos v, sin v), ~̂e2 = (−% sinu cos v, % cosu cos v, 0),
~̂e3 = (−% cosu sin v,−% sinu sin v, % cos v), h1 = 1, h2 = % cos v, h3 = % ,

grad f =
(
∂f
∂%
, 1
% cos v

∂f
∂u
, 1
%
∂f
∂v

)
, div~v = 1

%2 cos v
( ∂
∂%

(v1%
2 cos v) + ∂

∂u
(v2%) +

∂
∂v

(v3% cos v)) .

cylindrické : grad f = ∂f
∂%

(cosϕ, sinϕ, 0) + 1
%
∂f
∂ϕ

(−% sinϕ, % cosϕ, 0) +
∂f
∂z

(0, 0, 1) ; div~v = 1
%
( ∂
∂%

(%v1) + ∂
∂ϕ

(v2) + ∂
∂z

(%v3)) ]

Př́ıklad 7.3 : Necht’ ~w = (x, y, z) , potom div ~w = 3.
Ukážeme, že přechodem ke sférickým souřadnićım se di-
vergence nezměńı.

Uvažujeme ortonormálńı soustavu

~e1 = (cosu cos v, sinu cos v, sin v) , ~e2 = (− sinu, cosu, 0) ,
~e3 = (− cosu sin v,− sinu sin v, cos v), potom divergence

div ~w = 1
h1h2h3

[
∂(w1h2h3)

∂% + ∂(h1w2h3)
∂u + ∂(h1h2w3)

∂v

]
, kde vektor

~w = (% cosu cos v, % sinu cos v, % sin v) = %~e1 + 0~e2 + 0~e3

má v ortonormálńı bázi souřadnice (%, 0, 0). Tedy

div ~w = 1
%2 cos v

[
∂(%3 cos v)

∂% +0+0
]

= 3 .
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Poznámka 7.4 : (délka oblouku, diferenciál objemu a plo-
chy)
Ze vztahu (7.8) vyplývá pro diferenciál obloukové délky rov-
nost

ds2 = d~rd~r =
3∑
j=1

3∑
i=1

~̂ei~̂ejdqjdqi =
3∑

i,j=1

gijdqjdqi , (7.9)

kde gij = ~̂ei~̂ej se nazývaj́ı metrické koeficienty a posledńı
výraz v (7.9) se názývá fundametálńı kvadratická forma

nebo metrická forma. Pro ortogonálńı bázi (~̂ei~̂ej =0, i 6=j)

plat́ı : ds2 =
3∑
i=1

h2
i dq

2
i .

Pro diferenciály souřadnicových ploch (viz také vztah (5.2))
máme:

dS1 = ‖~̂e2 × ~̂e3‖ dq2dq3, pro q1 = q01 ,

dS2 = ‖~̂e1 × ~̂e3‖ dq1dq3, pro q2 = q02 ,

dS3 = ‖~̂e1 × ~̂e2‖ dq1dq2, pro q3 = q03 .

(7.10)

Podél q1 - křivky jsou proměnné q2, q3 konstantńı, proto plat́ı
d~r = ~̂e1dq1 a diferenciál obloukové délky ds1 podél q1-křivky
je ds1 = h1dq1, podobně ds2 = h2 dq2, ds3 = h3 dq3.
Pro diferenciál objemu v křivočarých souřadnićıch tedy plat́ı
dV = |(dq1

~̂e1)(dq2
~̂e2×dq3

~̂e3)| = |~̂e1(~̂e2×~̂e3)| dq1dq2dq3 . V or-
togonálńı soustavě dostaneme

dV = h1h2h3 dq1dq2dq3 , (7.11)

(smı́̌sený součin tř́ı vektor̊u, určuje objem tělesa určeného
těmito vektory).

Připomeňme, že
ds = ‖~r ′(t)‖ dt , tedy
ds2 = ‖~r ′(t)‖2 dt2 =
(~r ′(t) dt , ~r ′(t) dt) =
(d~r, d~r ) .
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8 Tenzory

8.1 Sdružené báze

Pozor změna značeńı ! Nyńı jsou indexy souřadnic vektor̊u
přemı́stěny nahoru, ~r = r1~e1 + r2~e2 + r3~e3 = (r1, r2, r3) zna-
mená vektor v základńı bázi ~e1 = (1, 0, 0), ~e2 = (0, 1, 0), ~e3 =
(0, 0, 1) .

Definice 8.1 : (Sdružená báze, kontravariantńı, kovariantńı
souřadnice)

Uvažujeme vektory ~̂ei = ∂~r
∂qi (A), i = 1, 2, 3 tvoř́ıćı křivočarou

bázi v bodě A a B = ~r(A) (definice 7.4).

Označ́ıme ~̂e 1 = ∇q1(B) gradient funkce q1, který je kolmý
k ploše S = {[r1, r2, r3] ∈ E3 : q1(r1, r2, r3) = q1(B)} a podob-

ně definujeme ~̂e 2 = ∇q2(B), ~̂e 3 = ∇q3(B). Potom plat́ı

~̂ei ~̂e
j = δji =

{ 1 i = j

0 i 6= j
(Kroneckerovo delta) (8.1)

Báze, pro které plat́ı vztah (8.1) nazýváme sdružené báze.
Vyjádř́ıme-li vektor ~v ∈ E3 ve tvarech

~v = v̂ 1 ~̂e1 + v̂ 2 ~̂e2 + v̂ 3 ~̂e3 ,

~v = v̂1
~̂e 1 + v̂2

~̂e 2 + v̂3
~̂e 3 ,

(8.2)

potom souřadnice v̂ 1, v̂ 2, v̂ 3 se nazývaj́ı kontravariantńı
souřadnice vektoru ~v a souřadnice v̂1, v̂ 2, v̂3 se nazývaj́ı ko-
variantńı souřadnice vektoru ~v.

Příklady

Základńı báze vektor̊u
~e1, ~e2, ~e3 je sdružená
sama k sobě.
Analogicky ř́ıkáme, že
vektory ~̂e1,~̂e2,~̂e3 tvoř́ı
kontravariantńı bázi a
vektory ~̂e 1,~̂e 2,~̂e 3 ko-
variantńı bázi.

Cvičeńı 8.1 : Dokažte, že plat́ı vztah (8.1). Z definic (7.4),

(8.1) máme ~̂ei = ∂~r
∂qi ,

~̂e i = ∇qi, i = 1, 2, 3. Pro diferenciál

vektoru ~r v souřadnićıch q1, q2, q3 plat́ı vztah (7.8), tedy

d~r = ∂~r
∂q1dq

1 + ∂~r
∂q2dq

2 + ∂~r
∂q3dq

3 =
3∑
i=1

~ei dq
i .

Vynásob́ıme (7.8) gradientem ∇q1 a dostaneme

dq1 = ∇q1 d~r = (∇q1 ∂~r
∂q1 ) dq

1+(∇q1 ∂~r
∂q2 ) dq

2+(∇q1 ∂~r
∂q3 ) dq

3 =

~̂e 1~̂e1 dq
1 + ~̂e 1~̂e2 dq

2 + ~̂e 1~̂e3 dq
3.

Odtud již plyne ~̂e j ~̂ei = δji .

Vztah (8.1) lze dokázat i pomoćı následuj́ıćıho maticového
př́ıstupu.
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Uvažujeme Jacobiovy matice JΦ−1, JΦ zobrazeńı Φ−1 : ~r → ~q,
a zobrazeńı Φ : ~q → ~r ze vztah̊u (7.1), (7.2). Pro křivočarou

bázi ~̂ei = ∂~r
∂qi (B) a k ńı sdruženou bázi ~̂e i = ∇qi(B), i = 1, 2, 3

plat́ı

JΦ−1 =


∂q1

∂r1
∂q1

∂r2
∂q1

∂r3

∂q2

∂r1
∂q2

∂r2
∂q2

∂r3

∂q3

∂r1
∂q3

∂r2
∂q3

∂r3

=


~̂e 1

~̂e 2

~̂e 3

, JΦ =


∂r1

∂q1
∂r1

∂q2
∂r1

∂q3

∂r2

∂q1
∂r2

∂q2
∂r2

∂q3

∂r3

∂q1
∂r3

∂q2
∂r3

∂q3

=
(
~̂e1

~̂e2
~̂e3

)
Z předpokladu regula-
rity zobrazeńı Φ (tedy
det JΦ 6=0) plyne regu-
larita inverzńıho zob-
razeńı Φ−1 a odtud li-
neárńı nezávislost vek-
tor̊u ~̂e 1, ~̂e 2, ~̂e 3 . Tyto
vektory tud́ıž tvoř́ı bá-
zi v prostoru E3 .

Připomeňme, že

dri =
3∑
j=1

∂ri

∂qj
dqj, tedy

dri

dri
=

3∑
j=1

∂ri

∂qj
∂qj

∂ri
= 1 .

Vynásobeńım Jacobiových matic JΦ−1, JΦ dostaneme jednotko-
vou matici JΦ−1 JΦ = I. Z definice součinu dvou matic již plyne
vztah (8.1).

Poznamenejme, že plat́ı

3∑
k=1

∂qi

∂rk
∂rk

∂qi = 1 i = 1, 2, 3

3∑
k=1

∂qi

∂rk
∂rk

∂qj = 0 i 6= j,
(8.3)

ale také obráceně

3∑
k=1

∂ri

∂qk
∂qk

∂ri = 1 i = 1, 2, 3

3∑
k=1

∂ri

∂qk
∂qk

∂rj = 0 i 6= j .
(8.4)

Vztahem (8.2) jsme vektoru ~v = (v1, v2, v3) přǐradili jeho kon-
travariantńı souřadnice ~v = (v̂ 1, v̂ 2, v̂ 3) a kovariantńı souřadnice
~v = (v̂1, v̂2, v̂3) . Nyńı najdeme vztahy mezi jednotlivými druhy
souřadnic. Vyjdeme z definice křivočaré báze

~̂ei =
∂~r

∂qi
=
(∂r1

∂qi
,
∂r2

∂qi
,
∂r3

∂qi

)
=
∂r1

∂qi
~e1 +

∂r2

∂qi
~e2 +

∂r3

∂qi
~e3 .

Neboli

~̂ei =
3∑
j=1

∂rj

∂qi
~ej =

∂rj

∂qi
~ej (8.5)

Ve vztahu (8.5) jsme použili tzv. Einsteinovu sumačńı konvenci.
Index j, přes který se sč́ıtá, je ve vztahu dvakrát a nazývá se

Albert Einstein (1879
- 1955) použ́ıval dife-
renciálńı geometrii ja-
ko matematický apa-
rát v teorii relativity.

němý, index i se nazývá volný.
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Pro kontravariantńı souřadnice v̂ 1, v̂ 2, v̂ 3 vektoru ~v a p̊uvodńı

souřadnice v1, v2, v3 plat́ı: ~v = v̂ i~̂ei =
(
v̂ i ∂r

j

∂qi

)
~ej = vjej, tedy

vj =
∂rj

∂qi
v̂ i . (8.6)

Nyńı využijeme vztah (8.3) a odvod́ıme obrácené rovnosti k rov-
nostem (8.5) a (8.6). Plat́ı

∂qi

∂r1
~̂ei = ∂qi

∂r1
∂~r
∂qi =

∂qi

∂r1

∂r1

∂qi︸ ︷︷ ︸
1

~e1 +
∂qi

∂r1

∂r2

∂qi︸ ︷︷ ︸
0

~e2 +
∂qi

∂r1

∂r3

∂qi︸ ︷︷ ︸
0

~e3 = ~e1 .

Odtud plyne

~ej =
∂qi

∂rj
~̂ei (8.7)

a pro souřadnice plat́ı

v̂ i =
∂qi

∂rj
vj . (8.8)

Odvod́ıme podobné vztahy pro kovariantńı souřadnice. Plat́ı Přechod od základńı-
ho ke kontravarian-
tńımu systému

v̂ i =
∂qi

∂rj
vj ,

~̂e i =
∂qi

∂rj
~ej .

Přechod od základńı-
ho ke kovariantńımu
systému

v̂i =
∂rj

∂qi
vj ,

~e j =
∂rj

∂qi
~̂e i .

~̂e i = ∇qi = ∂qi

∂r1~e1 + ∂qi

∂r2~e2 + ∂qi

∂r3~e3 = ∂qi

∂rj~ej a v̂i~̂e
i = v̂i

∂qi

∂rj~ej = vj~ej ,

tedy

~̂e i =
∂qi

∂rj
~ej a vj =

∂qi

∂rj
v̂i (8.9)

a pro souřadnice plat́ı

~ej =
∂rj

∂qi
~̂e i a v̂i =

∂rj

∂qi
vj (8.10)

Poznámka 8.1 : Pro sdruženou bázi ~e 1, ~e 2, ~e 3 k bázi ~e1, ~e2, ~e3

plat́ı ~e i = ~ei, i = 1, 2, 3 . Pro souřadnice vektoru ~v potom
plat́ı v̂ i = v̂i , i = 1, 2, 3 a vztah (8.10) má tvar

~e j =
∂rj

∂qi
~̂e i a v̂i =

∂rj

∂qi
vj (8.11)

Následuj́ıćı věta popisuje vztahy mezi kontravariantńımi a ko-
variantńımi souřadnicemi vektoru ~v.
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Věta 8.1 : (O transformaci sdružených báźı)

Necht’ G = (gij) je matice přechodu od báze ~̂e j (kovariantńı)

k bázi ~̂ei (kontravariantńı), tedy ~̂ei = gji ~̂e
j , i = 1, 2, 3 a

G−1 = (gij) je inverzńı matice k maticiG, tedy ~̂e j = gij ~̂ei , j =
1, 2, 3 , potom plat́ı

gij = gji = ~̂ei ~̂ej gij = gji = ~̂e i ~̂e j (8.12)

v̂j = gjiv̂
i sńıžeńı indexu

v̂ i = gij v̂j zvýšeńı indexu
(8.13)

Důkaz : Rovnost ~̂ei = gji ~̂e
j rozeṕı̌seme pro i = 1 a

vynásob́ıme vektorem ~̂ek . Dostaneme ~̂e1
~̂ek = g11

~̂e 1~̂ek +
g21
~̂e 2~̂ek + g31

~̂e 3~̂ek a využijeme vztah (8.1) pro sdružené

báze. Tedy ~̂e1
~̂ek = gk1 . Podobně ~̂e j = gij ~̂ei ⇒ ~̂e j~̂e i =

gij ~̂ei~̂e
i = gij .

Vztah (8.13) dokážeme z rovnosti ~̂ei = gji ~̂e
j a definic kon-

travariantńıch (~v = v̂ i~̂ei) a kovariantńıch souřadnic (~v =

v̂j~̂e
j) vektoru ~v . Potom ~v = v̂ i~̂ei = v̂ igji ~̂e

j = v̂j~̂e
j ⇒

v̂ igji = v̂j . Podobně v̂j~̂e
j = v̂jg

ji ~̂ei ⇒ v̂ i = gij v̂j .

Poznamenejme, že matice G se také nazývá fundamentálńı
matice.

Definice 8.2 : (skalárńı součin, velikost vektoru, úhel vek-
tor̊u)
Skalárńı součin vektor̊u ~u,~v definujeme předpisem

~u~v = û iv̂i . (8.14)

Velikost vektoru ~u definujeme předpisem

‖~u‖ =
√
û iûi . (8.15)

Úhel ϕ dvou vektor̊u ~u,~v definujeme předpisem

cosϕ =
û iv̂i
‖~u ‖ ‖~v ‖ ϕ ∈ [0, π] . (8.16)
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Poznámka 8.2 : Ze vztah̊u (8.8), (8.10) a (8.3) dostaneme
pro skalárńı součin

~u~v = û iv̂i =
∂qi

∂rj
uj
∂rj

∂qi
vj = ujvj .

Odtud vyplývá, že skalárńı součin, velikost vektoru i úhel
vektor̊u nezáviśı na souřadnicovém systému. Ř́ıkáme, že jsou
invariantńı v̊uči změně souřadnic.
Využijeme-li vztah (8.13) pro sńıžeńı a zvýšeńı indexu, pak

také plat́ı ~u~v = û iv̂i = gijûj v̂i = ~̂e i ~̂e jûj v̂i a û iv̂i =

û igij v̂
j = ~̂ei ~̂ejû

j v̂ i = gijû
j v̂ i .

Cvičeńı 8.2 : Dokažte, že plat́ı ~u~v = ûj v̂
j .

[ û iv̂i = gijûj v̂i = ûjg
ij v̂i = ûj v̂

j ]

8.2 Tenzory nultého řádu

Definice 8.3 : (tenzor nultého řádu)
Necht’ f je veličina (funkce) vyjádřená v proměnných r1, r2, r3

a f̂ jsou hodnoty této veličiny (funkce) po přechodu k pro-
měnným q1, q2, q3 (pomoćı transformace Φ (viz (7.1)). Jestliže

f = f̂ , (8.17)

pak se f nazývá tenzor 0-tého řádu nebo skalár.

Př́ıklad 8.1 :
1. Z poznámky (8.1) vyplývá, že skalárńı součin, velikost

vektoru a úhel dvou vektor̊u jsou tenzory 0-tého řádu.

2. Ze vztahu (7.9) plyne pro diferenciál oblouku ds rov-
nost ds2 = d~r ·d~r , což je opět skalárńı součin dvou vek-
tor̊u a diferenciál oblouku je tedy tenzor 0-tého řádu.

3. Pro délku d křivkyK plat́ı podle (2.1) d =
t1́

t0

‖~r′(τ)‖ dτ .

Zároveň plat́ı ‖~r′(τ)‖2 =
(
d~r
dτ ,

d~r
dτ

)
=
(
dr1

dτ ~e1 + dr2

dτ ~e2 +

dr3

dτ ~e3,
dr1

dτ ~e1 + dr2

dτ ~e2 + dr3

dτ ~e3

)
= ~ei~ej

dri

dτ
drj

dτ .

Z derivace složené funkce dostaneme
d~r
dτ = d~r

dq1
dq1

dτ + d~r
dq2

dq2

dτ + d~r
dq3

dq3

dτ = ~̂e1
dq1

dτ +~̂e2
dq2

dτ +~̂e3
dq3

dτ .Odtud

plyne ‖r′(τ)‖2 = ~̂ei~̂ej
dqi

dτ
dqj

dτ = gij
dqi

dτ
dqj

dτ a zřejmě norma
‖r′(τ)‖ i délka d křivky jsou tenzory 0-tého řádu.
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8.3 Tenzory prvńıho řádu

Necht’ nyńı kromě transformace ~r = Φ(~q ) ze (7.1) existuje trans-

formace souřadnic ~r = Φ̃(~̃q ), potom existuje také transformace
~̃q = ~̃q(~q ) = Φ̃−1(Φ(~q )) a z derivace funkce v́ıce proměných plyne

∂q̃k

∂ri
=
∂q̃k

∂q1

∂q1

∂ri
+
∂q̃k

∂q2

∂q2

∂ri
+
∂q̃k

∂q3

∂q3

∂ri
, i, k = 1, 2, 3 (8.18)

Vyjádř́ıme nyńı vztah mezi kovariantńımi souřadnicemi vektoru
~v v systémech q1, q2, q3 a q̃1, q̃2, q̃3. Necht’

~v = v̂1∇q1 + v̂2∇q2 + v̂3∇q3 = ṽ1∇q̃1 + ṽ2∇q̃2 + ṽ3∇q̃3 .

Tedy

v̂j

(∂qj
∂r1

,
∂qj

∂r2
,
∂qj

∂r3

)
= ṽj

(∂q̃j
∂r1

,
∂q̃j

∂r2
,
∂q̃j

∂r3

)
neboli

v̂j
∂qj

∂ri
= ṽj

∂q̃j

∂ri
i = 1, 2, 3 .

Do posledńı rovnosti dosad́ıme vztah (8.18), pro k=j dostaneme

v̂1
∂q1

∂ri
+v̂2

∂q2

∂ri
+v̂3

∂q3

∂ri
= ṽj

(∂q̃j
∂q1

∂q1

∂ri
+
∂q̃j

∂q2

∂q2

∂ri
+
∂q̃j

∂q3

∂q3

∂ri

)
i=1, 2, 3.

Porovnáńım koeficient̊u u parciálńıch derivaćı ∂q1

∂ri ,
∂q2

∂ri ,
∂q3

∂ri obdrž́ı-

me rovnosti v̂1 = ṽj
∂q̃j

∂q1 , v̂2 = ṽj
∂q̃j

∂q2 , v̂3 = ṽj
∂q̃j

∂q3 . Odtud plyne

v̂i =
∂q̃j

∂qi
ṽj i = 1, 2, 3 . (8.19)

Poznamenejme, že pro ~r = ~̃q dostaneme ∇q̃j = ∇rj = ~e j,
ṽj = vj a

v̂i =
∂rj

∂qi
vj i = 1, 2, 3

což souhlaśı se vztahem (8.11).

Cvičeńı 8.3 : Dokažte analogický vztah ke vztahu (8.19)
pro kontravariantńı souřadnice vektoru ~v, tedy

v̂ i = ṽj
∂qi

∂q̃j
i = 1, 2, 3 .
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Ze vztah̊u (8.11), (8.19) vyplývá, že při přechodu mezi souřad-
nicovými systémy muśı souřadnice vektoru splňovat předem dané
vztahy, což vede k následuj́ıćı definici.

Definice 8.4 : (tenzor 1. řádu, vektor)
Necht’ hodnoty T 1, T 2, T 3 (reálná č́ısla) vyjádřené v pro-
měnných r1, r2, r3 nabývaj́ı v proměnných q1, q2, q3 hodnot
T̂ 1, T̂ 2, T̂ 3. Jestliže plat́ı

T̂ i =
∂qi

∂rj
T j , (8.20)

pak se hodnoty T 1, T 2, T 3 nazývaj́ı souřadnice kontrava-
riantńıho tenzoru prvńıho řádu (nebo kontravariantńıho
vektoru).
Necht’ hodnoty T1, T2, T3 (reálná č́ısla) vyjádřené v pro-
měnných r1, r2, r3 nabývaj́ı v proměnných q1, q2, q3 hodnot
T̂1, T̂2, T̂3. Jestliže plat́ı

T̂i =
∂rj

∂qi
Tj , (8.21)

pak se hodnoty T1, T2, T3 nazývaj́ı souřadnice kovariantńıho
tenzoru prvńıho řádu (nebo kovariantńıho vektoru).

Poznamenejme, že tenzor neńı pouze množina souřadnic v daném
souřadnicovém systému, ale všechny možné množiny souřadnic
po libovolné (regulárńı) transformaci souřadnic. Souřadnice T1, T2, T3

pouze reprezentuj́ı tenzor.

Př́ıklad 8.2 :

1. (tečný vektor - kontravariantńı tenzor 1. řádu)

Máme křivku K = {~r (t) : t ∈ [α, β]} v souřadnicové
soustavě (r1, r2, r3) a po transformaci Φ−1 zkoumáme
křivku K̂ = {~q (t) : t ∈ [α, β]} (~q (t) = Φ−1(~r (t)) )
v souřadnicové soustavě (q1, q2, q3) . Pro složky τ i, τ̂ i ,

i = 1, 2, 3 tečných vektor̊u ke křivce K plat́ı

τ i =
dri

dt
, τ̂ i =

dqi

dt
, i = 1, 2, 3 .

Z pravidel pro derivaci funkce v́ıce proměnných plyne

dqi

dt
=
dqi

dr1

dr1

dt
+
dqi

dr2

dr2

dt
+
dqi

dr3

dr3

dt
=
dqi

drj
drj

dt
.
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Odtud

τ̂ i =
∂qi

∂rj
τ j .

Z posledńı rovnosti vyplývá, že tečný vektor ke křivce
se transformuje podle vztahu (8.20) a je tedy kontrava-
riantńım tenzorem 1. řádu.

2. (gradient - kovariantńı tenzor 1. řádu)

Necht’ f = f(~r ) je diferencovatelná funkce a zobra-
zeńı Φ : ~q → ~r je transformace dána vztahem (7.1).
Polož́ıme f̂ (~q ) = f(Φ(~q )) , potom plat́ı

grad f =
(
∂f
∂r1 ,

∂f
∂r2 ,

∂f
∂r3

)
, grad f̂ =

(
∂f̂
∂q1 ,

∂f̂
∂q2 ,

∂f̂
∂q3

)
a

∂f̂

∂qi
=
∂f

∂rj
∂rj

∂qi
.

Odtud vyplývá, že složky grad f splňuj́ı vztah (8.21),
tedy gradient funkce f je kovariantńı tenzor prvńıho
řádu.

Cvičeńı 8.4 : Rozhodněte, zda zrychleńı d2~r
dt2 je tenzor

(nyńı je č́ıslo 2 exponent).

[ Plat́ı d2qi

dt2
= d

dt
dqi

dt
= d

dt

(
∂qi

∂rj
drj

dt

)
= d

dt

(
∂qi

∂rj

)
drj

dt
+ ∂qi

∂rj
d2rj

dt2
=

∂2qi

∂rk∂rj
drk

dt
drj

dt
+ ∂qi

∂rj
d2rj

dt2
. Odtud vyplývá, že zrychleńı neńı tenzor. ]
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8.4 Tenzory druhého řádu

Definice 8.5 : (tenzory 2. řádu)
Necht’ devět hodnot T kl , k, l = 1, 2, 3 (reálná č́ısla) vyjádře-
ných v proměnných r1, r2, r3 nabývá v proměnných q1, q2, q3

hodnot T̂ ij , i, j = 1, 2, 3 . Jestliže plat́ı

T̂ ij =
∂qi

∂rk
∂qj

∂rl
T kl , (8.22)

pak se hodnoty T kl nazývaj́ı souřadnice kontravariantńıho
tenzoru druhého řádu.
Necht’ devět hodnot Tkl , k, l = 1, 2, 3 (reálná č́ısla) vyjádře-
ných v proměnných r1, r2, r3 nabývá v proměnných q1, q2, q3

hodnot T̂ij , i, j = 1, 2, 3 . Jestliže plat́ı

T̂ij =
∂rk

∂qi
∂rl

∂qj
Tkl , (8.23)

pak se hodnoty Tkl nazývaj́ı souřadnice kovariantńıho ten-
zoru druhého řádu.
Necht’ devět hodnot T kl , k, l = 1, 2, 3 (reálná č́ısla) vyjádře-
ných v proměnných r1, r2, r3 nabývá v proměnných q1, q2, q3

hodnot T̂ i
j , i, j = 1, 2, 3 . Jestliže plat́ı

T̂ i
j =

∂qi

∂rk
∂rl

∂qj
T kl , (8.24)

pak se hodnoty T kl nazývaj́ı souřadnice smı́̌seného tenzoru
druhého řádu.

Př́ıklad 8.3 : (metrický tenzor)

Ve větě (8.1) jsme zavedli fundamentálńı matici G = (gij)

jako matici přechodu od báze ~̂e j k bázi ~̂ei . Ze vztah̊u (8.12)
a (8.5) vyplývá

gij = ~̂ei~̂ej = ∂rk

∂qi~ek
∂rl

∂qj~el = ∂rk

∂qi
∂rl

∂qj ~ek~el.

Označ́ıme-li T̂ij = gij = ∂rk

∂qi
∂rl

∂qjTkl , vid́ıme, že matice G
určuje (symetrický, tj. gij = gji) kovariantńı tenzor 2. řádu,
který se nazývá metrický tenzor.

Př́ıklad 8.4 : (Kroneckerovo delta - smı́̌sený tenzor)

Uprav́ıme ∂qi

∂rk
∂rl

∂qj δ
k
l = ∂qi

∂rk
∂rk

∂qj = ~̂e i~̂ej = δij , tedy
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(δ̂ ij) = δij = ∂qi

∂rk
∂rl

∂qj δ
k
l .

Odtud vyplývá, že Kroneckerovo delta δij je smı́̌sený tenzor
2. řádu.

Cvičeńı 8.5 :

a) Dokažte, že inverzńı matice G−1 = (gij) je kontravari-
antńı tenzor 2. řádu. [ gij = ~̂e i~̂e j = ∇qi∇qj = ∂qi

∂rk
~ek

∂qj

∂rl
~el =

∂qi

∂rk
∂qj

∂rl
~e k~e l . ]
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8.5 Tenzory vyšš́ıch řád̊u

Definice 8.6 : (tenzory vyšš́ıch řád̊u)
Necht’ hodnoty T k1k2...kml1l2...ln

(tj. 3m+n reálných č́ısel) vyjádřené

v r1, r2, r3 nabývaj́ı v proměnných q1, q2, q3 hodnot T̂ i1i2...im
j1j2...jn

.
Jestliže plat́ı

T̂ i1i2...im
j1j2...jn

=
∂qi1

∂rk1
. . .

∂qim

∂rkm
∂rl1

∂qj1
. . .

∂rln

∂qjn
T k1k2...kml1l2...ln

, (8.25)

pak se hodnoty T k1k2...kml1l2...ln
nazývaj́ı souřadnice tenzoru řádu

m + n, m krát kontravariantńıho a n krát kovariantńıho.
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8.6 Tenzorová algebra

Definice 8.7 : (základńı operace s tenzory)

i) Součet a rozd́ıl tenzor̊u

Jestliže tenzory S, T jsou oba m krát kontravariantńı a n
krát kovariantńı, pak jejich součet je dán vztahem

S + T = Si1i2...imj1j2...jn
+ T i1i2...imj1j2...jn

Podobně definujeme rozd́ıl tenzor̊u.

ii) Součin tenzor̊u

Jestliže S je tenzor m krát kontravariantńı a n krát ko-
variantńı a T je tenzor p krát kontravariantńı a s krát
kovariantńı, pak jejich součin P = S · T je m + p krát
kontravariantńı a n+s krát kovariantńı tenzor daný vzta-
hem

P = Si1i2...imj1j2...jn
· T k1k2...kpl1l2...ls

iii) Kontrakce tenzoru (úžeńı tenzoru)

Jestliže jeden kontravariantńı a jeden kovariantńı in-
dex tenzoru T (= T ijklm) řádu n zvoĺıme shodné (např.
j = k, tj. T ijjlm) a vypočteme součet přes shodný index

(
∑3

j=1 T
ij
jlm = T ilm), potom takto źıskaný tenzor (T ilm) se

nazývá kontrakce tenzoru T a je řádu n− 2 .

iv) Vnitřńı součin

Nejdř́ıve vytvoř́ıme vněǰśı součin tenzor̊u T a S (TS =
T ijkS

lm
n ), potom kontrakćı tohoto součinu přes jeden kon-

travariantńı (kovariantńı) index u prvńıho tenzoru (T ) a
jeden kovariantńı (kontravariantńı) index u druhého ten-
zoru źıskáme vnitřńı součin tenzor̊u T a S. (T ijkS

lm
n =

T ijS
m
n )

Cvičeńı 8.6 : Dokažte, že kontrakce tenzoru je tenzor.

[ Např. dokážeme, že T iji = Tj je tenzor. Plat́ı T̂ i
jk = ∂qi

∂rl
∂rm

∂qj
∂rn

∂qk
T lmn .

Pro i = k je ∂qi

∂rl
∂rn

∂qi
= δnl , potom Tj = T iji = ∂rm

∂qj
δnl T

l
mn = ∂rm

∂qj
Tm . ]
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