a) Urcete parcidlni derivace prvniho fddu funkce z = z(z,y) dané rovnici 2% —3zy —8 =0 v
bodée A =0, 3].
b) Ke grafu funkce f najdéte tecnou rovinu, kterd je rovnobézna s rovinou o. f(z,y) = 2 +
v —x, 0:3v+2y—2=0.
Blz-=2)+2(y—-1)— (2 —3) =0
¢) K nulové hladiné funkce f najdéte tecnou rovinu, kterd je rovnobézna s rovinou g.
flr,y,2) =2+ 29> +322—21, p:x+4y+62=0.
(z—=1)4+4y—2)+6(z—2)=0, (z+1)+4y+2)+6(2+2)=0]

Najdéte lokalni extrémy funkce f

a) f(J;?y) :$4+y4 —x° _me_yZ [[171]a[_1a_1] min: [070] SGle]

b) f(z,y) =2*+ay+y*>—4lnz —10Iny [[1, 2] min]

¢) flz,y,2) =a*+ 9>+ 22+ 2x+ 4y — 62 [[—1,—2, 3] min]

d) flz,y,2) =2y + 2(a —x — 2y — 32) [[¢, &, 2] sedlo]

) Jlr) = (e’ + ) [[0,41],[£1,0] sedla, [, L],

[ \/*a _\/%7@] mina [_\/12*67 \/12*6] ) [\/12*67 _\/12*6] max}

a) [ yerdrdy [%64 + ge}
y2<e<y+2

b) [ iz o dy 0]
22<y<v16—x2

o) [ leyldvdy 2]
1<a?<y2<4

d) [[ z5551 dvdy, kde S je trojihelnik s vrcholy [1,2], [5, 2], [4, 4]
’ [£(1441n3 — 2241n2)]
) [ |z| dzdy, kde S je ddna nerovnostmi 2? <y, 4a® + y* < 12
s
5
fff (””y 2y drdydz, kdeV je dana nerovnostmi, /22 + 32 <2<2,0<z, 0<y
[—@ + 16 L ¢ In 5}

)fff:vQyz?’chydz, kde V je ddna nerovnostmi 0 <z <1, 0 <y <z,0< 2z < ay [3%}

fff T drdydz, kdeV je déna nerovnostmi z+y<3, 0<y, 0<2z,0<2<4 [9In2]

fff gz dvdydz, kde V je ddna nerovnostmi > +9y*<42<16 0]

fffxyzdxdydz, kde V je ddna nerovnostmi 4z? + 92 +22<1,2>0,y>0, 2<0
v

[~ 25 18]



Priklad 1 : Vypoél’tejte délku krivky 7(t) = (¢, arcsint,  In 1—+t) t € |0, 2] a najdéte tecnu v bodé
B[{? Z? 1 1 2 \/7}

+v2
Resent: Pro délku d kiivky plati

1 1 4 21—t +1 11
d= 1 — dt= | =~~~ dt=—-+-In3.
/ + + E / 21— 1) 2—|—4 nJd

Teéna mé tvar: (1) = [%, 5,1 1n 2+\f} (1Lv2,-1)7, T €R.
1. Popiste parametricky usecku spojujici body A[l,5,2] a BJ[3,2,6].

2. Rozhodnéte, zda obrazem vektorové funkce 7 (t) = (1,¢2,¢%), t €[—2,2] je reguldrni jednoduchd
ktivka.

3. Popiste rozdil mezi kiivkami 7 (¢)=(cost, sint, 0) a 75 (t)=(sint, cost, 0) pro t€|0,2n].

4. Najdéte parametrické vyjadieni kiivky dané rovnicemi 2?4 2y?> —1 =0, 2 — 1 = 0, popiste jeji
vlastnosti a nakreslete ji.

5. Spocitejte délku jednoho zavitu sroubovice dané vektorovou funkei 7 (¢)=(cost, sint, 2t). Pro
t=m/2 urcete tecnu k této sSroubovici.

Krivkové integraly
Krivkové integraly 1. druhu

Priklad 2: Vypocitejte kiivkovy integral

/ ds
r+y’
kde K je tusecka AB a A[0,2], B[3,0]. K

Resend: Parametrické vyjadieni tisecky AB je: [x,y] = A+ t(B — A), po soufadnicich 2 = 0+ 3t, y =
2 -2t t € [0,1]. Tudiz

32
/ VEFCEDE B i+ 2)) = VB
m+y 2

3t+2—2t

Priklad 3: Vypocitejte kiivkovy integral

[ @ as.
K

kde f(7) = z, K je kuzelova Sroubovice (tcost,tsint, t), t € [0,1].

5(V3% = V29)]



4. f(7)=- a K je tsecka spojujici body A[0, —2,0], B[4,0,0].

=i

[Parametrické vyjadieni usecky AB je: . =0+4t, y = —2+2t, z=0+0t, t € [0, 1]. Tudiz

1
S 1
%:{—w dt =2 [In|1+]; =5 2]

Ze—

5. f(F)=x+y a K je obvod trojuhelnika s vrcholy A[0,1,0], B[2,1,0], C[0,3,0].
8+ 6v/2]

6. f(7F)=2> a K je graf funkce y = Inz na intervalu [1,2].

7. f(F)=+/2?+y?> a K je ddna rovnic{ z* + y* = 2z .

Krivkové integraly 2. druhu

Priklad 8: Vypocitejte kiivkovy integral

/y2 dr — 2% dy
2?4y

K+

kde KT je orientovand polovina kruznice lezici v poloroviné dané nerovnosti z > 0, se stifedem v
pocéatku, s pocatecnim bodem A0, —p|] a koncovym bodem B[0, ], 0 > 0. Parametrizaci x(t) =

T T

ocost, y(t) = gsint, t € [~F, 7] dostaneme

s
2

/ 03 cos®t + o®sin® ¢
02 cos?t + o?sin® t

4
[(1 —sin®t)cost + (1 — cos®t)sint] dt = E‘Q :

t=o0

-7

2

|
|
i \»w\ﬂ

9. Vypocitejte praci, kterd se vykond v silovém poli ) = (2zy, 2?), poptipadé 0y = (zy,y — )
pii premisténi hmotného bodu z mista A[0,0] do mista B[1,1] po kiivce KT dané vztahy: a)
y =z, by = 2% ¢) r = y* d) lomend ¢dra ACB s bodem C[1,0], e) krats{ oblouk kruznice
2+ (y—1)2=1.

Vypocitejte

10. [ (y* — 2*) dx + 2yz dy — 2* dz,

K+

kde KT je kiivka dand rovnicemi z =t, y =t* 2z =3 t € [0,1].
11. [ (2% = 2zy) dx + (y* — 2zy) dy,

K+

kde KT je kiivka dand grafem funkce y = 22, z € [-1,1].

3



12. [(y*+2)de+zydy+ (x +y +yz)dz,
K+

kde KT je kiivka dand rovnicemi x = 3cost, y = 3sint, z =t, t € [0,7].

13. [(2—y)dz+ zdy,
K+

kde KT je kiivka dand rovnicemi x =t —sint, y = 1 — cost, z =0, t € [0, 27] .

Plosné integraly 1.druhu

Priklad 14 : Vypocitejte plosny integral 1. druhu
//\/9624—@/2 ds,
S

kde S je povrch koule s polomérem p a stiedem v pocatku souradného systému.
Reseni: Prechodem ke sférickym soufadnicim x = pcosucosv, y = gsinucosv, z = psinv, u €

0,27), v e (=%, %), dS = ¢*cosvdudv dostaneme

27T2

//\/1‘2+y ds = //\/g cos? u cos? v + o2 sin® u cos? v p? cos v dvdu = w2 °.

Jus
2

Priklad 15: Vypocitejte integral
//[x2y2 +222” +y*2%] dS,
S
kde S je ¢ast kuzelové plochy 22 = 22 + 92, z > 0 ohrani¢end vélcovou plochou 22 + 3% = 4z .

Resend: Prumétem plochy S do roviny zy je kruh Sey ((x —2)? +y? = 4). Pro diferenciél plochy dS

plati dS = \/T+ 22+ 22 dS,, = /25740 dS,, = V2dS,, . Tedy

//x2y2+a:2z2+y222d5 \/_//xy + (22 + y*)?] S,y -
S

Piechodem k poldrnim soufadnicim 2 = pcost, y = psint dostaneme ¢ € [-7, 5], 0 < o < 4cost a

% 4cost

\/_//xy + (z —i—y)]dSwy:\/ﬁ/ /(Q4cos2tsin2t+g4)gdgdt:
-1 0

Sy



46 87w 348 71+/2

1 =
\/_ /cos t(cos’tsin®t + 1) dodt = 6 556 3

w\:i

Priklad 16 : Vypocitejte integral
dS
=1 7=
S ez

kde S je plast valce s polomérem p, s podstavou v roviné xy a vyskou k, 0 < k < p.

Reseni: Prechodem k cylindrickym soufadnicim 7 : x = gcosu, y = gsinu, z = v, u € [0,27], v €
[0, k] dostaneme

7 _/ H'ru X 7| dudv

Y
Q_UQ 0/0/ /02 — 2

k 27

= 2mparcsin % .

dudv = 27rg[arcsin 1_;]15

Priklad 17: Vypocitejte integral

I:/ Var+y?dS,
s

kde S je povrch koule se sttedem v pocatku a polomérem p > 0.
Resent: Prechodem k sférickym soui"adnicim X = 0Ccosucosv, y = psinucosv, z = gsinv, u €

[0,27], v € [-%, 5] dostaneme dS = g®cosv a

2 2 27

\/Qcosucosv) + (osinucosv)? ¢ cos v dudv = Q3//cos v dudv=m20.

-0 _

N
\NH

30

Plosné integraly 2.druhu

Priklad 18: Vypocitejte integral

// 23 dydz + y* dxdz + 3z dady
S+

kde S je vngjsi strana ¢dsti rotacniho paraboloidu z = 1 — 2% — 32, kterd je omezend rovinou z = 0.

Resend: Ulohu lze rozlozit na vypocet tif integralu ptres pruméty plochy S do odpovidajicich rovin
Yz, xz a xy.



Pii prumétu do roviny yz plati © = /(1 — y? — 2)3, pokud vnéjsi normdlovy vektor 7 ma prvni
soutadnici ny > 0, a zdroven x = —/(1 — y% — 2)3, pokud ny; < 0. Tedy

1 1—y2

I, = ffx3dydz—2ff\/1—y —2) dydz—Zf f (1—19%—2) dzdy

Syz

1 1
- _4 2 NIy oove 5o | y=sint
B 5f1[(1 v =2l dy—5_f1(1 y)rdy = [dyzcost}

%w\ﬁ

g
= %fcos‘:’tcostdt:i

[ (M +cos2t)dt = 5(m+2m) = 7.

[ME]

Pii prumétu do roviny xz dostaneme stejnou tlohu jako v predchozim kroku (staci zaménit
proménné x a y, neboli [, = 7.

Pfi prumétu do roviny zy budeme integrovat pres prumét S,,, kterym je kruh dany nerovnosti
2?2 +y? <1 a prechodem k poldrnim dostaneme

B e xr = pcost, o€ |0,1]
I. = ff3zdmdy—3é£{1 @* —y* dedy = [yzgsint, t €0, 2n]
o 1 12 ] 0
= 3 1— o) ododt=|" =37 [udu=3
bfof( 0%) 0 do [du:_QQdQ J ;

Zadany integral md tedy hodnotu [ = T + T + 3% = 27

Priklad 19: Vypocitejte tok vektorového pole o = (4x, —2y?, 2?) povrchem vélce daného rovnicemi

> +y?=4,2=0,2=3.
T://ffﬁdS,
S+

Resent: Pro tok T plati
kde 77 je vnéjsi normélovy vektor k povrchu vélce. Ulohu lze rozlozit na vypocet tii integralu pres
podstavy a plast vélce.

Vnéjsi normdlovy vektor k podstavé v roviné z = 0 je 77 = (0,0, —1) a pro prvni integral plati

Ilz//(él —2y%,2%) (0, ) dS = // —2* drxdy = 0.

S+ Sxy

Vnéjsi normalovy vektor k podstavé v roviné z = 3 je 77 = (0,0, 1) a pro druhy integrél plati

b= [[ a2, 2) 0.0.1) a5 = [[ 2 dody = 32 = 367

S+ Szy
Vnéjsi normalovy vektor k plasti valce ziskame po parametrizaci 7: v = 2cosu, y = 2sinu, z = v, u €
[0,27], v € |0, 3], potom tecné vektory maji tvar 7, = (—2sinu, 2coswu, 0), 7, = (0, 0, 1) a normélovy
vektor 77 = (coswu, sinu, 0). Pro teti integréal tedy plati

21 3
I; = //(4957 —2y*, 2%) (cos u, sinu, 0) dS ://[8 cos*u — 8sin*u] 2 dvdu = 487 .
S+ 00



Zadany integral ma tedy hodnotu I = 0 + 367 + 487 = 84w .
Priklad 20: Vypocitejte integrdl I = [[ U7 dS, jestlize ¥ = (x,y,z) a plocha S je parametrizovdna

S+
funkef #(u, v) = (ucosv,usinv, cv), [u,v] € [a,b] x [0,27], 0 <a < b, ¢> 0.
Resend: Pro vypocet vyuzijeme rovnost [[ o7 dS = [[0(F, x 7,) dudv. Plati 7, = (cosv,sinv,0),
s+ 9

Ty=(—usinv,ucosv,c) a 7, X 7, =(csinv, —ccosv,u). Tedy

b 27 b 2w

://(ucosv,usinv,cv) (csinwv, —ccos v, u) dudv://cvu dudv=(b*> — a*)cr
a 0 a 0

Greenova véta

Priklad 21 : Uzitim Greenovy véty vypoctéte krivkovy integral

[ i@y,
kde IC* je kladné orientovand elipsa gz + 4 = 1.
Resend: V Greenové véteé ff(— %fl 8f2) dedy = ¢ fidz+ fo dy polozime fi =z +vy, fo = —x+y,

o0+
pak 8fl—l a %—1 Tedy

/(m+y) dr — (z —y) dy://(—l—l) dzdy .

K

Prevedeme dvojny integral pres {2 do zobecnénych polarnich soutadnic

xr = 27rcosp,
y=3rsing, r>0, 0<p<27.

Pro Jakobidn této transformace dostaneme

oz oz .
o oo 2cosp —2rsingp
Je=| g % —( . ); det Je|=|6r|=67r
f (—gf —3}2) 3sinp  3rcosy | el =167]

1 27
/(x—i—y) dx—(x—y)dy://—dedy://—Q-Grdrdgoz—247?.
K Q 0

0

Tudiz



