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1 Defini¢ni obor a hladiny funkci vice proménnyc

Teorie

1.1 Defini¢ni obor

Priklad 1: Naleznéte a graficky zndzornéte definiéni obor funkce f = f(x,y),

e a) f(z,y) = Va*y?, d) f(z,y) =1In (22 + 8 — 2% — 3?),
b) flz,y) = Vay -1, e) flz,y) =v2y—2”—y?/(y —1),
c) f(z,y) =In(4 — 2% —y?), f) f(x,y) = arcsin { .

Reseni: ,

2k

a) Vyraz pod odmocninou musi byt
nezaporny. Resime tedy nerov-
nici z3y® > 0. To plati, jestlize
x,y > 0 nebo z,y < 0.

b) Musi platit zy — 1 > 0. To na-
stane, jestlize y > % prox > 0
ay< % pro xz < 0.

c¢) Musi platit 4 — 22 — 3? > 0, coZ
splnuji body lezici uvnitt kruz-
nice o poloméru 2 se stredem
v pocatku.




d)

Musi platit 2z +8 — 22 —y? > 0,
coz po doplnéni na c¢tverec vede
k nerovnosti 9 > (z — 1)? + ¢,
kterou splnuji body lezici uvnitt
kruznice o poloméru 3 se stre-
dem v bodé [1,0].

Musi platit 2y — 22 — y?> > 0
a zaroven y # 1.

Po doplnéni na c¢tverec dosta-
neme 1> 22 + (y — 1)?, coz spl-
nuji body lezici uvniti kruznice
o poloméru 1 se stfedem v bodé
[0, 1], pro které je y # 1.

Argument funkce arcsinz lezi
v intervalu [—1,1], tedy plati
-1 < 5 < 1. Hranice definic-
niho oboru dané funkce je tvo-
fena primkami y = x ay = —x.
Body [0, 1], [0, —1] lezi v definic¢-
nim oboru, pocatek tam nepatii.




1.2 Hladina funkce

Priklad 2:

Naleznéte a graficky znazornéte hladiny funkce f = f(z,y), jestlize

a) f(v,y) =z —y+2,
)
b) f(x7y) — ﬁa
c) f(v,y) = 2> +y* + 4o -2y +9,
Resent:

a) Grafy funkci spliujici rovnici
r—y+2=C tedyy=ao+2-C
jsou rovnobézné primky se smér-
nici 1.

b) Grafy funkei spliujici rovnici
;f% =C, tedy y = %(:1: —12) —1

Jjsou prlmky S€ Smernicl C-

c¢) Rovnici 22+y? +4x—2y+9 = C
upravime doplnénim na ¢tverec
na tvar (x+2)%*+(y—1)* = C—4.
Hladiny jsou tedy tvoreny kruz-
nicemi o poloméru v/C' — 4 (po-
kud C' > 4) se stredem v bodé
[—2,1].

d) f(z,y) =22+ 2,

e) f(z,y) = |z] + 2y,
f) f(l’,y)zflf2—y2—|—2.




d)

Rovnici :132—1—%2 =(C vydélime C' a
, 2 2
upravime na tvar f_? + J\/%z =1.
Odtud vyplyva, ze hladiny jsou
tvoreny elipsami s hlavni polo-
osou a = VO (pokud C' > 0)
a vedlejsi poloosou b = 2v/C se

stfedem v bodeé [0, 0].

Z rovnice |z|+2|y|=C plyne, ze
C > 0aly| = —2|z|+C. Hladiny
funkce jsou tvoreny useckami le-
zicimi na primkach y = :I:%x—I—C :

Z rovnice x°—y*4+2=C plyne, Ze
hladiny funkce jsou tvoreny hy-
perbolami se stfedem v pocatku
a asymptotami y = +x.




2 Limity a spojitost funkci vice proménnych Teorie

2.1 Limity
Priklad 3: Vypocététe dvojnisobné limity }JIE)I(I) gljlg(l) f(x,y), gljlg(l) }312’(1) (z,9),

limitu po primkdch y = kz, tj. lim f(x,y) a dvojnou limitu lim f(z, y) pro funkce:

W Sy =2w Q) fo,y) =250,
b) fla.y) = s &) flay) = 2
c) f(xay):\/;lwza f) f(x,y):xsiniersin%.

a) Poznamenejme, zZe zapis © — 0 znamend, ze x se blizi k 0, ale x # 0, podobné
to plati pro y. Pro dvojnasobné limity tedy dostaneme

lim<lim H’) =lim=~2=—-1 a lim<lim x—y> =limZ% =1.
y—0\z—0 1Y y—0 Y z—0\y—0 T1Y z—0 7T

; _ NS . a—kx _ 1-k
Substituce y = kx vede k limité: 1951%1 ﬁ = ik

y=kx
ruznych primkach dojdeme k riznym limitnim hodnotam, jiz nema smysl

pocitat dvojnou limit. Ta jisté neexistuje.

. Vzhledem k tomu, zZe po

3 3

b) f(2,y) = Gy, lm(lim ofty) = lm G = 0 a  lim(lim 72 ) =

y—0\x—0 (z y—0 y? z—0\y—0 (x54y2)
lim 4 = 0.
z—0 T
. L T . 2kr - 22k v
Substituce y = kx vede k limité: lwlirol (b = SICILI(I) e = 0. I kdyz po

y=kz
riznych primkéach dojdeme ke stejné limité, o dvojné limité nic nevime. Staci

uvazovat substituci y = 23, potom lgﬂig)l = % # 0 a dvojna limita tedy

_xr
20426
y=x3

neexistuje.

. . 2 . O . . x2y . O
c) lim (hm W) =lim—=-=0 a lim(lim = lim = = 0.
) y—0\z—0 1/ 22+12 y—0 [yl x—=0\y—0 /2242 7—0 17|

Substituce y = kx vede k limité: lim % = }:12% 1’12]?2 = 0, odtud vsak

y=kx
jesté nevyplyva, ze dvojna limita existuje. K diikazu existence dvojné limity

pouzijeme prechod k polarnim souradnicim. Polozime x = r cos ¢, y = rsin ¢,

potom
2 3 (e n)2 o
lim —ZY — Jim o) sine i 1 2(coso)2sing = 0.
[z,5]—[0,0] £/ 22+y? r—0+ r 0t ( QO) %)

pef0,2m) pel0,2m)



)

K vypoétu dvojné limity lim S22  yyuzijeme prechod k jedné proménné

[z,y]—[0,0] *Y

omoci substituce z = x otom lim ®B% — lim 82 — () (viz skripta
P Y, p oD o = M ( p

MAT1, priklad 6.6). Podobné postupujeme u ostatnich limit.

lim (hm - :;zy ) neexistuje (W) a podobné  lim (hm I;;y ) neexistuje.

y—0\x—0 z—0\y—0
. .y . 34 (k 3. .,
Substituce y = kx vede k limité:  lim # = lim “]f = 0. O dvojné
r—]>€0 TR x—0
y=kx
limité se pokusime rozhodnout pomoci prechodu k polarnim souradnicim.
v/ . ) 34,3 . 3 30 (i )3
Poloime x = rcos g, y = rsing, pak  lim £1% = iy UCose) Fine)’)
] —[0,0] %Y 0+ r2(cos psin @)
! ! pE[0,27)
. 7((cos p)3+(sin p)?) , v, . , .
= lim : . Pokud nyni polozime r = cos ¢ sin ¢ (volime speci-
ro0F cos psin g
p€[0,27)

alni kiivku, po které se budeme blizit k pocatku), pak lim CUcosel+Gme)l)

frateund €os  sin
p€el0,27)

(cos)® + (sinp)?.
Ze substituce r = cos psinp a r — 0 plyne, Ze cos p — 0 = sin ¢ — £1 nebo

sinp — 0 = cos ¢ — *£1, neboli . yl]igfo . ﬁTZyg = (cos )3+ (sinp)® = £1 £ 0

a dvojna limita tedy neexistuje.

Podobné pomoci substituce y = x> dostaneme: 1_i£101 % =10 a opét

y=a?

jsme ukazali, ze dvojna limita neexistuje (po primkach je 0, po parabole je 1).

Limity lim zsini. lim ysin+ neexistuiji, tudiZ neexistuji ani dvoijnisobné
y lim y> Hm . ,
y— T—
limity.
Substituce y = kx vede k limité: lim zsin &~ + kxsint = 0 . nebot soudin
0 kx T )
T—

y=kx
omezené funkce a hodnoty, ktera se blizi k nule, se také blizi k nule.

Pti vypoctu dvojné limity vyuzijeme opét omezenosti funkce sin x a odhadu

xsini—l—ysini‘g |z|+|y|. Odtud plyne, ze lim zsin - —|—ysmf =0.
[,y]—(0,0]

Existence a rovnost dvojnasobnych limit nezaruc¢i existenci limity funkce
v bodé a obracené z existence limity nevyplyva existence dvojnasobnych limit.
Presto, jestlize existuje (dvojnd) limita a "vnitin{ limity", pak existuji dvojna-
sobné limity.



2.2 Spojitost

Priklad 4: Rozhodnéte o spojitosti nasledujicich funket:
In(1-z—y) T+ . zy
==Y y # 0, (1 + sinh(zy))™ zy #0
pr— x+y f— ’
) Sy ={ e DT 9t =, vy 0,

z?y 2 4 g2 rsint +ysinl zy #£0
[ iqE T Hy#0, d _ y Tysing xy F U,
b) f(z,y) {O Y 22 442 =0, ) f(z,y) {0 xy =0,

Resent:
a) V prikladu vystupuji pouze spojité funkce. Staci tedy rozhodnout o limité

v bodech, kde x + y = 0. Pouzijeme prechod k jedné proménné pomoci
substituce z = x + y, potom

lim In(l1—xz—y) — lim In(1— 2)
[z,y]—[z0,— 0] r+vy z—0 z

=1

(viz skripta MA1, priklad 6.7 za 3.). Odtud plyne, Ze funkce f je spojita na
celém R2.

b) Protoze f(x,0) =0, tak lim f(z,y) = 0 a zdroven substituci y = 2%, dosta-
y=0
LE4

neme lim —— = % # 0 a dvojna limita v pocatku neexistuje. Tedy funkce f

y=a2

neni spojita v bodeé [0, 0].

c¢) Opét v prikladu vystupuji pouze spojité funkce. Staci tedy rozhodnout o limité
v bodech, kde zy=0. Pouzijeme prechod k jedné proménné pomoci substituce
z = xy, potom

lim (1 + sinh(zy))™ = li_r>r(1)(1 + sinh 2)* = lim(1 + sinh z)ﬁsmzhz —e

ry—0] z—0

(viz skripta MA1, piiklad 6.7 za 2. a cviceni 6.11 za a). Odtud plyne, ze funkce
f je spojita na celém R?.

d) Piivypoctu dvojné limity v poc¢atku jsme v predchozim prikladu 3| za f) vyuzili

odhadu ‘x sinier sin;‘ < |z|+]y| a dokazali [x7y1}i£>r[lo,o]xsmi +ysint = 0.

Funkce f(z,y) = xsini + ysin% je tedy spojitd v pocatku [0,0]. Pozor
neni vsak spojitd na celém prostoru R2, protoze limity lim z sin %, lim y sin &
y—0 ¥ x—0 x

neexistuji a na "osach" funkce f spojita neni.



3 Parcialni derivace, gradient, derivace podle vektoru

Teorie

3.1 Parcialni derivace

Priklad 5: Vypoctéte parcialni derivace podle x a podle y, funkei f v bodé
[5130, yo], jestliie:

a) f(z,y) =2+, [vo,50] = [L,—1]. ) f(z,y) = tg(zy), [zo, ] = [1,0],

b) f(mhy) = :ci—i—y’ [:U())y()] - [17 2] ’ d) f(xay) - 1H(y3—|-$), [l’o,yo] = [170] )
Resent:

a) Parcidlni derivace funkce f podle x v bodé [1, —1] je

1.4 2 ) 1,4 9
W(l’ _1) = 4,’1:'3‘[1’_1] — 4, pod]e y Je M(l, _1) — 2y‘[17_1] — _2

dy
b) @(—) = Hy = a dosadime bod [1, 2], tedy | 2 podobné
Oz \r+ at—i—y (:c+ )2 (:c—i—y [12] = 9>
5(:55) = e W 2kl = 7
C) %(tg ) cosz(xy)‘[laO] - O’ @(tg(xy)ﬂ[l»m - cos;?xy)l[l,o] = 1.
2
d) g;(In(’ + ) = szl =1, 5@ +2)lo = #5lno = 0.

Priklad 6: Vypoctéte parcidlni derivaci funkei f = f(x,y) v bodé B = [z, yo|
podle vektoru § = (s, $2), jestlize

a) f(x,y)=wzy? B[1,-1], 5= (1,2), ¢) f(z,y)=cos(xy), Blr, 1], §= (1,0),
b) f(%,y):\/xlfy, B[l,O], §= (2’ _4)7 d) f(x,y):e%ﬂf, B[l? 1]7 §= (273)7

Reseni: Pro vypoéet parcidlni derivace funkce f podle vektoru § v bodé B
vywijeme vatah 2L(B) = grad f(B) - §= Vf(B) - § = (gg;(B), %(B)) 3.
a) Tedy %(B) =Vf(B)- 5= (y? 22y)|n,-1 - (1,2) = (1,-2) - (1,2) = 3.
of — (-1 1 (9 —4) = (=L _1y. (9 _4) =
b) ag’(B) - ( 2\/($_y)37 2\/($_y)3)‘[1,0] (27 4) - ( 29 2) (27 4) - 1
¢) $L(B) = (ysin(zy), zsin(zy))|x1 - (1,0) = (0,0) - (1,0) = 0.
d) GL(B) = (e, 2% )|y 1y - (1,2) = (€7, 2¢%) - (1,2) = 5e?.

10




4 Monotonie ve sméru, diferencial, tecna k hladiné a grafu

Teorie

4.1 Monotonie ve sméru, diferencial

Priklad 7: Spocitejte diferencial funkce f v bodé B|xg,yo| a rozhodnéte zda
v tomto bodé podle vektoru s funkce roste nebo klesa, jestlize:

a) f(x,y):lnacy, B[L 1]7 § = (17 _2)7 C) f(x,y):cotg(xy), B[%, 1], §= (0, 1),

b) flz,y)=24, BLOL, §=(1,-1), d) f(z,y)=y — 4z, B[7,1], §= (=2,1),
ReSeni: Pro diferencidl funkce f plati df (B, (dz,dy)) = (B) dz + ¢
O ristu ¢i poklesu rozhoduje znaménko df (B, §) = %Jsi( ) = grad f(B) -

a) Tedy df([1,1],(dz,dy)) = JLlpyde + iy dy = de + dy a o monotonii

rozhodne df([1,1], (1, -2)) = dz + dy|n,—2) = —1 < 0, tudiz funkce f v bodé
B podle vektoru s klesa.

b) df([l,()], (da:,dy)) = (xﬁy) ‘[ ]dl' + (9:+y 2‘ 1,0] dy = —dy a _dy‘(l,fl) =1>0,
tudiz funkce f v bodé B podle vektoru § roste.

c) df([5,1], (dz,dy)) = 4 \[ ndr + gatslizydy = —dr — dy, odtud

sin (:r:y)
df (B, 5) =—dx—5dy|1)=—% <0 a funkce f v B podle vektoru 5 klesa.

d) df([7,1], (dz,dy)) = —4dx + dy a —4ddz + dy\(_m) =9 > 0, tudiz funkce f
v bodé B podle vektoru s roste.

4.2 Tecna k hladiné a ke grafu Teorie

Priklad 8: Najdéte tecnu k hladiné a ke grafu tecnu k hladiné a ke grafu funkce
f v bodech Blxg,yo| a [xo, o, [(z0,y0)], jestlize:

a) f(z,y)=22—vy, B[1,-1], ¢) f(xz,y)=Iny, B[3, €],

Reéeni Tecna k hladiné funkce f v bodé Blzg,yo] ma tvar %(B)(x — x0) +
8f(B)(y y_0) =0 a tecna ke grafu af(B)(sL’ — x9) + 8f(B)(y yo) =z — f(B).

a) Tedy 2(z—1)—1(y+1)=0 a 2(x—1)—1(y+1)=2—2.

b (x+y2| —5,0/(T +5) — (mﬁz)zh—aow:—yzo a —y=2z.

)
¢)iy—e)=0a (y—e)=2z—1.
) =iz —4)+3y—1)=0a —f(z—4)+3y—-1)=2z+1.

11



5 Hessova matice, druhy diferencial a derivace vyssich radi

Teorie

5.1 Hessova matice a druhy diferencial

Priklad 9: Vypocitejte Hessovu matici a druhy diferencial funkce f v bodé
Blxg, yo], jestlize:

a) f(z,y)=2°+ay*, B[-2,2], ) f(z, ): n(4z) cos(3y), B3, ],
b) f(xvy):yﬁa B[L_l]) (I 25$—y B[ 471]
Reseni: Hessova matice méa obecny tvar H ( or? 81;8 ) a druhy diferencial
ayax y
je kvadraticks forma tvaru d?f = a—f dx? + aa g dzxdy + dyQ. Tedy
[ 6z 2y —12 4
a) H ( 2 2y ), H(-2,2) = ( 4 _g ) d?f = —12dx*+8 dxdy—8 dy?.
gL L 11
b) H = Wt 2\/6 ,H(l,—l):(‘f (2) = 1 da? + dudy.
2\/x 2

5.2 Derivace vyssich radu

Priklad 10: Vypocitejte nasledujici derivace:
a) Zlov) ()

Ox30y? 7 C) (‘31;8;822 ’
b) o (6290_33/) d) 9% (sin x sin y cos 2)
ox"0y3 0x20y2022
Resenf:

85 $3y2 85 82 x3y2 3 3
a) G = S50 = Z5(a82) = 12z,

0
910 (6230—331) o7 93 (eQac—:sy)

— _ 30" (223 397 (23
b) 02703 T 02T 0y3 o (_3) Ox7 (6 y) ( 3) 2 ( y)
o ) _008(Y) 500 () =22 (£) = 2
0z0ydz? Oz Oy 022 Oz Oy \ 23 Oxr \z3 237
O(sinzsinycosz) _ O sinzsiny(—cosz)) _ O*(sinz(—siny)(—cosz)) __ . .
d) =53 S0 = T = S = —sinz siny cos z.

12



6 Ulohy na optimalizaci Teorie

6.1 Lokalni extrémy

Priklad 11: Najdéte lokalni extrémy funkce f = f(x,y), jestlize:
a) flz,y) =2 +y' — (z+y)% c) f(z,y) = 2* + 12zy + 2¢°,
b) f(x,y) = xye ™Y, d) f(z,y) = 2*+axy+y*—4Inz—10Iny.

Reseni: Nejdiive najdeme staciondrni body (Vf = 0) a pak pomoci minorti
Hessovy matice rozhodneme o typu extrému.

a) Pro staciondrni body [z, yo| plati (af (70, %0), 5 91 (xo y0)> = (0,0), tedy

ﬁ:élx?’—2(9c—|—y):0 T =y r=0,y=0
= =
8f—4y —2(x+y)=0 4a3 — 42 =0 x==1, y==£I.
122% — 2 —2
Pro Hessovu matici plati H(z,y) = . Odtud
-2 122 — 2
St. bod H(zo,yo) | Hlavni minory H Typ bodu
—2 =2 My =-2<0 ,
[0, 0] ( 9 o ) M, — neumime rozhodnout
| 10 —2\| M =10>0 N
[1,1]; [-1,—1] ( 9 10 ) My = 96 > 0 minimum
b) 9 =ye ™ —ayPe v =0 N y(1—zy)=0 :>x=0,y=0
ggfj =ze W — 2?ye ™ = () r(l—2zy)=0 r#0, y=1/x.
ey (zy — 2 e~ (x?y? — 3wy + 1
H(o.y) — y*(zy — 2) (z%y y+1) | Odtud
e (x?y? — 3wy + 1) e 3 (zy — 2)
St. bod |  H(xg, yo) Hlavni minory H Typ bodu
[0, 0] ( (1) (1) ) %1 =0 , sedlovy bod
2 = —
i 1
1 S M= =} <0 maximum pro |z| <
[3:,5 21 -1 _ /1 1 _ sedlo Pro ‘LU| > 1
2 M2 — ( 1 1) 2 — 0 , -
e ex v e nevime pro |z| =1




c) I =20+12y=0| =0,

2—5:12x—|—4y:0 y =0,

St. bod H Hlavni minory H | Typ bodu
2 12\ | M;=2>0
0.0] ( 12 2 ) My =142 <0 | el
d) d=204+y—2=0| 222 +yzr—4=0 2¢% — 242 +6 =0

Uepty—0=0] ay+2-10=0 2 —6+y/s? —3-4=0

202 =10 = 4+yv/22 —3 3yt =372 +100=0 y=42,2=+1

4yt — 40y% + 100 = % (y* — 3) y? = SEEVSTE1200 y=:|:%,x=$%
St. bod H Hlavni minory H Typ bodu

1, 2] minimum

2+ 5 1 My =2+5>0
1 2+ My=(2+ 35)(2+3) —1>0

V bodé [1, 2] je ostré lokalni minimum. Ostatni ziskané body nejsou v definic-
nim oboru funkce f.

6.2 Optimaliza¢ni tlohy s vazbami

Priklad 12: Najdéte vazané extrémy funkce f = f(x,y) vzhledem k ptipustné
mnoziné V = {[x,y] € R? : h(x,y) < 0}, jestlize:

a) f(x,y) =2 =y, c) flz,y) = ° + 2y® + 627 + ¢/,
h(z,y) =z +y+1 hz,y) =z +y.

b) flz,y) = 22% + xy, d) f(z,y) = 2° +4zy + 97,
h(z,y) =3z + 2y — 2 h(z,y) =2*+y* -8

Priklady na vazané extrémy rozdélime do dvou krok:

i) Nejdiive budeme hledat staciondrni body funkce f a pokud budou lezet
v mnoziné V, pak rozhodneme o jejich typu (viz pfiklad [11)).

ii) Pomoci Lagrangeovy funkce L(z,y, \) = f(x,y) + Ag(z,y) budeme hledat
extrémy funkce f vzhledem k hranici OV a vzhledem k mnoziné V.
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Resent:
a) i) Pro stacionarni body funkce f plati 2z =0 Bod [0, 0] ale nelezi ve V,
—2y =0 protoze 0+0+1 £0.

ii) Zavedeme Lagrangeovu funkci L(z,y, \) = 22 —y?+ Xz +y+1) a najdeme
jeji stacionarni body:

% = 20+ A =0 o -

oL _ %4\ =0 Tato soustava nema feseni, tudiz funkce f
g% i’ nema extrémy vzhledem k mnoziné V.
o= r+ty+1=0

b) i) Pro f(z,y) = 22 +xy je % =4xr +y =0 Stac. bod [0,0] lezi ve V.

% = xr =0 Rozhodneme o typu extrému

St. bod H Hlavni minory H | Typ bodu
( 41 ) My =4>0

[0, 0] sedlovy bod

10 My, =-1<0

ii) Zavedeme Lagrangeovu funkci L(z,y,\) = 22% + 2y + A3z + 2y — 2)
a najdeme jeji stacionarni body:

oL

= 4dr+y+3x=0

o y+2)\ 0 T=-2)A—=-8\+y+32x=0—y=>5\

oL __ T _

o = A1 —2=0—A=la=—-1y=10

Druhy diferencial Lagrangeovy funkce je d*>L = d%f + \d*h = 4 da? + 2 dzdy
a po dosazeni vazebni podminky dh = 3dx + 2dy =0 dostaneme

d°L = 4dx* + dx (—3dz) = dz* > 0.

Tedy bod [—1, 2] je bodem minima funkce f vzhledem k hranici V' mnoziny V
a protoze \ = % > (, tak je bod [—1, %] i bodem minima funkce f vzhledem
k celé mnoziné V.

Poznamka: Na hranici 0V mnoziny V muzeme hledat extrém funkce f také
prechodem k jedné proménné. 7 vazby plyne, ze y = %(2—3@ a po dosazeni do
f dostaneme funkci jedné proménné: f(z,y(z)) = f(z) = 222 + 25(2 — 3z) =
s+ 1z Pak f/(z) =2 +1=0—2=-1,f"(z) =1>0avbodé [1,2] mi
funkce f minimum na hranici 9V mnoziny V.
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c) i) Pro f(z,y) = 2* + 22 +62% +y* je 9 =322+ 4>+ 122 =0

%: 20y + 2y =0

yr+1)=0— (r=—-1,y=43) V (y=0ax=0Var=—4)
Bod [—1, 3] nelezi ve V. Bod [0, 0] lezi na 9V.

6 12 2
Hessova matice ma tvar H(z,y) = ( v ) Z ) Pak
Y

St. bod | H(zg,yo) | Hlavni minory H | Typ bodu
6 —6 My =6>0
[—1,-3] ! sedlovy bod
—6 2 My =-24 <0
12 0 My =12>0 ..
[0, 0] minimum
0 2 My =24>0
—12 0 M, =-12<0
[—4, 0] ! sedlovy bod
0 2 My =-24 <0

ii) Zavedeme Lagrangeovu funkci L(z,y, ) = 23 + 2y® + 622 + 3> + Mz + v)
a najdeme jeji stacionarni body:

I =322 +y? + 120+ A =0 } 3+ + 120 — 22y — 2y =0Ay = —x

= 20y + 2y +A=0 ¢ =622+ 142 =0— z(6x+14) =0 —
%: r+y=0 x:y:)\:O\/a::—g,yzg,)\:—%.

Druhy diferencidl Lagrangeovy funkce je d?L = (6x+12) do®+4y dovdy+2 dy?
a po dosazeni vazebni podminky dh = dx + dy =0 dostaneme

’L = (6 — 4y + 14)dz” a I’L([-%, 1) = -2 dz? <0

Tedy bod [—%, %] je bodem maxima funkce f vzhledem k hranici 0V mnoziny V'
a protoze \ = —%6 < 0, tak je bod [—1, %] i bodem maxima funkce f vzhledem

k celé mnozine V.

Bod [0, 0] vySetfovat nemusime, protoze je podle bodu i) bodem minima k celé
roviné R? a tedy i k mnoziné V.

Pozndmka: Na hranici OV jey = —x a f(z,y(z)) = f(z) = 227 + 722
Pak f'(z) = 622 + 4o = 0 — z = —%, 2 = 0. Zdroveil f"(z) = 12z + 14
a f"(0) = 14 > 0, tedy v bodé [0,0] ma funkce f minimum na hranici OV
mnoziny V a f”(—%) = —% + 14 < 0, tedy v bodé [—%,%] mé funkce f
maximum na hranici OV
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d) i) Pro funkci f(z,y) = 2® + 4oy + 9> je
St. bod | H(zo,yo) | Hlavni minory H | Typ bodu

2 4 My =2>0
4 2 My, =-12<0

af—2x—|—4y—0
O —dzrt2y=0 |[0.0]eV

sedlovy bod

ii) Polozime L(x,y,\) = 2 +4xy + y* + A(x® + y* — 8) a hleddme stacionarni
body Lagrangeovy funkce:

—4y? 42’ =0—>1y? =22 > 222 -8=0
—[2,2,-3];[-2, -2, -3];[-2,2,1]; 2, —2, 1].

%:4x+2y+/\2y:0

%: 24+ 1y?—-8=0

%: 20+ 4y + A2 =0 } 2a:y—|—4y2+)\2:1:y—4x2—2y:z:—/\2y:1::0

Druhy diferencial Lagrangeovy funkce je d?L = 2dx?® + Sdxdy + 2 dy? +
N 2dz? + 2 dy?) = 2 (dz* + 4 dxdy + dy? + A(dz?* + dy?)) a po dosazeni vazebni
podminky dh =2xdx +2ydy =0 — dy = —5 dr dostaneme

21 2 gz 2 z?
d“L = 2dz” (1 4+ + A1+ y2))
Tedy v jednotlivych stacionarnich bodech plati
d?L([2,2,-3]) = d*L([-2,—2,-3]) = 2dz* (1 —4+1—-3(1 +1)) <0,

d*L([-2,2,1]) = d*L([2,—2,1]) = 2da* (1 + 4+ 1+ 1(1 + 1)) > 0.

Body [2,2],[-2,—2] jsou body maxima funkce f vzhledem k hranici 0V
mnoziny V' a protoze A = —3 < 0, tak je tento bod bodem maxima funkce f
vzhledem k celé mnoziné V.

Body [—2,2],[2,—2] jsou body minima funkce f vzhledem k hranici 0V
mnoziny V a protoze A = 1 > 0, tak je tento bod bodem minima funkce f
vzhledem k celé mnoziné V.

Pozndmka: Na hranici 0V plati y = £v8 —22 a pro y = V8 — 22 je
flz,y(x)) = f(x) = 2* + 42v/8 — 22 + 8 — 2? = 4z/8 — 22 + 8. Potom
Fr) = 4VB—27 — 422(VE—27) 1 = 0 = VE—2 = 22(VE—20)| —
8§ —a? =2 a1 =42.

Zéroven f"(z) = 4(—z(V8 — 22)7! = 22(v8 — 22) 7t — 23(V/8 — 22)73), tedy
f'(x) = 4z(—-3(V8 — 2?) ' —22(v/8 — 22)7?). Odtud f"(2) < 0a f"(—2) > 0,
tedy v bodé [2,2] ma funkce f maximum na hranici 9V mnoziny V a v bodé
[—2,2] mé funkce f minimum na hranici OV

Podobné postupujeme pro y = —v/8 — x2.
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7 Vicenasobné integraly Teorie

7.1 Dvojné integraly

Piiklad 13: Vypodététe I = // Flx,y) dady, jestlize
M
a) f(z,y) =%, M={lz,y] €R?:ay > 1,4y >,y < 3}.
b) f(z,y) =e"y, M ={[z,yl eR*:y* <w <y+2}.
c) flo,y) =vV1—a2—y2, M ={[z,y] e R?: 2>+ > <1, >0, y > 0}.
d) fa,y) =220 +y, M={[z,y] eR*: 2z >y >, v < 1}.
Reseni:

a) Prisecik funkei y = 7,y = % je bod [2,3], tedy 3 < y < 3 a pro z plati
4y > x > i Tudiz

34y o 3 24y 3 2 473
1225
e e R e S L e A i
L4 22 1 ! L4 8 4], 64
3y 2 7 p ?
b) Pruseciky funkei y* = 2,y = x — 2 jsou body [1,—1], [4,2], odtud —1 < y < 2

per partes

2
Yy dedy = 2 _ o'y dy = .
€ yaray /1 y(e © ) Y a substituce

= [e2(yey —eY) — %692]2_1 = %e4 — ge.
¢) Pouzijeme prechod k polarnim souradnicim:
T = T Cosp 71
//\/1 — 2?2 —y?drdy{y =rsinp ; = //\/1 — (rcosp)? — (rsinp)?rdrde
detJe =7 00
T A rdr =] w1l L o1 R
20/ 1 —rrdr { ——2rdr} /\/_dr _43[\/71_] 6
d) Prusecik funkei y = 22,y = z je bod [0, 0], tedy z € [0, 1]. Tudiz
12z 1 y? 236 1 2 Ta3l 7
o2 Tl g =12 2 L
O/x 2x+ydydx—0/[2$y+ } 0/[ 2z Q}dx [23]0_6'

18



7.2 Trojné integraly

Piiklad 14: Pro mnozinu M C R? danou podminkami P vypoctéte

Tz
a) é//m:rywdmdydz,kde P: a2+ y2<2<2,2>0,y>0.

b) objem télesa M daného nerovnostmi P: x> + y* < 1,2% + 9% + 2% < 4.

c) / / 2y(14+2) dx dy dz , kde P: mnozina M,,, tedy primét mnoziny M do roviny
M
xy, je tvorena trojihelnikem ABC, kde A[0,0], B[1,1],C[0,2], a z < z < 4.

d) ///x2 drdydz, kde P: 42? + 4>+ 22 < 1,2 <0, 2 <0.
M

Resenf:
a) Oznacime M, prumét mnoziny M do
roviny zy, potom M,, je ctvrtkruh

o poloméru 2 v prvnim kvadrantu
a plati:

///xy% drdydz= | /2 W dud {“:1”2}—
Mgz T Y -

(14 22)? du =2z dz
Ty \/W
d 3 5 X =TCosp
/ / y22ud dy: / xg — d:lfdy yZTSil’lip =
Moy 1224y My, Uil 4a?4y? detJp =7
32 . \3 x S i
1 cos (7 sin ) 1 1 .
e I MY R A

1
5
__Jv=sinp dv=cospdy
lw=1+7r% dw=2rdr
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b) Pro objem V télesa M plati: T

V= ///1 drdydz .
M

Prechodem k cylindrickym sou-
radnicim

b:x=rcosp,y=rsingp,z ==z
dostaneme 12 <1, 22 <4 —r?
p€el0,27) a dedy = r drdyp, tedy

2 1

Va—r?
/ rdzdrdwz//Q\/él—rQ r drdp =
Vi 00

2

u=4—1r? 3 314
{ = [ [~V duap = [[32], 4
0 4 0

du = —2rdr

I
[SUIFES
=
—~
0]
|
§‘
-3
~—

c¢) Pro body trojihelnika ABC' plati |
0<z<1l 2z<y<2—z Odtud |

///2y(1 +2)dxdydz =

I
[

1
/2y(1 + 2) dz dzxdy = l

12—z 22 1 12— 72
:O/ 2y<12—x—3>dydx=0/[y]m (12—33—7)03?#&5:

139

/(4—456) (12—x—%) dr = /1(a:3+as2—269:+24) dr =
0

d) Na hranici elipsoidu 422 + 2+ 22 < 1
plati z = £+/1 — 422 — y? a zaroven
z < 0. Primétem M,, je polovina
elipsy (z < 0) s hlavni poloosou délky
a = % a vedlejsi poloosou délky b = 1,
tedy
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///:z;2 dexdydz = / /O 72 dz dudy = /Iz\/l—4x2—y2dxdy:
M M

Ty _ /174x27y2 Mwy

T = ircosy =

2 F1 — u=1—1r%du=—2rdr
Yy=rsmy :/ Z(TCOSSOV 1 —r? Td?“dSO {0082 _ 14’—cos2<ﬂ }
deth>=lr 50 v

3
17 1 + cos 2¢p 2
_4!1[ VB _7\/ } g dude = T
2

7.3 Tézisté télesa

Priklad 15: Pro téleso QC R3 které je ddno podminkami P a m& hustotu

Vv oev

a) P: a2+ 12 <2<2, x+y >0, o(x,y,2) =

b) P: Pramétem télesa 2 do roviny zy je trojuhelnik ABC' s vrcholy A0, 0],
B[1,0], C[1,2] a zaroven 0 < z < zy, o(x,y,2) = 2.
Resenf:
a) Pro tézisté T = [z, yp, zp] télesa
Q C R? plati:

M, M My
T_mayT_maT_ma ‘\

kde m je hmotnost teélesa a M., M,.,
M, jsou statické momenty telesa €2

vzhledem k rovindm yz, xz, ry.
Postupné vypocteme hmotnost a statické momenty télesa Q

= / /2 1 dzdydx = / 2 — a2? + y?] dydx =

3 3

= 7 2
(i) = ] foriranse = [Tl o=

—T

4
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2 T =TCosy
Myzz/ / x dzdydr = /x(2—\/$2+y2) dydx:{%_rsmw}

etJo =1
Qa:y 1.2+y2 sz [0}

T2
[O/T(:osgo — 7] rdrde —[smcp]4 {2;—4%]26190—4\3/_

2 T =TCosp
M, :/ x!erdeZdydx:QZy —[z]\/gc2—Jr2 ydx {yezjgsilf}
1 % 2 9 wrdr? 2
240/4_”””*” =55 g4 =2
Rovnost M, 4— +-» plyne ze symetrie télesa. Pro tézisté T dostavame
xT:%—f—yT, :—%%:@TudlzT [\f7£3]

b) Soutradnice bodu [z,y] trojuhel-

nika ABC' spliuji nerovnosti
0<z<1,0<y < 2.

Hmotnost m télesa €2 s hustotou

o(r,y,2) = z je tedy
1 2z 2y

m:///zdzdyd:c.
000

m:/l7Myzd:zdyd:ﬂ:/176@3)2 :3
000 00
1 2xxy 123:( )2 1.3 3 9, 871 A
Myzzo/o/o/a:zdzdydx:o/o/x x‘g dyd :OZ[%}O d:c:6x7]0—21.
12z 1 2z 1 " r 1
M,, = O/O/Oyyzdzdyda:— zy)” dyd:z:—/x;[zfﬁ dr = 1869677]0:?

5
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o
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8 Parcialni diferencialni rovnice Teorie

Priklad 16: Reste nésledujici parcialni diferencialni rovnici prvniho tadu
s pocatecni podminkou. Nakreslete charakteristiky a nacrtnéte reseni.

a) Tuy +3u; =0, u(x,0) = (x —5)3
b) (142 uy + 2tz u, =0, u(0,t) =e "
c) —zu, +tu =0, u(z,2) = a2
)

d) 2*u, +u; =0, u(z,0) =sinz.

Reseni:

a) Na levou stranu rovnice pohliZime jako na skalarn{ soucin vektorit i = (7, 3)
a Vu = (ug,u), tudiz (7,3) - (ug, u;) = 0. Tento skalarni soucin predstavuje
derivaci funkce u podle vektoru £ v libovolném bodé [, t]. Neboli funkce u je
konstantni ve sméru h. Primky se smérovym vektorem h jsou charakteristiky,
jejichz rovnice maji tvar 7t — 3x = C,C € R. Hodnota funkce u v bodech
[x,t] lezicich na charakteristice je konstantni a proto plati u(x,t) = g(C) =
g(7t—3x), kde g je diferencovatelna funkce jedné realné proménné. Jeji hodnotu
uréime z pocatecni podminky u(z,0) = (z — 5)3, tedy u(z,0) = g(—3z) =

(z — 5)%. Polozime w = —3z, potom z = = a odtud g(w) = (3~ — 5)3. Pro

reSeni rovnice tedy plati

3-

—Tt+3 ’
u(z,t) = (;x — 5) :

b) Nyni h = (1 + 22, 2tz) a pro diferencidl funkce u plati du = u, dz + u, dt =

% = (1 + 2?) u, + 2tz u; = 0. Funkee u je konstantni podél charakteristik

(kfivek), které maji tecny vektor h = (dx, dt). Tyto k¥ivky ziskdme FeSenim

L o L odt 2 2 _
obycejné diferencidln{ rovnice 7 = 175 Tedy (14 2%) u, + 2tz up = 0, pak

dx dt
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dt B 2tx

de 1+ a2
dt 2x
- — €T
t 1422
1 2z 9
/Zdt:/lerzdx(v:l%—x)

Injt|=In|l+2*|+InC, (C >0)

t=(1+2%) C, (C €R)
t

C= )
1+ 22

Hodnota funkce u v bodech [z,t] lezi-
cich na charakteristice je konstantni a
proto plati u(z,t) = g(C) = g(5),
kde ¢ je diferencovatelna funkce jedné
realné proménné. Z pocatecni podminky
u(0,t) = e plyne u(0,t) = g(t) = e,
Pro treseni rovnice tedy plati

u(a,t) = g(pts) = ¢ =),

c) Polozime —x u, + t wu; =0, a fesime ODR
~—~— N~~~

dx dt
dt
de —x
1 1
—dt= —dx
t T

/%dt:—/idaj

In|t|= —In|z| +InC, (C > 0)

C
t_;, (C eR)
C=tx.
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Na charakteristikach plati

u(z,t) = g(C) = g(tz),

kde ¢ je diferencovatelna funkce jedné
realné proménné. Z pocatecni podminky

u(x,2) = 22 plyne u(z,2) = g(2z) = 2°.

Polozime w = 2z, potom x = 5 a odtud

g(w) = (%)2 Pro feseni rovnice plati

(@) = gltz) — i(m)?

x2ux+ut:0,éua¢+\1’/ut:0.
dx dt
dt 1
de 2
1
T
1
/1dt=/;dm
1
t=——+0C, (C eR)
T
1
t+—=0C.
T

Na charakteristikdch plati u(z,t) =
9(C) = g(t + 1). Z pocatecni podminky
u(z,0) = sinz plyne u(z,0) = g(2) =
sinx. Polozime w = %, potom =z = i a
odtud g(w) = sin . Pro FeSeni rovnice
dostaneme

T
rt+1"

u(z,t) = g(t+ 1) = sin H% = sin

25
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