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1 Diferencialni rovnice 1. radu

1.1 Separace proménnych

Priklad 1: Najdéte obecné feseni (obecny integrél) diferencidlni rovnice

Yy =tgwtgy.
) , . Teorie
Separaci proménnych prevedeme rovnici na tvar
d oS sin
—y:tgxtgyé : ydyz dx
dx siny CoS T
a substitucemi u =siny, v = cosx dostaneme po integrovani
C
Injul=—Injw|+InC, neboli siny = (obecny integrél).
cos T

Priklad 2: Najdéte obecné feSeni rovnice yy'v/x =1+ 32,
Separaci proménnych prevedeme rovnici na tvar
ydy /
1+ y? \/_ 1442

dostaneme

1 3 _
§ln]u|:2\/5+0 = I+’ =4/z+2C = P =CeV" -1

S dy = /— de a substituci u =1+ y?

3. (xy? +x)dr + (y — 2%y)dy = 0 [1+y*=C(1—2a?)]
4. zyy =1 — 22 [:1:2 +y2=1In C’aﬂ
5. y'tgr —y=a ly = Csinz — d
6. zydr+ (v +1)dy =0 ly=C(x+1)e™"]
7. VY2 + Lde = aydy [ln\az|:C+\/y2T;x:0}
8. e¥(1+ 23 dy — 2x(1 + e¥) dx [1+e¥=C(1+27%)]
9. (22— 1)y + 229> =0, y(0) = [y{ln(1 — 2%) + 1} = 1]
10. y'sinz = ylny, y(5) =e¢ [y = e®2]
11. sinycoszdy = cosysinzdr, y(0) = § [cosz = ﬁcosy}
12. y'cotgzr +y =2, y(3) =0 [y =2 —4cosz]

Resenf pomoci | WolframAlpha
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1.2 Rovnice umoznujici prechod k separaci proménnych.
Typ s primkou
Priklad 15: Najdéte obecné teSeni diferencialni rovnice

, 3 N 1
YT sty

Teorie
Substituci x +y = u, 1+ 4y = ' prevedeme rovnici na tvar E

' 3+1 jdu 1—u
u—-—1=—4+— — = .
2 2u dx 2u

Separaci proménnych a integrovanim dostaneme

2
/ 4 du:/ldx, neboli —2u—2In|l—u|/=2x-C

1—u
a prejdeme k puvodnim proménnym 3z + 2y +2In|l —z —y| =
Priklad 14 : Najdéte obecné feSeni diferencialni rovnice
(x+y+2)de+ (2x+2y—1)dy=0.
Substituci  + y = v, dx + dy = du prevedeme rovnici na tvar
(u+2)der+ 2u—1)(du—dzx) =0 = B—u)dr+ (2u—1)du=0.

Separaci proménnych a integrovanim dostaneme

2u — 1
/3u du—i—/ldx:—C, neboli —2u—5lnju—3|+z=-C
—u
a prejdeme k puvodnim proménnym z + 2y +5ln|z+y — 3| =

5.y —y=2x—3 2z +y—1=Ce"
16. ¢ = sin(x — y) [x +C = 1:§;nxwyy }
17 ¢ =Ax + 2y — 1 [Viz+2y—1-2In(y/Az +2y —1+2) =z + C]
18. ¢ = cos(x —y — 1) ly =2 — 1 —2arcotg(z=) + 2km; k € Z]
19. yVi+zrz+y=ao+y—1 [x+0:2u+§1n\u—1| lnu+2}
\/1+x+y}

WolframAlpha



http://www.wolframalpha.com/input/?i=y%27%3Dcos%28x-y-1%29

Homogenni typ
Priklad 20: Najdéte obecné feseni diferencialni rovnice
, 22 + 2zy
Yy =——"""""-
ryY

Teorie
Substituci y = ux, ¥y = v/ + u prevedeme rovnici na tvar

, 22 + 2zuT u du dx
ur+u=— = = ——.
TUT (u+1)2 x
Integrovanim dostaneme
1—-1 1
/L du=Inju+1|+——=—Inlz|+C
(u+1)2 u+1

a prejdeme k puvodnim proménnym

T
£+1:—ln]x|+(] = 1n|x+y\+m20.

L +1]+
X

8

21. ¢y = i—fg [arcotg; =InC/x? +y2}

22. y = 3L, (22 4+ y? = Cy]
23. vy —y = /2?+y? (22 = C? + 2CYy)]
24. (3y? + 3wy + x?)dx = (2* + 2xy)dy {(az +9)? = Cg;3e_miy}
25. (22 + %)y = 2xy 2 —2*=Cy, y=0]
26. xy' = ycosInZ [ln Cr = cotg(% ln%)
[y — $62k7r, = Z_

— _ . {L'2—]._

2. y+ Va2 +y’ —ay' =0, y(1) =0 { =7
28. (zy' —y)arcotg? =x, y(1) =0 [, [22 + 2 = o Larcotg ¥ |
29. (y* — 32?)dy + 2xydx = 0, y(0) =1 [y? = y? — 27]
0.y = E2es (1) =1 v
WolframAlpha



http://www.wolframalpha.com/input/?i=y%27%3D%28y^2-2xy-x^2%29%2F%28y^2%2B2xy-x^2%29

1.3 Variace konstant

Teorie
Priklad 31: Metodou variace konstanty feste diferencialni rovnici

y cos’r +y=tgx.
1.krok - Nejdrive vyresime homogenni rovnici metodou separace proménnych
ycosPr+y=0 = Inly| +tgr = InC = y=Ce .

2.krok - Reseni nehomogenni rovnice hleddme ve tvaru y = C'(z)e "*. Po dosazeni
do puvodni rovnice dostaneme

1
C'(x)e 9% + CO(z)e 9" ———)cos’z + C(z)e ¥ =tgx.
cos? x

tedy / —tgx 2, . _ _ tgx .
C'(z)e " cosx =tgr = C(x) =% (tgr —1).

3.krok - Obecné feSeni rovnice mé tvar y = Ce 9% +tgax — 1.

Priklad 32: Metodou variace konstanty feste (z + 1)y’ + 2y = (v + 1)%e”.
1.krok - Nejdiive vyfesime homogenni rovnici (x4 1)y’ +xy =0,
dy —xdx
y x+1

2.krok - Regeni nehomogenni rovnice hleddme ve tvaru y = C(z)e (x + 1). Po
dosazeni do puvodni rovnice dostaneme

(z+1)(C'(2)e " (z+1)+C(z)(—e “(z+1)+e ) +2C(x)e “(z2+1) = (z+1)%".
tedy

= Inlyl=—z+Injz+1]+nC = y=Ce(z+1).

33. zy — 2y = 22* [y =Cz? + a:ﬂ
34. 2y’ +y+1=0 [y=<—1]
35. 2y + (x + 1)y = 3% [zy = (2% + C)e™"]
36. (zy + e¢")dx — xdy =0 [y = e*(In |x| + C)]
37. y =x(y — xcosx) [y = 2(C' +sinx)]
38. (xy — 1) Inx =2y [y=01n2x—lnx}
39. ysinx + ¢y cosx =1 [y = sinz + C cos z]



40. (2¢Y —z)y =1 [z =¢Y+ CeY]
.y =5 [z = Cy* + ¢
42. y/ - a:siny—:2 sin 2y [aj =38 SiIlQ % + Oe*COSy}
By +2=2 yl)=1 ly=—5+ 3]

4. y —2zy =1, y(0) =0

45. 2¢/xy —y = —sin\/x — cos /T, y je omezend pro — 0o
46. 2%y’ — vy = 2xcosx — 3sinz, y — 0 pro & — 00

47. (14 2?) In(1 + 2%)y’ — 22y = In(1 + 2?) — 2z arcotg x

[y = cos \/z]
ly = =]

[y = arcotg x]

[y—>——prox—> oo}

1.4 Bernoulliova rovnice

Priklad 48: Ptevodem na linearni diferencialni rovnici vyteste

xy/_y:ny—l

WolframAlpha

Teorie
Substituci z = y?> = 2/ = 2yy’ dostaneme
o'y —yP =22 = 1 —22=22".
VyteSime linearni rovnici
1. hom. rovnice 2. part. feSeni
xz —22=0 x C' 2% = 22°
zp = C x? C =1n|x|?
zp = In x? - 22
3. obecné teseni
z=C2*+In(z?)2? = y? = C2? + In(2?) 22,
49. ¢ + 2y = y?e” ly(e” + Ce*) =1,y = 0]
50. zy — 2%\ /y = 4y [y—x In® Cz y—O}
51. ay’ + 2y + x%y2e® = 0 [y— *(2e” + C),y = 0]
52. (14 2%y = wy + 2%y’ [5 = A= (C—3V1+ 27 — fIn(z + Va? + }

WolframAlpha



http://www.wolframalpha.com/input/?i=%281%2Bx^2%29+ln%281%2Bx^2%29y%27-2xy%3D+ln%281%2Bx^2%29-2x+arccot%28x%29
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2 Linearni diferencialni rovnice n-tého radu

2.1 Systémy funkci

Priklad 53 : Mame rozhodnout o linearni zavislosti nebo nezavislosti funkei
9 . _
1, z,2° na intervalu [ = (—o0,00) . Teorie

Budeme zkoumat, kdy Vx € I nastane rovnost
cll—|—62x—|—03x2 =0.

Postupné pro x = 0 dostaneme ¢; = 0, pak pro x = 1 a * = —1 dostaneme
co+c3=0a —co+ c3 =0. Odtud plyne co = 0, c3 = 0. Podle definice jsou funkce
1, z, 22 linedrné nezavislé. Wronskidn danych funkei je

€T
1 22 |=2+#0.
0

Tedy i podle véty 10.4 jsou funkce 1, x, 2? linedrné nezavislé.

Rozhodnéte o linearni zavislosti nebo nezavislosti nasledujicich funkci

54. 1,2, x, z? [z&vislé]
55. €%, ze”, e’ [nezavislé]
56. 5,cos’ x,sin’ x [z&vislé]
57. cosx, cos(x + 1), cos(z — 2) [z&vislé]
58. 1, arcsin x, arccos x [z&vislé]
59. cosz,sinz, cos 2x [nezavislé]

Najdéte Wronskian funkci

60. 1,z 1]
61. e ", xe™” [6_2:5}
62. 2, cosx, cos2x [—8 sin® x}
63. 4,sin® x, cos 2z 0]
64. e 3% sin 2z, e 3% cos 2z [—26_6:13}

WolframAlpha
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2.2 Eulerova rovnice

Regeni Eulerovy rovnice z"y™ + a, 12" 'y + ... +aizy +apy = 0, kde
ag, - .., an—1 €R hleddme ve tvaru y(z) = 2, (popt. z*Inz, ...,z In" 1 z) AeC.
Teorie

Priklad 65: Dosazenim funkce y(x) = 2* do rovnice
2y — dxy + 6y =0

dostaneme 22 A\(\ — 1)2* 2 — dodz* 1 + 627 = 0, tedy
(N =5X+6)2"=0.

Tato rovnost je splnéna (pti x # 0) pro kofeny Ay = 2, Ay = 3, uvedeného poly-
nomu. Funkce yi(z) = 2%, yo(x) = 2° tvoif fundamentélni systém dané rovnice
a jeji obecné feseni ma tvar

y:C’1$2+02x3

Priklad 66: Podobné pii feSeni rovnice z?y” — 3xy’ + 4y = 0 dostaneme
M —4\+4=0= )\ =2 a fundamentdlni systém rovnice je tvofen funkcemi
y1(x) = 22, yo(x) = 2% Inx . Obecné fesenf m4 tedy tvar y = C1 22 + Cox?Inz.

2.1 )\

Priklad 67: Redeni rovnice 2%y” 4 3zy +2y = 0 hleddme ve tvaru y(z) =
Po dosazeni do rovnice dostaneme NA22X+2=0=> N\ =—-14+i, dg=—1—1.
Do fundamentdlnfho systému tedy patii funkce y;(x) = 2717, y5(x) = 2717 nebo

y1(x) =z cos(Inz), yo(x) =z sin(lnxz) a obecné Feseni rovnice m4 tvar

y = ?1 cos(Inz) + ?2 sin(lnz) .
68. 2%y —3xy —y=0 [y = Cya?tV5 4 02$2_\/5:|
69. z3y" + 2%y" =0 ly = C1 + Cyz + C3zIn 7
70. 2%y + 5ay' + 3y = 0 [y =Cra™" + Coo™?]
71. 22" 4+ T2y’ + 8y = 0 ly = Cia™? 4 Cha ™|
72. 23y" — 6y =0 ly = Ciz® + O cos(v2Inz) 4+ Cysin(v/21n z) )]
73. 2%y — 22y +2y=0; y(1)=1,4/(1) =1 [y = ]

WolframAlpha
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2.3 Rovnice s konstantnimi koeficienty

Priklad 74:  ReSeni homogenni linedrni diferencidlni rovnice s konstantnimi
koeficienty .
y —y — 12y =0
hleddme ve tvaru y(z) = e (popi. ze’, ... 2% 1), pak v/ = XM, " = A2e??,

Tedy A2e’M —)\e? —12eM = () a ¢iselny parametr ) je kofenem charakteristické
rovnice (charakteristického polynomu)

M —A+12=0.
Tedy A\ = —4, Xy = 3, fundamentdlni systém rovnice je tvoren funkcemi e 4%, e3*
a obecné Teseni rovnice ma tvar
y(x) = 016_433 + 026% : Teorie

Priklad 75: Rovnice
y//—4y/+4y20
mé charakteristickou rovnici A> — 4\ +4 = 0 = )\ 5 = 2. Fundamentaln{ systém
rovnice je nyni tvofen funkcemi y(z) = e€*, 1y(x) = ze* a obecné feseni
roviice mé tvar
Yy = Cle%—{—CQerz
Priklad 76 : K rovnici y” +4y = 0 pifslusi charakteristickd rovnice A2 +4 = 0
s kofeny A\ = 2i, Ay = —2i. Fundamentalni systém je tvoren funkcemi y;(x) =
e¥® yo(x) = e 2 mnebo yi(x) = cos2z, yo(x) = sin 22 . Obecné Feseni m4 tvar

y(x) = C} cos2x + Cysin 2z .

2]

7y =y =y +y=0; y(0)=1,y(0) =2 y"(0) =3 ly =e"(1+ )]
78. ¢y —4y'+3y=0; y(0)=6,y(0)=10 ly = 4e” + 2]
79. " 4+ 6y" + 11y + 6y =0 [y = Cre ™ 4 Che ™ + Cie 7]
80. y& +2y®) +¢yW =0 [y = C1 + Cox + C3” + Cya® + e7%(C5 + Cy)]
81. 4y" — 8y +5y =0 ly =e"(Cicos % + Cysin)]
82. y" —8y =0 [y = C1e¥ 4 e *(Cy cos v/3x + Cssin \/_x}
83. y W44y +10y"+12y/+5y = 0[y = (C1 + Cyx)e™™ + (C3 cos 2x + Cysin 2x)e
84. y" — 2y + 2y =0;y(0) =0,y/(0) =1 [y = e” sin z]
85. vy — 2y 4+ 3y =0;y(0) =1,4(0) =3 [y = e%(cos V22 + v/25sin ﬂx)}
WolframAlpha

11


http://www.wolframalpha.com/input/?i=y%27%27-2y%27%2B3y%3D0%2C+y%280%29%3D1%2C+y%27%280%29%3D3

2.4 Metoda snizovani radu

Pokud zname jedno feseni y;(x) homogenni rovnice, pak dalsi partikularni feseni
hleddame ve tvaru y(z) = y1(z) - 2(x) . Teorie
Priklad 86: Rovnice (sinz —cosz)y” —2sinxy’ + (cosz +sinz)y =0
ma jedno feSeni y; = €. Pro druhé feseni y(z) = e” z(x), plati ¢’ = e"(z + 2/),
y" =e"(z+ 22+ 2") a po dosazeni do ptivodni rovnice dostaneme
(sinz — cosx)e"(z + 22"+ 2") — 2sinze”(2 + 2') + (cosx + sinx) e’z =0 =
(sinz —cosx) (22' 4+ 2") — 2sinz 2’ =0 = (u=2")

(sinw — cosz)u' — cosx2u = 0= (sinz — cosz)du = cosz2udr =

cos T 5 _ )
— du = , dx ; vypocteme integral vpravo
sinx — cosx

COS T 2cosx 1 cosT —sinx + cosx +sinx
. dl':— N dr = — - dr =
sSinx — cosx 2 ] sinx — cosx 2 SInx — CcoSx

v=-sInTr — cosx 1 1 1 T )
{dv = (cos:z:+sina:)dx} - 5/—1d:v+§/;dv B —§+1n\smx—cosx|+0,

1 1 A
tedy élnu = —g+§1n |sinz—cosz |+C = u=Ce *(sinz—cosz) (=2') =

z=Ce " (—sinz) = y=e"Ce “(—sinxz) = —C'sinz  a obecné feseni m4 tvar
y=Cie" + Csysinx.

Naleznéte obecné feseni nasledujicich rovnic, jestlize znate partikularni reseni
87. (1 —2?)y" — xy' + %y =0; 1 =+V1+x [y =CivV1+x+ Oyl — ZC}

88. 2?(x + 1)y —2y=0; y = HT:C [y — CI(HTx) + 02(x2+$a:—1 B 2(x+1)1n|:c—|—1)i|

X

x

89. vy’ +2y —axy=0; y1=5% [y = Cre™™ + Cye”]
90. y" —2(1+tg?z)y =0; y =tgx [y =Citgx + Co(1l + xtgx)]
9. (e"+ 1)y =2y —e"y=0; yp =" —1 ly =Ci(e" — 1) ex+}
02. 22(2x — 1)y" + (4o — 3)ay" — 22y’ + 2y = 0 [y = Cix + & + Cs(z In|z| +

1]
[yl =T, Y2 = ﬂ
)

93. (22 =22+ 3)y" — (2?2 + 1)y’ + 22y — 2y = 0 |y = Chx + Cae” + Cs(2* — 1)
[y = z,y2 = €]

WolframAlpha

12


http://www.wolframalpha.com/input/?i=%28x^2-2x%2B3%29y%27%27%27-%28x^2%2B1%29y%27%27%2B2xy%27-2y%3D0

2.5 Nehomogenni rovnice

Priklad 94 : Metodou variace konstant vyresime rovnici

y// _|_ 9y — : )
sin 3x

Teorie

1. Ur¢ime obecné feseni homogenni rovnice y” 4+ 9y = 0 (viz metoda charakte-

ristické rovnice, ptiklad (74))
M 4+9=0= y,(z) =C) cos3z + Cy sin3x.
2. Partikuldrni feSeni y, nehomogenni rovnice hledame ve tvaru
yp(r) = C1(x) cos 3x + Cy(x) sin 3z .

Funkce Ci(z), Cy(x) spliiuji soustavu algebraickych rovnic:

Cicosdr +Chsindr = 0 = 3C)cos3rsin3dx + 3Chsin’3z = 0,
—3C]sin3z 4 3C)cos 3z = == = —3C] sin 3z cos 3z + 3C cos® 3z = 3L
Odtud po secteni rovnic dostaneme 3C, = <32 = (Cy = llIn|sin3z|

2 sin 3z 9

a z prvni rovnice plyne  Cfcos3x + @ =0= () = —
feSeni ma tvar

3
x 1 , .
yp(x) = —3 cosS T + §1n\sm3x\ sin 3 .

3. Obecnym fesenim tlohy je funkce

. Partikularni

1
y(x) = yn(x) +yp(x) = Cy cos3x+ Cy sin Sx—g cos 3x+§ln | sin 3| sin 3x .

Priklad 95: Metodou variace konstant vytresime rovnici

2x
y' Ay +dy = —.
X

1. Uréime obecné feseni homogenni rovnice y” — 4y’ + 4y = 0 (viz metoda

charakteristické rovnice, priklad (75))
M —dA+4=0 = yy(z) = C1e* + Cyxe®.
2. Partikuldrni feseni y, nehomogenni rovnice hleddme ve tvaru

yp(x) = C1(x) 2" + Cy(x) ve* .

13



Funkce Ci(z), Cy(x) spliuji soustavu algebraickych rovnic:

Cle* + Chae® =0 = Cl+Clx =0,
C126% + Cy (e + 22e*") = <" = 207 + Cy(1 +22) =1

E .
Odecteme dvojnasobek prvni rovnici od druhé a dostaneme C) = % =
Cy = In|z| a z prvni rovnice plyne  C{+ 1z = 0= C; = —z. Partikuldrnf
feSeni ma tvar
v y,(r) = —ze* + In|z| ve™
3. Obecnym fesenim tlohy je funkce

y(1) = yn(x) + yp(z) = C1e* + Cyze®™ + In |z| ve®

Reste rovnice

9. y' — 2y +y=< [y = e*(z1n |z| + Cra + Cy)]
97. " — 2y +y = x§—il [y = e"(Ciz 4+ Cy —InVa2 + 1+ zarctgx }
98. "+ 3y + 2y = 7 ly= (e +e?)In(e” + 1) + Cre™ + Coe™ ]
99. " +y + cotg?x =0 [y:2+Clcos:c+Cgsinx—|—cos z)In|tg 5| }

Vyfteste rovnici 3" — ¢ = f(x), jestlize

T

100. f(z) = 7 ly=¢e"(x 4+ C1) — (" +1)In(e” + 1) 4 C4]

101. f(z) = e**/1 — e [y = 1e”(arcsin(e”) + "1 — 2" + C) + 1 \/T—i— Cg]

102. f(x) = e** cos(e?) [y = Che” — cos(e?) + O]
WolframAlpha

Reste pocatecni ulohy

103. y" + 4y = 2cos 2z, y(0) =0, /' (0) =4 [y = 3(4 4 z) sin 2z]

104. " — 9y =1—a, y(0) =0, y/(0) =0 [y = £(e3" +2e73%) + $(x — 1)]

105. 4" + 1 — 2y = 2, y(0) =0, y/(0) = 1 [y = e® — 1]
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2.6 Metoda odhadu tvaru partikularniho reseni
Teorie

Priklad 106 : Pomoci odhadu tvaru partikularnibo feSeni vyreSime rovnici
y' =5y = (z—1)%.

1. Charakteristickd rovnice A\> — 5\ = 0, mé kofeny A\; = 0, Ay = 5 a homo-
genni feSeni ma tvar .
yp, = C1 4+ Cye.

2. 7Z rovnosti
(x —1)* = (P, (z) cos bx + Q,,(x) sin br)

vyplyvd a=0,b=0,n=2, m=0 = k=max{m,n} =2, Ry(x) =
asx® + a1z + ag , kde as, a1, ap jsou konstanty. Kritické ¢islo a +ib =0 je
jednonasobny koren charakteristické rovnice, tedy r =1.

Partikularni feseni nehomogenni rovnice ma tedy tvar =" Ri(x), neboli
Yp(7) =z (a92® + ayx + ap)

potom y;(x) = a2’ + a1z + ag + 7 (2007 + a1) = 3asx® + 2a1x + ag,
Y, (7) = 6asx + 2a; . Po dosazeni y,, y; do dané rovnice dostaneme:

6asz + 2a; — 5 (3as2? + 2a12 + ag) = (x — 1)?,

—15as2* + (6as — 10a;)x + 2a; — bag = 2> — 2x + 1,

4 _ =17

= ag = %720'0_1257

—1
5 0 a1

a partikuldrnim Feenim je funkce  y,(z) =z (Fa? + o + ) -

3. Obecné feseni md tvar  y(z) = Cy + Cowe™ + x (2 + 5z + o) -
Priklad 107: Pomoci metody odhadu vyfesime rovnici
y'—y=e"—x.

1. Charakteristickd rovnice \> —1 = 0, ma kofeny A\; = 1, Ay = —1 a homo-
genni feSeni ma tvar
Yp = Cre" +Coe™ ™.

2. Zadanou tlohu rozdélime na dvé - s pravou stranou: a) e a b) —zx.
a) 7Z rovnosti
e’ = e"(P,(z) cosbx + Q,(z) sin bx)
vyplyvd a=1,b=0,n=0, m=0 = k=0, Ry(x) = ag. Kritické
¢islo a +1b = 1 je jednonasobny koien charakteristické rovnice, tedy
r=1.
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3.

Partikuldrni feseni nehomogenni rovnice hledame ve tvaru y,(z) = z e ag,
potom y,(z) = ao (1 +x)e”, y,(v) = ap(2+ x)e”. Po dosazeni dosta-
neme: ag (2 + x)e’ —agre’ = e = a9 = % a TeSenim je funkce
o) = 5"
b) Z rovnosti
—x = e"(P,(z) cosbx + Q,,(x) sin bx)
vyplyvd a =0, b=0,n=1, m=0 = k=1, Ri(z) = a1z +ayp.
Kritické ¢islo a + 7b = 0 neni korenem charakteristické rovnice, tedy
r=20.
Partikuldrn{ fesenf méa nynf tvar y,(r) = a1z + ag, potom y,(z) = ay,
y,(r) = 0. Po dosazen{ dostaneme: —(a;z+ag) = —v = a1 =1, ag =0
a feSenim je funkce

Yoo (:C) = .
Partikuldrn{ fesenf ma tudiz tvar y,(z) = yp, () + yp,(z) = 52" + z.

Obecné tfeSeni ma tvar

1
y(x) =Cre" +Coe " + 51:6”3 + .

Metodou odhadu feste rovnice

108.
109.

110.

111.
112.
113.
114.
115.
116.

117.

y' +y = 4xe” [y = Cycosx + Cysinx + (22 — 2)e”]
y" —y = 2e" — 22 [y = Clex+Cge_x+xex+x2+2}
y'+y — 2y = 3ze” {y = Che” + Che 2 + (%2 — %)em}
y' =3y +2y =sinz [y = Cre” + Cye? 4 SnL 4 St
y' +y=4sinx [y = C} cosz 4+ Cysinx — 22 cos ]
y' =3y +2y =xcosx [y=Ce"+Coe® + (& —72) cos v — (324 31) sin 2]
'+ 3y —dy =e M+ xe® [y = (he” + Che ™ — %e*“ — (5 + 3—16)6*“7}
y" — 9y = e’ cosx [y = 013 + Cye™ + 63“"(% sinx — % cos x)}
y" — 2y +y = Gxe® ly = (C1 + Cox + 2?)e”]
y' +y=xsinx {yz(Cl—%Q)cosa:Jr(Cng%)sinx}
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Reste rovnice s pocateéni podminkou

118. 3" + 9y = 6e3*; y(0) =4/(0) =0 [y = —3(cos 3z + sin 3z — €%7)]
119. y" — 4y’ + 5y = 22%"; y(0) =2, y'(0) = 3 [y=e*(cosz—2sinz)+ (z+1)%"]
120. y"+6y'+9y = 10sinz; y(0) =y'(0) =0 [y = (z+2)e ¥ +i(4sinz—3cos z)]
121. " + 4y =sinx; y(0) =¢'(0) =1 ly = cos 2z + 3(sin 2z + sin )]
122. " +y=2cosz; y(0) =1, y(0) =0 [y = cosz + wsin ]
Odhadnéte partikuldrni feSeni nasledujicich rovnic

123. o' — 7y = (x — 1)? [Alx + Asx? + Agx}
124. o) + 72’ =e ™ [Aze™™]
125. ¢ — 8y’ + 16y = (10 — x)e*” [(Ayx® 4+ Aga?)et”]
126. 3" + 25y = cos bz [2(A cos bz + Bsin b))
127. y" + 4y’ + 8y = €2*(sin 2x + cos 27) [(Acos 2z + Bsin2x)e*

128. " — 4y + 8y = €**(sin 2z — cos 2) [2(Acos 2z + Bsin 2x)e**
129. y® — ¢ =4 [Ax?

]
}
}
130. 3" +2y" +y' = (22 + 1) sinz + (22 — 42) cos x [(Az? + Bz + C) cos z+]
[+(D2? + Ex + F)sinz]
]
)
}
]
}
1]

131. 3" — ¢ = e*sinz + 22° E (Acosx+381nx)

132. yW — 49" + 8y — 8y + 4y = *(x cosx + sin ) [2%e"{(Az + B) cos z+
[+(Cz + D)sinx

133. y®) —y@W +8y" —8y" +16y' — 16y = 3cos2x+1 [2?(Acos 2z + Bsin2z) + C
[y = 3cos2x +

WolframAlpha
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2.7 Okrajové ulohy

Teorie

Priklad 134 : Pomoci charakteristické rovnice a dosazenim okrajovych podminek
vyTesime smisenou okrajovou tlohu

y' — 2y — 8y =0, x € (0,1),
y(()) =1, y’(l) =0.

Charakteristickd rovnice je \2—=2A—8 = 0 = A\ =4, Ay = —2 a obecnym feSenim
tilohy je funkce y(z) = Cie®® + Cye™*. Z okrajovych podminek dostaneme

1 =C)+ 0y, C) =

1+2e6 ;

0 = 4Che' —2Che 2, | Oy =1
Resenfm okrajové tilohy je funkce y(z) = . +12€6 e + - +2e6 e 27,
Reste nasledujici okrajové tlohy
135. y' —y =0; y(0) = 0,y(27) = 1 v = Shss)
136. y" +y=0; y(0) =0,y(27) =1 [nemé fesent]
137. " — k*y = 0; y(0) = vy, y(xo) = v9 {y:m(m sinh k(xo—x)+wve sinh kx)}
138. ¢ — a%y = 0; y(0) = v,y () = 0 y = vt

139. 3" —a?sy = 0; y(0) = l Y (29) =0 [s <0y = cos a/~s(wo—) pro xy # gj“}:}

s cos an/—szo
{pro Ty = (Q%ﬁ nems fesenf; s > 0;y = —Cojlgoogl‘l/i(jg;ox);k =1,2,3, }
140. 4" = Ny =03 A7 0,9(0) = 0,(1) = 3 [y = 353
Ly =y = 05 A 0,5(0) = 0.5/(1) = } [y = ]
2 Xy =01 3 0.0(0) =0.1) = =g
143. 2y + 4 = 0; y(1) = ay/(1); y(x) je omezend pro x — oo [y = 0]

144. yW — Xy = 0; y(0) = 9"(0) = 0,y(7) = 9"(x) =0 [y = Csinkz pro \ = k|
[k =1,2,3,... y =0 pro ostatni A]

WolframAlpha
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2.8 Ulohy na vlastni éisla a vlastni funkce

Teorie
Priklad 145 : Urcéime vlastni ¢isla a vlastni funkce okrajové tlohy
y'+Ay=0, y(0)=0, y()=0.
Regenf hleddme ve tvaru y(x) = e, potom charakteristickd rovnice mé tvar

AHA=0=k=+vV-N\.
e Pro A<0 je ki =+v—A, kh=—vV—X\ aobecné feSeni ma tvar
y(z) = CreV ™ 4+ Che VN = of(2) = VoACL eV — /X Che VA,

Z okrajovych podminek dostavame soustavu rovnic pro neznamé konstanty

Cl) CQ

0=Ch+Cs,

0=V=ACreV M — /“XCye VAT, } C1=0,Co=0= y=0.

e Pro A = 0 mé obecné teseni tvar y(z) = C1 + Cox = y'(x) = Cy a z okra-
jovych podminek dostaneme

C’leR,02:0:>y:C'1.

e Pro A > 0 mé obecné feSeni tvar
y(z) = Cy cos VAz+CysinVAz = o/ (z) = —VACysin VAz+VA Cy cos VA .

7 okrajovych podminek plyne

02027 -
O:—Clsin\/Xw,}\/Xﬂ_mr’HEN'

Dostavame tak posloupnost vlastnich €¢isel
{1,4,9,16,...}
a posloupnost jim odpovidajicich vlastnich funkci je

{cos x, cos 2z, cos 3z, . . .}.

Najdéte vlastni ¢isla a vlastni funkce tlohy y” + Ay = 0, je-li

146. x €< 0,7 >,y(0) =y (7) =0 {)\K = (QK;DQ,yK =sin 21y, K € N}
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147. 7 €< 0,7 >,y/(0) = y(r) = 0 e = B e — cos 2Ly K € |

148. z €< 1,2 >,y(1) =y(2) =0 (Mg = K?1%,yx = sin Knz, K € N|
149. x €< 1,2 >, y(1) =4'(2) =0 [)\K:w,y;(:cos2 Lra KEN}
150. ze< 1,2>,y/(1) =y(2) =0 {)\K = %,y;( =sin EAry, K € N}
151. z €< 1,2>,¢/(1) =9/ (2) =0 [Ax = K?’n%,yx = cos Kmz; K =0,1,2,...]
152. x €< a,b>,y(a) =y(b) =0 [)\K (ff:;,yK = smM K € N

153. x €< a,b>,y(a) =9y (b) =0 {/\K %,yk——sm%,lfe N

154, & €< a,b >,y/(@) = y(b) = 0 [an = EE g = cos eS0T g e
Najdéte vlastni cisla a vlastni funkce nasledujicich okrajovych tloh

155. 4 + 2 + Ay =0; 2 €< 0,0 >, y(0) = y(l) =0 [)\K_1+K2 r|
[yK:e_ smKZ”J,K S N}

156. 2%y +ay' + Ay =05z e< 1,1 >, y(1) =y(l) =0 {AK: 022 o~ in K

157. 4" + (A + 1)y =0 Ak = K*r?— 1,K € N]
re<0,1> y(0)=¢'(0)=0, y(1)—y'(1)=0 [yx=sin(arcotg(Kn)+ Krz)]

158. y"+2y'+X y = 0; y(1)=0, y je omezend pro z — 0 [AK:#,?JK:%SHI @}
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3 Soustavy linearnich diferencialnich rovnic

Teorie

Priklad 159 : Uréime fundamentdlni matici a obecné feseni homogenni soustavy

v = 2y1+ v
Yo = 3y1 +4ys.

Resenf homogenn{ tlohy hleddme ve tvaru ij(z) = he*  kde h, A budou vlastni
vektory a vlastni ¢isla matice soustavy

2 1
A= :
Vlastni ¢isla matice soustavy dostaneme z rovnice

A—2 —1

det(AH—A):det< 3 y_4

):(A—2>(>\—4)—3:0?)\1:1,)\2:5.
K vlastnim ¢islim uréime vlastni vektory:

vt emi= (D) () g R

Mo =5 (51[_A>ﬁ:(_§ ‘}>-<h1>:6:»ﬁg=(1,3)?

Fundamentalni matice ma tedy tvar

B 1Y , /1 50 [ € e’
w=((11)(3) )G ve)
a obecné feSeni ma tvar

jx) =Y(x) C=C) <_1>ex+cg<é) .

3.1 Soustavy homogennich diferencialnich rovnic

160. y1 =1 — v2 [y1 = Cre™ + Coe™]
yh =y — 41 [y2 = 201677 — 2C,e3]
161. ¥} +y1 — 8ya =0 [y = 2C1e% — 4Cye™"|
Yy — Y1 — Yo =0 [y2 = Che* + Coe™]
162. y; = y1 + vo [yl = e?*(C} cos x + Cysin a:
Yy = 3ya — 2y [y2 = 2" {(C1 + Cs) cosz + (Co — Cy) sinz}]
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163.

164.

165.

166.

167.

168.

169.

170.

171.

172.

173.

Y =y1 — 3y
Yo = 31 + 12
yi+y1+5y2=0

Yh—y1 —y2 =0

Y= 2y +
?J§:4y2—
yi=3y1—
y§:4y1—
Y=Y+ Y3 — Yo

b=11+Y — Y3
§,:2y1—

<

Y = 3y1 — Y2 + 3
Yo = y1 + Y2 + U3
vy = 4y1 — yo + 4y

Y1 = dys — 2y3 — 3
Yy = Y3+
yh = 6y — 6y2 + Hy3

Yi=Y1— Y2 — U3
Yo = Y1 + Yo
Y3 = 3y1 + 3

yi=4y1—y2—y3
Yy = Y1 + 2yo —
Y5 = y1 — y2 + 23

Y=y — Y2+
Yo =y1+ Y2 — U3

Ys = 2y3 — Y2
y{=4y1—y2
Yy = 3y1 + Y2 — Y3
Yh =11 + Y3

[?Jl =

lyo = {20 —

[93 =

{Cr —

22

lys = 2C5e* — Cye™]

[y1 = e"(2C5 sin 2z + 2C'3 cos 2x)
— (Cy cos 2x + Cysin 27)
— 3C5 cos 2x 4+ 3C'3 8in 2x

= Cle2x 02 + 03 }

[yz = ex(Cl
[?J?) = ex(—Cl

= e"(C cos 3z + (5 sin 3x)]
[y = €”(C sin 3z — Cy cos 31)]

— () cos 2z — (2C + Cy) sin 2]
= () cos 2z + Cy sin 2]

[ 01 + 0233 }
(Cl + CQ + CQSC 6 I}

[y1 = (C1 + Cyz)e”]

Y2 = (2C1 — Cy 4 2Chx)e”]
= (Che’ + 02623: + Cse™ ﬂ

[ C’le —3036 x]

= (Che” + 026% — 5C3€_x}

y1 = Che® + Che?® + 0365‘70_
Yy = Cre* — 2026296 + 0365:10_
= —(Che® — 309> + 3036596_

[y = Cre” + Cse™]
[yQ = (Che” + 02623:

]
]
]

2 0162”” + Che¥]
[ 016233 + 036 ﬂ
]

(Cl+02£13€ +C3 2z

(01 —2C5 + ng)ex]
— Cy + Coz)e® + Cie?”

Co + (2(]2 — 205)x + 2052 }e*

]
= (C} + Coz + C32?) ﬂ
}
Cy+ 205 + (Cy — 2C5)x + 03x2}62ﬂ

WolframAlpha
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3.2 Soustavy nehomogennich diferencialnich rovnic

Piiklad 174 : Reseni nehomogennf soustavy diferencidlnich rovnic

Y1 = 2y1+ys+e”
Yp = 3y1 +4dys.

hleddme metodou variace konstant.

e Nejdrive vytesime homogenni soustavu (viz piiklad 159). Reseni homogenni
soustavy ma tvar

Lo S [ e e Cy\ 1\ ., 1\ &,
y(a:)—Y(x)C—(_ex 365;1:) (C2>_Cl<_1>e +02<3>e )

kde Y(z) je fundamentélni matice soustavy a C je vektor konstant.

—

e Partikuldrni feseni dané soustavy hleddme ve tvaru y,(z) = Y(z) - C(x),
kde C(x) je vektor funkeci. Po dosazeni do soustavy dostaneme Y'(z)C'(z) +

—

Y(2)C'(z) = AY(2)C(z) + b(z) . Protoze Y' = AY, tak plati
() (_Dew —I—Cé(a:)(;)) &t — (%) |

Cre® + Che®® = et 4CHe>® = e? Cy= The ™
= =
—Ce* +3C5e™ =0 —4C e = —3e” C,=32x

Odtud vyplyva

a partikularni feseni soustavy ma tvar

(x)—éx ! e‘”—l—_—l ! e”
I\ =7\ 16 \3)"

e Obecnym feSenim nehomogenni soustavy je funkce

m ) . 1 x 1 T 1 T, — 1 2
y(x) = yn(z)+yp(z) = C (_1>e +02<3> e +%x (_1>e +1—61 <3> et |

Priklad 175: Reseni nehomogenni soustavy diferencidlnich rovnic

dostaneme ve trech krocich.
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e 1.krok Vyfesime homogenni soustavu (v soustavé zustanou jen cleny s funk-
cemi a jejich derivacemi)

yi= v
Ys = Y1
: : 01 . .y :
Matice soustavy je A = < 10 > a jeji vlastni ¢isla dostaneme z rovnice

A —1
-1 A

K vlastnim ¢islim uréime vlastni vektory:

. . T T 1 -1 ] hl
A =1: (1-1 A)h1—<_1 1) (hg)
R A U I WA T N 1

Fundamentalni matice ma tedy tvar

(D) )

/ = Cl / / / /
Oznacime C' = ( co ) pak obecné feSeni homogenni soustavy méa tvar
2

det()\]I—A):det< ):A2—1:0:A1:1,A2:—1.

I
)]
>
S

I

N
— =
~__

y_’h(l‘):Y(ﬂf)'C_’):Cl <1>ex+02<_1)e_xzcll_ileanCgl_ige_x.

e 2.krok Partikularni feSeni soustavy hledame ve tvaru y,(z) = Y(x) - Cl(x),
5 01(39)) . , ,
kde C'(x) = e nyni vektor funkci.
@)= () ) deny
Po dosazeni do soustavy dostaneme

Y'(2)C(z) + Y(2)C'(z) = AY(2)C(z) + b(z) , kde b(z) = (22 ) .

Protoze Y'(z) = AY(x), tak plati

cita) (1 )er v es( L )er = (%)

Odtud vyplyva
Cre* +Cle ™ =e” 201" = e + 22 Ci=3
= =
Cle’ —Cye ™ =ua? 2Che ™ =e" —a? Ch = L(e* — z%e")
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176.

177.

178.

179.

180.

181.

182.

183.

184.

a pomoci per partes dostaneme
[ z?e " dr=—a’e "+ [ 2ze " dv=—x?e""—2xe "2 " =(—1? -2z —2)e ",
Tudiz Cy = 3(z + (=2 — 2z +2)e™™), Co = (3% — (2% — 2z + 2)e")

a partikularni reseni soustavy ma tvar

yp(w) = 3(a+(—2’ —20—2)e™) G)e%%( Lo (42 2742)¢") (_1) e

swe’ 4 16 — 1% — 2
Loer — lev 9y

2 4

3.krok Obecnym feSenim nehomogenni soustavy je vektorova funkce

. . . 1Y\ , 1\ _, lre® +le? — 2 -2
y(x) = yp(x)+y,(x) = C ( )e +Cg< > e T 2 . 4 . .
1 —1 sret — zet — 2x

2 4

Yy = 1ys — Hcos T ly1 = Cie* + Che ™™ — 2sinx — cos ]
Yy = 2y1 + Yo [yg = 201e** — Coe™ + sinx + 3 cos |
yll = 4y1 + Yo — 62”3 [yl = 01623; + 02€3x + (ZC + 1)62 |
Yo = Yo — 2y [yo = —2C % — Coe® — 2ze?”]
yi = 2y2 — Y1+ 1 [y1 = (Ol -+ 202:1:)6”5 — 3]
ys = 3ya — 2y [ya = (C} + Cy + 2Cyx)e® — 2]
Yy = By — 3y + 23 ly1 = Cre®* 4 3Coe™ —e™* — 4e3$;
Yh =Yy1 + y2 + e " [yg = C1e¥ + Che®™ — 277 — 2e3x_
Y =2y — 4y [y1 = 4C1e" + Coe " — 4xe”]
yé =1 — 3?]2 + 3e” [yg = C’lex + 0267% — (33 — 1)696_
yi =2y1 — Yo [yl = 016333 + 32 + 2z + 02
Ys = Yo — 2y1 + 18 lyo = —C1e* + 627 — 22 + 2C5 — 2]
y1 =1 + 2y2 + 16ze” [y1 = 2C1e* + Coe™* — (12z + 13)e”
yh = 2uy1 — 21 [y2 = C1e* — 2CHe ™3 — (8 + 6)e”
yi = 2y1 — Y2 [yl = (01 + Cox — a:z)e“’;
Yy = y1 + 2e” [y = {C1 — Co + (Co + 2)z — x*}e”]
Y =y1— Y2+ 8z [y1 = C cos 2z — Cysin 2x + 2x + 2]
Yy = By — Y2 [yo = (C1 + 2C5) cos 2z + (2C, — Cy) sin 2z + 10z]
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185. Y| = 2y1 — o [yl = (C1e” 4+ Cye3” + e”(2cosz — sin :1:)}

Yy = 2ys — y1 — be’sinx [yg = C1e® — C9e* + e*(3cosz + sinx)
186. 3y = yo +tg?x — 1 [y1 = Cy cosx + Cysinx + tg ]
Yy = —y1 +tgx [yo = —Cysinz + Cycosx + 2]
187. yi = —4y1 — 2y» + =2 [y1 = C1 +2C%e " + 2e " In|e” — 1]

Yy = 6y1 + 3y — [yo = —2C1 — 3Ce™" — 3e " 1In |e* — 1]

188. ¥y = y1 — Yo + [ylz(ClJra:) cos z+(Cy+x) sinz+ (cos x—sin x) In | cos z|]
Yy =21 — Y2 [y2=(C1—C%) cos x4 (C1+C5) sin x+2 cos x In | cos x|+ 2z sin x|

189. y1 =2y1 + Yo — 2y3 — x + 2 [y1 = C1e” + Cysinz + C5 cos ]
Yo =1—1 [yo = x — C1e” + Cycosx — Cysin x|
Yo =y1+y2—ys—x +1 lys = 14+ Cysinx + C3 cos z]

Najdéte partikularni feseni nasledujicich soustav diferencialnich rovnic

190. 5 = y2 + ys3; %2(0) = 0,y3(0) = —1 [y2 = € — &]
Yy = —2y2 + 4y s = & — 2¢%]
191. yh = 3ys — y3; y2(0) = 1,y3(0) =5 (2 = 7]
Yy = 10y2 — 4y3 lys = He™?"]
192. yi = 3y1 + 8y2; y1(0) = 6,42(0) = —2 [y1 = 2(2e" +e77)]
Yy = —3y2 — U1 [y2 = —e" —e™7]
193. y1 = e — 42— 5y1; 41(0) = g7, 42(0) = 355 (1 = 55¢" — 55¢>']
Yo = e* +y1 — 3yp [y2 = 55€” + 55¢*]
194. i = y2; 11(0) = y2(0) =1 [y1 = cosx + sin x|
Ys =~ [y2 = cosx — sin z
195. 41 = 441 — 5y25 11(0) = 0,12(0) = 1 1= (1 —2z)e™]
Yh = (g2 = e
196. 41 = y1 +y2 + 25 %1(0) = —§,52(0) = —3 [y = —52 — §]
Ys = y1 — 2ya + 2z y2 = 37 — 3]
197. yi =y1 + 5y2; 11(0) = —2,45(0) =1 [y1 = (sinx — 2 cos x)e 7]
Ys = —3Y2 — %1 [yo = e cos ]

198. 2y; = 6y1 — y2 — 62% — 2 + 35 41(0) = 2,12(0) =3 [y1 = e* + " + 2”4 1]
Yo =2y2 — 2x — 1 [y = 2e*" + x + 1]
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4 Laplaceova transformace

Laplaceovou transformaci funkce f(t) : [0,00] — R je funkce F(p), kde p € C
= [ f(t)e P'dt, piseme F(p) = Z{f(t)}.
0

Priklad 199 : Najdeme z definice obrazy funkci f(t) =1, f(t) = e, a € R:

-p a—p

fe—pt dt = [Lpt]zo:%’ Re(p) >0; f ete—rt dt = [e(a—p)t}:):L Re (p a) 0.
0 0
Tedy Z{1}=: g{e“t} = %

Priklad 200 :  Linearity, tj. Z{afi + Bf2} = ozf{fl} + 8L{f}, o, 8 € C,

Laplaceovy transformace vyuzijeme pro coshwt = ﬂ , plati:

Z{coshat}= (g{eat}—l—ﬁ{e_at}) %( - ): p

pta )  p*—a*’
Podobné pro sinhat = at’;fat a také coswt = M , sinwt = W,
w€ER (/¥ =cosp+ jsinp) dostaneme:
Z{sinhat} = — Lleoswt} = —L Plsinwt} = ——
sinhat} = —— coswt} = ——— sinwt} = ——.
2 — a2’ P2 +w?’ P2 1+ w2

Priklad 201 : V Laplaceové obrazu funkce e f(t) dochéz{ k posunuti obrazu
L{e"f(t)} = f ettf(t)e P dt = [ f(t)e P~9'dt = F(p — a), napi.:
0

at p—a at . o
ZL{e" coswt} = it L{e"sinwt} = Pt
5t __p—>9 2 _ 3
Z{e” cosh 2t} = —5Z—1 Z{e* sinh 3t} = (=279

Priklad 202 : Pokud vynasobime argument funkce konstantou a > 0, pak dojde

ke zméné méritka Z{f(at)} = ff (at)e P dt = %ff(T)efsT dr = 1F(2).
0

Jelikoz Z{sint} = tak Z{sin Bt}

1
2_,_17 3( g p2+9 -

Prﬂdad 203 Derivovanim Laplaceova obrazu podle p dostaneme:

= [ 1 (-tydt = 2{tf0) = 5 o Z{f) = (I
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Konkrétne Z{t-1) = dp(l) = Lz; ,,%{t t} = __(;%) = ]% a Z{t"} = p’?+|1
Také ZL{tcost} = (p]—)l—l) = (]f 7 LA{tsint} = —di( iL ) = (pQ}Fl)z

Priklad 204 : Pro obraz derivace funkce plati: f{f’( )} = pF( ) — f(0+) ,

oo

nebot pomoci per partes dostaneme [ f/(t)e P dt = [f(t)e P! ff —p) dt
0

= —f(04) + pF(p) . Podobne L{f"(t)} = p*F(p ) pf(0+) f (0+)-

Obecné plati: L{f™(t)} = p"F(p) — p" L f(0+) — -+ — f=1D(04).

¢
Nyni budeme uvazovat funkei (t) = [ f(7)dr, potom ¢'(t) = f(t), »(0) = 0
0
¢ t
a pro obraz integralu plati: ﬁ{f f(7) dT} = @, nebot pZ{[f(r)dr} =
0

0
0

pZ{p(t)}— p(0)=2{¢' (1)} =Z{f ()} = F(p).

4.1 Diferencialni rovnice

Priklad 205 : Pomoci Laplaceovy transformace prevedeme diferencialni rovnici
s pocatec¢nimi podminkami na algebraickou rovnici. Chceme vytesit:

y'(t) +5y'(t) +6y(t) =0, y(0) =1, 4(0)=0.

Oznacime Z{y(t)} = Y(p) a zobrazime pocatecni tlohu pomoci Laplaceovy
transformace, dostaneme:

ZL{y"(t) + 5y (t) + 6y(t)} =
p*Y (p) — py(0+) — 4/ (0+) + 5(pY (p) — y(0+)) + 6Y (p) =
(P +5p+6)Y(p)—p—-5=0=

_ _ptb
Y(p) = plors -

p+5 A + B __ A(p+2)+B(p+3)

Rozkladem na parcidlni zlomky obdrzime — P T s T T e

P+ —A(p+2)+B(p+3), prop = —3 Je 2=A(-1),prop=—-2 je 3=DB.
Tedy Y (p) = m + m Nyni k danému obrazu najdeme predmét Laplaceovy
transformace. Jinymi slovy chceme pouzit zpétnou Laplaceovu transformaci

LY ()} = y(b).
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73t g

—2t
p+3} - , p—|—2} = 3e
—2e7% 4+ 3e2 . Resenim poééteém ulohy je funkce

Protoze Z{e"} = L tak £

—a ?
1 p+5 _
a tedy £~ TS =

y(t) = =273 4 3e 2.

Priklad 206 : Pomoci Laplaceovy transformace chceme vyftesit:

y'(t) —2y'(t) +y(t) =0, y(0)=-1, 4 (0)=2.

Oznaéime Z{y(t)} = Y(p) a zobrazime pocatec¢ni ulohu pomoci Laplaceovy
transformace, dostaneme:

L") =29 () +y(t)} =
p*Y (p) — py(0+) — o/ (0+) — 2(pY (p) — y(0+)) + Y (p) =
(P =20+ )Y () +p—2-2=0 = Y(p) = 5

p=1)*"
Rozkladem na parcialni zlomky obdrzime (;:SQ = (pfl)Q + p]_31 = AJ(Ff_(f)_Ql) =
4—p:A—|—B( — 1), prop—ljeS—A prop=0 je 4=3—-B.
Tedy Y(p) = = )2 + o . Nyni k danému obrazu najdeme predmét Laplaceovy
transformace Protoze éf{e“t} —a a L{te"} = ——< 1 ) = (p_la)Q , tak
{ } = Ste : { L} = —¢' a feSenim pocdtecn{ tlohy je funkce

()—3te

4.1.1 Konvoluce
Operétor, ktery dvéma redlnym funkcim f, g prifadi funkci (f * g)(¢) predpisem
(f % g)( f f(T)g(t — 7) dr se nazyvé konvoluce.

Pro obraz konvoluce pti Laplaceové transformaci plati: Z((f=*g)(t)) = F(p)G(p).
Priklad 207 : Pomoci Laplaceovy transformace budeme fesit:

y'(t) + y(t) =sint, y(0)=0, ¥ (0)=0.
Zobrazime diferencialni tlohu pomoci Laplaceovy transformace, dostaneme:

Odtud y(t) = £

} = fsm sin(t — 7) dr .

p +1p +1
, -~ , 2— _ 2_
Zéroven plati W = 507 — (%H) ) ataké y(t) = L7 (50 — (If’QHl)Q)) —

3(sint — tcost).

29



4.2 Soustavy rovnic

Priklad 208 : Pomoci Laplaceovy transformace vyfesime soustavu diferencidlnich
rovnic s pocatecnimi podminkami:

yvi= v1—2y, wun(0+)=0, Jelikoz  Z{yi(t)} = pYi(p) — v (0+),

vo = —4y1 + 312, 3(0+) =1. L{ya(t)} = pYa(p) — v2(0+),

tak dostaneme soustavu algebraickych rovnic

pYi(p) — 0= Yi(p) — 2Ya(p), N (p — Yi(p) + 2Y5(p) =0,

pYa(p) — 1 = —4Yi(p) + 3Ya(p), 4Yi(p)+ (p — 3)Ya(p) =1
Odtud Ya(p) = —@Yl(p) a po dosazeni 4Yi(p) — (p — 3)@5@(;0) = 1.

, o -9 1 1 o (p—1) o 1 2
Tudiz Yi(p) = G5 = 550 35 & L0 =G0o5 %0 T o5

Zpétnou transformaci dostaneme 1 (¢) = 5(e™" — €™) a yo(t) = 5(e~" + 2¢™).

Pomoci Laplaceovy transformace najdéte feseni nasledujicich soustav diferen-
cidlnich rovnic

209. ) = y1 — 2425 41(04) = 0, y2(04) =1 [y1 = —5e* sin(3)]
Yy = by + 3y2 ly2 = 2% (sin(3z) + 3 cos(3z))]
210. vi = y1 —y2; n1(04) =1, 32(0+) =1 (1 = e (=22 +1)]
Y = y1 + 3ys [yo = e*(2z + 1)]
211 o) =5y1 — 25 11(04) = 2, y2(0+) =1 [y1 = e’ (2cos —sin )]
Ys = Y1 + 5Ya [yg = e(2sinx + cos )|
212. 2y; = 6y1 — y2 — 62 — 2 + 3; 11(0) = 2,12(0) = 1 [y1 = 26¥ 4 2% + 2]
yé:2y2—23}—1 [y2:gg—{—1]

213. i =1 —y2 +8x; 11(0) = 0,42(0) =0 [y1 = —sin 2z — 2cos2x + 2z + 2)]
Ys = 5Y1 — Y [y2 = —5sin 2z + 10z]

214. v =4y =2y + x5 y1(0) = 0,12(0) =0 |1 = 5;(8e* — 92” — 24z — 8)]
Yo = 2y1 — Y2 [y2 = 5(26% — 922 — 62 — 2)]
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5 Posloupnosti a rady funkci

5.1 Posloupnosti funkci
Teorie

n2

n24+x? °

Priklad 215 : Budeme vysettovat konvergenci posloupnosti f,(x) =

Pro bodovou konvergenci plati

2 2
. n . n
n—oo N° + & n—>oon(1_|_m)
Pti hledani mnoziny M, na které posloupnost konverguje stejnomérné nas zajima
, 2 2_ .22 2 .o L ,
rozdil |—— — 1| = |77 | = 20z - Zjistime, kdy plati
2
_ x
lim sup — =0.
n—00 pcpf N7+ X
Pokud je M omezend mnozina, pak 3K Vax € M : |z| < K a plati
x? K? , x?
< = lim sup =0.
Jestlize M = R, pak sup 2 = 1 = lim sup -2 = 1.
P xe]\g n*tat n—=00 xe]\lf/.)f n*tat

Dand posloupnost tedy konverguje stejnomérné na kazdé omezené mnoziné, na
celé realné ose konverguje bodoveé.

Rozhodnéte o stejnomérné konvergenci posloupnosti { f,,(x)}, je-li

216. f,(z) = 2" [z€(—1,1) bodove, z€(—1+¢,1 —¢) stejn.]
217. fu(z) = ar\(}%w [D(f1) = (—1,00), x€(—1,400) stejn.]
218. fu(z) = 2" + 2"t [z€(—1,1) bodove, x€(—1,1 — ¢) stejn.]
219. fu(x) = 2" — 2™ [z€(—1,1) bodove, z€(—1+¢,1) stejn.]
220. fu(x) = T [fn — O proxzeR, ale fn(%) = %}
221. fu(z) = 25 [z€R stejn.]
229, f,(z) = m _JT [z € (0, +00) stejn.]
223. fo(z) =M@=l [z € (—00,1)bodové, z € (—o0,1 — &) stejn.]
224. f,(x) = arctgnx [ € (—00, 00) bodove, z € (—o0, —¢) U (g, +00) stejn.]
225. fu(x) = x arcotgnx [z € (0, 4+00) bodove i stejn.]
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5.2 Funkéni rady

Teorie

o0
Méme najit obor konvergence fady > In"x.
n=1
Pouzijeme odmocninové kritérium a zkoumame, pro kterd x € R plati nerovnost
{/|In" 2] = |Inz| < 1, coz je splnéno pro 1 < z < e. Pro ;=1 dostaneme fadu
(0.0} (0.¢}
> (—=1)", ktera diverguje; podobné pro xo=e fada Y 1" opét diverguje. Obor
n=1 n=1
/7~ . . 1
konvergence dané fady je tedy interval (z,e).

Priklad 226 :

Najdéte obor konvergence fady > f.(z), je-li

n=1

227, fu(w) = SE (1) [< 0,00)]
228. fu(z) = 5= [z € R— < —1,1>]
229. fu(r) = 5o [r € R—{—1,1}]
230. f(x) = EU [l > 1]
231. fu(x) =™ [z > 0]
232, fo(z) = o [z > 0]
233. fu(x) = (5 — 2?)" 2 < |z| < V6]
234. fo(x) = n~ " (2| > Vel
235. fa(x) = n2e "’ [z € R—{0}]
236. fo(z) = 12 [l <1]
Dokazte stejnomérnou konvergenci §1 ful(x), je-li

237. fu(z) = =42 [z € R]
238. fo(z) = L [z > 0]
239. fu(x) = T [z € R]
240. folz) = 7525 [z € R]
241. fo(z) = 22 [z € R]
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242.
243.

244.
245.

246.

247.

248.

249.

250.

fu(x) = arcotg x22fn3
fola) = e

fulz) = S0
fu(z) = (arcotg =)
fal@) =In(1+ —5-)

_ sin()sin2nax
fal@) = =
ful@) = 2 (" +a7)

folr) = e
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n>2|z] <a,a> 0]

[|z] <a,a > 0]
[z € R]
[5 < 2] < 2]

e<z<a,(e,a>0e<a)

WolframAlpha
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5.3 Mocniné rady

Teorie
o
Priklad 251 : Najdeme obor konvergence fady Y 5"2".
n=1
(0.9]
Po substituci y = 2 dostaneme mocninnou fadu Y 5"¢", kterd md polomér
n=1
o
_ 1 1 _ 1 8 1y ,
konvergence R = e T 5 Pro y = dostaneme fadu nz_:l( 1)", ktera

diverguje; podobné pro y = l rada > 1 diverguje. Obor konvergence puvodni
n=

—_

fady Z 5%23" je tedy interval (—

n=1

k).
V57 5

Najdéte polomér konvergence fady

252, 3 PHCIT g H

258, 3 Tt V3]
- n n 1

251, 523" (n + 2)a” [74

Najdéte polomér konvergence rady > a,z", je-li

n=0
255. 4, = 1]
256. a, = = [o0]
257. a, = 4H) [V2]
258. a, =" (0 < a < 1) [o0]
259. a, = % + %(a,b> 0) [min(2, 1)]
260. a, = S 1]
261. a, = ﬁ(a, b>0) [min(a, b)]
262. a, = (—1)" {2 [27]
263. a, = (2 [1]
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__ala+D)...(a+n—1)b(b+1)...(b+n—1
264. a, = ) n(!c(chl).?.(chn)—l)( : [1]

Najdéte obor konvergence mocninné fady > a,(r — )", je-li
n=0
265. ay = ;1= = 1 (< 0,2 >]
266. @y = (2=1)7, 2y = —2 (=5 —3)]
267. a, = S w9 =0 (—1,1 >]
268. ay = g, 20 = 1 [< —2,4)]
269. a, = \/&EE 19 = —2 [(—3,—1)]
R . <L)
271. a, = ﬁln%ﬁ—;g,xo:—l [< —2,0 >]
272. a, = 2““;53 -1 =3 (< —4,-2 >]
273. a, = Va— 1,20 =0,a>0,a # 1 [< —1,1)]
v
274. an:\/ﬁ,xozl (< 0,2 >]
WolframAlpha
Najdéte rozvoj funkce f(z) v mocninou fadu
275. f(z) =e ™ [Z #;x eR
n=0 |
276. f(x) = cos’*x [1 + ;1(—1)”2(222_)!1x2”; reR
277. f(z) = sin 3z sin bz [Z_)l %(1 — 2" e R
278, f(x) =sinx [2 UG e, ¢
279. f(z) = (1_:'”_1)2 [Z(—l)”(n + 1Dz 2 2 € (—1,1)
n=0 |
280. f(z) = 5;:24 [—2 + 21 7(_212n_ " x e (—2,2)
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281.

282.

283.

284.

285.

280.

287.

288.

f(z) =tn, /1

f(@) = In5;
@) = 7=

fl@) = V1+a?

f(a) = (1 —a?)}
f@) = 7

f(@) = (1+a?) arcotgx

[1 % ez € (-1,1)

+ 57 CU G ¢ (-1, 1)
2D o,

[ZO (2(2;;_)1!? 2 NS (_17 1)

Najdéte rozvoj funkce f(z) v mocninnou fadu

289.

290.

291.

292.

293.

294.

295.

f(z) =In(z + V1 +2?)

f(x) = arcsinx

f(z) = arcotg 3

F(@) = e

2

F(2) = Hcosare
f(z) = 1In L + Larcotgx

2.

n=0

V5

36

535

(2n—1)!! g2n+l

00
2 2n 1! 2n+1

(2n—1)11 z2nt1
@)l 2n+1

ot

n+1 p2ntl
32"‘*‘1 2n—|—1’

5:

B

!i

S n
[:1: +2 3 %x%“;x e<—1,1>
n=1

v e< —1,1>
re< —1,1 >
re< —3,—-3>

Doz e (—1,1)

cosna;x € (—1,1)

S x4n+1

OB 4 () (B o] < 2




1‘2"

296. R

f(z) = rarcotgx — In/1 + 22 [i( 1)nLs

2n 1 l 2n+2

T (2n+2)1! 2n+1

f(z) = zarcsinz + /1 — 22 {1+ +Z

298. f(z) 1 S:;x) {2(_1)71—1(1 4 % S
299. f(z) = 18_":1; [Z 5 %
n=0 k=0
0. fa) —arcotg’s |0k )
n=1

+ %)x”, €T E (—1, 1)

re< —1,1>

) €<_7

301. f(z) =e"sinx { 22Sinn!(4) “wr €R

n=1 i

x o~ 22 cos(F) ]

302. f(z) =e"cosx [ e e R

n=1 i

arcsin o~ 227H (nl)? n. _

303, f(r) = ()2 S St jel < 1
Pomoci rozvoje v mocninnou fadu vypoctéte integraly

304. [e"dt {2 Amemr iz e R

0 n=0 J

T ‘i 0 1)l 1

305. Othdt {Zo m;x €R

< (2n—1) ”a:4"+1 ]

306. ‘Of 1dft4 [I + Z 2n)(4n+1) VS (_17 1)

¢ _dt 2y o 2n 1)”$2"+3 _

WolframAlpha
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6 Taylorova metoda pro reSeni pocatecnich tloh

Necht funkce f= f(x) mé derivace vSech fddu v bodé xy. Mocninné rada

R (D)
Z ! (va) (x —20)",
n=0 )

n
se nazyva Taylorova rada funkce f.
Taylorova metoda reseni pocatecnich tuloh

Predpokladejme, ze Feseni y(x) poc¢atecni ilohy mé v bodé xy derivace vsech fadu.
Reseni pak hledame ve tvaru

- ! y”(a:o) 2
y(x) = y(zo) +y'(xo)(x — 2o) + == (& — 20)" +
a hodnoty y(zo), v'(z9), ... wurc¢ime z diferencialni rovnice a z pocéateénich
podminek.
Priklad 308 : ResSime pocatecni ulohu
y'=-y, y0)=1.

Z pocatecni podminky a rovnice plyne y'(0) = —1 a postupnym derivovanim
rovnice dostaneme:

y'(x) = —y'(x = y"(0) =1,

- - )
V(@) =—y'@) =y

y(z) = -y D) =y (0) = (-1)".

Po dosazeni do Taylorovy fady dostaneme y(z) = > (_nll)" " (=e™").
n=0
Piiklad 309 : Resime pocateéni dlohu

y' =xy, y(0)=4, y'(0)=3.

Z, pocatecnich podminek plyne

y"(0)

o) (x—0)2+....

y(x) =44+3(x—0)+
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Z rovnice dostaneme postupnym derivovanim:
y'(x) = zy(x)
= y"(0) = 0y(0) =0,
y"'(x) =y(z) +zy'(z)

= y"(0) = y(0) +0-y/(0) =1-4,
y'"Vi(x) =y (z) + ¢ (x) + 29" (z)
=>y Y(0) =24'(0)+0-¢"(0) =23,

YO (x) = (n — 2y I() + 2y ()

= y™(0) = (n —2)y"~2(0).
Obecné
y3M(0) = (3n —2)(3n —5)---4-1-4,
y@® ) (0) = (3n —1)(3n —4)---5-2-3,
y(3n+2)(0) —0.

Po dosazeni do pfedpoklédaného tvaru feSeni dostaneme:
y(r)=4+ 3z + a:?’—i—j,x‘l-l—

4 3r 4 214 (3n— 2)532)!5) 41:63”+3(3n71()3(sﬁﬁ)...5.2x3n+1.

Najdéte Teseni pocatecni ulohy ve tvaru Taylorovy fady

310. ¥ —y =0, y(0) =1 [y(gj) - g:o %3;”
311 4" +y =0, y(0) =1, y/(0) =0 [y(x> - 20 ﬁx%
312. " +y =0, y(0) =0, y(0) =1 [?J(I) = go (2n11)!az2n+1_
313. y" =2y +y =0, y(0) =1, y(0) =1 _y(@ B 2) %xn_
314. /' — 2/ +y =0, y(0) =0, y'(0) =1 :y<x> N 21 %xn
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7 Fourierovy rady

Teorie

1 pro 0<z<nm

Priklad 315:  Stanovime Fourierovu fadu funkce f(z) = { 0 pro —7<z<0

podle zédkladniho trigonometrického systému, tj. ve tvaru

+00
% + Z(ak cos kx + by sin kx).

2
k=1
Vypocteme koeficienty ay, , by :
1 1 1
apg=— [ 1dé=1, ap = coské dé = — [smk:.f]o, k=1,2,...,
T T
0 0

™

by :%/sinkf d¢ :—%[cos k€T = —%[(—1)’f —1], k=1,2,....
0

Vysledek piseme ve tvaru:

Najdéte Fourierovu fadu funkce f(z) na intervalu (—m, ), je-li

(=
316. f(x) = |z| Vysledku vyuzijte k secteni fady > (QnT [ —4 Z COSQZT{Ex, 7;2
n=0

317. f(x) = m* — 22 Vysledku vyuzijte k sectenf fady Z L Dl

n2’
n=1

0
1 n+1 2 2
[ +4Z cosnT; s, 5

n=1

318. f(x) = signx Vysledku vyuzijte k secteni rady Z 2n+1 [% > %;%

n=1 |
319. f(z) = sinar a ¢ Z {—wgm S (—1)ntinsinne
n=1 i

320. f(z) =cosar a ¢ Z lmﬂﬂ{% + Do (1R
n=1 i
321. f(x)=e™ a#0 {— sinh am{5- + Z a2+n2 ~(acosnx — nsinnz)}
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. o0 .
322. f(2) = toremsr lal <1 S ¢" sinnx; zaved te et = z]
n=1

Najdéte Fourierovu fadu funkce f(x), je-li

323. f(x) = 5%,z € (0,2m) [21 sinng
324. f(z) =z,x € (a,a+ 2l) [a +1+2 Zl (sin 7 cos M7 — cos 74 sin 27E)
325. f(z) = 2%, 2 € (0,27) [% e DI L e
n=1 n=1 .

ax . e n ah cos( L) —n sin(27E ]

326. f(z) = e,z € (—h, h) [2 sinh ah{z- + > (=) L
327. f(r) =wcosx,x € (—5,5) [?6 Z n+12 sin 2nx
T e?m— - COS NI n sin nx ]

328. f(z) =e* — 1,2 € (0, 27) [ - 1{%+n§_)1(1+n2 — ) -1
Najdéte Fourierovu fadu funkci f,,(z) = sin" x a g,(x) = cos" x pro n = 2, 3,4, 5.
329. fo(z) =3 — Lcos2x [92(z) = 1 + 3 cos 2z]
330. f3(z) = 3sinz — {sin3z [93(z) = 3 cosx + 1 cos 3z]
331. fy(z) =3 — 4 cos 2z + g cosdu [ga(z) = 3 + 4 cos 2z + ¢ cos 4z]
332. fs(z) = —2sinz+ 3 sin 3z — 1z sin ba [g5(2) = 2 cosx + 5 cos 3z + 15 cos 5]

Najdéte Fourierovu fadu funkce f(x), je-li

s 2n—|—1

333. f(z) = § — 5,2 € (0,m) (kosinova Fada) {z 3 cosCnil)a ]
334. f(z) = 2% x € (0,7) (sinovd fada) [% i(—l)”“{%2 + Z[(=1)" — 1]} sin nx]

n
n=1

335. f(z) =sinaz,a € Z,x € (0,7) (kosinova fada) [4?@ > %pm a sude]

[%{ﬁ + Z nginﬁ}pro a hche]
n—=
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336. f(z) =cosazx,a € Z,x € (0,7) (sinova rada) [ DI o 22”7;31 5 Pro a sude]
n=0

m
n=

9
[ 8 nstnx pro a hche]

337. f(x) = (5 — ),z € (0,%) podle soustavy

{cos(2n — 1)z}, n e N { 2 Z 2n et + }cos(2n — 1)$]

{sin(2n — )z},ne N [Z {(27;1)2 + (27%1)3} sin(2n — 1)x]
n=1

Integraci Fourierova rozvoje funkce f(z) = z najdéte rozvoj funkef 22, 23, 24, 2°

pro z € (—m, )

338. f(z) == {2 i(—l)”“sm%-
339. f(z) = 22 [ +4 Z (=" -
340. f(z) = 23 [2 il( )"m sin nx-
341. f(x) = 2* {%4 + 8 i(— yno=mn ;LT n’ cosnx-
342. f(z) =2° [2 il(—l)”*1 120_20”;?2”4”4 sin nx_

WolframAlphe;

42


http://webmath.zcu.cz:8080/cmlWeb/PublicPages/ShowCategory.action

	Diferenciální rovnice 1. rádu
	Separace promenných
	Prechod k separaci
	Variace konstant
	Bernoulliova rovnice

	Lineární diferenciální rovnice n-tého rádu
	Systémy funkcí
	Eulerova rovnice
	Rovnice s konstantními koeficienty
	Metoda snižování rádu
	Nehomogenní rovnice
	Metoda odhadu tvaru partikulárního rešení
	Okrajové úlohy
	Úlohy na vlastní císla a vlastní funkce 

	Soustavy lineárních diferenciálních rovnic
	Soustavy homogenních diferenciálních rovnic
	Soustavy nehomogenních diferenciálních rovnic

	Laplaceova transformace
	Diferenciální rovnice
	Konvoluce

	Soustavy rovnic

	Posloupnosti a rady funkcí
	Posloupnosti funkcí
	Funkcní rady
	Mocniné rady

	Taylorova metoda pro rešení pocátecních úloh
	Fourierovy rady
	Limity, derivace a diferenciál funkcí více reálných promenných
	Rešení funkcionálních rovnic, tecná rovina
	Extrémy funkcí více promenných
	Optimalizacní úlohy bez vazeb
	Optimalizacní úlohy s vazbami

	Vícenásobné integrály
	Dvojné integrály
	Trojné integrály


