
Úvod do funkcionálńı analýzy

Jméno : Př́ıjmeńı : Č́ıslo studenta:

Prostory funkćı

1. Máme metrický prostor (X, %),

a) x, y, z ∈ X, pak plat́ı:

%(x, y)=0⇔x=y,

%(x, y)=%(y, x),

%(x, z)=%(x, y)+%(y, z),

%(x, y)=0⇒x=y,

%(x, y)=%(y, x),

%(x, z)≤%(x, y)+%(y, z),

%(x, y)=0⇔x=y,

%(x, y)=%(y, x),

%(x, z)≤%(x, y)+%(y, z),

b) posloupnost {un} ⊂ X konverguje k u ∈ X právě tehdy, když plat́ı

∃ε>0∃n0∈N ∀n∈N :
n≥n0⇒%(un, u)<ε

∀ε>0∃n0∈N∀n∈N :
n≥n0⇒%(un, u)<ε

∀ε>0∀n0∈N∀n∈N :
n≥n0⇒%(un, u)<ε

∀ε>0∃n0∈N ∃n∈N :
n≥n0⇒%(un, u)<ε

c) řekneme, že (X, %) je úplný, jestliže

v X existuje hustá
podmnožina

každá cauchyovská
posloupnost je
konvergentńı

každá konvergentńı
posloupnost je
cauchyovská

každá posloupnost je
omezená

d) v X existuje spočetná hustá podmnožina, pak

X je 1.kategorie X je 2.kategorie X je úplný X je separabilńı



2. Máme lineárńı prostor X,

a) funkce ‖ · ‖X : X → [0,∞) se nazývá norma na X, jestliže ∀u, v∈X,∀κ∈R plat́ı

‖u‖X =0⇒u=o,

‖κu‖X = |κ|‖u‖X ,
‖u+v‖X≤‖u‖X +‖v‖X ,

‖u‖X =0⇒u=o,

‖κu‖X = |κ|‖u‖X ,
‖u+v‖X =‖u‖X +‖v‖X ,

‖u‖X =0⇒u=o,

‖κu‖X =κ‖u‖X ,
‖u+v‖X≤‖u‖X +‖v‖X ,

b) X se nazývá Banach̊uv, jestliže

je normovaný a úplný
vzhledem k metrice
%(u, v)=‖u+ v‖X

každá konvergentńı
posloupnost má
limitu v X

je normovaný a úplný
vzhledem k metrice
%(u, v)=‖u− v‖X

každá cauchyovská
posloupnost má
limitu v X

c) funkce g : X×X → R se nazývá skalárńı součin na X, jestliže ∀u, v, w∈X,∀κ∈R plat́ı

u 6=0⇒g(u, u)>0,

g(u, v)=g(v, u),

g(κu, v)=κg(u, v),

g(u+ w, v)≤g(u, v)+g(w, v)

u 6=0⇒g(u, u)>0,

g(u, v)=g(v, u),

g(κu, v)=κg(u, v),

g(u+ w, v)=g(u, v)+g(w, v)

u 6=0⇒g(u, u)>0,

g(u, v)=g(v, u),

g(κu, v)= |κ|g(u, v),

g(u+ w, v)=g(u, v)+g(w, v)

d) X se nazývá Hilbert̊uv, jestliže je unitárńı (se skalárńım součinem g(u, v)) a

je normovaný a úplný
vzhledem k metrice
%(u, v)=‖u− v‖X

je úplný vzhledem
k metrice %(u, v)=
g(u− v, u− v)

je úplný vzhledem
k metrice %(u, v)=
2
√
g(u− v, u− v)

je normovaný a každá
cauchyovská posloup-
nost má limitu v X

3. Máme prostor RN = R× R× · · · × R,

a) eukleidovská norma na prostoru RN je dána předpisem

|u|RN ,2 =

(|u1|2+. . .+|uN |2)
1
2

|u|RN ,p =

(|u1|p+. . .+|uN |p)
1
p

|u|RN ,1 =

(|u1|+. . .+|uN |)
|u|RN ,∞=

max{|u1|, . . . , |uN |}



b) podmnožiny prostoru RN s topologíı indukovanou normou |u|RN ,p jsou kompaktńı právě
tehdy, když

jsou otevřené a

obloukově souvislé

jsou uzavřené a

obloukově souvislé

jsou uzavřené

a omezené

jsou otevřené

a omezené

c) podmnožina Ω ⊂ RN se nazývá oblast, jestliže je

obloukově souvislá

a uzavřená

otevřená a omezená uzavřená a omezená obloukově souvislá

a otevřená

Sobolevovy prostory

1. Funkce u je prvkem prostoru W 1,2(0, 1), jestliže u∈L2(0, 1) a zároveň

klasická derivace

u′∈L2(0, 1)

1∫
0

uϕ′ dx=−
1∫
0

u′ϕdx

∀ϕ∈L2(0, 1)

∃g∈L2(0, 1) :
1∫
0

uϕ′ dx=−
1∫
0

gϕ dx

∀ϕ∈D(0, 1)

∃g∈L2(0, 1) :
1∫
0

uϕ′ dx=−
1∫
0

gϕ dx

∀ϕ∈C∞(0, 1)

2. Funkce u je prvkem prostoru W 1,2
0 (0, 1), jestliže existuje posloupnost funkćı {un} z pros-

toru

C∞(0, 1) taková, že

‖u−un‖W1,2(0,1)→0

D(0, 1) taková, že

‖u−un‖L2(0,1)→0

C∞(0, 1) taková, že

‖u−un‖W1,2(0,1)→0

D(0, 1) taková, že

‖u−un‖W1,2(0,1)→0



3. Pro každé 1 ≤ p <∞ existuje konstanta Cp(a, b), závisej́ıćı pouze na p, a, b, taková, že( b∫
a
|u(x)|p dx

) 1
p ≤

Cp

( b∫
a
|u′(x)|p dx

) 1
p

∀u∈W 1,2
0 (0, 1)

( b∫
a
|u(x)|p dx

) 1
p ≤

Cp

( b∫
a
|u′(x)|p′ dx

) 1
p′

∀u∈W 1,2
0 (0, 1)

( b∫
a
|u(x)|p dx

) 1
p ≤

Cp

( b∫
a
|u′(x)|p′ dx

) 1
p′

∀u∈C1(0, 1)

( b∫
a
|u(x)|p dx

) 1
p ≤

Cp

( b∫
a
|u′(x)|p dx

) 1
p

∀u∈C1(0, 1)

4. Necht’

s > N
4
, s > N

2
, s > N − 2, 2s > N − 2,

pak prostor Hs(RN ) je spojitě vnořen do prostoru C(RN ).

5. Necht’ Ω ⊂ RN je omezená otevřená množina s hranićı ∂Ω tř́ıdy C1. Potom prostor
W 1,p(Ω), 1 ≤ p < N je spojitě vnořen do prostoru Lp

∗
(Ω), kde

p∗ = N−p
pN

p∗ = Np
p−N

p∗ = N+p
pN

p∗ = pN
N−p

6. Necht’ Ω ⊂ RN je omezená otevřená množina s hranićı ∂Ω tř́ıdy C1. Potom prostor
W 1,p(Ω), N < p, je spojitě vnořen do prostoru C0,α(Ω), kde

α = 1− N
p

α = 1− 1
p

α = 1− 1
N

α = 1




