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Mnozina celych cisel s
operaci scitani (Z,+)
s neutralnim prvkem 0
je Abelova grupa.

Norsky matematik
Niels Heinrich Abel
(1802-1829).

dokazal nefesitelnost
algebraickych rovnic
5. a vysSich stupnu
pomoci odmocnin. Pti
tomto dukazu uplatnil
ideje teorie grup.

Mnozina redlnych ¢i-
sel s operacemi s¢itani
a nasobeni (R,+,-) s
nulovym prvkem 0 a
jednotkovym prvkem
1 tvori téleso.

2 Uvod do funkciondlni analyzy

1 Linearni prostor

Pti zkoumani prirody se pokousime jeji zakonitosti popsat po-
moci diferencialnich rovnic. Napriklad rovnice druhého radu
y'(z) + cy + y(z) = f(x), kde ¢ € R popisuje tlumené kmitani
v elektrickém obvodu. Pti hledani feseni téchto tiloh potiebujeme
funkce scitat, nasobit, pocitat limity jejich posloupnosti ap..
Mnoziny teseni diferencidlnich rovnic maji spolecné vlastnosti,
které vedou k definicim néasledujicich matematickych struktur.

Definice1.1: (grupa)
Mnozina V' s operaci + (tj. se zobrazenim z V' x V do V),
zkracené (V,+), se nazyva grupa, jestlize plati:

i) Vu,v,w € V: (u+v)+w=u+ (v+w), (asociativita)
ii) JoeVVueViut+o=0+u=u, (neutrdlni prvek)
iii) Vue V3dueV :u+u=u+u=-e. (inverzni prvek)
Pokud navic plati
iv) Vuo e V:ut+v=v+u, (komutativita)
pak hovorime o komutativni grupé nebo Abelové grupé.
Definice 1.2: (téleso)

Mnozina T s dvéma operacemi +,- , zkracené (T,+,:), se
nazyva téleso, jestlize plati:

i) (T, +) je komutativni grupa s neutralnim (nulovym) prv-
kem znacenym 0,

ii) (T'\ {0}, ) je grupa s neutralnim (jednotkovym) prvkem
znacenym 1,
iii) Va,b,c e T: (distributivita)
(a+b)-c=a-c+b-c, a-(b+c)=a-b+a-c,

Jestlize (T'\ {0}, ) je komutativni grupa, pak hovorime o ko-

mutativnim télese .
Cvicent 1.1 :
a) Dokazte, ze mnozina (Q \ {0}, -) tvoii Abelovu grupu.

b) Dokazte, ze mnozina (C, +, -) tvoii komutativni téleso.


http://www-history.mcs.st-andrews.ac.uk/history/Mathematicians/Abel.html
http://www-history.mcs.st-andrews.ac.uk/history/Mathematicians/Abel.html
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Definice 1.3 : (linearni prostor)
Necht (V, +) je komutativni grupa a T je téleso. Necht operace
7.7 72T xVdoV: (a,u) — a-wu spliuje:

i) Va,be TVueV :a-(b-u)=(a-b)-u (asociativita)

i) Va,beTVu eV :(a+b)-u=a-u+b-u,
VaeTVu,veV:ia-(u+v)=a-u+a-v
(distributivita)

i) VueV,1eT:1-u=u (absorpce jednotky).

Potom mnozina V s operacemi +,- se nazyva linearni
(vektorovy) prostor nad télesem 7. Prvky mnoziny V' se
nazyvaji vektory, (prvky télesa T' se nazyvaji skalary).

Priklad 1.1 :

1. Mnozina vsech tfeSeni diferencidlni rovnice
"
u'(x) +4u(x) =0
je tvorena funkcemi u(z) = Cysinz + Cycosx a tvori
linearni prostor.

2. Mnozina vsech usporadanych n-tic realnych cisel tvori
vektorovy prostor.

3. Mnozina vSech polynomu tvoii vektorovy prostor.

4. Mnozina vSech matic stejného typu tvoii vektorovy pro-

stor.

Definice 1.4: (linedrni zavislost a nezavislost)

Necht V je linedrni prostor nad télesem T. Necht vektory
Uy, Us, ..., u, €V, konstanty aq,as,...,a, € T, n € N, pak
linearni kombinaci vektoru wuy, us, . .., u, nazyvame vektor

ai1u] + agug + -« ++ + Aply, .
Jestlize
aul + asuo + - -+ auy, =0 ar =ay=---=a, =0,

(o je nulovy (neutralni) vektor) pak ftikdme, ze vektory
Uy, Uz, . .., U, jsou linedrné nezavislé, v opacném pripadé
jsou linearné zavislé.

V  mnoziné funkei
nebo polynomu je
neutralnim  prvkem
nulovd funkce (po-
lynom), v mnoziné
n-tic je neutralnim
prvkem nulovy vektor

(0,---,0).

Vektory u = (1,1),
v = (2,1) z prostoru
vSech  usporadanych
dvojic jsou linearné
nezavislé.

Vektory u = (1,1),
v = (—2,-2) jsou li-
nearné zavislé.



Existence baze vekto-
rového prostoru plyne
z axiomu vybéru:
Jestlize M je mnozina
neprazdnych mnozin,
potom existuje zobra-
zeni f s definicnim o-
borem M, které kazdé
mnoziné A € M pri-
rad{ jisty prvek mno-
ziny A, tedy f(A)€A.
Axiom vybéru zfor-
muloval v roce 1904
némecky matematik
Ernst Friedrich Ferdi-
nand Zermelo (1871-
1953).

W\

Prostor vsech uspora-
danych trojic realnych
cisel (R3,+,-) je vek-
torovy prostor dimen-
ze tIi.

Prostor /P mé neko-
necnou dimenzi, bazi
v tomto prostoru tvori
vektory
e;=(0,...,0,1,0,...),
tedy vektory, které
maji na ¢-tém miste
jednicku, jinak samé
nuly.
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Definice 1.5: (béze a dimenze prostoru)
Vektory ey, es,...,e, € V., n € N, tvori bazi linearniho pro-
storu V nad télesem T, jestlize

i) vektory eq, e, ..., e, jsou linedrné nezavislé,
ii) Vu € V' jsou vektory wu,eq,es, ..., e, linedrné zavislé,

tj. existuji aq,as,...,a, € T : u = a1e; + ases + - -+ + aney,.

Cisla aj,as,...,a, nazyvame souradnice vektoru u vzhle-
Y Y )y N

dem k bdzi ey, €3, ..., €,. PiSeme u = (a1, a9, ..., a,).

Cislo n € N, neboli pocet prvku baze, nazyvame dimenze

prostoru V. PisSeme dim V' = n. Pokud neexistuje konecné

béaze prostoru V, pak piseme dim V = oc.

Cviceni 1.2:  Dokazte, ze prostor (C({0,1)),+,-) vSech
spojitych funkei na intervalu (0, 1) s operacemi s¢itani fun-
kel a nasobeni funkci redlnym ¢éislem je vektorovy prostor
s nekonec¢nou dimenzi.

Podobneé prostor LP(Q2) = {u : [|u(z)’ dz < oo} je linedrnf
Q

prostor s nekone¢nou dimenzi.

(0.9]
Oznacime £ = {(a,) : > |a,|’ < oo} (mnozina vsech po-
n=1

sloupnosti s koneé¢nym souctem p-tych mocnin absolutnich hod-
not clenu posloupnosti). K tvrzeni, ze mnozina ¢ je linedrni
prostor, potfebujeme dokézat, ze pokud posloupnosti (a,), (b,) €
7 pak také (a, + b,) € P (uzavienost prostoru ¥ na operaci
s¢itdni). To dokazeme pomoci nasledujicich nerovnosti.

Lemmal.1: Necht a,b> 0, p > 1 a ¢ takové, ze %ﬁ—% =1,

potom
P
ab< T+ = (1)
p q

Dukaz :  Uvazujeme funkci ¢(t) = %+ % pro t > 0.

Derivace ¢ (t) =t""1 + ¢t 1 =0 pro t=1 a v tomto bodé
nabyva funkce ¢ svého minima. Plat{ p(1) = % 11—,

q
tudiz 1 < % + % Dosadime t = ax le, pak dostaneme

P q
adb”! bra ! aP b
1< » + T tedy ab < ; 7



http://www-history.mcs.st-andrews.ac.uk/history/Mathematicians/Zermelo.html
http://www-history.mcs.st-andrews.ac.uk/history/Mathematicians/Zermelo.html
http://www-history.mcs.st-andrews.ac.uk/history/Mathematicians/Zermelo.html
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Lemma1.2: (Holderova nerovnost)
Meéjme dvé posloupnosti (ay), (b,), redlnd ¢isla p,q > 1 ta-
kova, ze % + % = 1, potom plati Holderova nerovnost

> lanbal < (3 laal?) " (3 1ol
n=1 n=1 n=1

— & 4 B, = —"b
(Swr)”

Z nerovnosti (1) v lemmatu 1.1 dostaneme A, B, < =z+4=2

Dukaz : Polozime A, =

|an| |bn |

0
a seCtenim dostaneme ) — T R
S (E ) ()
Odtud jiz plyne Holderova nerovnost.

Lemma 1.3: (Minkowského nerovnost)
Meéjme dvé posloupnosti (a,), (b,) a redlné ¢islo p > 1, potom
plati Minkowského nerovnost

(S lon ) < (el + ()"
n=1 n=1 n=1

o0 o
Dukaz : > |a, + bu|? < (troj. nerov.) > (|a,| + |bn])?
n=1 n=1
o0

= > (lanl + [ba])"" (Jan| + [bn]) = 2 (an] + [bn )P~ an| +

n=1
00

S~ (lan| + [ba])P71|b,] < (Holderova nerovnost) (Z(|an\ +
n=1 n=1

) 0) " (55 Jaal?) "+ (35 17 0) (55 )

Plati (p—1)¢g=p a l—é: , tedy

00
1

Z |an+bn|p 00 5 00 L
< (X lanl?) + (S [balr)" 2 odtud

( |Cln+bnp> n:l n:].

=

8

Il
-

1

an+bu)" < (X laal)” + (X 15al7)"
n=1 n=1

gk

1

n

Pii praci na Fourie-
rovych tadéch objevil
v roce 1884 Holder
nerovnost, kterd nyni
nese jeho jméno.

Otto Ludwig Holder
(1859-1937).

Znamy polsky mate-
matik Minkowski roz-
vijel novy pohled na
prostor a ¢as a podal
matematické zdklady
teorii relativity.
Hermann Minkowski
(1864-1909).

|F .”*

“ A

<l



http://www-history.mcs.st-andrews.ac.uk/history/Mathematicians/Holder.html
http://www-history.mcs.st-andrews.ac.uk/history/Mathematicians/Holder.html
http://www-history.mcs.st-andrews.ac.uk/history/Mathematicians/Minkowski.html
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pozitivnost
symetrie

trojuhelnikova nerov-
nost

Metrika ndm umoznu-
je zmérit vzdalenost
bodu prostoru.

Metrika ¢ neni inva-
riantni vuci posunuti,
tzn. o(u+w,v+w) #
o(u,v).

invariace vuci posu-
nuti
spojitost metriky
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1.1 Metricky prostor

Definice 1.6 : (metricky prostor)
Jestlize funkce p: V x V — R spliuje:

M1) Vu,v € V: o(u,v) >0 a o(u,v) =0 u=w,
M2) Vu,v € V : o(u,v) = o(v,u),
M3) V’LL,’U,U) eV: Q(U,,’UJ) < Q(unv) +Q(an)7

pak se o nazyvd metrika na prostoru V. Rikdme, ze V je
metricky prostor.

Priklad 1.2 :

1. Na prostoru R" definujeme eukleidovu metriku vzta-
hem o(u,v) = \/(ur — v1)? + (ug — v2)? + - - + (uy — v1)?,
kde w = (uy,uz, ..., uy) & v = (v1,02,...,0,).

2. Necht p je eukleidova metrika, potom piedpisem

o, 0) :{ o(u,v), jestlize “3>\ eR:u=M\v,
o(u,0) + o(v,0) jinak,

definujeme opét metriku.

3. Diskrétni metriku definujeme predpisem

1, jestlizeu # v,
o(u,v) :{ : !

0, Jjestlizeu=wv.

Pokud V' je linearni prostor, pak navic predpokladame, ze
metrika o splnuje

M4) YVu,v,w eV : o(u+w,v+w) = o(u,v),
M5) Jestlize lim A\, =0, pak Vu € V : lim o(A\,u,0) =0.

n—oo n—oo

1.2 Normovany prostor

Priklad 1.3: (norma, skaldrni soucin)

Necht V je vektorovy prostor dimenze n nad télesem R
a u= (uy,us,...,u,) €V, potom ¢islo

lull = \Ju + 4+ 2

se nazyva norma vektoru wu.
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Necht v = (vq,v9,...,v,) € V, potom &islo
UV = UV + UV + -+ - + UpUy,

nazveme skalarni soucin vektoru u, v.
V prostoru nekonecné dimenze jsou predchozi definice normy

a skaldrniho souc¢inu nepouzitelné. Proto zavadime jejich obec-
nou formu.

Definice 1.7: (zobecnéni normy a skaldrniho soucinu)
Necht V je vektorovy prostor nad télesem R. Zobrazeni
| -] : V — R spliujict:

N) VueV:|ul| >0 a |u|=0<u=o,

N2) Vu eV VaeR: ||a-ul|=|al-|u|,

N3) Yu,v € Vi flu+ vl < flufl + [|v]

(trojuhelnikova nerovnost),

se nazyva norma na prostoru V. Rikame, ze V je normo-
vany linedrni prostor. Zobrazeni o(u,v) = ||u —v|| se nazyva
vzdalenost vektori u,v a je metrikou na prostoru V.

Priklad 1.4 : Na prostoru #¥ definujeme normu piedpisem
o0

lul| = (> |un|p)% . Trojtihelnikovéa nerovnost plyne z Min-
n=1

kowského nerovnosti, viz lemma 1.3.

1.3 Unitarni prostor

Definice 1.8 : (unitarni prostor)
Necht V' je redlny (komplexni) vektorovy prostor a existuje
zobrazeni (-,-) : V x V — C takové, ze

Sl) VueV,u#o: (u,u) >0, (pozitivita)
S2) Yu,v € V (u,v) = (v,u), (symetrie)
S3) VA € C, Yu,v € V: (Au,v) = A(u,v), (ndsobeni)
S4) Yu,v,w € V: (u+v,w) = (u,w)+ (v, w), (distributivita)

potom se (-, -) nazyva skalarni souéin na prostoru V' a pro-
stor (V) je unitarni prostor.

V' je lokalné kon-
vexni prostor, potom
V' je metrizovatelny <
ma spocetny funda-
mentalni systém okoli
nuly. Prostor vsech
funkci na nespocetné
mnoziné M s topo-
logii bodové konver-
gence neni metrizova-
telny. Metrizovatelny
lokalné konvexni pro-
stor nemusi byt nor-
movatelny - napi. pro-
stor vSech posloup-
nosti.

Pro vektory také po-
uzivame znaceni se
Sipkou @ a skalarni
soucin vektoru i, v se
také znaci u - .

S pojmem skaldrniho
soucinu se velice ¢asto
setkame ve fyzice.
Naptiklad, pusobi-li
sila F po piimocaré
draze smérem S, pak
vykonad prici A = F.3
| F- 5] -cos , kde
@ je thel, ktery sviraji
vektory Fas



Pro pevné zvolené
u je skalarni soucin
F(v)=(u,v) linedrni
zobrazeni a zobrazeni
F(v) = (v,v) je pozi-
tivné definitni.

Ze Schwarzovy nerov-
nosti plyne

o)l
EIRE

?

tudiz ma smysl defi-
novat thel ¢ dvou
vektoru (tzn. napfi-
klad dvou funkef)
predpisem

(u, v)

lull - vl

Cos p =

Uvod do funkciondlni analyzy

Cvicent 1.8 : Vlastnosti skalarniho soué¢inu
a) (u, \v) = Au,v)

(u, ) = (Mo, 1) = Ao, u) = Mu,v)]
u, v)

linearita

—
/

0,0) = (0-u,0)=0"(u,0) =0]

Priklad 1.5: Skalarni soucin v prostorech
1 -

a) C((0,1)) (u,v) = [u(z)v(x) dz

0

b) & (u,v) =X wy;
i=1

Vétal.l: (norma indukovand skaldrnim souc¢inem)

Necht V je unitdrni vektorovy prostor se skaldrnim soucinem
(+,+), potom predpisem ||u|| = \/(u,u), u € V  je defino-
vand norma na prostoru V' (indukovand skalarnim soucinem) .

Pozndmka 1.1: Obréacené dané tvrzeni neplati, napt. na pro-
2
1

3
storu £3(0, 1) muzeme poloZit (u,v)= <f (\u\g : \v|§> dx) :
0
ale neplati vlastnost S4 skalarniho soucinu.

Vétal.2: (Schwarzova nerovnost)
Necht V je unitarni vektorovy prostor se skaldrnim souéinem
(+,+), potom plati Schwarzova nerovnost:

Vu,0 €V |(u,0)] < flull - [|o]|- (2)
Dukaz : Vke CVu,veV plati 0 < (ku—v,ku—v)=

k%(u,u)—%(v,u)—]{:(u,v)—l—(v,v) - HUHQ—E(U,U)—]{?(U,U)—I—
NP ull® (= F(u)).

Polozime k = ﬁmg (v # o, pro v = 0 je tvrzeni trividlni),
pak

0< HuH2 . (Uau)(f?v) . (u,’l})(”l;, u) ‘(u’ng —
o]l o]l o]
2
= ||lu|* - ()] =  Schwarzova nerovnost.

v



Uvod do funkciondlni analyzy 9

Pozndmka 1.2: Pro k € R, (u,v) € R mame

F(k) = [[o]* + 2k (u, v) + k*[|u]”

a hleddme minimum funkce F', pak

Fl(k) = —2(u,v) + 2k|[ul2 =0 = k = (‘T‘ ﬁ’?).
Uu

Pro toto k je (ku—wv, ku—v) = ||ku — v||* nejmens{ a vektor
r = ku je ortogondlni projekce v na u (z geometrického
pohledu). Plati

. @,
Tl = e =0,

Pozndmka 1.3: Rovnost rovnobéznika geometricky

(x —v,x) = (ku — v, ku) ‘

2 2
lu+ol*=(lull +2)" +y*  Ju—v]*=(Jull —2)" + ¢’

lu+ vl + [lu = ol* = 2l|ull* + 2(2" + y*)
(@” +y°) = |l

<y
<
~

lu+ol? + flu = o] = 2 (JJull® + [I0]7) |-

Rovnost rovnobéznika v unitarnim prostoru
lu4+vl* + lu—v|)? = (u+v,u+v)+ (u—v,u—2v)=

lull* + (v, 1) + (u,0) + [[l* + Jull* = (v,u) = (u,0) + [|v]|*
=2 (Jull® + 1lv]*) -

Priklad 1.6: Schwarzova nerovnost v £%(0,1) se nazyva
Bunjakovského nerovnost

/\f 2| d < /|f * dr) /|g @)’

v prostoru £2 se nazyva Cauchyho nerovnost

St () (308)'

n=1 n=1

a je zaroven dusledkem Hoélderovy nerovnosti pro p=g=2.
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1
Priklad 1.7: Mnozina £L*((0,1))={f: [ |f(2)|* dz < oo}
0
je nekonecné dimenzionalni vektorovy prostor s normou

1 1 1
1712 = (14 dx)" . Zobrasent (£,9) = [ f(x) - () da

je skalarni soucin na prostoru £2({0,1)).
1
Cwviceni 1.4 : Dokazte, ze L1(0,1) = {f: [|f] dz < oo}
0
1
je normovany linedrni prostor s normou | f|| = [|f| dz.
0

1
Zobrazeni (f,g) = [ f(x) - g(x)dx vsak neni skaldrnim
0

soucinem na tomto prostoru.

Cuicent 1.5 :
1. Rozhodnéte, kdy ve Schwarzové nerovnosti nastava rov-

nost. [ Pro linedrné zavislé vektory |

2. Dokazte, ze Schwarzova nerovnost je ekvivalentni s troj-
uhelnikovou nerovnosti. [+ o)) < (Jull + ||v])?* <
(utv, utv) < [Jul®+2]ull]o]| +[|v]* < (u, u) +2(u,v) + (v, v) <
[ull® + 2llulllv]l + [[0]]* < 2(u,v) < 2ulll|v].]

Definice 1.9: (ortogonalita)
Necht V' je unitdrni prostor se skaldrnim souc¢inem (-, -).
Rekneme, ze vektory u,v € V jsou navzijem ortogonalni,
jestlize

(u,v) = 0.
Posloupnost (e,)>?; C V se nazyva ortogondlni systém,
jestlize pro j # k je

(€j,ex) =0

a ortonormalni systém, jestlize

1 j=k
(€j7€k)=5jk={0 ik

Cvicend 1.6 : Dokazte, ze posloupnost funkei (sinnwt)>°,
tvoif ortonormdln{ systém v prostoru £2(0,1).
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Problém aproximace:

Chceme funkci f € £2(0,2m) aproximovat pomoci trigonomet-
rického polynomu

T.(x) = % + Y (aycoskx + by sin kx)
k=1

tak, aby stredni kvadraticka odchylka

1

(o [ 150) - T ar)’

o

byla co nejmensi, tj. hleddme minimum vyrazu 5-|| f — T,,(z)|2,
coZ je norma v prostoru £2(0,27). Spocitdme

2n 2n 2n
0 < f=Tu(@) P = I1f =D cwpull® = (F =D cuspr, F= D crpr)
k=0 k=0 k=0

Jelikoz g = 1, por1 = sinkx, por, = coskz, tj. (pr) je orto-
gonalni systém a f je redlnd, pak predchozi vztah lze upravit
do tvaru

(fs ) — Q(IjZ;)Ck@k,f) + (:é)ckgok,éck@k) -

2n 2n
= I fII> - 2;0%(% )+ kZOCiHsDkIP = Fl(ck) .

Funkce F' nabyva minima, pokud %@i’“) =0
= —(pr, [) + allgnl? =0
= = (”fo ’*kﬁ;) ... znamé Fourierovy koeficienty.

Pozndmka 1.4: Druhy diferencidl 2F = 372" |lgxl|? des je
pozitivné definitni = v (c¢}) je ostré minimum funkce F.

Takze nejlepsi aproximaci funkce f je polynom tvaru

2n

Tr=> (2. 1) Pk

2
—0 Ien|
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Pozndmka 1.5: Dokéazeme, ze (f — T, T,) =0.

2n
(f = Z \@kgﬁ; SOkakZOCkSOk):
2n

= (f»kZ:OCWk) - (X %(@k;@k)) =

2n 2n
= > clfron) = D (wr, f) - cx = 0.
k=0 k=0

Pozndmka 1.6:  Protoze 0 < F(cj), tak

0< Hf”2 Z ﬁ;;ﬂz + Z |(|p<z,;||4 HSD H2

2n
= 0< HfH2 . Z (on.f)?
k

> T
2n
= S (o, 2<|fI*? ... Besselova nerovnost,
k=0
Pokud ||kl =1 ... pak (¢k) tvori ortonormalni systém.
2n
Rovnost > (or, )2 = |IflI> ... se nazyva Parsevalova.

Pokud proikaZdé f nastane Parsevalova rovnost, pak (¢y) je
Uplny systém.

Pozndmka 1.7: Ted budeme potiebovat to nejlepsi
priblizeni najit, tzn. pomoci limitniho prechodu. Budeme
hledat odpovédi na otazky:

a) Co to je limita v prostorech funkci?
b) Kdyz limita lim f, = f a f, € V, plati pak f € V7
n—oo
K podobnym otazkam dospéjeme i v pripadé, kdy na in-
tervalu I hleddame feSeni obycejné diferencialni rovnice prvniho
radu

y = f(z,y) (3)

s pocatecni podminkou

y(ro) =y  m €. (4)
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Vétal.3: Funkce y = y(x), = € [ je feSenim pocatecni
ulohy (3), (4) prave tehdy, kdyz je feSenim integralni rovnice

mm:%+/}@w@wﬁ () Necht g(6)= (€. 4(6))

a funkce G je primitiv-
ni funkce k funkci g,
potom G(z)—G(x9) =

Dukaz :  Necht y(z) je Fesenim Cauchyovy tlohy (3), (4). [ g(€) d¢ a plati
Integrujeme-li rovnost (8(:1:)—(?(:50))’: g(z)
=f(z,y(x)).

Y(z) = fla,y(x), =z € (xo,r1),

od zy do x, pak dostavame
) — (o) = [ FE () de.

Protoze y(xo) =yo, spliuje funkce y(z) integralni rovnici (5).
Necht naopak y() je feSenim integralni rovnice (5), tj. plati

M@:m+/ﬂm@ﬂﬁ,xeﬂ

Potom y(zg) = yo a derivovanim podle = dostavame

Y (z) = fz,y(z)).

Vétal.4: (Peanova, Picardova) Dokdzat existenci a
Predpokladdame, ze funkce f(z,y) je spojitd na obdélniku jednoznacnost fesenf
D= {(xy—0,z9+0) X (yo—¢, yo+¢). Polozime M = max f(z,y), dlohy je jednim z

[z,y]eD hlavnich kol mate-
h = min{d, i7}. Potom v intervalu (xg—h, z¢9+h) exis- matické analyzy.
tuje teSeni y(x) rovnice y' = f(x,y) s pocatecni podminkou Napifklad rovnice
y(To) = Yo - Y = signx
Necht navic existuje konstanta L > 0 takovd, ze feSenf nema4.

Va e <$0 - 57 To + 5> ) \V/ylu Y2 € <y0 —& Yo+ 8> platf
|f(x,y1)— f(z,u2)| < L|y1—y2, (lipschitzova podminka)

pak existuje préavé jedno feseni ulohy (3), (4).



Rudolf Otto Sigismund
Lipschitz (1832-1903).

se kromeé diferenci-
alnich rovnic vénoval
rovnéz studiu kvater-
nionu,  diferencialni
geometrii ap..

Z predpokladu véty
(1.4) vyplyvéa, ze

| Lo £ () de | <
S 1 F&y(©) ] de <

Mh  a zaroven
[Yns1(7) — Yn(@)] <

L fyn(2) = yn-a(2)]-

14
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Pozndmka 1.8: Dukaz véty (1.4) je zalozen na Picardoveé

iteracni metodé postupnych aproximaci. Definujeme
nultou aproximaci

yo(fE) = Yo

a dosadime ji do pravé strany v (5); dostaneme prvni apro-
ximaci

y1 () :y0+/f(§ny0) dg.

Po dosazeni y;(x) do pravé strany v (5) dostaneme druhou
aproximaci

yol) = o + / 161 (6)) de.

Obecné n-ty krok iteracniho procesu je déan formuli (n-tou
aproximaci)

yn(z) = 9o + / F(E, gos (€)) de.

Dostaneme tak posloupnost postupnych aproximaci

o), yi(x), ya(x), -, ynl@), -,

ktera za predpokladu véty 1.4 konverguje a limitni funkce
y(r) = lim y,(r) je feSenim dané pocateéni tlohy, coz
n—oo

dokazeme pomoci Banachovy véty o kontrakci 2.7.

Priklad 1.8: Urcete priblizné feseni pocatecni tlohy

jako n-ty ¢len posloupnosti postupnych Picardovych apro-
ximaci. K vypoctu uzijeme iterac¢ni formuli

X

y(z) =1+ / Yo (€) d.

0


http://www-history.mcs.st-andrews.ac.uk/history/Biographies/Lipschitz.html
http://www-history.mcs.st-andrews.ac.uk/history/Biographies/Lipschitz.html
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Mame tedy

Yo(w) =
yi(x) =

Yy2(r) =

Yn(z) =

Z Taylorova rozvoje funkce e* lze dokazat, ze

1

)

X
1+ [1dé=1+u,
0 Francouzsky = mate-
matik Charles Emile

T
1+ [(1+&ds=14+z+ 9”2—2, Picard (1856-1941).
0

1+f(1+5+§+...+(7§"_f>!) de =
0

x? x3 "
se  hlavné zaméril
na studium analyzy,

. teorie  funkei, dife-
lim z) =ylx) = e”. )
N—00 yn( ) y( ) rencialnich rovnic a
analytické geometrie.


http://www-history.mcs.st-andrews.ac.uk/history/Biographies/Picard_Emile.html
http://www-history.mcs.st-andrews.ac.uk/history/Biographies/Picard_Emile.html

dokazat jako DU373 a
vztah 01 a 0, pron —
oo jako DU374

dokazte jako DU3,5
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2 ijlné prostory

2.1 ijlny metricky prostor

Definice 2.1: (Limita posloupnosti)
Mame (V,p) metricky prostor. Rekneme, 7e posloupnost
(up)22, C V je konvergentni ve V', jestlize Ju € V' takové,
ze plati

lim o(uy,,u) =0.

n—od

Prvek u se nazyva limita posloupnosti (u,) v prostoru V.

Poznamka 2.1 :

i) Limita u je ur¢ena jednoznacné.

ii) 7}1_}1{.10 z™ neexistuje v prostoru spojitych funkei C'((0, 1)),

1 1
1 . p i 1\ » %
ale ({(m —g(:(:))pdx) = ({np-i—l}()) - (npl—&-l) -
Oln e Nyp>0,np+1#0; g(x) = Lz = 1; g(z) =
0,z € (0,1); 2" — g(z) v LP(0,1) bodova konvergence.

iii) V prostorech uspotadanych n-tic rtzné predpisy pro
metriku neovliviuji konvergenci posloupnosti:
0 o1(u,v) = |uy — 1| + .. Uy — )
2, 2 2\ 3
2 0o (u,v) = (Jur — v+ .o Jun — va?)
1
g Qp(u7v) = (‘ul - Ul‘p +... |un - Un|p)p ,p=>1

1 p— 00 & poo(u,v) = max lu; — vy

Dikaz pro n = 2:

A) 01 a 02 :

N|—=

|a1| + Jaz| ? (|a1]? + |az|?)
|CL1|2 + 2‘@1@2‘ + |a2\2 S 2 (|CL1|2 + ‘CL2|2)
= Ql(U,U) < \/§Q2(Unv) a Ql(U,U) > QQ(U,U)
B) 01 a Q2 :
1
a1| + |az| = (Ja1]? + |az|?)”
jarP(1+ 21 > fagf?(1 + £227)

|as| |ai |

(laa| +Jaz))” < 2071 (Jaa P + |aof)” -
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Definice 2.2: (Ekvivalence metrik)
O dvou metrikéch o, ¢’ na prostoru V fekneme, Ze jsou ekvi- Konvergence se v ekvi-

valentni, jestlize existuji kladné konstanty ci,co takové, ze valentnich ~metrikach
Yu.v €V plati: zachova; o(u,,ug) —0

’ p . N Q/(Un,uo)—>0.
cro(u,v) < 0'(u,v) < ca0(u,v)

Definice 2.3: (Okoli bodu)
Necht (V, ¢) je metricky prostor a ug € V, € > 0. Mnozinu

K(ug,e) ={u eV :po(uy,u) <e}

nazveme ¢ - okolim bodu ug (nebo otevienou kouli ve V).

Definice 2.4: (Vnitini bod, vnitfek mnoziny, oteviena
mnozina) Oteviend mnozina ob-
Rekneme, ze bod v € M podmnoziny M C V je vnitini bod sahuje s kazdym svym

bodem i néjaké jeho
okoli.

mnoziny M, jestlize 3 K (u, ) tak, ze K(u,e) C M .
Mnozina vSech vnitinich bodi mnoziny M tvori vnitrek
mnoziny M, znac¢ime int M .

Rekneme, ze mnozina M je otevienad, jestlize M = int M .

Definice 2.5: (Omezena mnozina)
Rekneme, ze mnozina M C V je omezena ve (V) g), jestlize
Jug € VIe > 0 takové, ze M C K(ug,e).

Definice 2.6 : (Uzaviend mnozina, uzaveér, hranice)
Mnozina M C V je uzaviend, je-li mnozina V' \ M oteviena.
Mnozina M = ({F : M C F C V, F uzaviend mnozina} se

Prazdna mnozina 0 je
uzaviend i oteviend =

nazyva uzaver mnoziny M. prostor V je otevieny
Mnozina OM = M NV \ M se nazyva hranice mnoziny M. i uzavteny (v sobé).
Véta2.1: (Uzavienost a uzaveér) Uzavfend mnozina se
Mnozina M je uzaviena prave tehdy, kdyz M = M. TOVIA SVemu uzaveru.
Rozmyslete si, ze 2 =

Dukaz : 7=": Mnozina M je uzaviena a chceme dokazat, QuUoQ.

7e M = M. 7 definice vyplyvd, ze M C M (M = ({F : Pro

M C F,F uzaviend }). Zbyva tedy dokazat, ze M C M, M={1,1..., L .}

coZ je ekvivalentni s V\ M C V \ M. Necht u € V' \ M. je M = M U{0}.
Protoze M je uzaviend, je V' \ M oteviend = existuje okoli
K(u,e) € V' \ M. Polozime F| = V \ K(u,¢), pak F} je
uzaviena a M C Fy. Z de Morganovych pravidel plyne
VA\M=V\NF=UWV\F)D>V\F = K(u,e). Odtud
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plyne u € V\ M, tedy V\M CV\MaMcCM.

7«<" Nyni mdme dokézat, 7e M = ({F : M C F,F
uzaviena} je uzaviend mnozina. Neboli doplnék V \ M
VANF =V \ F) je oteviend mnozina.

Necht v € |J(V '\ F), pak existuje mnozina F» takova, ze
u € V '\ Fy. Protoze mnozina V \ F, je oteviena obsahuje
i okoli K(u,e¢), tudiz K(u,e) C V\ F, C J(V \ F). Tedy
U(V'\ F) je otevienad mnozina, coz jsme meéli dokazat.

Pozndmka 2.2:
1) Vezmeme-li mnozinu V' a systém jejich podmnozin 7
K zavedeni pojmu to- takovych, ze ) € 7,V € 7 a libovolné sjednoceni mnozin
p(ﬂ:g.i{e neni zapotieb ze systému 7 a konecny prunik mnozin ze systému T
metrika. , - sz .
patii opét do 7, pak se 7 nazyva topologie na V.
Véta2.2: (Konvergence a uzavienost)
Necht (V, o) je metricky prostor. Podmnozina M C V je
Kazdd  konvergentni uzaviena prave tehdy, kdyz
posloupnost ma limitu
v M. (un) CcCM
z predpokladu lim u, = u plyne wu e M.
n—oo
ueV
Dukaz :

7=" M uzaviend < V \ M oteviena (pokud V = M, pak
u € V, coz jsme chtéli. Necht tedy V' # M) A pro spor
u ¢ M,neboliu e V\M = IK(u,e) CV\MAu, — u=
Ang,Vn > ngje o(up,u) < e = u, € K(u,e) = u, € V\M
spor s predpokladem u,, € M!

7<= Plati (u,) C M,u, — u = u € MA a pro spor necht
M neni uzaviend = V' \ M neni oteviend = Jug € V \ M
tak, ze VK(uO,%) Ju, € M N K(uo,%) = 0(ug, uy) < % =
Uy — Ug, Uy € M = ug € M, coz je spor s ug € V\ M.

Definice 2.7: (Cauchyovskd posloupnost)
Posloupnost (u,,) prvka metrického prostoru (V) o) se nazyva
cauchyovska (fundamentalni), jestlize

Ve >0,3dnp(e) e N,Vm,n € Nym,n > ng = o(tn, Un) < €.
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Véta2.3: (Vztah konvergentni a cauchyovské posloupnosti)

a) Kazdd konvergentni posloupnost je cauchyovska.

b) Pokud cauchyovska posloupnost obsahuje konvergentni
podposloupnost, pak je konvergentni.

Dukaz :

Konvergentni = Ju : Vedng Vn : n > ny = o(u,u,) <
€= vm)” tm,n >ng - Q(Um,un) S Q(um7u) + Q(U’nau> <
€+e=2¢

Poznamka 2.3 :

a) Posloupnost funkei (z") konverguje v prostoru L?; ale
nekonverguje v prostoru C'({0,1)).

b) Posloupnost (1 + %)” je cauchyovskd, ale nekonverguje
v Q, konverguje vsak v R.

Definice 2.8: (Uplny prostor)
Prostor (V, 0) nazveme tplnym, jestlize kazda cauchyovska
posloupnost z V' je konvergentni ve V.

Priklad 2.1 :

(R, 0) je tplny prostor s metrikou ¢ = |z — y|.Z omezené
posloupnosti v R lze vzdy vybrat konvergentni podposloup-
nost!

Véta2.4:

Necht (V, g) je tiplny metricky prostor a M C V, potom pro-
stor (M, p) je uplny prostor pravé tehdy, kdyz M je uzaviena
mnozina.

Dukaz :

7= Zvolime libovolnou cauchyovskou posloupnost (u,) C
M. Diky uplnosti prostoru V' mé tato posloupnost li-
mituw € V. Mnozina M je vSak uzaviena, protou € M
a prostor (M, g) je tedy uplny.

7<"” Dokazte ze kazda cauchyovska posloupnost z M kon-
verguje v M.

Zaroven plati, ze kaz-
déd konvergentni po-
sloupnost je omezena
i kazda cauchyovska
posloupnost je ome-
zZena.

Metricky prostor s
diskrétni metrikou je
vzdy uplny.

Tato veéta plati i pro
obecné prostory, bez
linedrni struktury.

K tplnosti potiebuje-
me metriku, k uzavie-
nosti staci topologie.



topologicky: Prostor V'
je kompaktni, jestlize
z kazdého pokryti lze
vybrat konecné pod-
pokryti.

Pro M C R" plati:
M je omezena a uza-
viend < kompaktni.
V prostoru ¢/ to vsak
nestaci. Oznacime
e;=(0,...,0,1,0,...),
kde 1 je na -tém
misté, pak mnozina
o0
M = | e; je omezend
a uzazvflené, ale neni
kompaktni.
Dokazte, ze K.(0) je
uzaviena mnozina.

Pokud je V uplny pro-
stor, pak nam staci
pracovat na jeho husté
podmnoziné. ” Limitné
se dostaneme na cely
prostor”.
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Definice 2.9: (Kompaktni prostor)

Metricky prostor (V, 0) nazveme kompaktni, jestlize z kazdé
posloupnosti (u,) C V lze vybrat posloupnost, ktera konver-
guje ve V.

Priklad 2.2 :

((0,1), 0), o(x,y) = |r—y| je kompaktni prostor (pii dukazu
lze pouzit metodu pileni intervalu);

(R, o) ... neni kompaktni, protoze posloupnost (n) neni ome-
zend; interval (0,1) také neni neni kompakt, protoze po-
1

sloupnost (-) nekonverguje v tomto intervalu;

R U {+o0} je kompaktni ziplnéni prostoru R.

Véta2.5:
Kazdy kompaktni prostor (V, ¢) je iplny (= uzavieny) a ome-
zeny.

Dukaz :

Necht (u,) C V je cauchyovskéd posloupnost, pak existujf
(tn,,) C (un) Nug € V takové, ze u,, — ug. Tedy Ve >0
AngVn > ng : |u, — ugl < |uy — up, + U, — | < €+ e
Posloupnost (u,) je tedy konvergentni k ugy a prostor V' je
uplny.

Poznamka 2.4

Obracené tvrzeni k vété 2.5 neplati.

V = C((0,1)) prostor vsech spojitych funkci a o(u,v) =

rr%ax> |u(z) — v(z)| (tzv. maximova norma), jednd se o stej-
te(0,1

nomérnou konvergenci. DU5,3: Dukaz tplnosti prostoru V.
Podle véty z MA2, pokud u, — u stejnomérné a u,(z) C
C'((0, 1)), pak u(x) € C({0,1)) = C((0, 1)) je tplny prostor.
Ale posloupnost u,(z) = n nekonverguje = C((0,1)) neni
kompaktni!

Definice 2.10: (Hustd podmnozina)
Mame metricky prostor (V, ) a mnozinu M C V. Rekneme,
7e mnozina M je husté ve V| jestlize M = V.

Priklad 2.3 :

Mnozina @ \ {0} je husta v R.
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Definice 2.11: (Separabilni prostor)
Rekneme, ze prostor (V, g) je separabilni, jestlize v ném exis-
tuje husta a spocetna podmnozina M.

Priklad 2.4 :

Prostor /*° neni separabilni, protoze posloupnosti genero-
vané z ¢isel 0,1 (tedy v = (1,0,0,1,--+)) tvori nespocetnou

mnozinu a pro u # v je ||[u — v||w = sup |u, — v,| = 1.
n

Prostory /7, 1 < p < oo jsou separabilni.

Kazdy kompaktni prostor je separabilni.

Definice 2.12: (Ztiplnéni)
Mame metricky prostor (V) o).

1) Necht V C V* a (V*, ¢*) je tiplny metricky prostor.
2) Takovy, ze o(u,v) = o*(u,v),Vu,v € V.
3)aV =V*
Potom (V*, ¢0*) nazyvame ziplnénim prostoru (V, o) (nebo
uplny obal).
Priklad 2.5 :
(R, 0%), (@, 0) pro o(z,y) = |z —y| = o*(z,y)

Definice 2.13: (Izometrie) N
Necht f zobrazuje (V, 0) na (V,9) (tj. f(V) = V). Rekneme,
ze f je izometrické zobrazeni (izometrie), jestlize Vu,v eV

plati: o(u,v) = o(f(w), f(v)).

Pozndamka 2.5
Kazdy separabilni Banachtuv prostor (iplny normovany pro-
stor) je izometricky izomorfni s C'((0,1)).

Priklad 2.6 :
f(x) =2z, f:(0,1) — (0,2) . Najdéte metriky p, o tak,
aby oba prostor byly izometrické.

Jak ukazuje néasledujici véta, kazdy metricky prostor se da
"vnotit” do prostoru, ktery uz je uplny.

Mnozina M je spo-
cetnd, jestlize existuje
vzajemné jednoznacné
zobrazeni mnoziny M
na mnozinu priroze-
nych ¢isel N.

V  praktickych apli-
kacich délame vse ptes
posloupnosti a ty jsou
spocetné, proto jsou
tak dulezité separa-
bilni prostory.

Kazdy kompaktni pro-
stor V' je totalné ome-
zeny (tzn. pro kazdé
e >0 existuje konecna
e-sit K ve V, tedy ke
kazdému bodu u € V
existuje bod sité K,
ktery je ve vzdélenosti
mensi nez € od u).
Kazdy totalné ome-
zeny prostor je separa-
bilni.



Relace je podmnozina
kartézského  soucinu
VxV.

Relace se nazyva ekvi-
valentni, jestlize je re-
flexivni, symetrickd a
tranzitivni.

Napr. posloupnosti
(1 N l>n (1 . l>n+2
n ’ n
patii do stejné tridy

ekvivalence.

Rozmyslete si, ze kaz-
dé kontraktivni zobra-
zeni je spojité.
Kontraktivni  zobra-
zeni zobrazuje kouli
do koule o mensim
polomeéru.
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Véta2.6: (Existence uplného obalu) N
Kazdy metricky prostor (V, ¢) ma uplny obal (V' 0) a kazdé
dva uplné obaly prostoru (Vo) jsou izometrické.

Dukaz : K danému metrickému prostoru (V, o) zkonstru-
ujeme jeho uplny obal.

1. Rekneme, ze dvé cauchyovské posloupnosti (u,) a (v,)
jsou ekvivalentni, jestlize lim o(u,,v,) = 0 a zna¢ime

n—oo

(un) ~ (v,). Ttida ekvivalence je tvofena cauchyovskymi,
ekvivalentnimi posloupnostmi a znaci se u*.

2. Prostor vsech tiid ekvivalence oznac¢ime V* a zavedeme
na ném metriku

o (u*,v") = lim o(up,v,),

kde (u,) € u* a (v,) € v* jsou libovolné cauchyovské

posloupnosti. (Ukazte, ze ¢* nezavisi na vybéru po-
sloupnosti (u,) a (v,) a ze o* je metrika.)

3. Oznacime V() mnozinu vSech stacionarnich posloupnosti.
Potom Vy = V*.

4. V* je uplny prostor a je ur¢en jednoznacné az na izo-
metrii.

Priklad 2.7 :

Zuplnéni zavisi na metrice. Prostor racionalnich ¢isel Q
s diskrétni metrikou je uplny, ale (Q, |z — y|) neni tuplny.

C'((0,1)) s maximovou metrikou o(u,v) = nf1<ax> lu(z) —
z€(0,1

v(z)| je iplny, ale s LP metrikou neni iplny!

Véta2.7: (Banachova véta o kontrakeich)
Necht (V, g) je iplny metricky prostor a F' : V — V je kon-
traktivni zobrazeni (kontrakce). Tzn. Ja € (0,1) tak, ze

Vu,v eV :o(F(u), F(v)) < ap(u,v).

Potom existuje pravé jeden bod u € V tak, ze F(u) = u, tzv.
pevny bod zobrazeni F.
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Dukaz :

Necht ug € V' a definujeme v, = F(u,_1), n € N. Po-

tom  o(ug, u1) = o(F (u1), F(up)) < ao(uy, up), o(us,uz) <
ao(ug, ur) < a?o(uy, ug) aobeend o(un, 1, u,) < a™o(uy, ug).

Tedy Q(unJrk)un) S Q(un+k7un+k71) + oo Q(unJrlaun) S

(@™ a)o(ur,ug) = (@1 4+ 1)ao(ur, up) =

%@nQ(Ubuo) — 0 = o(upm,u,) — 0 a (u,) je cauchy-

ovskd posloupnost = Jlu € V (V je uplny): lim u, = u.

Jesté dokdzeme jednoznacénost pevného bodu. Necht exis-
tuji u # v takové, ze F(u) = v a F(v) = v, potom g(u,v) =
o(F(u), F(v)) < ap(u,v). Odtud plyne o(u,v) = 0, tudiz
uU="u.
Priklad 2.8 :
Funkce f(z), s |f'| < 1, nebo matice A s ||A]| < 1, pokud
u = A-v, ap. predstavuji kontraktivni zobrazeni.
Priklad 2.9 :
Uvazujeme Cauchyovu ulohu

y/ - f(x,y),y(xo) =Y -
Regeni hleddme v prostoru C((z, b)).

Tato tloha je ekvivalentni s integralni tlohou

z) = yo + / F(ty() dt, @ € (x0,b) .

Oznacime F(y(z))=1yo+ f (& y(€))dE, potom F zobrazuje

C'({xg, b)) do C’((xg, b)). Uvazujeme metriku o(y(x), z(x)) =
max |y(x) — z(x)| (prostor C((0,1)) je pak uplny). Plati

T€(x0,b)
Q(F (y(w)),F (2(2))) = max [F(y(x)) — F(z(z))] = max Vyfesit danou tlohu
€ (x0,b) r€(w0,b) znamena najit pevny
x b bod zobrazeni F'.

JUF(E @)= F 2] de| < [ y(E) = f(t.2(0)] di <

b
K [|yt)—z)] dt < K|b— xolo(y,z) (f lipschitzovska:
ft,y) — f(t,2)| < K|y — z|,Vt € (x0,b) ,Vy,z € R) = F

je kontrakce pro K|b — xy| < 1, coz pro b — z lze docilit
vzdy.



Vyznamny polsky ma-
tematik Stefan Ba-
nach (1892-1945).

se Tadi k zakladatelum
moderni funkcionalni
analyzy. Mnoho
svych praci vénoval
studiu  topologickych
prostoru a teorii miry.

Funkce f je spojitda v
bodé wug, jestlize pro
kazdou  posloupnost
u, C D(f), u, — ug
platl f(un) — f(uo)
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2.2 Banachovy prostory

Definice 2.14: (Banachuv prostor)

Normovany linearni prostor (V, || - ||), ktery je uplny vzhledem
k metrice o(u,v) = ||lu — v|| se nazyva Banachuv (uplny
NLP).

Priklad 2.10 :

n

Prostor (R", || - ||), ||u|l = (Z ]uZP) je Banachuv.

=1

Definice 2.15: (Kartézsky soucin prostoru)
Mame (Vi || - |li), ¢ = 1,...,n, n normovanych linearnich
prostoru. Oznacime V =V, xVox...V,aprou,v € V, A € R
zavedeme na prostoru V operace u+v = (ug+vy, ..., U, +vy)
a\u= (Aug,...,\uy,).

n

Daéle pro u € V definujeme normu vztahem ||u|l = > ||wil|:,
i=1

pak prostor (V|| - ||) je opét NLP (ovéite) a nazyva se

kartézsky soucin normovanych linearnich prostori.

Poznamka 2.6: Kartézsky souc¢in Banachovych prostori je
opét Banachuv prostor.

2.2.1 Prostory spojitych funkci

Definice 2.16: (Prostor spojitych funkci)
Necht Q C R", symbolem C(Q) ozna¢ime mnozinu vsech spo-
jitych funkef na Q. Necht Q@ C R" je omezend mnozina, sym-
bolem C(Q) oznaéime prostor spojitych funkci na Q.
Cviceni 2.1:  Dokazte, ze C(2),C(Q) jsou linedrn{ pro-
story a predpisem ||u|lc = max |u(z)| je definovdna norma
xe

na prostoru C'(£2). (Pro¢ tuto normu nevolime na C(2)?)

Véta2.8: Prostor (C(Q),] - |lc) je Banachiuv prostor.

Dukaz :

Necht (u,) C C(Q) je cauchyovska posloupnost (tedy

max |y, () — u,(z)| < €). Tudiz pro pevné x € € je po-
zeld


http://www-history.mcs.st-andrews.ac.uk/history/Mathematicians/Banach.html
http://www-history.mcs.st-andrews.ac.uk/history/Mathematicians/Banach.html
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sloupnost (u,(z)) C R také cauchyovska a R je tplny pro-
stor = Vo € Q Ju(x) a u,(z) — u(z), (tzv. bodovd kon-
vergence, bodova limita u, je u.) Funkce u je definovana na
Q. Pro kazdé o € Q plati u,,(7) — & < up(2) < up(x) + ¢,
tedy up () —e < u(x) < up(x) +e a uy(x) = u(z).

Pottebujeme dokdzat, ze u € C(Q). Pro dikaz sporem
piedpokladame, ze u & C(Q) tzn. Iy € Q, 2 — 79 a
u(zr) Au(zg) = Jeg >0V ko Ik > ko @ |u(xy) —u(xo)| > eo,
up(z) = u(@) = suplup(z) — u(z)] — 0 =
xef

Ve € Q: |u,(2) — u(z)|] < e Plati |u,(x1) — un(x0)] =
| = (—un(@r) + ul@r)) + () — u(zo) + ulxo) — un(ao)| =
[u(zr) —u(zo)|=[(u(zr) —un(zr)) +un(zo) —ulzo)| = 0—2¢.
Zvolime-li napt. € = gy/4 pak dostaneme spor se spojitosti
funkce wu,, .

zaroven

Definice 2.17: (Oblast, multiindex, parcialni derivace)
Podmnozina €2 C R" se nazyva oblast, jestlize je oteviena
a souvisla. Vektor a = (ay, ...,

@), jehoz hodnoty «; jsou
n
nezaporna cels ¢isla, se nazyvad multiindex. Cislo |a| = Y «;
se nazyva délka multiindexu. =
Pro funkci u : 2 — R definovanou na oblasti {2 oznacime
olely

D% =
(651 (65) (07%%

a hovorime o parcialni derivaci funkce v podle multiindexu «.

Cviceni 2.2 :

— o ‘ a, _ u o, _ 9 a, _ %
Pro |a| = 2 muze byt D% = 553, D"u = 55, D% = 53.

Definice 2.18: (Prostory spojité diferencovatelnych funkef)
Necht Q2 C R" je oblast a k € NU{0}. Oznacime

C*(Q) = {u: D(u) =Q, D € C(Q),|al <k},

C™(Q) = ﬁ cH(Q).

Posloupnost wu,, kon-
verguje  stejnomérné
k funkci wu, jestlize
sup |u, (z) —u(z)| — 0,
zeQ

piseme u,(z) = u(z).

Pouzivame nerovnost
[z —yl = || = [yl
Podmnozina M met-
rického prostoru (V p)
se nazyva souvislé, po-
kud ve V neexistuji ta-
kové neprazdné otev-
fené mnoziny A, B, ze
1) M=AUB,

2) AnNB=10.

Mnozina €2 je spojité
souvisla, jestlize kazdé
dva body lze spojit
grafem spojité funkce
f:(0,1) — Q.

Uzavér grafu funkce
sin na intervalu (0,1)
je souvisla mnozina,
ale neni to spojité sou-
visla mnozina.



Funkce u z prostoru
C*(2) m4 spojité de-
e az do radugfisse
funkce w m&a spo-
jité parcialni derivace
na mn. ), pak to
naprlklad znamena,
3%u
ze plati m = 398
(zdménnost  parcidl-
nich derivaci) aexis-
tenci druhého diferen-
cidlu d*u funkce u.

Neboli
[uller = X2 D%l .

laf<k

Jinou moznosti je cha-
pat funkci u jako vek-
tor spolecné s jejimi
derivacemi, tedy u =
(w, DOy, . DY),
la| <k a dokdzat tpl-
nost v kazdé slozce.
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Je-li navic €2 omezena, pak oznac¢ime

C*Q)={u: D) =Q,Va|a| < kIv, € C(Q)

Du(z) = vo(z) Vo € Q},

0 =N @
k=0

a hovotrime o spojité diferencovatelnych funkcich az do radu £,
poptipadé o nekonecénékrat diferencovatelnych funkcich.

Poznamka 2.7

i) Pro k =0 je C°(Q) = C(Q).

ii) Obecné derivaci nelze definovat na hranici 01, lze ji
definovat pouze v intQ = QY. Proto predpoklddame
existenci spojité funkce v, € C(Q) takové, ze v, () =
D%u(z) na €. Dostavame tzv. spojité prodlouzeni deri-
vaci funkce v do hranice.

iii) Ke kazdé spojité funkei nemusi existovat spojité prod-

louzeni:
napt. funkce f(z) = x2sin% je na (0,1) spojita.
Dokazte, ze f'(x) = 2z sin% — cos% nelze spojité do-
definovat.

Véta2.9:

Mnozina C*(2) s normou

luller = ) maX|D u(z)]

o |<k

je Banachuv prostor.

Dukaz :

Vime, ze Du(r) = vo(z) € C(Q),Va, |a] < k. Pro-
stor C*(Q) "lze tedy chapat” jako kartézsky soucin Bana-
chovych prostori C'(Q) x ... x C(Q), tedy opét Banachiv
prostor, viz poznamka 2.6.
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Priklad 2.11 :

Laplaceuv operator Au = 83 + ...+ g)xg, potom 1loha
—Au = f na Q,u = g na (9512 popisuje rozdélent teploty
v télese 2 nebo prithyb membrény (n = 2). Reseni dané

Dirichletovy tlohy hleddme v C(Q2) N C%(Q), tzv. klasické
feseni.

Definice 2.19: (Prostor funkei s kompaktnim nosi¢em)
Mame oblast 2 C R" a funkci v : 2 — R. Mnozina

suppu = {zx € Q : u(z) # 0}

se nazyva nosi¢ funkce u. Oznacime

SUpp 4 je omezena mnozina,

CHQ) = {ue C"Q)

suppu C 2}

= ﬁ CH(Q
k=0

Pozndmka 2.8
Index ”70” znamenad, ze funkce jsou "nulové na okoli 0€2”,
tzn. Vg € 0Q3U(x9) AV € U(xp) : u(z) =0.

Definice 2.20: (Holderovsky spojité funkce)
Necht 0 < A < 1, Q omezend oblast a k € NU {0}. Jestlize
dc € R takové, ze

Vo,yeQ |u(z) —uly)| <clz—y|,

pak tikame, ze funkce u spliuje holderovu podminku; pro

A = 1 hovorime o lipschitzové podmince.

Oznacime
C«k,)\(ﬁ)

={u e C’k(ﬁ) . Va, o) =k,

|D*u(z)—D
lz—y[*

sup )l < o0}

z,yeQaty

Jestlize f € C(Q) a
Q C R, pak teseni u je
z prostoru C?(Q2). Ve
vyssi dimenzi toto tvr-
zeni neplati.

Tam plati, jestlize f €
Co*Q), pak FeSenf
u € C?(Q).

Uzavér je vzhledem k
eukleidovské metrice,
supp je z anglického
support.

Hovoiime o prostoru
funkci s kompaktnim
nosicem.

Funkce, ktera je hol-
derovsky spojita je
ziejme i spojita.



funkce u € M jsou stej-
né omezené

funkce u e M jsou stej-
né spojité
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Cuicent 2.3 :

i) Oznacme H)(D%u) =  sup |Dau(‘i):yﬁa“(y>| , potom
o z,yeay
C*A(Q) je Banachiiv prostor s normou danou predpisem

[ullonr = llulles + 32 HA(Dw).
|| =k

(Navod Ju(x)—u(y)| _ \u(x)—un(x)+un(z)—un(y)-i-un(y)—u(y)|)

|:r y|’\ o lz—y|*
i) CPMNQ) C CPH(Q),0 < u < X <1 (CFAQ) C CHQ),
0<A<1<kkeN)
iii) Pro¢ neuvazujeme A\ > 1 nebo A = 0 (C*'Q) C
Ckﬂ(ﬁ))

Priklad 2.12 :

D £(@) = VF na (12), potom G = 7 =
Vioyy = Hy(f).

V=) (Vat+yy) f+f_2
2) '€ O(Q) = f € C%(Q)? Na (0,1) tato funkce nenf
Holderovsky spojitd !

Véta2.10: (Arzela-Ascoli)
Necht © je omezens oblast v R” a mnozina M C (C*(Q), ||-||c+)
je uzaviena. Mnozina M je kompaktni praveé tehdy, kdyz

1. IKYu e M : ||u|lcr < K,

2.Ve>036>0Va,yeQ, |a <kVu:
|z —y| <0 = |D(z) — DUu(y)| < €,

Dukaz :

2.2.2 Lebesgueovy prostory funkci

Pokud prava strana diferencidlni rovnice neni spojitd, pak staci
jeji integrovatelnost. Piiklad: ¢ = signx = y =2z +c¢, z > 0,
y=-—-x+c,z <0 a f‘eéeni najdeme az na malou mnozinu

(zde = 0) pomoci y(z f signt dt. Budeme nyni zkoumat

prostory integrovatelnych funkc1.
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Definice 2.21: (Prostor L?)

Necht p > 0 a Q je oblast v R". Symbolem £P(Q) oznacime
mnozinu vSech méritelnych funkci v definovanych na €2, pro
které f|u )P dr<oo.

Dale deﬁnmeme
L>*(Q) ={u:3da € R: meas({zx € Q; |u(x)| > a}) =0}.

Poznamka 2.9
Zobecnéni LP prostoru. Uvazujeme Orliczovy prostory

L%(Q) = {u- / & (Ju(x)|)dz < oo}

Q

kde @ je Yongova funkce ®(t f ©(s) ds a p je rostouci,

spojitd funkce na intervalu (0, oo) takova ze ¢(0) = 0 (pro

p(t) =" je L = ﬁp)
Definujeme W(t fgp ) ds, potom Va,b € RT plati

Yongova nerovnost
a-b< ®(a)+ V(b),

rovnost nastane pro b = ®(a) .
Pro ¢(t) = t*~! dostaneme a - b < &+ %q.

Podobné jako v lemmatu 2.1 dostaneme nyni volbou
a=—Ml _gp— @l
(f |u(z)|dz)P (f lv(z)| dx)?P

I) Necht p>1: %—i—%
potom pro u € LP(§2),v

/\u )|dr < (/yu |pdx>p - (Q/v(x)|qd:c>q,

tj. u-v € LYQ).
IT) Déle pro u,v € LP,; 1 < p < oo plati Minkowského nerovnost

(/u(w)+v(aﬁ)pdaﬁ); < (/u(w)|pd:€>;+ (/|v(x)|pdx>’l’

nasledujici nerovnosti:

=1, (p=1&g=00,p=00 < qg=1),
€ L1(Q) plati Holderova nerovnost

Prostory funkci po-
jmenované po polském
matematikovi jménem
Wiladyslaw Orlicz
(1903-1990).

maji bohatou topolo-
gii a prekvapivou geo-
metrickou strukturu s
vlastnostmi, které ne-
maji LP prostory.

<

o [


http://www-history.mcs.st-andrews.ac.uk/history/Mathematicians/Orlicz.html
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Poznamka 2.10:

1) Minkowského nerovnost implikuje, ze prostor LP(2) je
uzavieny na scitani.

2) Hodnota ( f lu(z |pdx) neni normou, protoze je nulova

1 pro nenulovou funkeci.

Definice 2.22: (Faktor prostor, prostor LP({2))
No(§2) je linedrni Pf?- Oznacime Np(2) = {u : u(z) = 0 skoro vsude }. Na pro-
SftTr aﬁﬁodue_/\go( ) Je storu L£P(Q) zavedeme ekvivalenci u ~ v & u — v € Ny(Q).
ulolf de Pro funkci u € £P(Q2) definujeme tiidu ekvivalence predpisem
Relace u ~ v je re- u* = {v e LP(Q) : v ~ u}. Mnozina vSech tiid ekvivalence
flexivni, symetricks a s operacemi u* 4+ v* = (u + v)* a \u* = (Au)* se nazyva
franzitivat faktorovy prostor a znaci se L£P(Q2)|No(Q) = LP(Q).

Pozndamka 2.11:

1) V dalsim textu ztotoznime tiidu u* € LP(2) s jejim
libovolnym reprezentantem a piseme u € LP(£2).

2) Pro omezenou oblast Q) plati C(Q) C LP(Q).

3) Cislo ||ull, = (f lu(x \pd:p) je mormou na prostoru

Plati C(Q) C LP(Q)? rQ),p>1, (31810 |u||oo = ess sug |u(x)| je normou
re
na prostoru L>(£2), kde esssup ¢teme esencialni (pod-

statné) supremum a

esssup |u(z)|=inf{a>0:meas ({z€Q: |u(x)|>a})=0},

e

nebo

esssup |u(z)| = inf sup |u(x
ssuplu(a)] = int, | sup fu(z)]

Lemma2.1: (Fatuovo lemma)
Necht (f.(z))>; je posloupnost nezdpornych mefitelnych
funkci definovanych na {2, potom

/liminffn( Jdx < hmlnf/fn

n—oo n—od
Najdéte priklad ostré Q
nerovnosti v MA2.

Dukaz : Polozime gi(z) = lI>l£ fa(z);k € N; 2 € Q. Pak

posloupnost gx () je neklesajici a zdola omezena. Oznacime
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klim gr(x) = f(z) (= liminf f,(z)). Dale pro k <n plati
k(1) < fu(x), tedy

/ gelz) do < / fula) du = / o(w) de < in / fula) da
Q Q Q Q
:>/hg£ffn da::/fx dx:/lim gi(2) dv =

lim [ gi(z) dx < liminf / fn(z) de = liminf / fulz
k—00 n—00 k—oon>k
QO
Poznamka 2.12: - Lebesgueova véta o monotonni konver-
genci.
Predpokldddme, ze gi(x) < gr+1(x) na mnoziné ) a oznadci-
me g(z) = sup gi(x) . Chceme dokéazat, ze pak plati rovnost
2

sup [ gelx) do = [ g(a) da
kEk Q Q

Necht h(z) je jednoduchd meéritelnd funkce 0 < h(x) < g(x)
a Q= {r e Q:gzx) > ah(z),a < 1}, pak UQk = Q.

Déle hm gk(l“) = g(x) > h(z) > ah(x) = fgk ) dx >
fgk da:>afh da::>supfg;C Zafh ) da -
kK O Q

Qy,
to plati Va < 1Vh( ) < g(x), pak z definice Lebesqueova
integralu sup [ gi(x) = [ g(x), coz jsme chtéli dokdzat.
koQ Q

Véta2.11: (Riesz-Fischerova)
Prostor L? je pro 1 < p < oo Banachovym prostorem.

Dukaz :

Necht (u,) C LP(Q),1 < p < oo, (u,) je cauchyovskd po-
sloupnost, tzn. Ve > OEInOVm n > ng: |[um — unl, < e
Volime postupné ¢ = 21, pak In; a |[up+1 — upllp, < %,
necht (n;) je rostouci posloupnost a oznaéime v; = wu,,
(tj. vybrali jsme podposloupnost z (u,)). Potom v, — v,

=Un = Un-1+Un-1—-.. = Uy = Z Ui+1_via‘vm_vn <

m—1 o)
5 ot — 0] £ 32 i — vl
1=n

1=n

Zaroven plati



Prvni nerovnost plyne
z Fatuova lemmatu,
druhé& z Minkowského

nerovnosti.

Opét vyuzijeme Fatu-
ovo lemma. Rozmys-
lete si pro¢ fukce v je
z prostoru LP().
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<f lim (i ‘Uz'+1_?)i|) ) < 11]?11nf<f(2 Vi1 — ”Uz|) da:)’l’

an

D =

< liminf Z ([ |vig1 — vi|? dz)

k%ooinQ

o
Z [vitr — will, = 1 = Fada ) |visi(z) — vi(z)| je kon-
= =N
vergentni pro s.v. x € ) (rozmyslete si pro¢) a posloupnost
(vi(x)) je cauchyovska pro s.v. z € 2. Tudiz existuje funkce

v(z) : lim v;(z) = v(x) pro s.v. x € Q a plati

= lim inf Z HUH—I — Uin <
k— -

v — v, = <f v — vn|pd:c)p = (f lim |vg — vn|pd:v>p <

(hmlnff v — vy |pdx)p—hm1nf\|vk Unllp < E | vit1—vil|-

=N
Posledm vyraz konverguje pro i — oo k nule. Tedy ||v —

Unll, — 0 a posloupnost (v,) konverguje v prostoru LP(€2).

Definice 2.23: (Lokalni L? prostor)

Necht © je oblast v R® a 0 < p < oo. Jestlize pro kazdou
omezenou oblast Q* C Qf C Q plati u € LP(Q2*), pak Fikdme,
ze u je z prostoru Lj (€2) (je lokdlné v LP(2)).

Priklad 2.15 :

Necht u(z) = 2 na (0,1), pak u € L}, (0,1)

Necht u(z) = 23 na (0, 00), pak u € L], (0, 00).

Cvicent 2.4 -

Necht Q je omezend oblast, pak dokazte, Ze plati 1 < p <
g <oo= LiQ) C LP(Q).

(11 frde < ([ Vo) (]| rd)?)

Q

p
q .,

Pro neomezenou oblast €2 toto tvrzeni neplati, najdéte priklad.

(1eL¥(1,00) ale ¢ L(1,00))

Pokud oblast €2 je neomezend, pak dokazte, ze plati LP(§2) C
LllOC(Q>
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Véta2.12: (Spojitost v pruméru)

Necht 2 C R" je omezend oblast, 1 < p < oo a u € LP(Q).
Dodefinujeme-li funkci nulovou vneé €2, pak
Ve>0d0>0Vhe R"|h| <9 je

1

(/ |u(z + h) — u(:p)\pd:p)p <e.
0

Poznamka 2.13:

1) Hovotime o spojitosti v pruméru stupné p.

2) Véta 2.11 plati i pro neomezené oblasti (2) s kone¢nou
mirou meas ).

Véta2.13: (Kompaktnost v LP)
Necht M je uzaviend podmnozina LF(§2). Pak M je kompaktn{
prave tehdy, kdyz

Rikdme, ze funkce u
1) M je omezena, tj. 3ceRYue M : ||u|, < c, jsou stejné omezené.

2) Ve > 030 > 0 a 3 omezend uzavienda FF C Q:Vu e M
Tento ptredpoklad po-

/ |u(gc)‘p de < e trebujeme, pokud je €2

neomezena mnozina.

O\F
Toto je stejna spoji-
a tost v prumeéru. Vné ()
je u dodefinovana nu-
Vh,|h|<é: (/|u(:€+h)—u(:z:)\pdx) <e. lou.
Q
Priklad 2.14:  Uvazujeme funkce u,(x) = 2" na inter-
valu (0,1). Pro p = 1 rozhodneme o jejich spojitosti v

pruméru. Pro h > 0 je funkce (x + h)" definovana na inter-

valu (0,1 — h), protoze mimo 2 = (0, 1) je dodefinovana
1 1-h

nulou. Tedy [|(z + h)" — 2"|' dz = [ (z + h)" do —

0

0
1 _
f xn dx . (x+h)n+1 1-h o CC"+1 1 . hn+1
d - n+1 0 n+1 0 T on4l

1
Podobné pro h < 0 dostaneme [ |(z + h)" — 2"|' do =
0

. . (z+h)"H 1 ant! L
—_{L(x%—h)”da:—l—{x” dr = —[ i }_h— [”“}o =



Posledni
plyne z Bernoulliovy
nerovnosti, viz MAT1.

nerovnost

Také fikame, ze pro-
stor spojitych funkei s
kompaktnim nosicem
je husty v prostoru Le-
besgueovsky integro-
vatelnych funkei.

Je-1i 2 neomezend ob-
last, pak pokud mame
funkci v € LP(Q),
tak na 7"krajich Q7
se musi blizit k 0.
Proto ji stac¢i apro-
ximovat funkcemi s
kompaktnim nosicem.
Pomoci posloupnosti
spojitych funkci se do-
staneme k funkcim z

LP(Q).

Ekvivalentné muzeme
definovat

lullep= (3 [1Dullp)>.

la|<k

’ﬁh—‘
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14+h)n+1
= 2421 + n—li—l > —(n+1)h.
Tudiz funkce u,(x) = 2™ nejsou stejné spojité v prumeéru.
Véta2.14: (Spojité funkce v LP(£2))
Necht 1 < p < oo, potom C°(Q) = LP(Q) vzhledem k normé
———Ill»
|- lp; je-li 2 omezend oblast, pak C>®(§2) — = LP(Q).

Poznamka 2.1/ :

1) NeboliVu € LP(Q)Ve > 03u, € C°(Q), [[u—u.|, < €.
Prostor LP(2) je zuplnéni prostoru (Cg°(€2), || - ||,) -

2) Necht pro funkei ¢ € Cg°(R") plati [ ¢(z) do =1,
Rn
p(r) 20, Yo,y € R = lzf] = [lyll = ¢(z) = ¢(y),
suppp C {z € R": ||z]| < 1}. Potom nazveme regu-
larizator funkce u € LP(Q)) funkci

Rat) = 5 [ ("= u(w) dy.

Plati R.u(z) € C*(R") a 11%1 | Reu — ul[, = 0.
e—04

Necht [ : {a,b) — C je méritelnd
funkce a ¢ > 0, pak existuje kompaktni podmnozina
K C (a,b) takova, ze restrikce f/K je spojitd funkce
a mira dopliku meas ({(a,b) \ K) = 0.

3) Luzinova véta:

2.2.3 Sobolevovy prostory

Uvazujeme funkciu € C*(Q) aprok € N, 1 < p < 0o oznacime

Jullkp = Z 1Dl
o<k
Pro k=0 oznacime ||ullo, = ||ul],-

Uvazujeme cauchyovskou posloupnost (u,) C C*°(2) vzhle-

dem k uvedené normeé, tzn.
VedngVm,n,m >ng,n > ng= ||ty —unllk, <e.

Pak pro kazdé « je posloupnost (D“u,,) cauchyovska a v uplném
prostoru LP(§2) existuje u, € LP(£2) tak, ze

: «
lim D%, = u, .
n—oo
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Pro a = (0,...,0) oznac¢ime lim u, = uy. Potom V¢ € C5°(Q)

n—oo

plati

[w@pre@) do = (-1°! [w@e de. ©

Q Q

coz plyne z Greenovy vety.

Dikaz : Vu e C®(Q),Vy € C5°(Q2) plati podle Greenovy

formule

/u(az)Do‘gp(aj) dz = (—1)l /Dau(a:)gp(a:) dx .

Q Q

V této rovnosti polozime u = wu, a limitnim prechodem
dostaneme rovnost (6).

Definice 2.24: (Zobecnéna derivace)
Necht € je oblast v R" a u € Lj, (). Funkce w € L, .(Q)

loc
takova, ze

[ u@D(e) do = (- [ w@)p(a) dz, Yo € CF(®

Q Q

se nazyva zobecnéna derivace funkce u vzhledem k mul-
tiindexu a a piseme w = D“u. Hovorime také o derivaci ve
smyslu distribuci.

Definice 2.25: (Sobolevuv prostor)

Necht Q@ C R" je oblast, k € N, 1 < p < o0o. MnozZina
WHhP(Q) = {u €LP(Q): zobecnéna derivace D%u € LP(Q),
V|a| < k} se nazyva Soboleviv prostor .

Poznamka 2.15:

i) W"? je Banachtiv prostor - muizeme jej chapat jako pod-
prostor LP(€2) x --- x LP(Q).

ii) Oznacime X = {u e C*®, ||uljrp < oo}, potom plati
WhP(Q) = (X, ]| - ||rp) - Pro omezenou oblast € s hlad-

kou hranici 9Q je (C*(Q), || - k) = WHP(Q)

Pro hladké funkce je
zobecnéna derivace
rovna klasické.

Hleddme prostory, ve
kterych ma smysl rov-
nost y'(z) = signx.



Prostor WiP(Q) je
zuplnénim  prostoru
CR(2) vzhledem

k normeé ||.|x.p-

Hovotime o spojitém
vnofeni  Sobolevova
prostoru do prostoru
Lebesgueova  (Holde-
rova).

36 Uvod do funkciondlni analyzy

Definice 2.26 : (Soboleviiv prostor ”s nulou na hranici”)
Necht Q C R" je oblast, k € N, 1 < p < oo. Definujeme
prostor

Wo () = (C5°, 11lks) -

Priklad 2.15:  Dokazte, ze funkce u(x) = |z| je z prostoru
Wir(0,1)Vp e (1,00)

Pozndmka 2.16: €2 C R" omezend oblast s hladkou hranici,
n>21<p< oo Oznacime X — Y pravé tehdy, kdyz
X C Y Alully < cllullx a hovofime o spojitém vnofeni
prostoru X do prostoru Y. Plati

g€ (1, ;4),n > kp, WHP(Q) — LI(Q),

q€ (l,00),n=kp W’”’(Q) — L1(Q),
n < kp, WHhP(Q) — COA(Q),

A=k—2 kdyzk—3 <1; A€ (0,1), kdyz k—3=1lap>1;
A= 1, kdyz k—2 2 1.

2.3 Linearni funkcionaly, slaba konvergence

Pii teSeni diferencidlni rovnice 3’ =signx, x € (—1,1) nenalez-

neme feSeni v prostoru C'(—1,1), ale v prostoru Whi(—1,1).
1

Resenim bude funkce y (x) = |x|. Zfejmé [ |z| do < co. Dale
~1

zobecnénou derivaci ¢ funkece y(z) = |z| je funkce sign x, nebot

Ve C(—1,1) plati
1

/ 2| - ' (x) dz = [signz - p(z)]" | — 1/signx ~(x) dx

-1

a funkce ¢ ma suppyp C (=1,1) = p(—1) =¢ (1) =0.
Pro feseni y rovnice y' = f plati pro kazdé ¢ € C§(Q)
rovnost

- [v@) @ do= [y @ ela) da = [ £ pla) da.

Q Q
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Oznacime F(p) = [ f(x)p(x) dx, potom dostaneme funkciondl
Q
F : C°(Q) — R. Podobné F,(p) = — [y - ¢ a hleddme, kdy
Q
nastane rovnost funkcionalu F, = FY.

Definice 2.27: (linearni funkcionél)
Necht V je linedrni prostor a zobrazeni I’ : V +— C spliiuje

Va,b e R Vu,v €V : Flau+bv) =aF(u)+bF(v),

pak se F' nazyva linearni funkcional.

Priklad 2.16 : )
Necht u € C({(a,b)), pak Fi(u) = [u(z)dz, Fy(u) = u(z)

a
jsou linearni funkciondly na prostoru spojitych funkeci.

Definice 2.28 : (spojitost funkcionalu)

Necht (V,].]|) je NLP a F : V + C. Rekneme, ze funkcional

F je spojity na V, jestlize V (u,) CV :u,+— u ve V plati
lim F(u,) = F(u).

n—oo

Definice 2.29: (omezeny funkciondl)
Necht (V,||-]|) je NLP a F : V +— C. Rekneme, ze funkciondl
F' je omezeny, jestlize K > 0Vu eV plati

|F(w)] < K lul.

Véta2.15:
Necht (V.|| - ||) je NLP. Linedrn{ funkcional F' : V +— C je
spojity na V pravée tehdy, kdyz

i) je omezeny na V,

ii) je spojity v nulovém prvku prostoru V,

iii) VrdK,.Vu e K(o,r): |F(u)| < K, . (omezeny na kouli)
Dukaz : Dukaz véty provedeme postupné v nasledujicich
krocich spojity 2 spojity v 0 2 omezeny na kouli 2 ome-

zeny 9) spojity.

=

a) Pokud je F' spojity, pak je ziejmé spojity i v pocatku.

Funkcional je zobra-
zeni z prostoru funkei
do prostoru realnych
(komplexnich) ¢isel.

Geometricky je repre-
zentantem linedrniho
funkcionalu  primka
nebo rovina prochéaze-
jici pocatkem.

Tedy

Up— 0= F(u,) — 0.
Rovnost F(0) =0 ply-
ne z linearity funkcio-
nalu F.



Odtud také vyplyva,
ze svych nejvétsich
hodnot na kouli o po-
lomeéru r nabyva funk-
cional na jeji hranici,
tj. stére S(o, 7).

Normu funkciondlu F
muzeme také defino-
vat vztahem || F|, =

inf{K:|F(u)| < K|ul}.

Vyuzijte linearitu F,
z které plyne rovnost
F(pp) = ().

[l [

]l = sup [F(u)] =
Jul<1

sup |(u, v)| = [|v]| .
Jull<1

Volbou funkce

u(z)

lo(a)ll™"

lze dokédzat rovnost
[ E ] = vl -

_ Jula)signv(a)
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b) Necht u € S(o,r) = {u € V : ||u]| = r} (sféra o po-
loméru r) a necht pro spor F' nen{ omezeny na S(o,r)
= Vndu, € S(o,r) : |F(u,)| > n. Pro == — o je
|[F(%2)] > 1 (z linearity F), coz je spor se spojitosti v
pocatku o. Tudiz 3K : |F(u)| < KVu, ||ul]| = r. Pro
|lu|| <7 je o € S(o,r) = |F(rit)| <K = |F(u)| <

@K<K = [ je omezeny funkcin()lllél (F(o) =0).

¢) Necht v € V,v # o, pak o € Slo,r) = [F(ppl <
K = |F(v)| < K|jv|| a F je omezeny funkcionl.

d) Z omezenosti a linearity F' plyne |F(u,) — F(u)| <
K ||u,, — u|| a pro u, — u tedy nhj& F(u,) = F(u), coz

je definice spojitosti funkciondlu F'.

Definice 2.30: (norma funkciondlu)
Necht (V|| - ||) je NLP a F spojity linedrn{ funkcionél na V/,
potom ¢islo

se nazyva norma funkcionalu F.

Cviceni 2.5 : Dokazte, ze pro linearni funkcional F' plati
VueV:[Fu)| <|[Fu)l-[lull a [[Fll. = sup [F(u)].

[uf| <1

Priklad 2.17 :

a) Pro pevné v € V, kde V' je unitérni prostor, je skalarni
sou¢in F'(u) = (u,v) linedrni funkcional.
b) F(u) = [w(z)v(z)de,ue LP, ve L, ]l)-l—éz 1, pak

Q
F' je spojity, linearni funkciondl a ||F||. = ||v|,-

Véta2.16: (F. Riesz - o reprezentaci)
Necht 1 < p < co a funkciondl F : LP(Q2) — R je spojity
a linedrni. Pak J'v € L(Q2), ]—17 + % = 1 takové, ze

F(u) = /u(x)v(x) dr, wue LP(Q)

Q

L1 = Nlvllg -
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Cuiceni 2.6 : Dokazte, ze mnozina vSech spojitych linearnich
funkcionalu je NLP s normou || - ||, .

Definice 2.31: (Duélni prostor)

Necht (V| - ||) je NLP. Normovany linedrn{ prostor vsech
spojitych linearnich funkcionali se nazyva dualni prostor
k prostoru V' a znaci se (V* || - ||«) -

Véta2.17: (Uplnost duélniho prostoru)
Duélni prostor (V*, || ||«) k NLP (V}]|-||) je Banachav pro-
stor.

(poznamka k dukazu: | F,(u) — F(u) | < ||[Fh — Full«||u]] — 0
= F,(u) — Fy(u).)

Véta2.18: (Hahn-Banach)

Necht V je NLP a Vj je linedrn{ podprostor V a Iy : V) — R
linedarni spojity funkciondl, potom IF € V* : F/Vj = F
a ||« = [l Foll+

Dusledkem predchéazejici véty je nasledujici tvrzeni, které zarucuje
existenci netrividlnich (nenulovych) funkcionala.

Véta2.19: Necht V je NLP,ug €V, ug # o, pak IF € V*
takovy, ze F'(ug) = [luolv a [|Flls = 1.
Dikaz : Definujeme Vo={Aug: A € T'} a Fy(Aug) = Mugl|v-
Potom Fo(uo) = [uollv, [Fo(Auo)| = |Al[[uollv = [[Aduoll =
| Foll«=1 a existence F' € V* plyne z véty (2.18).

Definice 2.32: (Izomorfismus prostori)

Necht (V, [|-|lv), (W, |- |[lw) jsou dva NLP a linedrn{ zobrazenf
S z prostoru V na W splauje: Yu € V : |jully = ||S(w)|w.
Potom se S nazyva izomorfismus prostoru V a W.

Definice 2.33: (Druhy dudl)

Necht (V,||-]]) je NLP a (V*,]|-]|+) jeho duéln{ prostor. Dudln{
prostor k prostoru V* oznacime V**. Obecné plati V' C V**
ve smyslu izomorfismu x, kde k : V' — V* a

k(u)(F)=F(u) VFeV*.

[zomorfismus k se nazyva kanonické zobrazeni.

Z Rieszovy veéty (2.16)
plyne L4(2) = (LP(2))".
Plati

(LY(Q)" = L>(Q), ale
(L(Q)) £ L1(9).
Dualem k prostoru
L*>(£2) je prostor mér.

Hahn-Banachové véte
se také rika véta o roz-
siteni spojitého linear-
niho funkciondalu.

Dokazte, ze zobrazeni
S je také prosté, tedy
vzajemné jednoznacné
a spojité.

Prikladem S je zob-
razeni, které matici A
pritadi matici trans-
ponovanou A7,
(L(Q))" = LP(Q) =
(LP(Q))" = L (),
pro 1 <p<oo.



Pokud je prostor V
reflexivni, pak V* je
rovnéz reflexivni pro-
stor.

Prostor V' je reflexivni
pravé tehdy, kdyz je
stejnomérné konvexni.

F(y,) je bilinearni

forma, tzn. F' je line-
arni jak v proménné y,
tak v proménné .
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Definice 2.34 : (reflexivni prostor)
Jestlize (V') = V**, pak se prostor V nazyva reflexivni.

Priklad 2.18 :

Prostor LP(€),1 < p < oo je reflexivni, ale prostory L'(f2)
a L>(€2) nejsou reflexivni.

Priklad 2.19 :

Reseni y diferencidlni rovnice

y'(z) = f(z), y(0)=y(r)=0,

hledame v prostoru I/VO1 ’2(0, 7). Toto feseni spliuje rovnost

/ daz—/f z)dr YoeW,?0,7). (7)

0
Oznacime F(y,p) = = [y (x)¢'(x)dx a F(p) =
0
f f(x)p(x)dr. Pokud najdeme funkci y, kterd spliiuje rov-

nici (7), pak hovotime o slabém feSeni puvodni ulohy.

Jak toto slabé feseni hledame? Samoziejmé pres posloup-
nost! Hleddme (y,) tak, aby F,, (¢) — F,(¢) V¢ pevné,
tudiz oto¢ime vyznam y a ¢. Funkce ¢ nyni reprezentuje
funkciondl a chceme [y, o' — [v'¢" a Fy(yn) — Fp(y).

Definice 2.35: (Slaba konvergence)
Necht (V]| - ||) je NLP. Rekneme, ze posloupnost (u,) C V
konverguje slabé k u € V| jestlize

VFeV*: lim F(u,) = F(u).

n—oo
Piseme u,, — u.

Priklad 2.20 :

Plati e, — 0 v 2 a sinnr — 0 v L*(0,27), ale |e,| = 1,
|sinnz|ls =7.

V konetné dimenzi w, — w znamend (u,,v) — (u,v),
Vv € R¥ = (u, —u,v) — 0 a pro v = e; dostaneme kon-
vergenci i-té slozky = silna konvergence u,, — u .
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Nasledujici vétu lze vyuzit v pribliznych metodach nebo k di-
kazu omezenosti slabé konvergentni posloupnosti.

Véta2.20: (Banach - Steinhaus)

Necht (V.|| - ||) je Banachuv prostor a (F,) C (V* | - ||+)-
Necht Vu € V 3K(u) : |F,(u)] < K(u) Vn € N. Pak je
posloupnost funkcionélu (F,) omezend, tj. 3 K

|Foll« < K, VneN,
Véta2.21: (Vlastnosti slabé limity)
a) Necht u, — u, pak u, — u.

b) Necht (V.| -|) je NLP a u, — u, pak
1) slaba limita u je ddana jednozna¢né,
2) posloupnost (u,) je omezena,

3) ||u]] <liminf ||u,|| .
M : n—oo
a) Fuy) — F(u) = F(u, —u) < [[Fll - [Jun — ul| — 0 pro
U, — u tedy F(u,) — F(u) VF € V* tudiz u, — u.
b) 1) Pro spor necht w, — u A u, = v, u # v = |Ju —
| £ 0= FF : Vj — R, kde Vj = {Au—v) :
A€ R} a Fy(AMu—wv)) = Au—vl, tedy Fy € V*.
Podle Hahnovy-Banachovy véty 2.18 4 F' € V* tak, ze
IFN = lFoll a F(u—v) = |lu— vl #0, coz je spor s
F(u) = F(v).
2) Pouzijeme izomorfismus k z definice 2.33 a ztotoznéni
V* 3 k(u,) = u,. V Banachové-Steinhausové vété
2.20 je Banachovym prostorem nyni prostor V*, jeho
dudl prostor V** a F,, = u,. Plati VF € V* : u,(F) =
K(up)(F) = F(uy,) a posloupnost (F'(u,)) je omezend,
protoze F'(u,) konverguje k F'(u). Tedy i posloupnost
(un(F')) je omezend a podle véty 2.20 3K takové, ze

[un]] < K.
3) Opét pouzijeme izomorfismus k z definice 2.33 a rov-
nost ()] = ol pak plati Jul = swp |F(0)] =
F|l.<1
sup |F(lim w,)| = sup liminf|F(u,)| < (cvic. (2.5))
IFl.<t "o [F|l.<1 770

sup liminf || F||.||u,|| < liminf ||u,]| .
1F]l <1 oo e

Silna konvergence im-
plikuje slabou.

Pripomenuti: w, — u
= (u,) je omezend a
fell = lim ]



Protoze dualni prostor
V* je uplny, muzeme
se omezit na hustou
podmnozinu M.

1) V konecné dimen-
zi 1ze 7z kazdé omezené
posloupnosti ~ vybrat
konvergentni podpo-
sloupnost.

2) V koneéné dimenzi
silnd a slaba konver-
gence splyvaji.

3) V R" je uzaviend
koule kompaktni, v re-
flexivnim prostoru je
uzaviena koule slabé
kompaktni.
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Véta2.22: (Slabd konvergence pro hustou podmnozinu -
oslabeni definice slabé konvergence)

Necht (V.|| -||) je Banachuv prostor, M je hustd podmnozina
dudlu V* a posloupnost (u,) C V' je omezena. Jestlize Ju € V
takové, ze VF € M plati nh_)Iglo F(u,) = F(u), pak u, = u.

Slaba konvergence tzce souvisi s reflexivitou daného prostoru,
jak ukazuje nasledujici véta.

Véta2.23: (Eberlein - Smuljan)

Banachuv prostor (V.|| - ||) je reflexivni préavé tehdy, kdyz
z kazdé omezené posloupnosti lze vybrat slabé konvergentni
podposloupnost.

2.4 Hilbertovy prostory

Definice 2.36: (Hilbertuv prostor)
Unitarni prostor se skaldrnim souc¢inem (-, -), ktery je uplny
vzhledem k normé || - || = /(+, ) se nazyva Hilbertuv.

Priklad 2.21: (2, L*(Q), W*2(Q) jsou Hilbertovy prostory.

Prostor LP(€2), p # 2 neni Hilberttv, norma |||/, nesplnuje
rovnost rovnobéznika: |lu—+vl|2+||u—vl[Z = 2(||ullZ+]v]]2) .

Pfipomenme, ze zobrazeni F(u) = (u,v) definované pro pevné
v € H a pro vSechna u € H je spojity linedrni funkciondl. Tato
implikace plati i obracené, jak je vidét z nasledujici véty.

Véta2.24: (R. Rieszova - o reprezentaci)
Necht H je Hilbertuv prostor a F' € H*, pak 3lv € H tak, Ze

Vue H: F(u)=(wv) a [Fl.=v].

Dusledek 2.1: Pro Hilbertuv prostor H plati H=H*=H"*,
tudiz H je reflexivni prostor a podle véty 2.23 z kazdé ome-
zené posloupnosti lze v ném vybrat slabé konvergentni pod-
posloupnost.

K dukazu Rieszovy véty o reprezentaci je zapotiebi nasledujici
teorie ortogondlniho rozkladu Hilbertova prostoru.
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Definice 2.37: (Ortogonélni doplnék)
Bud M podmnozina Hilbertova prostoru H, potom mnoZina

M+={ueM: (uv)=0 Vv M}
se nazyva ortogonalni doplnék mnoziny M v prostoru H.

Véta2.25: M+ je podle véty 2.4
Ortogonalni doplnék M+ je uzavieny linedrni podprostor Hil- také  Hilbertuv  pro-
bertova prostoru H . stor.

Definice 2.38 : (Direktni (ortogonalni) soucet)
Necht M;, M, jsou uzaviené linedrni podprostory H a

(u,u9) =0 Vuy € My Vug € My.
Mnozinu
My ® My ={u:u=u+u; u; € M;,1=1,2}

nazveme direktnim souctem prostoru M; a M, . Dokazte. e M. @ M
) 1 2

je opét uzavieny pod-
Cuviceni 2.7 - prostor M.
Necht’ M = M1 D MQ, pa,k M1 N M2 = {O}, M1 = M2J‘,
My = Mi- (dokaizte).

Dukaz : Rieszovy véty o reprezentaci 2.24:
Méme dokézat, ze VFEF v : F(u) = (u,v), Vu € H.
Pro nulovy funkciondl F'=o0 € V* je ztejmé v = o.

Necht tedy F' # o a definujme ker F' = {v € V : F(v) = 0},

pak ker FF # H a (ker F)™ # 0 = Jug € (ker F)" \ {o}
F(uo)
[[uol?

a polozime v = S Uy

Potom (/U/7 /U) — (u — F(uo) . U/O + F(UQ) . uO) ||’LL0||2 .

F(u) . F(ug
Flug)  luoll?

Nyni dokazeme jednoznacnost. Pokud pro dalsi v* plati
(u,v*) = F(u) = (u,v) = (u,v* —v) = 0 = (volbou
u=v"—v) (v'—0v,0*—0v)=0=0v" =0,

—

- (ug,up) = F(u), coz jsme méli dokazat.

V poslednim kroku dokézeme rovnost ||F||, = ||v]| . Plati
[Fw)] = (u,0) < [lull - ] A F(v) = [l]* = [1F]l. = (o]l



Jestlize je prvek u
kolmy ke vSem prv-
kum uplného systému
(baze), pak je nulovy.

Oznacime (eg,u) = cg,

pak Y 2 < oo, tedy
k=1
posloupnost (c) € 2.
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V definici 1.9 jsme zavedli ortonormaélni systém e,, v unitarnich

prostorech. V problému aproximace jsme diskutovali Besselovu
o0

nerovnost a Parsevalovu rovnost (> ¢2 < [Ju||?; ¢, = (en,u)).

n=1

2.4.1 Fourierova rada v Hilbertovych prostorech

Definice 2.39: (Uplny ortonormaln{ systém)
Necht (ex)?°, je ortonormélni systém v Hilbertové prostoru
H. Jestlize plati implikace

(ep,u) =0 VkeN = u=o,
pak se (e;) nazyva tplny systém.

Priklad 2.22 :

Systém vektoru e, = (0,...,0,1,0,...) je uplny v prostoru
02, systém funkei (%, sin x, cos x, sin 2z, cos 2z, . . .) je uplny

v prostoru L?(0, 27).

7 béze (1,z,2% ...) vytvoifime po Grammm-Schmitové or-
tonormalizaci ortonormalni systém Legendreovych polyno-
mu v prostoru L*(—1,1).

Véta2.26: (Existence tplného systému)
Necht H je separabilni Hilbertiv prostor, pak v ném existuje
uplny ortonormalni systém.

Véta2.27: (Ekvivalence k tplnosti systému)
Ortonormalni systém (e;) v Hilbertové prostoru H je tplny
praveé tehdy, kdyz pro kazdy prvek uw € H zapsany ve tvaru

u= > (er,u)e, plati Parsevalova rovnost

k=1
0
lul® =" I(ex, v
k=1

Definice 2.40: (Fourierova tada)
Necht (ex) je ortonorméln{ systém prvka v Hilbertové pro-
storu H, potom ¢&isla ¢, = (e, u), Vk € N se nazyvaji Fou-

rierovy koeficienty a > ¢; e; se nazyva Fourierova fada
k=1
prvku u (vzhledem k systému (ey)).
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Priklad 2.23 :

Funkce u z prostoru W,*(0,7) mé Fourierovy koeficienty
s

¢, = [u(x)sinkx dr vzhledem k systému (sin kx)7, .
0

Cviceni 2.8 :

Necht (ey) je ortonormdln{ tiplny systém prvku v Hilber-
tové prostoru H. Oznacime M = {ey,..., ey}, potom plati
M+ ={ens1,...} a M =M @& M+ (Rozmyslete si).

Daéle koeficienty ¢, = (u,er) jsou nejlepsi v nasledujicim
smyslu

m

o(u, M) = vlél]\f/[ o(u,v) = o(u,vy), kde vy = ;ckek.

Véta2.28: (Izomorfismus s £?)

Méme prostor H a tplny systém (e;) v H. Necht (c;) € /2,
pak v € H : ¢ = (ex,u),k € N (posloupnosti (cy)
ptritadime jednozna¢né prvek w € H). Tedy prostor H je izo-
morfni s prostorem ¢2.

3 Operatory na Banachovych prostorech

Na rovnici

y'(z) = f(x) (8)
muzeme také pohlizet jako na tlohu, kdy k funkci f € C(0, )
hleddme funkci y € C?(0,7) tak, Zze (8) plati. Jednd se tedy
o zobrazeni T : C*(0,7) — C(0,7), T(y) = y". Obecné opera-
tor T' zobrazuje prostor X do prostoru Y.

e Specialnim pripadem operatoru je funkciondl.
e Ve vété (2.7) jsme méli kontrahujici operator T': X — X.

e Cilem je opét najit takové vlastnosti prostoru X, Y a opera-
toru T, Ze rovnice T'u = v mé feseni, pokud mozno Vv € Y.

o Ar = vy, kde A je matice, Z, y € R", je také operatorova
rovnice.

Bod vy € M ma nej-
mensi vzdalenost od

bodu w.
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R(T) je linedrni pod-
prostor prostoru Y.
Jadro také znacime
Ker(T) = N(T) (null
space).

Misto skladani opera-
toru hovotrime také o
jejich nasobeni. Proto
také piseme

Ix je identicky opera-
tor na prostoru X.
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Definice 3.1: (linedrni operétor)

Necht (X, || - |), (Y;|| - || ) jsou dva Banachovy prostory.
Necht X (C X) je linedrni podprostor X. Necht T' zobrazuje
XodoY aVa,B € R(C),Vu,v € X plati

T(au+ fv)=aT(u)+ 6T (v),

pak T' je linearni operator.

Prostor X, oznacime D(T) a nazveme definiéni obor
operatoru 1.

Mnozinu R(T) ={v e Y : Ju € D(T) : v = T(u)} nazveme
obor hodnot operatoru 7.

Mnozinu ker(T) = {u € Xy, T(u) = 0} nazveme jadro
operatoru 7',

Operator I : X — X takovy, ze I(u) = u nazveme identicky
operator.

Definice 3.2 : Pro operatory T, S definujeme
a) scitant: (T + S)u =T(u) + S(v),
b) skladani: 7'S(u) = T'(S(u)).

Jestlize T: X —Y a AT 1:Y — X tak, ze T(T!) = Iy
a T YT) = Ix, pak T7! se nazyvé inverzni operator
k operatoru T'.

Priklad 3.1 :

K zakladnim linedrnim operatorum patii ”derivovani a in-
tegrovan”, T'(u) = v’ a T(u) = [u(z)dx.

Podobné néasobeni vektoru u matici A je linedarni operator
T(u)=Au.
Cuvicent 3.1: Dokazte néasledujici tvrzeni

1) Mnozina vSech linearnich operatoru 7: X — Y tvoii
linearni prostor.

2) Necht T, S jsou linearni operdtory. Ma-li slozeni T - S
smysl, pak je také linearni.

3) Existuje-li 77!, potom je také linedrni a plati vztah

(ST) ' =115
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Definice 3.3: (spojity a omezeny operator)

Necht (X,|L.I), (¥; |} jsou NLP a T: D(T) — (%L,
D(T) C X. Rekneme, ze operdtor T je spojity operator
na D(T), jestlize Vu € D(T) plati

Y (u,) C D(T)

}:>T(un)—>T(u) v Y (n— o0).

T je omezeny operator, jestlize 4 K :
Zaroven plati

|Tully < Kllullx Yue D). il
T = sup W .
Infimum ze vSech takovych K se nazyva norma operatoru 7' ey =1

a znaci se ||T| .

Véta3.1: Linearni operator T: X — Y je spojity prave
tehdy, kdyz je omezeny.

Priklad 3.2 :
T(y)=y". D(T)=C*({0,1)), R(T)=C((0,1)).
T neni spojity operator, protoze T(sinnz) = —n?sinuwz,

tedy || T(sinnz)|lcgo1y) =n* a ||sinnz|/cqoy) = 1. Odtud
vyplyva, ze operator 1" neni omezeny.
Definice 3.4 : (Prostor spojitych linearnich operatoru)
Prostor vsech spojitych linearnich operatoru z prostoru
X do prostoru Y zna¢ime L(X,Y), z prostoru X do X
znacime L£(X).
Pti hledéni feSeni operatorové rovnice Tu=v je dulezita exis-
tence inverzniho operdtoru 771, Pak T (T (u))=T"*(v)=u.
Véta3.2: (Banachova)
Jestlize operédtor T' zobrazuje Banachuv prostor X (= D(T))

na Banachuv prostor Y (= R(T)) a operator T' je omezeny,
prosty a linedrni, pak 371 € L(Y, X) .

Pozndmka 3.1: Pokud 3T, pak T je prosty - to je nutné,
nebot pokud Tu =Tv = u=T"YT(u)) =T YT (v)) = v.
Cuicent 3.2 -

Uvazujeme operdtor T: (2 — (2, (u,) = (u1, ua,...) € {2,

Uz Us

definovany piedpisem T'(ui,ug,...) = (u1, 2, %,...).
Rozhodnéte, zda T € L(Y, X).



Z podminky 9 plyne,
ze operator T' je pros-
ty a ma trividlni jadro

N(T) = {0}.

Obraz kazdé omezené
mnoziny je relativne
kompaktni mnozina -
tzn. uzavér obrazu je
kompakt.

Kompaktni operator
lze aproximovat ope-
ratory s konecné di-
menzionalnim oborem
hodnot.

48 Uvod do funkciondlni analyzy

Véta3.3: (Existence inverzniho operatoru)
Necht operator T € L(X,Y), R(T)=Y, pak existuje inverzni
operator T—te L(Y, X) prave tehdy, kdyz J¢>0 takové, Ze

| Tully > c||ullx Vu e X. 9)

Véta3.4:
Necht X je Banachuv prostor a operdtor T' € £(X) m4 normu

|T|| < 1. Pak existuje (I —T)"! = > T*.
k=0

Pti Teseni operatorové rovnice T'u = v postupujeme opét po-
moci posloupnosti. Resime napiiklad Tu = v,,v, — v a na-
jdeme w,, spliujici Tu,, = v,. Pokud posloupnost (u,) je ome-
zena a prostor, ve kterém hledame teseni, je reflexivni, pak
Juy,, — uy. Chceme T'u,, — Tuyg .

Definice 3.5: (Kompaktni operator)

Necht T : X — Y je linearnf a X,Y jsou NLP. Rekneme,
ze T" je kompaktni operator, jestlize pro kazdou omezenou
mnozinu M C X je T(M) kompaktni mnozina v Y.

Poznamka 3.2

1. Jestlize operator T' je linearni a kompaktni, pak je také
spojity.
Obrazem jednotkové koule je u kompaktniho operatoru
omezena mnozina, tedy 3K : [|[Tv]| < K Vv € X,
|lv|| = 1. Déle plati v = HuHm, tudiz ||[Tu|| <
HT(ﬁ)H Nul| < Kl|u||. Operator T je tedy omezeny
a podle vety 3.1 i spojity.

2. Jestlize u,, — ug AT je kompaktni, pak 3 (u,,) C (uy) :
T(up,) — T'(up) -

3. Jestlize dim R(T') < oo, pak T je kompaktni (R(T) je
linedrni podprostor).

Priklad 3.3 :

Zobrazeni T : (* — (* dané vztahem T'((uy)) = (%) je
linearni kompaktni operator.
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Definice 3.6 : (Dudlni operator)
Necht X,Y jsou NLP a X* Y* jejich dudlni prostory. Necht
T € L(X,Y). Definujeme 7% : Y* — X* predpisem

T*(F)=FoT,VF €Y* & (T*F)(u) = F(T(u)), Yu € X.

Operator T* se nazyva dualni operator k operatoru 7.

Poznamka 3.3

1) Plati T* € £(X*,Y*).
2) Pro normu dudlniho operédtoru plati ||T*| = ||T| .

3) Na prostoru R" je linedrni operdtor T reprezentovan
matici A, pak dudlni operator T* je reprezentovan
transponovanou matici A7.

4) Jestlize u, ~u AT € L(X,Y), pak Tu, = Tu.

U, = u = Fu, - Fu i (T"F)u, — (T"F)u =
F(Tu,) — F(Tu),VF = Tu, — Tu

3.1 Linearni operatory na Hilbertovych prostorech

Necht T : H — H,D(T) = H je spojity, linedrni operator. Pro
pevné v € H oznacime

F,(u) = (Tu,v) Vue H.

Potom F), je linearni funkcional, protoze operator 1" i skaldrni
souc¢in jsou linearni. Dale |F,(u)| = [(Tu,v)| < ||[Tul| - ||v]| <
1] - Nl - [loll = [[Eulls < T - [[vll = F, je omezeny (spojity).
Podle Rieszovy véty 2.27 Ilw € H takové, ze

Fy(u) = (u,w) Vue H,

tedy
(Tu,v) = (w,w) a [[Ffl, = [Jw].
K prvku v € H je tedy jednoznacné urcen prvek w € H, toto
prifazeni oznac¢ime T, neboli T"v = w a
(Tu,v) = (u, T"v).

Operator T™ se nazyva adjungovany operator k operatoru 7.
Prvek v reprezentuje spojity linedrni funkciondl z H*(= H)

Y
O——L—-

Vyuzivame definice

(T"F)u = FT(u) .



Pokud T je spojity
operator, pak je tato
definice  ekvivalentni
s predchozi definici,
staci  hodnoty T
spojité prodlouzit z
D(T) na H.

Tato definice se po-
uziva pro neomezené
(nespojité)  linearni
operatory.

7 definice symetric-
kého operatoru plyne
Tv=T*v Vv e D(T)
= D(T) C D(T™).
Napiiklad symetricka
matice je reprezentan-
tem samoadjungova-
ného operatoru.
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a T™ mu opét prifadi w - reprezentaci spojitého linearniho funk-
ciondlu z H* (= H). Nebo-li T* je dudlni operator, nebot

(Tu,v) = Fy(u) = (FT)(u) = (T"F)(u) = (u, T"v).

Definice 3.7: (Adjungovany operator)
Nechf T : H — H je linedrni operator a nechf D(T) = H.
Jestlize k prvku v € H existuje prvek w € H takovy, ze
Vu € D(T) plati

(Tu,v) = (v,w)

pak v patii do defini¢ntho oboru D(7™) a piSeme w = T*v.
Operator T*: H — H se nazyva adjungovany operator
k operatoru T

Definice 3.8 : (Symetrie, samoadjungovanost)
Necht T : H — H je linearni operdtor. Rekneme, Ze T je
symetricky operator , jestlize

(Tu,v) = (u, T u) Yu,v € D(T), D(T) = H.

Jestlize D(T') = D(T™), pak tikdme, ze T je samoadjungo-
vany operator.

Definice 3.9: (Kladny, kladné definitni operator)
Necht T : H — H je symetricky operétor. Jestlize

(Tu,u) >0  VueH,

pak fekneme, ze operator T je kladny.
Jestlize dc¢ > 0 takové, ze

(T, u) > cl|ul|? Vue H,

pak fekneme, ze T je (pozitivné) kladné definitni.

Véta3d.5: (Minimum kvadratického funkciondlu a feSeni
operatorové rovnice)

Nechf T : D(T) — H,D(T) = H, je linedrni, symetricky
a kladny, pak operdtorovéa rovnice Tu = w maé teSeni ug (tj.
Tuy = w) pravé tehdy, kdyz ug je minimum kvadratického
funkcionalu

Flu) = %(Tu,u) ~ (W) (G Flu) = min F(w).
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Dukaz : 'V bodé minima ug plati

F(uy) < F(u) & F(u) — F(up) > 0 < Postupné vyuzijeme:
1(Tu,uw) — (w,u) — 3(Tug, up) + (w,up) > 0 < definici funkcionalu F,
(T, w) = (T, wo) +(Tu, ug) — (Tug, w)] — (w, u—1ug) >0
& % [(Tu,u — up) + (T'(w — up), )] — (w,u —up) >0 < linearitu operdtoru 7T,
% [(Tu, U — uo) + (u — U, Tuo)] — (w, u — uo) >0& symetrii operatoru 7T,
% [(T(u + uo), U — UO)] — (w, U — UO) >0 symetrii a opét dis-
tributivitu skaldrniho
(%T(u +up) — w,u — uo) >0 YueH. soucinu.

Pro u =uy — A(Tug — w), A € R dostaneme
(37 (ug — AT — w) + ug) — w, =AM (Tug — w)) =
|| Tup — w||* + GT(Tup — w), Tug — w)A* > 0

Tato nerovnost plati pro kazdé A € R pouze v tom pripadé,
kdyz Tuy = w, coz jsme meéli dokazat.
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