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2 Úvod do funkcionálńı analýzy

1 Lineárńı prostor

Při zkoumáńı př́ırody se pokouš́ıme jej́ı zákonitosti popsat po-
moćı diferenciálńıch rovnic. Např́ıklad rovnice druhého řádu
y′′(x) + cy′ + y(x) = f(x), kde c ∈R popisuje tlumené kmitáńı
v elektrickém obvodu. Při hledáńı řešeńı těchto úloh potřebujeme
funkce sč́ıtat, násobit, poč́ıtat limity jejich posloupnost́ı ap. .
Množiny řešeńı diferenciálńıch rovnic maj́ı společné vlastnosti,
které vedou k definićım následuj́ıćıch matematických struktur.

Množina celých č́ısel s
operaćı sč́ıtáńı (Z,+)
s neutrálńım prvkem 0
je Abelova grupa.

Norský matematik
Niels Heinrich Abel
(1802-1829).

dokázal neřešitelnost
algebraických rovnic
5. a vyšš́ıch stupň̊u
pomoćı odmocnin. Při
tomto d̊ukazu uplatnil
ideje teorie grup.

Množina reálných č́ı-
sel s operacemi sč́ıtáńı
a násobeńı (R,+, ·) s
nulovým prvkem 0 a
jednotkovým prvkem
1 tvoř́ı těleso.

Definice 1.1 : (grupa)
Množina V s operaćı + (tj. se zobrazeńım z V × V do V),
zkráceně (V,+), se nazývá grupa, jestliže plat́ı:

i) ∀u, v, w ∈ V : (u+ v) + w = u+ (v + w) , (asociativita)

ii) ∃ o ∈ V ∀u ∈ V : u+ o = o+ u = u , (neutrálńı prvek)

iii) ∀u ∈ V ∃ û ∈ V : u+ û = û+ u = e . (inverzńı prvek)

Pokud nav́ıc plat́ı

iv) ∀u, v ∈ V : u+ v = v + u , (komutativita)

pak hovoř́ıme o komutativńı grupě nebo Abelově grupě.

Definice 1.2 : (těleso)
Množina T s dvěma operacemi +, · , zkráceně (T,+, ·), se
nazývá těleso, jestliže plat́ı:

i) (T,+) je komutativńı grupa s neutrálńım (nulovým) prv-
kem značeným 0 ,

ii) (T \ {0}, ·) je grupa s neutrálńım (jednotkovým) prvkem
značeným 1 ,

iii) ∀ a, b, c ∈ T : (distributivita)

(a+ b) · c = a · c+ b · c, a · (b+ c) = a · b+ a · c,
Jestliže (T \ {0}, ·) je komutativńı grupa, pak hovoř́ıme o ko-
mutativńım tělese .

Cvičeńı 1.1 :

a) Dokažte, že množina (Q \ {0}, ·) tvoř́ı Abelovu grupu.

b) Dokažte, že množina (C,+, ·) tvoř́ı komutativńı těleso.

http://www-history.mcs.st-andrews.ac.uk/history/Mathematicians/Abel.html
http://www-history.mcs.st-andrews.ac.uk/history/Mathematicians/Abel.html
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Definice 1.3 : (lineárńı prostor)
Necht’ (V,+) je komutativńı grupa a T je těleso. Necht’ operace
” · ” z T × V do V : (a, u)→ a · u splňuje:

i) ∀ a, b ∈ T ∀u ∈ V : a · (b · u) = (a · b) · u (asociativita)

ii) ∀ a, b ∈ T ∀u ∈ V : (a+ b) · u = a · u+ b · u,

∀ a ∈ T ∀u, v ∈ V : a · (u+ v) = a · u+ a · v
(distributivita)

iii) ∀u ∈ V , 1 ∈ T : 1 · u = u (absorpce jednotky).

Potom množina V s operacemi +, · se nazývá lineárńı
(vektorový) prostor nad tělesem T . Prvky množiny V se
nazývaj́ı vektory, (prvky tělesa T se nazývaj́ı skaláry).

Př́ıklad 1.1 :

1. Množina všech řešeńı diferenciálńı rovnice

u′′(x) + 4u(x) = 0

je tvořena funkcemi u(x) = C1 sinx + C2 cosx a tvoř́ı
lineárńı prostor.

2. Množina všech uspořádaných n-tic reálných č́ısel tvoř́ı
vektorový prostor.

3. Množina všech polynomů tvoř́ı vektorový prostor.

4. Množina všech matic stejného typu tvoř́ı vektorový pro-
stor.

V množině funkćı
nebo polynomů je
neutrálńım prvkem
nulová funkce (po-
lynom), v množině
n-tic je neutrálńım
prvkem nulový vektor
(0, · · · , 0).

Definice 1.4 : (lineárńı závislost a nezávislost)
Necht’ V je lineárńı prostor nad tělesem T . Necht’ vektory
u1, u2, . . . , un ∈ V , konstanty a1, a2, . . . , an ∈ T , n ∈ N, pak
lineárńı kombinaćı vektor̊u u1, u2, . . . , un nazýváme vektor

a1u1 + a2u2 + · · ·+ anun .

Jestliže

a1u1 + a2u2 + · · ·+ anun = o⇔ a1 = a2 = · · · = an = 0 ,

(o je nulový (neutrálńı) vektor) pak ř́ıkáme, že vektory
u1, u2, . . . , un jsou lineárně nezávislé, v opačném př́ıpadě
jsou lineárně závislé.

Vektory u = (1, 1) ,
v = (2, 1) z prostoru
všech uspořádaných
dvojic jsou lineárně
nezávislé.
Vektory u = (1, 1) ,
v = (−2,−2) jsou li-
neárně závislé.
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Definice 1.5 : (báze a dimenze prostoru)
Vektory e1, e2, . . . , en ∈ V , n ∈ N, tvoř́ı bázi lineárńıho pro-
storu V nad tělesem T , jestliže

i) vektory e1, e2, . . . , en jsou lineárně nezávislé,

ii) ∀u ∈ V jsou vektory u, e1, e2, . . . , en lineárně závislé,

tj. existuj́ı a1, a2, . . . , an ∈ T : u = a1e1 + a2e2 + · · · + anen.
Č́ısla a1, a2, . . . , an nazýváme souřadnice vektoru u vzhle-
dem k bázi e1, e2, . . . , en. Ṕı̌seme u = (a1, a2, . . . , an).
Č́ıslo n ∈ N, neboli počet prvk̊u báze, nazýváme dimenze
prostoru V . Ṕı̌seme dimV = n. Pokud neexistuje konečná
báze prostoru V , pak ṕı̌seme dimV =∞.

Existence báze vekto-
rového prostoru plyne
z axiomu výběru:
JestližeM je množina
neprázdných množin,
potom existuje zobra-
zeńı f s definičńım o-
boremM, které každé
množině A ∈M při-
řad́ı jistý prvek mno-
žiny A, tedy f(A)∈A.
Axiom výběru zfor-
muloval v roce 1904
německý matematik
Ernst Friedrich Ferdi-
nand Zermelo (1871-
1953).

Prostor všech uspořá-
daných trojic reálných
č́ısel (R3,+, ·) je vek-
torový prostor dimen-
ze tři.

Cvičeńı 1.2 : Dokažte, že prostor (C(〈0, 1〉),+, ·) všech
spojitých funkćı na intervalu 〈0, 1〉 s operacemi sč́ıtáńı fun-
kćı a násobeńı funkćı reálným č́ıslem je vektorový prostor
s nekonečnou dimenźı.

Podobně prostor Lp(Ω) = {u :
∫
Ω
|u(x)|p dx < ∞} je lineárńı

prostor s nekonečnou dimenźı.

Označ́ıme `p = {(an) :
∞∑
n=1
|an|p < ∞} (množina všech po-

sloupnost́ı s konečným součtem p-tých mocnin absolutńıch hod-
not člen̊u posloupnosti). K tvrzeńı, že množina `p je lineárńı
prostor, potřebujeme dokázat, že pokud posloupnosti (an), (bn) ∈
`p, pak také (an + bn) ∈ `p (uzavřenost prostoru `p na operaci
sč́ıtáńı). To dokážeme pomoćı následuj́ıćıch nerovnost́ı.Prostor `p má neko-

nečnou dimenzi, bázi
v tomto prostoru tvoř́ı
vektory
ei=(0, . . . , 0, 1, 0, . . .),
tedy vektory, které
maj́ı na i-tém mı́stě
jedničku, jinak samé
nuly.

Lemma 1.1 : Necht’ a, b > 0, p > 1 a q takové, že 1
p + 1

q = 1,
potom

ab ≤ ap

p
+
bq

q
. (1)

Důkaz : Uvažujeme funkci ϕ(t) = tp

p + t−q

q pro t > 0 .

Derivace ϕ′(t) = tp−1 + t−q−1 = 0 pro t= 1 a v tomto bodě
nabývá funkce ϕ svého minima. Plat́ı ϕ(1) = 1p

p + 1−q
q = 1,

tud́ıž 1 ≤ tp

p + t−q

q . Dosad́ıme t = a
1
q b
−1
p , pak dostaneme

1 ≤ a
p
q b−1

p + b
q
p a−1

q , tedy ab ≤ ap

p + bq

q .

http://www-history.mcs.st-andrews.ac.uk/history/Mathematicians/Zermelo.html
http://www-history.mcs.st-andrews.ac.uk/history/Mathematicians/Zermelo.html
http://www-history.mcs.st-andrews.ac.uk/history/Mathematicians/Zermelo.html
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Lemma 1.2 : (Hölderova nerovnost)
Mějme dvě posloupnosti (an), (bn), reálná č́ısla p, q > 1 ta-
ková, že 1

p + 1
q = 1, potom plat́ı Hölderova nerovnost

∞∑
n=1

|an bn| ≤
( ∞∑
n=1

|an|p
) 1
p ·
( ∞∑
n=1

|bn|q
) 1
q

.

Důkaz : Polož́ıme An = an( ∞∑
n=1
|an|p
) 1
p

a Bn = bn( ∞∑
n=1
|bn|q
) 1
q
.

Z nerovnosti (1) v lemmatu 1.1 dostaneme AnBn ≤ Apn
p +Bqn

q

a sečteńım dostaneme
∞∑
n=1

|an|( ∞∑
n=1
|an|p
) 1
p

|bn|( ∞∑
n=1
|bn|q
) 1
q

= 1
p + 1

q = 1.

Odtud již plyne Hölderova nerovnost.

Při práci na Fourie-
rových řadách objevil
v roce 1884 Hölder
nerovnost, která nyńı
nese jeho jméno.
Otto Ludwig Hölder
(1859-1937).

Lemma 1.3 : (Minkowského nerovnost)
Mějme dvě posloupnosti (an), (bn) a reálné č́ıslo p > 1, potom
plat́ı Minkowského nerovnost( ∞∑

n=1

|an + bn|p
) 1
p ≤

( ∞∑
n=1

|an|p
) 1
p

+
( ∞∑
n=1

|bn|p
) 1
p

.

Důkaz :
∞∑
n=1
|an + bn|p ≤ (troj. nerov.)

∞∑
n=1

(|an| + |bn|)p

=
∞∑
n=1

(|an| + |bn|)p−1(|an| + |bn|) =
∞∑
n=1

(|an| + |bn|)p−1|an| +
∞∑
n=1

(|an| + |bn|)p−1|bn| ≤ (Hölderova nerovnost)
( ∞∑
n=1

(|an| +

|bn|)(p−1)q
) 1
q
( ∞∑
n=1
|an|p

) 1
p

+
( ∞∑
n=1

(|an|+|bn|)(p−1)q
) 1
q
( ∞∑
n=1
|bn|p

) 1
p

.

Plat́ı (p− 1)q = p a 1− 1
q = 1

p , tedy

∞∑
n=1
|an+bn|p(

∞∑
n=1
|an+bn|p

) 1
q
≤
( ∞∑
n=1
|an|p

) 1
p

+
( ∞∑
n=1
|bn|p

) 1
p

a odtud

( ∞∑
n=1
|an + bn|p

) 1
p ≤

( ∞∑
n=1
|an|p

) 1
p

+
( ∞∑
n=1
|bn|p

) 1
p

.

Známý polský mate-
matik Minkowski roz-
v́ıjel nový pohled na
prostor a čas a podal
matematické základy
teorii relativity.
Hermann Minkowski
(1864-1909).

http://www-history.mcs.st-andrews.ac.uk/history/Mathematicians/Holder.html
http://www-history.mcs.st-andrews.ac.uk/history/Mathematicians/Holder.html
http://www-history.mcs.st-andrews.ac.uk/history/Mathematicians/Minkowski.html
http://www-history.mcs.st-andrews.ac.uk/history/Mathematicians/Minkowski.html
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1.1 Metrický prostor

Definice 1.6 : (metrický prostor)
Jestliže funkce % : V × V → R splňuje:

M1) ∀u, v ∈ V : %(u, v) ≥ 0 a %(u, v) = 0⇔ u = v ,

M2) ∀u, v ∈ V : %(u, v) = %(v, u) ,

M3) ∀u, v, w ∈ V : %(u,w) ≤ %(u, v) + %(v, w) ,

pak se % nazývá metrika na prostoru V . Ř́ıkáme, že V je
metrický prostor.

pozitivnost

symetrie

trojúhelńıková nerov-
nost

Metrika nám umožňu-
je změřit vzdálenost
bod̊u prostoru. Př́ıklad 1.2 :

1. Na prostoru Rn definujeme eukleidovu metriku vzta-
hem %(u, v) =

√
(u1 − v1)2 + (u2 − v2)2 + · · ·+ (un − vn)2 ,

kde u = (u1, u2, . . . , un) a v = (v1, v2, . . . , vn) .

2. Necht’ % je eukleidova metrika, potom předpisem

σ(u, v) =
{ %(u, v) , jestliže ∃λ ∈ R : u = λ v ,

%(u, o) + %(v, o) jinak,

definujeme opět metriku.

3. Diskrétńı metriku definujeme předpisem

%(u, v) =
{ 1 , jestliže u 6= v ,

0 , jestliže u = v .

Metrika σ neńı inva-
riantńı v̊uči posunut́ı,
tzn. σ(u+w, v+w) 6=
σ(u, v) .

Pokud V je lineárńı prostor, pak nav́ıc předpokládáme, že
metrika % splňuje

M4) ∀u, v, w ∈ V : %(u+ w, v + w) = %(u, v) ,

M5) Jestliže lim
n→∞

λn = 0, pak ∀u ∈ V : lim
n→∞

%(λn u, o) = 0 .

invariace v̊uči posu-
nut́ı
spojitost metriky

1.2 Normovaný prostor

Př́ıklad 1.3 : (norma, skalárńı součin)

Necht’ V je vektorový prostor dimenze n nad tělesem R
a u = (u1, u2, . . . , un) ∈ V , potom č́ıslo

‖u‖ =
√
u2

1 + u2
2 + · · ·+ u2

n

se nazývá norma vektoru u.
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Necht’ v = (v1, v2, . . . , vn) ∈ V , potom č́ıslo

u · v = u1v1 + u2v2 + · · ·+ unvn

nazveme skalárńı součin vektor̊u u, v.

V prostoru nekonečné dimenze jsou předchoźı definice normy
a skalárńıho součinu nepoužitelné. Proto zavád́ıme jejich obec-
nou formu.

Definice 1.7 : (zobecněńı normy a skalárńıho součinu)
Necht’ V je vektorový prostor nad tělesem R. Zobrazeńı
‖ · ‖ : V → R splňuj́ıćı:

N1) ∀u ∈ V : ‖u‖ ≥ 0 a ‖u‖ = 0⇔ u = o ,

N2) ∀u ∈ V ∀ a ∈ R : ‖a · u‖ = |a| · ‖u‖ ,

N3) ∀u, v ∈ V : ‖u+ v‖ ≤ ‖u‖+ ‖v‖
(trojúhelńıková nerovnost),

se nazývá norma na prostoru V . Ř́ıkáme, že V je normo-
vaný lineárńı prostor. Zobrazeńı %(u, v) = ‖u− v‖ se nazývá
vzdálenost vektor̊u u, v a je metrikou na prostoru V .

V je lokálně kon-
vexńı prostor, potom
V je metrizovatelný⇔
má spočetný funda-
mentalńı systém okoĺı
nuly. Prostor všech
funkćı na nespočetné
množině M s topo-
logíı bodové konver-
gence neńı metrizova-
telný. Metrizovatelný
lokálně konvexńı pro-
stor nemuśı být nor-
movatelný - např. pro-
stor všech posloup-
nost́ı.

Př́ıklad 1.4 : Na prostoru `p definujeme normu předpisem

‖u‖ = (
∞∑
n=1
|un|p)

1
p . Trojúhelńıková nerovnost plyne z Min-

kowského nerovnosti, viz lemma 1.3.

1.3 Unitárńı prostor

Definice 1.8 : (unitárńı prostor)
Necht’ V je reálný (komplexńı) vektorový prostor a existuje
zobrazeńı (·, ·) : V × V → C takové, že

S1) ∀u ∈ V, u 6= o : (u, u) > 0 , (pozitivita)

S2) ∀u, v ∈ V (u, v) = (v, u) , (symetrie)

S3) ∀λ ∈ C, ∀u, v ∈ V : (λu, v) = λ(u, v) , (násobeńı)

S4) ∀u, v, w ∈ V : (u+v, w) = (u,w)+(v, w) , (distributivita)

potom se (·, ·) nazývá skalárńı součin na prostoru V a pro-
stor (V, ·) je unitárńı prostor.

Pro vektory také po-
už́ıváme značeńı se
šipkou ~u a skalárńı
součin vektor̊u ~u,~v se
také znač́ı ~u · ~v.
S pojmem skalárńıho
součinu se velice často
setkáme ve fyzice.
Např́ıklad, p̊usob́ı-li
śıla ~F po př́ımočaré
dráze směrem ~s, pak
vykoná práci A = ~F ·~s
= ‖~F‖ ·‖~s‖ ·cosϕ, kde
ϕ je úhel, který sv́ıraj́ı
vektory ~F a ~s.
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Cvičeńı 1.3 : Vlastnosti skalárńıho součinu

a) (u, λv) = λ(u, v)
[ (u, λv) = (λv, u) = λ(v, u) = λ(u, v) ]

b) (u, av + bw) = a(u, v) + b(u,w) linearita

c) (u, u) = (u, u) ⇒ (u, u) ∈ R !

d) (o, o) = 0 a (u, o) = 0
[ (o, o) = (0 · u, o) = 0 · (u, o) = 0 ]

Pro pevně zvolené
u je skalárńı součin
F (v) = (u, v) lineárńı
zobrazeńı a zobrazeńı
F (v) = (v, v) je pozi-
tivně definitńı.

Př́ıklad 1.5 : Skalárńı součin v prostorech

a) C(〈0, 1〉) (u, v) =
1∫

0
u(x)v(x) dx

b) `2 (u, v) =
∞∑
i=1

uivi

Věta 1.1 : (norma indukovaná skalárńım součinem)
Necht’ V je unitárńı vektorový prostor se skalárńım součinem
(·, ·), potom předpisem ‖u‖ =

√
(u, u) , u ∈ V je defino-

vaná norma na prostoru V (indukovaná skalárńım součinem) .

Poznámka 1.1 : Obráceně dané tvrzeńı neplat́ı, např. na pro-

storu L3(0, 1) můžeme položit (u, v)=

(1∫
0

(
|u| 32 · |v| 32

)
dx

) 2
3

,

ale neplat́ı vlastnost S4 skalárńıho součinu.

Věta 1.2 : (Schwarzova nerovnost)
Necht’ V je unitárńı vektorový prostor se skalárńım součinem
(·, ·), potom plat́ı Schwarzova nerovnost:

∀u, v ∈ V : |(u, v)| ≤ ‖u‖ · ‖v‖ . (2)

Ze Schwarzovy nerov-
nosti plyne

|(u, v)|
‖u‖ · ‖v‖ ≤ 1,

tud́ıž má smysl defi-
novat úhel ϕ dvou
vektor̊u (tzn. např́ı-
klad dvou funkćı)
předpisem

cosϕ =
(u, v)

‖u‖ · ‖v‖ .

Důkaz : ∀ k ∈ C ∀u, v ∈ V plat́ı 0 ≤ (ku− v, ku− v) =
kk(u, u)−k(v, u)−k(u, v)+(v, v) = ‖v‖2−k(u, v)−k(v, u)+
‖k‖2‖u‖2 (= F (u)) .

Polož́ıme k = (u,v)
‖v‖2 (v 6= o, pro v = o je tvrzeńı triviálńı),

pak

0 ≤ ‖u‖2 − (v, u)(u, v)

‖v‖2 − (u, v)(v, u)

‖v‖2 +
|(u, v)|2
‖v‖2 =

= ‖u‖2 − |(u, v)|2
‖v‖2 ⇒ Schwarzova nerovnost.



Úvod do funkcionálńı analýzy 9

Poznámka 1.2 : Pro k ∈ R, (u, v) ∈ R máme

F (k) = ‖v‖2 + 2k(u, v) + k2‖u‖2

a hledáme minimum funkce F , pak

F ′(k) = −2(u, v) + 2k‖u‖2 = 0 ⇒ k =
(u, v)

‖u‖2 .

Pro toto k je (ku− v, ku− v) = ‖ku− v‖2 nejmenš́ı a vektor
x = ku je ortogonálńı projekce v na u (z geometrického
pohledu). Plat́ı

(x− v, x) = (ku− v, ku) =
∣∣∣(u, v)

‖u‖2

∣∣∣2‖u‖2 − (u, v)

‖u‖2 (v, u) = 0 .

Poznámka 1.3 : Rovnost rovnoběžńıka geometricky

‖u+ v‖2 = (‖u‖+ x)2 + y2 ‖u− v‖2 = (‖u‖ − x)2 + y2

‖u+ v‖2 + ‖u− v‖2 = 2‖u‖2 + 2(x2 + y2)

(x2 + y2) = ‖v‖2

‖u+ v‖2 + ‖u− v‖2 = 2
(
‖u‖2 + ‖v‖2

)
.

Rovnost rovnoběžńıka v unitárńım prostoru

‖u+ v‖2 + ‖u− v‖2 = (u+ v, u+ v) + (u− v, u− v) =

‖u‖2 + (v, u) + (u, v) + ‖v‖2 + ‖u‖2 − (v, u)− (u, v) + ‖v‖2

= 2
(
‖u‖2 + ‖v‖2) .

~u + ~v

y

x ~u

~v

Př́ıklad 1.6 : Schwarzova nerovnost v L2(0, 1) se nazývá
Bunjakovského nerovnost

1∫
0

|f(x)g(x)| dx ≤
( 1∫

0

|f(x)|2 dx
) 1

2
( 1∫

0

|g(x)|2 dx
) 1

2

,

v prostoru `2 se nazývá Cauchyho nerovnost

∞∑
n=1

|anbn| ≤
( ∞∑
n=1

a2
n

) 1
2 ·
( ∞∑
n=1

b2
n

) 1
2

a je zároveň d̊usledkem Hölderovy nerovnosti pro p=q=2.
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Př́ıklad 1.7 : Množina L2(〈0, 1〉) = {f :
1∫

0
|f(x)|2 dx<∞}

je nekonečně dimenzionálńı vektorový prostor s normou

‖f‖2 =
( 1∫

0
|f |2 dx

) 1
2

. Zobrazeńı (f, g) =
1∫

0
f(x) · g(x) dx

je skalárńı součin na prostoru L2(〈0, 1〉) .

Cvičeńı 1.4 : Dokažte, že L1(0, 1) = {f :
1∫

0
|f | dx < ∞}

je normovaný lineárńı prostor s normou ‖f‖ =
1∫

0
|f | dx .

Zobrazeńı (f, g) =
1∫

0
f(x) · g(x) dx však neńı skalárńım

součinem na tomto prostoru.

Cvičeńı 1.5 :

1. Rozhodněte, kdy ve Schwarzově nerovnosti nastává rov-
nost. [ Pro lineárně závislé vektory ]

2. Dokažte, že Schwarzova nerovnost je ekvivalentńı s troj-
úhelńıkovou nerovnost́ı. [ ‖u+ v‖2 ≤ (‖u‖+ ‖v‖)2 ⇔
(u+v, u+v) ≤ ‖u‖2 +2‖u‖‖v‖+‖v‖2 ⇔ (u, u)+2(u, v)+(v, v) ≤
‖u‖2 + 2‖u‖‖v‖+ ‖v‖2 ⇔ 2(u, v) ≤ 2‖u‖‖v‖ . ]

Definice 1.9 : (ortogonalita)
Necht’ V je unitárńı prostor se skalárńım součinem (·, ·).
Řekneme, že vektory u, v ∈ V jsou navzájem ortogonálńı,
jestliže

(u, v) = 0.

Posloupnost (en)
∞
n=1 ⊂ V se nazývá ortogonálńı systém,

jestliže pro j 6= k je
(ej, ek) = 0

a ortonormálńı systém, jestliže

(ej, ek) = δjk =

{
1 j = k
0 j 6= k.

Cvičeńı 1.6 : Dokažte, že posloupnost funkćı (sinnπt)∞n=1
tvoř́ı ortonormálńı systém v prostoru L2(0, 1).
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Problém aproximace:

Chceme funkci f ∈ L2(0, 2π) aproximovat pomoćı trigonomet-
rického polynomu

Tn(x) =
a0

2
+

n∑
k=1

(ak cos kx+ bk sin kx)

tak, aby středńı kvadratická odchylka

( 1

2π

∫ 2π

0
|f(x)− Tn(x)|2 dx

) 1
2

byla co nejmenš́ı, tj. hledáme minimum výrazu 1
2π‖f − Tn(x)‖2,

což je norma v prostoru L2(0, 2π). Spoč́ıtáme

0 ≤ ‖f−Tn(x)‖2 = ‖f−
2n∑
k=0

ckϕk‖2 = (f−
2n∑
k=0

ckϕk, f−
2n∑
k=0

ckϕk)

Jelikož ϕ0 = 1, ϕ2k+1 = sin kx, ϕ2k = cos kx, tj. (ϕk) je orto-
gonálńı systém a f je reálná, pak předchoźı vztah lze upravit
do tvaru

(f, f)− 2
( 2n∑
k=0

ckϕk, f
)

+
( 2n∑
k=0

ckϕk,
2n∑
k=0

ckϕk

)
=

= ‖f‖2 − 2
2n∑
k=0

ck(ϕk, f) +
2n∑
k=0

c2
k‖ϕk‖2 = F (ck) .

Funkce F nabývá minima, pokud ∂F (ck)
∂ck

= 0

⇒ −(ϕk, f) + ck‖ϕk‖2 = 0

⇒ c∗k = (ϕk,f)
‖ϕk‖2 . . . známé Fourierovy koeficienty.

Poznámka 1.4 : Druhý diferenciál d2F =
∑2n

k=0 ‖ϕk‖2 dc2
k je

pozitivně definitńı ⇒ v (c∗k) je ostré minimum funkce F .
Takže nejlepš́ı aproximaćı funkce f je polynom tvaru

T ∗n =
2n∑
k=0

(ϕk, f)

‖ϕk‖2 · ϕk.
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Poznámka 1.5 : Dokážeme, že (f − T ∗n , Tn) = 0 .

(f −
2n∑
k=0

(ϕk,f)
‖ϕk‖2 · ϕk,

2n∑
k=0

ckϕk) =

= (f,
2n∑
k=0

ckϕk)− (
2n∑
k=0

(ϕk,f)·ck
‖ϕk‖2 (ϕk, ϕk)) =

=
2n∑
k=0

ck(f, ϕk)−
2n∑
k=0

(ϕk, f) · ck = 0.

Poznámka 1.6 : Protože 0 ≤ F (c∗k), tak

0 ≤ ‖f‖2 − 2
2n∑
k=0

(ϕk,f)2

‖ϕk‖2 +
2n∑
k=0

(ϕk,f)2

‖ϕk‖4 ‖ϕk‖
2

⇒ 0 ≤ ‖f‖2 −
2n∑
k=0

(ϕk,f)2

‖ϕk‖2

⇒
2n∑
k=0

(ϕk, f)2 ≤ ‖f‖2 . . . Besselova nerovnost,

Pokud ‖ϕk‖ = 1 . . . pak (ϕk) tvoř́ı ortonormálńı systém.

Rovnost
2n∑
k=0

(ϕk, f)2 = ‖f‖2 . . . se nazývá Parsevalova.

Pokud pro každé f nastane Parsevalova rovnost, pak (ϕk) je
úplný systém.

Poznámka 1.7 : Ted’ budeme potřebovat to nejlepš́ı
přibĺıžeńı naj́ıt, tzn. pomoćı limitńıho přechodu. Budeme
hledat odpovědi na otázky:

a) Co to je limita v prostorech funkćı?

b) Když limita lim
n→∞

fn = f a fn ∈ V , plat́ı pak f ∈ V ?

K podobným otázkám dospějeme i v př́ıpadě, kdy na in-
tervalu I hledáme řešeńı obyčejné diferenciálńı rovnice prvńıho
řádu

y′ = f(x, y) (3)

s počátečńı podmı́nkou

y(x0) = y0 x0 ∈ I . (4)
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Věta 1.3 : Funkce y = y(x), x ∈ I je řešeńım počátečńı
úlohy (3), (4) právě tehdy, když je řešeńım integrálńı rovnice

y(x) = y0 +

x∫
x0

f(ξ, y(ξ)) dξ. (5) Necht’ g(ξ)=f(ξ, y(ξ))
a funkce G je primitiv-
ńı funkce k funkci g,
potom G(x)−G(x0) =∫ x
x0
g(ξ) dξ a plat́ı

(G(x)−G(x0))′=g(x)
=f(x, y(x)) .

Důkaz : Necht’ y(x) je řešeńım Cauchyovy úlohy (3), (4).
Integrujeme-li rovnost

y′(x) = f(x, y(x)) , x ∈ 〈x0, x1〉,

od x0 do x, pak dostáváme

y(x)− y(x0) =

x∫
x0

f(ξ, y(ξ)) dξ .

Protože y(x0)=y0, splňuje funkce y(x) integrálńı rovnici (5).
Necht’ naopak y(x) je řešeńım integrálńı rovnice (5), tj. plat́ı

y(x) = y0 +

x∫
x0

f(ξ, y(ξ)) dξ , x ∈ I .

Potom y(x0) = y0 a derivováńım podle x dostáváme

y′(x) = f(x, y(x)) .

Věta 1.4 : (Peanova, Picardova)
Předpokládáme, že funkce f(x, y) je spojitá na obdélńıku
D=〈x0−δ, x0+δ〉×〈y0−ε, y0+ε〉. Polož́ıme M= max

[x,y]∈D
f(x, y),

h = min {δ, ε
M } . Potom v intervalu 〈x0− h, x0 + h〉 exis-

tuje řešeńı y(x) rovnice y′ = f(x, y) s počátečńı podmı́nkou
y(x0) = y0 .

Necht’ nav́ıc existuje konstanta L > 0 taková, že
∀x ∈ 〈x0 − δ, x0 + δ〉 , ∀y1, y2 ∈ 〈y0 − ε, y0 + ε〉 plat́ı

|f(x, y1)−f(x, y2)| ≤ L |y1−y2| , (lipschitzova podmı́nka)

pak existuje právě jedno řešeńı úlohy (3), (4).

Dokázat existenci a
jednoznačnost řešeńı
úlohy je jedńım z
hlavńıch úkol̊u mate-
matické analýzy.

Např́ıklad rovnice

y′ = signx

řešeńı nemá.
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Poznámka 1.8 : Důkaz věty (1.4) je založen na Picardově
iteračńı metodě postupných aproximaćı. Definujeme
nultou aproximaci

y0(x) = y0

a dosad́ıme ji do pravé strany v (5); dostaneme prvńı apro-
ximaci

y1(x) = y0 +

x∫
x0

f(ξ, y0) dξ.

Po dosazeńı y1(x) do pravé strany v (5) dostaneme druhou
aproximaci

y2(x) = y0 +

x∫
x0

f(ξ, y1(ξ)) dξ.

Obecně n-tý krok iteračńıho procesu je dán formuĺı (n-tou
aproximaćı)

yn(x) = y0 +

x∫
x0

f(ξ, yn−1(ξ)) dξ.

Dostaneme tak posloupnost postupných aproximaćı

y0(x), y1(x), y2(x), . . . , yn(x), . . . ,

která za předpoklad̊u věty 1.4 konverguje a limitńı funkce
y(x) = lim

n→∞
yn(x) je řešeńım dané počátečńı úlohy, což

dokážeme pomoćı Banachovy věty o kontrakci 2.7.

Rudolf Otto Sigismund
Lipschitz (1832-1903).

se kromě diferenci-
álńıch rovnic věnoval
rovněž studiu kvater-
nion̊u, diferenciálńı
geometrii ap..

Z předpoklad̊u věty
(1.4) vyplývá, že

|
∫ x
x0
f(ξ, y(ξ)) dξ | ≤∫ x

x0
| f(ξ, y(ξ)) | dξ ≤

Mh a zároveň
|yn+1(x)− yn(x)| ≤
Lh |yn(x)− yn−1(x)| .

Př́ıklad 1.8 : Určete přibližné řešeńı počátečńı úlohy

y′ = y, y(0) = 1

jako n-tý člen posloupnosti postupných Picardových apro-
ximaćı. K výpočtu užijeme iteračńı formuli

yn(x) = 1 +

x∫
0

yn−1(ξ) dξ.

http://www-history.mcs.st-andrews.ac.uk/history/Biographies/Lipschitz.html
http://www-history.mcs.st-andrews.ac.uk/history/Biographies/Lipschitz.html
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Máme tedy

y0(x) = 1,

y1(x) = 1 +
x∫
0

1 dξ = 1 + x,

y2(x) = 1 +
x∫
0

(1 + ξ) dξ = 1 + x+ x2

2 ,

...

yn(x) = 1 +
x∫
0

(
1 + ξ + ξ2

2 + . . .+ ξn−1

(n−1)!

)
dξ =

1 + x+ x2

2 + x3

3! + . . .+ xn

n! .

Z Taylorova rozvoje funkce ex lze dokázat, že

lim
n→∞

yn(x) = y(x) = ex.

Francouzský mate-
matik Charles Emile
Picard (1856-1941).

se hlavně zaměřil
na studium analýzy,
teorie funkćı, dife-
renciálńıch rovnic a
analytické geometrie.

http://www-history.mcs.st-andrews.ac.uk/history/Biographies/Picard_Emile.html
http://www-history.mcs.st-andrews.ac.uk/history/Biographies/Picard_Emile.html
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2 Úplné prostory

2.1 Úplný metrický prostor

Definice 2.1 : (Limita posloupnosti)
Máme (V, %) metrický prostor. Řekneme, že posloupnost
(un)

∞
n=1 ⊂ V je konvergentńı ve V , jestliže ∃u ∈ V takové,

že plat́ı
lim
n→∞

%(un, u) = 0 .

Prvek u se nazývá limita posloupnosti (un) v prostoru V.

Poznámka 2.1 :

i) Limita u je určena jednoznačně.

ii) lim
n→∞

xn neexistuje v prostoru spojitých funkćı C(〈0, 1〉),

ale

( 1∫
0

(xn − g(x))pdx

) 1
p

=

([
xnp+1

np+1

]1

0

) 1
p

=
(

1
np+1

) 1
p →

0 |n ∈ N, p ≥ 0, np+ 1 6= 0; g(x) = 1, x = 1; g(x) =
0, x ∈ 〈0, 1); xn → g(x) v Lp(0, 1) bodová konvergence.

iii) V prostorech uspořádaných n-tic r̊uzné předpisy pro
metriku neovlivňuj́ı konvergenci posloupnost́ı:

`1: %1(u, v) = |u1 − v1|+ . . . |un − vn|
`2: %2(u, v) =

(
|u1 − v1|2 + . . . |un − vn|2

) 1
2

`p: %p(u, v) = (|u1 − v1|p + . . . |un − vn|p)
1
p , p ≥ 1

`∞: p→∞⇔ %∞(u, v) = max
i
|ui − vi|.

Důkaz pro n = 2:

A) %1 a %2 :

|a1|+ |a2| ?
(
|a1|2 + |a2|2

) 1
2

|a1|2 + 2|a1a2|+ |a2|2 ≤ 2
(
|a1|2 + |a2|2

)
⇒ %1(u, v) ≤

√
2%2(u, v) a %1(u, v) ≥ %2(u, v)

B) %1 a %2 :

|a1|+ |a2| ≥ (|a1|p + |a2|p)
1
p

|a1|p(1 + |a2|
|a1|)

p ≥ |a1|p(1 + |a2|
|a1|

p
)

(|a1|+ |a2|)p ≤ 2p−1 (|a1|p + |a2|p)p .

dokázat jako DÚ3,3 a
vztah %1 a %∞ pro n→
∞ jako DÚ3,4

dokažte jako DÚ3,5
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Definice 2.2 : (Ekvivalence metrik)
O dvou metrikách %, %′ na prostoru V řekneme, že jsou ekvi-
valentńı, jestliže existuj́ı kladné konstanty c1, c2 takové, že
∀u, v ∈ V plat́ı:

c1%(u, v) ≤ %′(u, v) ≤ c2%(u, v)

Konvergence se v ekvi-
valentńıch metrikách
zachová; %(un, u0)→ 0
⇔ %′(un, u0)→0 .

Definice 2.3 : (Okoĺı bodu)
Necht’ (V, %) je metrický prostor a u0 ∈ V , ε > 0. Množinu

K(u0, ε) = {u ∈ V : %(u0, u) < ε}

nazveme ε - okoĺım bodu u0 (nebo otevřenou kouĺı ve V ).

Definice 2.4 : (Vnitřńı bod, vnitřek množiny, otevřená
množina)
Řekneme, že bod u ∈M podmnožiny M ⊂ V je vnitřńı bod
množiny M , jestliže ∃K(u, ε) tak, že K(u, ε) ⊂M .

Množina všech vnitřńıch bod̊u množiny M tvoř́ı vnitřek
množiny M , znač́ıme intM .
Řekneme, že množina M je otevřená, jestliže M = intM .

Otevřená množina ob-
sahuje s každým svým
bodem i nějaké jeho
okoĺı.

Definice 2.5 : (Omezená množina)
Řekneme, že množina M ⊂ V je omezená ve (V, %), jestliže
∃u0 ∈ V ∃ ε > 0 takové, že M ⊂ K(u0, ε) .

Prázdná množina ∅ je
uzavřená i otevřená⇒
prostor V je otevřený
i uzavřený (v sobě).

Definice 2.6 : (Uzavřená množina, uzávěr, hranice)
Množina M ⊂ V je uzavřená, je-li množina V \M otevřená.
Množina M =

⋂{F : M ⊂ F ⊂ V, F uzavřená množina} se
nazývá uzávěr množiny M .
Množina ∂M = M ∩V \M se nazývá hranice množiny M .

Věta 2.1 : (Uzavřenost a uzávěr)
Množina M je uzavřená právě tehdy, když M = M.

Uzavřená množina se
rovná svému uzávěru.
Rozmyslete si, že Ω =
Ω ∪ ∂Ω.

Pro
M={1, 1

2
, . . . , 1

n
, . . .}

je M = M ∪ {0}.

Důkaz : ”⇒” : Množina M je uzavřená a chceme dokázat,
že M = M . Z definice vyplývá, že M ⊂ M (M =

⋂{F :
M ⊂ F, F uzavřená }). Zbývá tedy dokázat, že M ⊂ M ,
což je ekvivalentńı s V \M ⊂ V \M . Necht’ u ∈ V \M .
Protože M je uzavřená, je V \M otevřená⇒ existuje okoĺı
K(u, ε) ⊂ V \M . Polož́ıme F1 = V \ K(u, ε), pak F1 je
uzavřená a M ⊂ F1. Z de Morganových pravidel plyne
V \M = V \⋂F =

⋃
(V \ F ) ⊃ V \ F1 = K(u, ε). Odtud
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plyne u ∈ V \M , tedy V \M ⊂ V \M a M ⊂M .

”⇐” Nyńı máme dokázat, že M =
⋂{F : M ⊂ F, F

uzavřená} je uzavřená množina. Neboli doplněk V \M =
V \⋂F =

⋃
(V \ F ) je otevřená množina.

Necht’ u ∈ ⋃(V \ F ), pak existuje množina F2 taková, že
u ∈ V \ F2. Protože množina V \ F2 je otevřená obsahuje
i okoĺı K(u, ε), tud́ıž K(u, ε) ⊂ V \ F2 ⊂

⋃
(V \ F ). Tedy⋃

(V \ F ) je otevřená množina, což jsme měli dokázat.

Poznámka 2.2 :

1) Vezmeme-li množinu V a systém jejich podmnožin τ
takových, že ∅ ∈ τ, V ∈ τ a libovolné sjednoceńı množin
ze systému τ a konečný pr̊unik množin ze systému τ
patř́ı opět do τ , pak se τ nazývá topologie na V.

K zavedeńı pojmu to-
pologie neńı zapotřeb́ı
metrika.

Věta 2.2 : (Konvergence a uzavřenost)
Necht’ (V, %) je metrický prostor. Podmnožina M ⊂ V je
uzavřená právě tehdy, když

z předpoklad̊u


(un) ⊂M

lim
n→∞

un = u

u ∈ V

 plyne u ∈M.

Každá konvergentńı
posloupnost má limitu
v M .

Důkaz :

”⇒” M uzavřená ⇔ V \M otevřená (pokud V = M , pak
u ∈ V , což jsme chtěli. Necht’ tedy V 6= M) ∧ pro spor
u 6∈M , neboli u ∈ V \M ⇒ ∃K(u, ε) ⊂ V \M ∧un → u⇒
∃n0,∀n > n0 je %(un, u) < ε⇒ un ∈ K(u, ε)⇒ un ∈ V \M
spor s předpokladem un ∈M !

”⇐” Plat́ı (un) ⊂ M,un → u⇒ u ∈ M∧ a pro spor necht’

M neńı uzavřená ⇒ V \M neńı otevřená ⇒ ∃u0 ∈ V \M
tak, že ∀K(u0,

1
n)∃un ∈ M ∩K(u0,

1
n) ⇒ %(u0, un) <

1
n ⇒

un → u0, un ∈M ⇒ u0 ∈M, což je spor s u0 ∈ V \M.

Definice 2.7 : (Cauchyovská posloupnost)
Posloupnost (un) prvk̊u metrického prostoru (V, %) se nazývá
cauchyovská (fundamentálńı), jestliže

∀ ε > 0,∃n0(ε) ∈ N,∀m,n ∈ N,m, n > n0 ⇒ %(un, um) < ε .
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Věta 2.3 : (Vztah konvergentńı a cauchyovské posloupnosti)

a) Každá konvergentńı posloupnost je cauchyovská.

b) Pokud cauchyovská posloupnost obsahuje konvergentńı
podposloupnost, pak je konvergentńı.

Zároveň plat́ı, že kaž-
dá konvergentńı po-
sloupnost je omezená
i každá cauchyovská
posloupnost je ome-
zená.

Důkaz :

Konvergentńı ⇒ ∃u : ∀ ε ∃n0 ∀n : n > n0 ⇒ %(u, un) <
ε ⇒ ∀m,n : m,n > n0 : %(um, un) ≤ %(um, u) + %(un, u) <
ε+ ε = 2ε

Poznámka 2.3 :

a) Posloupnost funkćı (xn) konverguje v prostoru Lp, ale
nekonverguje v prostoru C(〈0, 1〉).

b) Posloupnost (1 + 1
n)n je cauchyovská, ale nekonverguje

v Q, konverguje však v R .

Definice 2.8 : (Úplný prostor)
Prostor (V, %) nazveme úplným, jestliže každá cauchyovská
posloupnost z V je konvergentńı ve V .

Metrický prostor s
diskrétńı metrikou je
vždy úplný.

Př́ıklad 2.1 :

(R, %) je úplný prostor s metrikou % = |x − y| .Z omezené
posloupnosti v R lze vždy vybrat konvergentńı podposloup-
nost!

Věta 2.4 :
Necht’ (V, %) je úplný metrický prostor a M ⊂ V , potom pro-
stor (M,%) je úplný prostor právě tehdy, když M je uzavřená
množina.

Tato věta plat́ı i pro
obecné prostory, bez
lineárńı struktury.
K úplnosti potřebuje-
me metriku, k uzavře-
nosti stač́ı topologie.Důkaz :

”⇒” Zvoĺıme libovolnou cauchyovskou posloupnost (un) ⊂
M. Dı́ky úplnosti prostoru V má tato posloupnost li-
mitu u ∈ V . Množina M je však uzavřená, proto u ∈M
a prostor (M,%) je tedy úplný.

”⇐” Dokažte že každá cauchyovská posloupnost z M kon-
verguje v M .
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Definice 2.9 : (Kompaktńı prostor)
Metrický prostor (V, %) nazveme kompaktńı, jestliže z každé
posloupnosti (un) ⊂ V lze vybrat posloupnost, která konver-
guje ve V .

topologicky:Prostor V
je kompaktńı, jestliže
z každého pokryt́ı lze
vybrat konečné pod-
pokryt́ı.

Př́ıklad 2.2 :

(〈0, 1〉 , %), %(x, y) = |x−y| je kompaktńı prostor (při d̊ukazu
lze použ́ıt metodu p̊uleńı intervalu);

(R, %) . . . neńı kompaktńı, protože posloupnost (n) neńı ome-
zená; interval (0, 1) také neńı neńı kompakt, protože po-
sloupnost ( 1

n) nekonverguje v tomto intervalu;

R ∪ {±∞} je kompaktńı zúplněńı prostoru R.

Věta 2.5 :
Každý kompaktńı prostor (V, %) je úplný (⇒ uzavřený) a ome-
zený.

Pro M ⊂ Rn plat́ı:
M je omezená a uza-
vřená ⇔ kompaktńı.
V prostoru `p to však
nestač́ı. Označ́ıme
ei = (0, . . . , 0, 1, 0, . . .),
kde 1 je na i-tém
mı́stě, pak množina

M =
∞⋃
i=1

ei je omezená

a uzavřená, ale neńı
kompaktńı.
Dokažte, že Kε(0) je
uzavřená množina.

Důkaz :

Necht’ (un) ⊂ V je cauchyovská posloupnost, pak existuj́ı
(unk) ⊂ (un) ∧ u0 ∈ V takové, že unk → u0. Tedy ∀ ε > 0
∃n0 ∀n > n0 : |un − u0| ≤ |un − unk + unk − u0| < ε + ε.
Posloupnost (un) je tedy konvergentńı k u0 a prostor V je
úplný.

Poznámka 2.4 :
Obrácené tvrzeńı k větě 2.5 neplat́ı.
V = C(〈0, 1〉) prostor všech spojitých funkćı a %(u, v) =
max
t∈〈0,1〉

|u(x) − v(x)| (tzv. maximová norma), jedná se o stej-

noměrnou konvergenci. DÚ5,3: Důkaz úplnosti prostoru V.
Podle věty z MA2, pokud un → u stejnoměrně a un(x) ⊂
C(〈0, 1〉), pak u(x) ∈ C(〈0, 1〉)⇒ C(〈0, 1〉) je úplný prostor.
Ale posloupnost un(x) = n nekonverguje ⇒ C(〈0, 1〉) neńı
kompaktńı!

Definice 2.10 : (Hustá podmnožina)
Máme metrický prostor (V, %) a množinu M ⊂ V . Řekneme,
že množina M je hustá ve V , jestliže M = V.

Pokud je V úplný pro-
stor, pak nám stač́ı
pracovat na jeho husté
podmnožině. ”Limitně
se dostaneme na celý
prostor”.

Př́ıklad 2.3 :

Množina Q \ {0} je hustá v R.
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Definice 2.11 : (Separabilńı prostor)
Řekneme, že prostor (V, %) je separabilńı, jestliže v něm exis-
tuje hustá a spočetná podmnožina M .

Množina M je spo-
četná, jestliže existuje
vzájemně jednoznačné
zobrazeńı množiny M
na množinu přiroze-
ných č́ısel N.

V praktických apli-
kaćıch děláme vše přes
posloupnosti a ty jsou
spočetné, proto jsou
tak d̊uležité separa-
bilńı prostory.
Každý kompaktńı pro-
stor V je totálně ome-
zený ( tzn. pro každé
ε>0 existuje konečná
ε-śıt’ K ve V , tedy ke
každému bodu u ∈ V
existuje bod śıtě K,
který je ve vzdálenosti
menš́ı než ε od u).

Každý totálně ome-
zený prostor je separa-
bilńı.

Př́ıklad 2.4 :

Prostor `∞ neńı separabilńı, protože posloupnosti genero-
vané z č́ısel 0, 1 (tedy u = (1, 0, 0, 1, · · · )) tvoř́ı nespočetnou
množinu a pro u 6= v je ‖u− v‖∞ = sup

n
|un − vn| = 1.

Prostory `p, 1 ≤ p <∞ jsou separabilńı.

Každý kompaktńı prostor je separabilńı.

Definice 2.12 : (Zúplněńı)
Máme metrický prostor (V, %).

1) Necht’ V ⊂ V ∗ a (V ∗, %∗) je úplný metrický prostor.

2) Takový, že %(u, v) = %∗(u, v),∀u, v ∈ V .

3) a V = V ∗

Potom (V ∗, %∗) nazýváme zúplněńım prostoru (V, %) (nebo
úplný obal).

Př́ıklad 2.5 :

(R, %∗), (Q, %) pro %(x, y) = |x− y| = %∗(x, y)

Definice 2.13 : (Izometrie)
Necht’ f zobrazuje (V, %) na (Ṽ , %̃) (tj. f(V ) = Ṽ ). Řekneme,
že f je izometrické zobrazeńı (izometrie), jestliže ∀u, v∈V
plat́ı: %(u, v) = %̃(f(u), f(v)).

Poznámka 2.5 :
Každý separabilńı Banach̊uv prostor (úplný normovaný pro-
stor) je izometricky izomorfńı s C(〈0, 1〉) .

Př́ıklad 2.6 :

f(x) = 2x , f : 〈0, 1〉 → 〈0, 2〉 . Najděte metriky %, %̃ tak,
aby oba prostor byly izometrické.

Jak ukazuje následuj́ıćı věta, každý metrický prostor se dá
”vnořit” do prostoru, který už je úplný.
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Věta 2.6 : (Existence úplného obalu)
Každý metrický prostor (V, %) má úplný obal (Ṽ , %̃) a každé
dva úplné obaly prostoru (V, %) jsou izometrické.

Důkaz : K danému metrickému prostoru (V, %) zkonstru-
ujeme jeho úplný obal.

1. Řekneme, že dvě cauchyovské posloupnosti (un) a (vn)
jsou ekvivalentńı, jestliže lim

n→∞
%(un, vn) = 0 a znač́ıme

(un) ∼ (vn). Tř́ıda ekvivalence je tvořena cauchyovskými,
ekvivalentńımi posloupnostmi a znač́ı se u∗.

2. Prostor všech tř́ıd ekvivalence označ́ıme V ∗ a zavedeme
na něm metriku

%∗(u∗, v∗) = lim
n→∞

%(un, vn) ,

kde (un) ∈ u∗ a (vn) ∈ v∗ jsou libovolné cauchyovské
posloupnosti. (Ukažte, že %∗ nezáviśı na výběru po-
sloupnost́ı (un) a (vn) a že %∗ je metrika.)

3. Označ́ıme V0 množinu všech stacionárńıch posloupnost́ı.
Potom V0 = V ∗.

4. V ∗ je úplný prostor a je určen jednoznačně až na izo-
metrii.

Relace je podmnožina
kartézského součinu
V × V .
Relace se nazývá ekvi-
valentńı, jestliže je re-
flexivńı, symetrická a
tranzitivńı.
Např. posloupnosti(

1 + 1
n

)n
,
(

1 + 1
n

)n+2

patř́ı do stejné tř́ıdy
ekvivalence.

Př́ıklad 2.7 :

Zúplněńı záviśı na metrice. Prostor racionálńıch č́ısel Q
s diskrétńı metrikou je úplný, ale (Q, |x− y|) neńı úplný.

C(〈0, 1〉) s maximovou metrikou %(u, v) = max
x∈〈0,1〉

|u(x) −
v(x)| je úplný, ale s Lp metrikou neńı úplný!

Věta 2.7 : (Banachova věta o kontrakćıch)
Necht’ (V, %) je úplný metrický prostor a F : V → V je kon-
traktivńı zobrazeńı (kontrakce). Tzn. ∃α ∈ (0, 1) tak, že

∀u, v ∈ V : %(F (u), F (v)) ≤ α%(u, v).

Potom existuje právě jeden bod u ∈ V tak, že F (u) = u, tzv.
pevný bod zobrazeńı F .

Rozmyslete si, že kaž-
dé kontraktivńı zobra-
zeńı je spojité.
Kontraktivńı zobra-
zeńı zobrazuje kouli
do koule o menš́ım
poloměru.
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Důkaz :

Necht’ u0 ∈ V a definujeme un = F (un−1), n ∈ N. Po-
tom %(u2, u1) = %(F (u1), F (u0)) ≤ α%(u1, u0), %(u3, u2) ≤
α%(u2, u1) ≤ α2%(u1, u0) a obecně %(un+1, un) ≤ αn%(u1, u0).
Tedy %(un+k, un) ≤ %(un+k, un+k−1) + . . . + %(un+1, un) ≤
(αn+k−1 + . . .+αn)%(u1, u0) = (αk−1 + . . .+ 1)αn%(u1, u0) =
1−αk
1−α α

n%(u1, u0) → 0 ⇒ %(um, un) → 0 a (un) je cauchy-
ovská posloupnost ⇒ ∃!u ∈ V (V je úplný): lim

n→∞
un = u .

Ještě dokážeme jednoznačnost pevného bodu. Necht’ exis-
tuj́ı u 6= v takové, že F (u) = u a F (v) = v, potom %(u, v) =
%(F (u), F (v)) ≤ α%(u, v) . Odtud plyne %(u, v) = 0, tud́ıž
u = v .

Př́ıklad 2.8 :

Funkce f(x), s |f ′| < 1, nebo matice A s ‖A‖ < 1, pokud
u = A · v, ap. představuj́ı kontraktivńı zobrazeńı.

Př́ıklad 2.9 :

Uvažujeme Cauchyovu úlohu

y′ = f(x, y), y(x0) = y0 .

Řešeńı hledáme v prostoru C(〈x0, b〉).
Tato úloha je ekvivalentńı s integrálńı úlohou

y(x) = y0 +

x∫
x0

f(t, y(t)) dt, x ∈ (x0, b〉 .

Označ́ıme F (y(x))=y0+
x∫
x0

f(ξ, y(ξ))dξ, potom F zobrazuje

C(〈x0, b〉) do C(〈x0, b〉). Uvažujeme metriku %(y(x), z(x)) =
max
x∈〈x0,b〉

|y(x)− z(x)| (prostor C(〈0, 1〉) je pak úplný). Plat́ı

%(F (y(x)), F (z(x))) = max
x∈〈x0,b〉

|F (y(x))− F (z(x))| = max
x∈〈x0,b〉

Vyřešit danou úlohu
znamená naj́ıt pevný
bod zobrazeńı F .∣∣∣ x∫

x0

[f(t, y(t))−f(t, z(t))] dt
∣∣∣ ≤ b∫

x0

|f(t, y(t))− f(t, z(t))| dt ≤

K
b∫
x0

|y(t)− z(t)| dt ≤ K|b − x0|%(y, z) (f lipschitzovská:

|f(t, y)− f(t, z)| ≤ K|y − z|,∀ t ∈ 〈x0, b〉 ,∀ y, z ∈ R) ⇒ F

je kontrakce pro K|b − x0| < 1, což pro b → x0 lze doćılit
vždy.
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2.2 Banachovy prostory

Definice 2.14 : (Banach̊uv prostor)
Normovaný lineárńı prostor (V, ‖·‖), který je úplný vzhledem
k metrice %(u, v) = ‖u − v‖ se nazývá Banach̊uv (úplný
NLP).

Významný polský ma-
tematik Stefan Ba-
nach (1892-1945).

se řad́ı k zakladatel̊um
moderńı funkcionálńı
analýzy. Mnoho
svých praćı věnoval
studiu topologických
prostor̊u a teorii mı́ry.

Př́ıklad 2.10 :

Prostor (Rn, ‖ · ‖), ‖u‖ =

(
n∑
i=1
|ui|2

) 1
2

je Banach̊uv.

Definice 2.15 : (Kartézský součin prostor̊u)
Máme (Vi, ‖ · ‖i), i = 1, . . . , n , n normovaných lineárńıch
prostor̊u. Označ́ıme V = V1×V2× . . . Vn a pro u, v ∈ V, λ ∈ R
zavedeme na prostoru V operace u+v = (u1 +v1, . . . , un+vn)
a λu = (λu1, . . . , λun).

Dále pro u ∈ V definujeme normu vztahem ‖u‖ =
n∑
i=1
‖ui‖i,

pak prostor (V, ‖ · ‖) je opět NLP (ověřte) a nazývá se
kartézský součin normovaných lineárńıch prostor̊u.

Poznámka 2.6 : Kartézský součin Banachových prostor̊u je
opět Banach̊uv prostor.

2.2.1 Prostory spojitých funkćı

Definice 2.16 : (Prostor spojitých funkćı)
Necht’ Ω ⊂ Rn, symbolem C(Ω) označ́ıme množinu všech spo-
jitých funkćı na Ω. Necht’ Ω ⊂ Rn je omezená množina, sym-
bolem C(Ω) označ́ıme prostor spojitých funkćı na Ω.

Funkce f je spojitá v
bodě u0, jestliže pro
každou posloupnost
un ⊂ D(f) , un → u0

plat́ı f(un)→ f(u0)

Cvičeńı 2.1 : Dokažte, že C(Ω), C(Ω) jsou lineárńı pro-
story a předpisem ‖u‖C = max

x∈Ω
|u(x)| je definována norma

na prostoru C(Ω). (Proč tuto normu nevoĺıme na C(Ω)?)

Věta 2.8 : Prostor (C(Ω), ‖ · ‖C) je Banach̊uv prostor.

Důkaz :

Necht’ (un) ⊂ C(Ω) je cauchyovská posloupnost (tedy
max
x∈Ω
|um(x) − un(x)| < ε). Tud́ıž pro pevné x ∈ Ω je po-

http://www-history.mcs.st-andrews.ac.uk/history/Mathematicians/Banach.html
http://www-history.mcs.st-andrews.ac.uk/history/Mathematicians/Banach.html


Úvod do funkcionálńı analýzy 25

sloupnost (un(x)) ⊂ R také cauchyovská a R je úplný pro-
stor ⇒ ∀x ∈ Ω ∃u(x) a un(x)→ u(x), (tzv. bodová kon-
vergence, bodová limita un je u .) Funkce u je definována na
Ω . Pro každé x ∈ Ω plat́ı um(x)− ε < un(x) < um(x) + ε ,
tedy um(x)− ε ≤ u(x) ≤ um(x) + ε a un(x) ⇒ u(x) . Posloupnost un kon-

verguje stejnoměrně
k funkci u, jestliže
sup
x∈Ω

|un(x)−u(x)| → 0,

ṕı̌seme un(x) ⇒ u(x) .

Potřebujeme dokázat, že u ∈ C(Ω) . Pro d̊ukaz sporem
předpokládáme, že u 6∈ C(Ω) tzn. ∃x0 ∈ Ω , xk → x0 a
u(xk) 6→u(x0) ⇒ ∃ ε0>0∀ k0 ∃ k > k0 : |u(xk)−u(x0)|>ε0,
zároveň un(x) ⇒ u(x) ⇒ sup

x∈Ω
|un(x) − u(x)| → 0 ⇒

∀x ∈ Ω : |un(x) − u(x)| < ε. Plat́ı |un(xk) − un(x0)| =
| − (−un(xk) + u(xk)) + u(xk)− u(x0) + u(x0)− un(x0)| ≥
|u(xk)−u(x0)|−|(u(xk)−un(xk))+un(x0)−u(x0)| ≥ ε0−2ε .
Zvoĺıme-li např. ε = ε0/4 pak dostaneme spor se spojitost́ı
funkce un .

Použ́ıváme nerovnost
|x− y| ≥ |x| − |y| .

Definice 2.17 : (Oblast, multiindex, parciálńı derivace)
Podmnožina Ω ⊂ Rn se nazývá oblast, jestliže je otevřená
a souvislá. Vektor α = (α1, . . . , αn), jehož hodnoty αi jsou

nezáporná celá č́ısla, se nazývá multiindex. Č́ıslo |α| =
n∑
i=1

αi

se nazývá délka multiindexu.

Pro funkci u : Ω 7→ R definovanou na oblasti Ω označ́ıme

Dαu =
∂|α|u

∂xα1
1 · ∂xα2

2 · . . . · ∂xαnn
a hovoř́ıme o parciálńı derivaci funkce u podle multiindexu α.

Podmnožina M met-
rického prostoru (V, ρ)
se nazývá souvislá, po-
kud ve V neexistuj́ı ta-
kové neprázdné otev-
řené množiny A,B, že
1) M = A ∪B ,
2) A ∩B = ∅ .
Množina Ω je spojitě
souvislá, jestliže každé
dva body lze spojit
grafem spojité funkce
f : 〈0,1〉 7→ Ω .

Uzávěr grafu funkce
sin 1

x
na intervalu 〈0,1〉

je souvislá množina,
ale neńı to spojitě sou-
vislá množina.

Cvičeńı 2.2 :

Pro |α| = 2 může být Dαu = ∂2u
∂x2 , D

αu = ∂2u
∂x∂y , D

αu = ∂2u
∂y2 .

Definice 2.18 : (Prostory spojitě diferencovatelných funkćı)
Necht’ Ω ⊂ Rn je oblast a k ∈ N ∪ {0}. Označ́ıme

Ck(Ω) = {u : D(u) = Ω, Dαu ∈ C(Ω), |α| ≤ k} ,

C∞(Ω) =
∞⋂
k=0

Ck(Ω) .
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Je-li nav́ıc Ω omezená, pak označ́ıme

Ck(Ω) = {u : D(u) = Ω,∀α |α| ≤ k ∃ vα ∈ C(Ω)

Dαu(x) = vα(x) ∀x ∈ Ω } ,

C∞(Ω) =
∞⋂
k=0

Ck(Ω)

a hovoř́ıme o spojitě diferencovatelných funkćıch až do řádu k,
popř́ıpadě o nekonečněkrát diferencovatelných funkćıch.

Funkce u z prostoru
Ck(Ω) má spojité de-
rivace až do řádu k.D(u) Jestliže
funkce u má spo-
jité parciálńı derivace
na mn. Ω, pak to
např́ıklad znamená,
že plat́ı ∂2u

∂x∂y
= ∂2u

∂y∂x

(záměnnost parciál-
ńıch derivaćı) a exis-
tenci druhého diferen-
ciálu d2u funkce u.

Poznámka 2.7 :

i) Pro k = 0 je C0(Ω) = C(Ω) .

ii) Obecně derivaci nelze definovat na hranici ∂Ω, lze ji
definovat pouze v int Ω = Ω0. Proto předpokládáme
existenci spojité funkce vα ∈ C(Ω) takové, že vα(x) =
Dαu(x) na Ω. Dostáváme tzv. spojité prodloužeńı deri-
vaćı funkce u do hranice.

iii) Ke každé spojité funkci nemuśı existovat spojité prod-
loužeńı:
např. funkce f(x) = x2 sin 1

x je na 〈0, 1〉 spojitá.
Dokažte, že f ′(x) = 2x sin 1

x − cos 1
x nelze spojitě do-

definovat.

Věta 2.9 :
Množina Ck(Ω) s normou

‖u‖Ck =
∑
|α|≤k

max
x∈Ω
|Dαu(x)|

je Banach̊uv prostor.

Neboli
‖u‖Ck =

∑
|α|≤k
‖Dαu‖ .

Jinou možnost́ı je chá-
pat funkci u jako vek-
tor společně s jej́ımi
derivacemi, tedy u =
(u,D(1,0,...)u, . . . , Dαu),
|α| ≤ k a dokázat úpl-
nost v každé složce.

Důkaz :

Vı́me, že Dαu(x) = vα(x) ∈ C(Ω), ∀α, |α| ≤ k. Pro-
stor Ck(Ω) ”lze tedy chápat” jako kartézský součin Bana-
chových prostor̊u C(Ω)× . . .× C(Ω), tedy opět Banach̊uv
prostor, viz poznámka 2.6.
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Př́ıklad 2.11 :

Laplace̊uv operátor 4u = ∂2u
∂x2

1
+ . . . + ∂2u

∂x2
n
, potom úloha

−4u = f na Ω, u = g na ∂Ω popisuje rozděleńı teploty
v tělese Ω nebo pr̊uhyb membrány (n = 2). Řešeńı dané
Dirichletovy úlohy hledáme v C(Ω) ∩ C2(Ω), tzv. klasické
řešeńı.

Jestliže f ∈ C(Ω) a
Ω ⊂ R, pak řešeńı u je
z prostoru C2(Ω). Ve
vyšš́ı dimenzi toto tvr-
zeńı neplat́ı.
Tam plat́ı, jestliže f ∈
C0,λ(Ω), pak řešeńı
u ∈ C2,λ(Ω).

Definice 2.19 : (Prostor funkćı s kompaktńım nosičem)
Máme oblast Ω ⊂ Rn a funkci u : Ω→ R. Množina

suppu = {x ∈ Ω : u(x) 6= 0}

se nazývá nosič funkce u. Označ́ıme

Ck
0 (Ω) = {u ∈ Ck(Ω) : suppu je omezená množina,

suppu ⊂ Ω }

a

C∞0 (Ω) =
∞⋂
k=0

Ck
0 (Ω) .

Uzávěr je vzhledem k
eukleidovské metrice,
supp je z anglického
support.

Hovoř́ıme o prostoru
funkćı s kompaktńım
nosičem.

Poznámka 2.8 :
Index ”0” znamená, že funkce jsou ”nulové na okoĺı ∂Ω”,
tzn. ∀x0 ∈ ∂Ω∃U(x0) ∧ ∀x ∈ U(x0) : u(x) = 0 .

Definice 2.20 : (Hölderovsky spojité funkce)
Necht’ 0 < λ ≤ 1, Ω omezená oblast a k ∈ N ∪ {0}. Jestliže
∃ c ∈ R takové, že

∀x, y ∈ Ω |u(x)− u(y)| ≤ c |x− y|λ ,

pak ř́ıkáme, že funkce u splňuje hölderovu podmı́nku; pro
λ = 1 hovoř́ıme o lipschitzově podmı́nce.
Označ́ıme

Ck,λ(Ω) = {u ∈ Ck(Ω) : ∀α, |α| = k,

sup
x,y∈Ω,x 6=y

|Dαu(x)−Dαu(y)|
|x−y|λ <∞} .

Funkce, která je höl-
derovsky spojitá je
zřejmě i spojitá.
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Cvičeńı 2.3 :

i) Označme Hλ(D
αu) = sup

x,y∈Ω,x 6=y

|Dαu(x)−Dαu(y)|
|x−y|λ , potom

Ck,λ(Ω) je Banach̊uv prostor s normou danou předpisem
‖u‖Ck,λ = ‖u‖Ck +

∑
|α|=k

Hλ(D
αu).

(Návod: |u(x)−u(y)|
|x−y|λ = |u(x)−un(x)+un(x)−un(y)+un(y)−u(y)|

|x−y|λ )

ii) Ck,λ(Ω) ⊂ Ck,µ(Ω), 0 < µ ≤ λ ≤ 1 (Ck,λ(Ω) ⊂ Ck(Ω),
0 ≤ λ ≤ 1 ≤ k, k ∈ N)

iii) Proč neuvažujeme λ > 1 nebo λ = 0 (Ck,λ(Ω) ⊂
Ck+1(Ω))

Př́ıklad 2.12 :

1) f(x) =
√
x na (1,2), potom

|√x−√y|
|x−y| =

√
x−√y

(
√
x)2−(

√
y)2 =

√
x−√y

(
√
x−√y)(

√
x+
√
y) = 1√

x+
√
y
≤ 1

2 = H1(f).

2) f ′ ∈ C(Ω) ⇒ f ∈ C0,1(Ω)? Na 〈0, 1〉 tato funkce neńı
Hölderovsky spojitá !

Věta 2.10 : (Arzela-Ascoli)
Necht’ Ω je omezená oblast v Rn a množinaM⊂(Ck(Ω), ‖·‖Ck)
je uzavřená. Množina M je kompaktńı právě tehdy, když

1. ∃K ∀u ∈M : ‖u‖Ck < K,

2. ∀ ε > 0∃ δ > 0∀x, y ∈ Ω , |α| ≤ k ∀u :

|x− y| < δ ⇒ |Dαu(x)−Dαu(y)| < ε , .

funkce u∈M jsou stej-
ně omezené

funkce u∈M jsou stej-
ně spojité

Důkaz :

2.2.2 Lebesgueovy prostory funkćı

Pokud pravá strana diferenciálńı rovnice neńı spojitá, pak stač́ı
jej́ı integrovatelnost. Př́ıklad: y′ = signx ⇒ y = x + c , x > 0,
y = −x + c , x < 0 a řešeńı najdeme až na malou množinu

(zde x = 0) pomoćı y(x) =
x∫
a

sign t dt . Budeme nyńı zkoumat

prostory integrovatelných funkćı.
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Definice 2.21 : (Prostor Lp)
Necht’ p > 0 a Ω je oblast v Rn. Symbolem Lp(Ω) označ́ıme
množinu všech měřitelných funkćı u definovaných na Ω, pro
které

∫
Ω
|u(x)|p dx<∞ .

Dále definujeme
L∞(Ω) = {u : ∃ a ∈ R : meas({x ∈ Ω; |u(x)| ≥ a}) = 0} .

Poznámka 2.9 :
Zobecněńı Lp prostoru. Uvažujeme Orliczovy prostory

LΦ(Ω) = {u :

∫
Ω

Φ(|u(x)|)dx <∞} ,

kde Φ je Yongova funkce Φ(t) =
t∫

0
ϕ(s) ds a ϕ je rostoućı,

spojitá funkce na intervalu 〈0,∞) taková, že ϕ(0) = 0 (pro
ϕ(t) = tp−1 je LΦ = Lp).
Definujeme Ψ(t) =

t∫
0
ϕ−1(s) ds , potom ∀ a, b ∈ R+ plat́ı

Yongova nerovnost

a · b ≤ Φ(a) + Ψ(b) ,

rovnost nastane pro b = Φ(a) .
Pro ϕ(t) = tp−1 dostaneme a · b ≤ ap

p + bq

q .

Prostory funkćı po-
jmenované po polském
matematikovi jménem
Wladyslaw Orlicz
(1903-1990).

maj́ı bohatou topolo-
gii a překvapivou geo-
metrickou strukturu s
vlastnostmi, které ne-
maj́ı Lp prostory.

ϕ(t)

a

b

Φ(a)
Ψ(b)

x

y

ϕ(t)

Podobně jako v lemmatu 2.1 dostaneme nyńı volbou

a = |u(x)|
(
∫
|u(x)| dx)

1
p

a b = |v(x)|
(
∫
|v(x)| dx)

1
p

následuj́ıćı nerovnosti:

I) Necht’ p > 1 : 1
p+ 1

q = 1, (p= 1 ⇔ q =∞, p=∞ ⇔ q = 1) ,
potom pro u ∈ Lp(Ω), v ∈ Lq(Ω) plat́ı Hölderova nerovnost

∫
Ω

|u(x)v(x)|dx ≤
(∫

Ω

|u(x)|pdx
) 1

p

·
(∫

Ω

|v(x)|qdx
) 1

q

,

tj. u · v ∈ L1(Ω).

II) Dále pro u, v ∈ Lp, 1 ≤ p ≤ ∞ plat́ı Minkowského nerovnost

(∫
Ω

|u(x) + v(x)|pdx
) 1

p

≤
(∫

Ω

|u(x)|pdx
) 1

p

+

(∫
Ω

|v(x)|pdx
) 1

p

.

http://www-history.mcs.st-andrews.ac.uk/history/Mathematicians/Orlicz.html
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Poznámka 2.10 :

1) Minkowského nerovnost implikuje, že prostor Lp(Ω) je
uzavřený na sč́ıtańı.

2) Hodnota
(∫

Ω
|u(x)|pdx

) 1
p neńı normou, protože je nulová

i pro nenulovou funkci.

Definice 2.22 : (Faktor prostor, prostor Lp(Ω))
Označ́ıme N0(Ω) = {u : u(x) = 0 skoro všude }. Na pro-
storu Lp(Ω) zavedeme ekvivalenci u ∼ v ⇔ u − v ∈ N0(Ω).
Pro funkci u ∈ Lp(Ω) definujeme tř́ıdu ekvivalence předpisem
u∗ = {v ∈ Lp(Ω) : v ∼ u} . Množina všech tř́ıd ekvivalence
s operacemi u∗ + v∗ = (u + v)∗ a λu∗ = (λu)∗ se nazývá
faktorový prostor a znač́ı se Lp(Ω)|N0(Ω) = Lp(Ω) .

N0(Ω) je lineárńı pro-
stor a pro u∈N0(Ω) je∫
Ω

|u(x)|p dx = 0 .

Relace u ∼ v je re-
flexivńı, symetrická a
tranzitivńı.

Poznámka 2.11 :

1) V daľśım textu ztotožńıme tř́ıdu u∗ ∈ Lp(Ω) s jej́ım
libovolným reprezentantem a ṕı̌seme u ∈ Lp(Ω) .

2) Pro omezenou oblast Ω plat́ı C(Ω) ⊂ Lp(Ω) .

3) Č́ıslo ‖u‖p =
(∫

Ω
|u(x)|pdx

) 1
p je normou na prostoru

Lp(Ω) , p ≥ 1 , č́ıslo ‖u‖∞ = ess sup
x∈Ω
|u(x)| je normou

na prostoru L∞(Ω), kde ess sup čteme esenciálńı (pod-
statné) supremum a

ess sup
x∈Ω

|u(x)|=inf{a>0: meas ({x∈Ω: |u(x)|≥a})=0},

nebo
ess sup

x∈Ω
|u(x)| = inf

N,measN=0
sup
x∈Ω\N

|u(x)| .

Plat́ı C(Ω) ⊂ Lp(Ω)?

Lemma 2.1 : (Fatuovo lemma)
Necht’ (fn(x))∞n=1 je posloupnost nezáporných meřitelných
funkćı definovaných na Ω, potom∫

Ω

lim inf
n→∞

fn(x)dx ≤ lim inf
n→∞

∫
Ω

fn(x)dx .

Najděte př́ıklad ostré
nerovnosti v MA2.

Důkaz : Polož́ıme gk(x) = inf
n≥k

fn(x); k ∈ N; x ∈ Ω. Pak

posloupnost gk(x) je neklesaj́ıćı a zdola omezená. Označ́ıme
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lim
k→∞

gk(x) = f(x) (= lim inf
n→∞

fn(x)). Dále pro k ≤ n plat́ı

gk(x)≤fn(x), tedy∫
Ω

gk(x) dx ≤
∫
Ω

fn(x) dx⇒
∫
Ω

gk(x) dx ≤ inf
n≥k

∫
Ω

fn(x) dx

⇒
∫
Ω

lim inf
n→∞

fn(x) dx =

∫
Ω

f(x) dx =

∫
Ω

lim
k→∞

gk(x) dx =

lim
k→∞

∫
Ω

gk(x) dx ≤ lim inf
n→∞

∫
Ω

fn(x) dx = lim inf
k→∞n≥k

∫
Ω

fn(x) dx.

Poznámka 2.12 : - Lebesgueova věta o monotónńı konver-
genci.
Předpokládáme, že gk(x) ≤ gk+1(x) na množině Ω a označ́ı-
me g(x) = sup

k
gk(x) . Chceme dokázat, že pak plat́ı rovnost

sup
k

∫
Ω
gk(x) dx =

∫
Ω
g(x) dx .

Necht’ h(x) je jednoduchá měřitelná funkce 0≤ h(x)≤ g(x)
a Ωk = {x ∈ Ω : gk(x) ≥ αh(x), α < 1}, pak

⋃
k

Ωk = Ω.

Dále lim
k→∞

gk(x) = g(x) ≥ h(x) > αh(x) ⇒
∫
Ω
gk(x) dx ≥∫

Ωk
gk(x) dx ≥ α

∫
Ωk
h(x) dx ⇒ sup

k

∫
Ω
gk(x) ≥ α

∫
Ω
h(x) dx -

to plat́ı ∀α < 1∀h(x) ≤ g(x) , pak z definice Lebesqueova
integrálu sup

k

∫
Ω
gk(x) =

∫
Ω
g(x) , což jsme chtěli dokázat.

Věta 2.11 : (Riesz-Fischerova)
Prostor Lp je pro 1 ≤ p ≤ ∞ Banachovým prostorem.

Důkaz :

Necht’ (un) ⊂ Lp(Ω), 1 ≤ p ≤ ∞, (un) je cauchyovská po-
sloupnost, tzn. ∀ ε > 0∃n0 ∀m,n > n0 : ‖um − un‖p < ε.
Voĺıme postupně ε = 1

2i , pak ∃ni a ‖uni+1 − uni‖p < 1
2i ,

necht’ (ni) je rostoućı posloupnost a označ́ıme vi = uni
(tj. vybrali jsme podposloupnost z (un)). Potom vm− vn
= vm− vm−1 + vm−1− . . .− vn =

m−1∑
i=n

vi+1− vi a |vm− vn| ≤
m−1∑
i=n
|vi+1 − vi| ≤

∞∑
i=n
|vi+1 − vi|.

Zároveň plat́ı
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(∫
Ω

lim
k→∞

( k∑
i=n
|vi+1−vi|

)p
dx
) 1
p ≤ lim inf

k→∞

(∫
Ω

( k∑
i=n
|vi+1−vi|

)p
dx
) 1
p

≤ lim inf
k→∞

k∑
i=n

(∫
Ω
|vi+1 − vi|p dx

) 1
p = lim inf

k→∞

k∑
i=n
‖vi+1 − vi‖p ≤

∞∑
i=n
‖vi+1 − vi‖p = 1 ⇒ řada

∞∑
i=n
|vi+1(x) − vi(x)| je kon-

vergentńı pro s.v. x ∈ Ω (rozmyslete si proč) a posloupnost
(vi(x)) je cauchyovská pro s.v. x ∈ Ω. Tud́ıž existuje funkce
v(x) : lim

i→∞
vi(x) = v(x) pro s.v. x ∈ Ω a plat́ı

‖v − vn‖p =
(∫

Ω
|v − vn|pdx

) 1
p

=
(∫

Ω
lim
k→∞
|vk − vn|pdx

) 1
p ≤(

lim inf
k→∞

∫
Ω
|vk−vn|pdx

) 1
p =lim inf

k→∞
‖vk−vn‖p ≤

∞∑
i=n
‖vi+1−vi‖p.

Posledńı výraz konverguje pro i → ∞ k nule. Tedy ‖v −
vn‖p → 0 a posloupnost (vn) konverguje v prostoru Lp(Ω).

Prvńı nerovnost plyne
z Fatuova lemmatu,
druhá z Minkowského
nerovnosti.

Opět využijeme Fatu-
ovo lemma. Rozmys-
lete si proč fukce v je
z prostoru Lp(Ω).

Definice 2.23 : (Lokálńı Lp prostor)
Necht’ Ω je oblast v Rn a 0 < p < ∞. Jestliže pro každou
omezenou oblast Ω∗ ⊂ Ω∗ ⊂ Ω plat́ı u ∈ Lp(Ω∗), pak ř́ıkáme,
že u je z prostoru Lploc(Ω) (je lokálně v Lp(Ω)).

Př́ıklad 2.13 :

Necht’ u(x) = 1
x2 na (0, 1), pak u ∈ L1

loc(0, 1)

Necht’ u(x) = x3 na (0,∞), pak u ∈ L1
loc(0,∞).

Cvičeńı 2.4 :

Necht’ Ω je omezená oblast, pak dokažte, že plat́ı 1 ≤ p ≤
q ≤ ∞⇒ Lq(Ω) ⊂ Lp(Ω) .

(
∫
Ω

[1 · f ]pdx ≤ (
∫
Ω

1rdx)
1
r (
∫
Ω
|f |pdx)

q
p )

p
q .

Pro neomezenou oblast Ω toto tvrzeńı neplat́ı, najděte př́ıklad.

( 1
x ∈ L2(1,∞), ale 1

x 6∈ L1(1,∞).)

Pokud oblast Ω je neomezená, pak dokažte, že plat́ı Lp(Ω) ⊂
L1
loc(Ω) .
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Věta 2.12 : (Spojitost v pr̊uměru)
Necht’ Ω ⊂ Rn je omezená oblast, 1 ≤ p < ∞ a u ∈ Lp(Ω).
Dodefinujeme-li funkci nulovou vně Ω, pak
∀ ε > 0∃ δ > 0∀h ∈ Rn, ‖h‖ < δ je(∫

Ω

|u(x+ h)− u(x)|pdx
) 1
p

< ε .

Poznámka 2.13 :

1) Hovoř́ıme o spojitosti v pr̊uměru stupně p.

2) Věta 2.11 plat́ı i pro neomezené oblasti Ω) s konečnou
mı́rou meas Ω.

Věta 2.13 : (Kompaktnost v Lp)
Necht’M je uzavřená podmnožina Lp(Ω). PakM je kompaktńı
právě tehdy, když

1) M je omezená, tj. ∃ c∈R∀u ∈M : ‖u‖p ≤ c ,

2) ∀ ε > 0∃ δ > 0 a ∃ omezená uzavřená F ⊂ Ω : ∀u ∈M∫
Ω\F

|u(x)|p dx ≤ ε

a

∀h , ‖h‖ < δ :
(∫

Ω

|u(x+ h)− u(x)|p dx
)
≤ ε .

Ř́ıkáme, že funkce u
jsou stejně omezené.

Tento předpoklad po-
třebujeme, pokud je Ω
neomezená množina.

Toto je stejná spoji-
tost v pr̊uměru. Vně Ω
je u dodefinována nu-
lou.

Př́ıklad 2.14 : Uvažujeme funkce un(x) = xn na inter-
valu 〈0, 1〉. Pro p = 1 rozhodneme o jejich spojitosti v
pr̊uměru. Pro h > 0 je funkce (x+h)n definována na inter-
valu 〈0, 1− h〉, protože mimo Ω = 〈0, 1〉 je dodefinována

nulou. Tedy
1∫

0
|(x + h)n − xn|1 dx =

1−h∫
0

(x + h)n dx −
1∫

0
xn dx =

[
(x+h)n+1

n+1

]1−h

0
−
[
xn+1

n+1

]1

0
= hn+1

n+1 .

Podobně pro h < 0 dostaneme
1∫

0
|(x + h)n − xn|1 dx =

−
1∫
−h

(x + h)ndx +
1∫

0
xn dx = −

[
(x+h)n+1

n+1

]1

−h
−
[
xn+1

n+1

]1

0
=
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− (1+h)n+1

n+1 + 1
n+1 ≥ −(n+ 1)h .

Tud́ıž funkce un(x) = xn nejsou stejně spojité v pr̊uměru.

Posledńı nerovnost
plyne z Bernoulliovy
nerovnosti, viz MA1.

Věta 2.14 : (Spojité funkce v Lp(Ω))
Necht’ 1 ≤ p <∞, potom C∞0 (Ω) = Lp(Ω) vzhledem k normě

‖ · ‖p ; je-li Ω omezená oblast, pak C∞( Ω )
‖·‖p

= Lp(Ω).

Také ř́ıkáme, že pro-
stor spojitých funkćı s
kompaktńım nosičem
je hustý v prostoru Le-
besgueovsky integro-
vatelných funkćı.

Je-li Ω neomezená ob-
last, pak pokud máme
funkci u ∈ Lp(Ω),
tak na ”kraj́ıch Ω”
se muśı bĺıžit k 0 .
Proto ji stač́ı apro-
ximovat funkcemi s
kompaktńım nosičem.
Pomoćı posloupnosti
spojitých funkćı se do-
staneme k funkćım z
Lp(Ω) .

Poznámka 2.14 :

1) Neboli ∀u ∈ Lp(Ω)∀ ε > 0∃uc ∈ C∞0 (Ω), ‖u−uc‖p < ε .
Prostor Lp(Ω) je zúplněńı prostoru (C∞0 (Ω), ‖ · ‖p) .

2) Necht’ pro funkci ϕ ∈ C∞0 (Rn) plat́ı
∫
Rn
ϕ(x) dx = 1 ,

ϕ(x) ≥ 0, ∀x, y ∈ Rn : ‖x‖ = ‖y‖ ⇒ ϕ(x) = ϕ(y),
suppϕ ⊂ {x ∈ Rn : ‖x‖ ≤ 1} . Potom nazveme regu-
larizátor funkce u ∈ Lp(Ω) funkci

Rεu(x) =
1

εn

∫
Ω

ϕ(
x− y
ε

)u(y) dy .

Plat́ı Rεu(x) ∈ C∞(Rn) a lim
ε→0+

‖Rεu− u‖p = 0 .

3) Luzinova věta: Necht’ f : 〈a, b〉 → C je měřitelná
funkce a ε > 0, pak existuje kompaktńı podmnožina
K ⊂ 〈a, b〉 taková, že restrikce f/K je spojitá funkce
a mı́ra doplňku meas (〈a, b〉 \K) = 0 .

2.2.3 Sobolevovy prostory

Uvažujeme funkci u ∈ C∞(Ω) a pro k ∈ N , 1 ≤ p <∞ označ́ıme
Ekvivalentně můžeme
definovat
‖u‖k,p=

(∑
|α|≤k
‖Dαu‖pp

) 1
p .

‖u‖k,p =
∑
|α|≤k
‖Dαu‖p

Pro k = 0 označ́ıme ‖u‖0,p = ‖u‖p .
Uvažujeme cauchyovskou posloupnost (un) ⊂ C∞(Ω) vzhle-

dem k uvedené normě, tzn.

∀ ε∃n0 ∀m,n,m > n0, n > n0 ⇒ ‖um − un‖k,p < ε .

Pak pro každé α je posloupnost (Dαun) cauchyovská a v úplném
prostoru Lp(Ω) existuje uα ∈ Lp(Ω) tak, že

lim
n→∞

Dαun = uα .
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Pro α = (0, . . . , 0) označ́ıme lim
n→∞

un = u0 . Potom ∀ϕ ∈ C∞0 (Ω)

plat́ı ∫
Ω

u0(x)Dαϕ(x) dx = (−1)|α|
∫
Ω

uα(x)ϕ(x) dx , (6)

což plyne z Greenovy věty.

Důkaz : ∀u ∈ C∞(Ω),∀ϕ ∈ C∞0 (Ω) plat́ı podle Greenovy
formule∫

Ω

u(x)Dαϕ(x) dx = (−1)|α|
∫
Ω

Dαu(x)ϕ(x) dx .

V této rovnosti polož́ıme u = un a limitńım přechodem
dostaneme rovnost (6).

Definice 2.24 : (Zobecněná derivace)
Necht’ Ω je oblast v Rn a u ∈ L1

loc(Ω) . Funkce w ∈ L1
loc(Ω)

taková, že∫
Ω

u(x)Dαϕ(x) dx = (−1)|α|
∫
Ω

w(x)ϕ(x) dx, ∀ϕ ∈ C∞0 (Ω)

se nazývá zobecněná derivace funkce u vzhledem k mul-
tiindexu α a ṕı̌seme w = Dαu. Hovoř́ıme také o derivaci ve
smyslu distribućı.

Pro hladké funkce je
zobecněná derivace
rovna klasické.

Hledáme prostory, ve
kterých má smysl rov-
nost y′(x) = sign x .

Definice 2.25 : (Sobolev̊uv prostor)
Necht’ Ω ⊂ Rn je oblast, k ∈ N , 1 ≤ p < ∞. Množina
W k,p(Ω) = {u ∈Lp(Ω): zobecněná derivace Dαu ∈ Lp(Ω),
∀|α| ≤ k} se nazývá Sobolev̊uv prostor .

Poznámka 2.15 :

i) W k,p je Banach̊uv prostor - můžeme jej chápat jako pod-
prostor Lp(Ω)× · · · × Lp(Ω) .

ii) Označ́ıme X = {u ∈ C∞, ‖u‖k,p <∞}, potom plat́ı
W k,p(Ω) = (X, ‖ · ‖k,p) . Pro omezenou oblast Ω s hlad-

kou hranićı ∂Ω je (Ck(Ω), ‖ · ‖k,p) = W k,p(Ω)
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Definice 2.26 : (Sobolev̊uv prostor ”s nulou na hranici”)
Necht’ Ω ⊂ Rn je oblast, k ∈ N, 1 ≤ p < ∞. Definujeme
prostor

W k,p
0 (Ω) = (C∞0 , ‖.‖k,p) .Prostor W k,p

0 (Ω) je
zúplněńım prostoru
C∞0 (Ω) vzhledem
k normě ‖.‖k,p.

Př́ıklad 2.15 : Dokažte, že funkce u(x) = |x| je z prostoru

W 1,p(0, 1) ∀ p ∈ 〈1,∞)

Poznámka 2.16 : Ω ⊂ Rn omezená oblast s hladkou hranićı,
n ≥ 2, 1 ≤ p < ∞. Označ́ıme X ↪→ Y právě tehdy, když
X ⊂ Y ∧ ‖u‖Y ≤ c ‖u‖X a hovoř́ıme o spojitém vnořeńı
prostoru X do prostoru Y . Plat́ı

q ∈
〈
1, np

n−kp
〉
, n > kp, W k,p(Ω) ↪→ Lq(Ω),

q ∈ 〈1,∞) , n = kp W k,p(Ω) ↪→ Lq(Ω),

n < kp, W k,p(Ω) ↪→ C0,λ(Ω),

λ = k− n
p , když k− n

p < 1; λ ∈ (0, 1), když k− n
p = 1 a p > 1;

λ = 1, když k − n
p > 1.

Hovoř́ıme o spojitém
vnořeńı Sobolevova
prostoru do prostoru
Lebesgueova (Hölde-
rova).

2.3 Lineárńı funkcionály, slabá konvergence

Při řešeńı diferenciálńı rovnice y′= signx, x∈ (−1, 1) nenalez-
neme řešeńı v prostoru C1(−1, 1), ale v prostoru W 1,1(−1, 1).

Řešeńım bude funkce y (x) = |x|. Zřejmě
1∫
−1
|x| dx < ∞ . Dále

zobecněnou derivaćı y′ funkce y(x) = |x| je funkce sign x, nebot’

∀ϕ ∈ C∞0 (−1, 1) plat́ı

1∫
−1

|x| · ϕ′(x) dx = [signx · ϕ(x)]1−1 − 1

1∫
−1

signx · ϕ(x) dx

a funkce ϕ má suppϕ ⊂ (−1, 1)⇒ ϕ (−1) = ϕ (1) = 0 .

Pro řešeńı y rovnice y′ = f plat́ı pro každé ϕ ∈ C∞0 (Ω)
rovnost

−
∫
Ω

y(x)ϕ′(x) dx =

∫
Ω

y′(x)ϕ(x) dx =

∫
Ω

f(x)ϕ(x) dx .
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Označ́ıme Ff(ϕ) =
∫
Ω
f(x)ϕ(x) dx, potom dostaneme funkcionál

F : C∞0 (Ω) 7→ R . Podobně Fy(ϕ) = −
∫
Ω
y · ϕ′ a hledáme, kdy

nastane rovnost funkcionál̊u Fy = Ff . Funkcionál je zobra-
zeńı z prostoru funkćı
do prostoru reálných
(komplexńıch) č́ısel.

Definice 2.27 : (lineárńı funkcionál)
Necht’ V je lineárńı prostor a zobrazeńı F : V 7→ C splňuje

∀ a, b ∈ R ∀u, v ∈ V : F (au+ bv) = aF (u) + b F (v) ,

pak se F nazývá lineárńı funkcionál.
Geometricky je repre-
zentantem lineárńıho
funkcionálu př́ımka
nebo rovina procháze-
j́ıćı počátkem.Př́ıklad 2.16 :

Necht’ u ∈ C(〈a, b〉), pak F1(u) =
b∫
a

u(x) dx, F2(u) = u(x0)

jsou lineárńı funkcionály na prostoru spojitých funkćı.

Definice 2.28 : (spojitost funkcionálu)
Necht’ (V, ‖.‖) je NLP a F : V 7→ C. Řekneme, že funkcionál
F je spojitý na V , jestliže ∀ (un) ⊂ V : un 7→ u ve V plat́ı

lim
n→∞

F (un) = F (u).

Definice 2.29 : (omezený funkcionál)
Necht’ (V, ‖ · ‖) je NLP a F : V 7→ C. Řekneme, že funkcionál
F je omezený, jestliže ∃K > 0 ∀u ∈ V plat́ı

|F (u)| ≤ K ‖u‖.

Věta 2.15 :
Necht’ (V, ‖ · ‖) je NLP. Lineárńı funkcionál F : V 7→ C je
spojitý na V právě tehdy, když

i) je omezený na V,

ii) je spojitý v nulovém prvku prostoru V,

iii) ∀ r ∃Kr ∀u ∈ K(o , r) : |F (u)| ≤ Kr . (omezený na kouli)

Tedy
un→ o⇒ F (un)→ 0.
Rovnost F (o) = 0 ply-
ne z linearity funkcio-
nálu F .Důkaz : Důkaz věty provedeme postupně v následuj́ıćıch

kroćıch spojitý a)
⇒ spojitý v 0 b)

⇒ omezený na kouli c)
⇒ ome-

zený d)
⇒ spojitý.

a) Pokud je F spojitý, pak je zřejmě spojitý i v počátku.
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b) Necht’ u ∈ S(o , r) = {u ∈ V : ‖u‖ = r} (sféra o po-
loměru r) a necht’ pro spor F neńı omezený na S(o , r)
⇒ ∀n∃un ∈ S(o , r) : |F (un)| ≥ n . Pro un

n → o je
|F (unn )| ≥ 1 (z linearity F ), což je spor se spojitost́ı v
počátku o. Tud́ıž ∃K : |F (u)|<K ∀u , ‖u‖ = r. Pro
‖u‖<r je r u

‖u‖ ∈ S(o , r) ⇒ |F (r u
‖u‖)|<K ⇒ |F (u)|<

‖u‖
r K<K ⇒ F je omezený funkcionál (F (o) = 0).

c) Necht’ v ∈ V, v 6= o, pak v
‖v‖ ∈ S(o , r) ⇒ |F ( v

‖v‖)| <
K ⇒ |F (v)| ≤ K‖v‖ a F je omezený funkcionál.

d) Z omezenosti a linearity F plyne |F (un) − F (u)| ≤
K ‖un − u‖ a pro un 7→ u tedy lim

n→∞
F (un) = F (u), což

je definice spojitosti funkcionálu F .

Odtud také vyplývá,
že svých největš́ıch
hodnot na kouli o po-
loměru r nabývá funk-
cionál na jej́ı hranici,
tj. sféře S(o, r).

Definice 2.30 : (norma funkcionálu)
Necht’ (V, ‖ · ‖) je NLP a F spojitý lineárńı funkcionál na V ,
potom č́ıslo

‖F‖∗ = sup
‖u‖=1

|F (u)|

se nazývá norma funkcionálu F .

Normu funkcionálu F
můžeme také defino-
vat vztahem ‖F‖∗ =
inf{K : |F (u)|≤K‖u‖}.

Cvičeńı 2.5 : Dokažte, že pro lineárńı funkcionál F plat́ı
∀u ∈ V : |F (u)| ≤ ‖F (u)‖∗ · ‖u‖ a ‖F‖∗ = sup

‖u‖≤1
|F (u)|.

Využijte linearitu F ,
z které plyne rovnost
F ( u
‖u‖) = 1

‖u‖F (u).

Př́ıklad 2.17 :

a) Pro pevné v ∈ V, kde V je unitárńı prostor, je skalárńı
součin F (u) = (u, v) lineárńı funkcionál.

b) F (u) =
∫
Ω
u(x)v(x) dx , u ∈ Lp , v ∈ Lq , 1

p + 1
q = 1 , pak

F je spojitý, lineárńı funkcionál a ‖F‖∗ = ‖v‖q.

‖F‖∗ = sup
‖u‖≤1

|F (u)| =

sup
‖u‖≤1

|(u, v)| = ‖v‖ .

Věta 2.16 : (F. Riesz - o reprezentaci)
Necht’ 1 < p < ∞ a funkcionál F : Lp(Ω) 7→ R je spojitý
a lineárńı. Pak ∃! v ∈ Lq(Ω), 1

p + 1
q = 1 takové, že

F (u) =

∫
Ω

u(x)v(x) dx, u ∈ Lp(Ω)

a
‖F‖∗ = ‖v‖q .

Volbou funkce

u(x) =
|v(x)|q−1sign v(x)

‖v(x)‖q−1
q

lze dokázat rovnost
‖F‖∗ = ‖v‖q .
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Cvičeńı 2.6 : Dokažte, že množina všech spojitých lineárńıch
funkcionál̊u je NLP s normou ‖ · ‖∗ .

Definice 2.31 : (Duálńı prostor)
Necht’ (V, ‖ · ‖) je NLP. Normovaný lineárńı prostor všech
spojitých lineárńıch funkcionál̊u se nazývá duálńı prostor
k prostoru V a znač́ı se (V ∗, ‖ · ‖∗) .

Z Rieszovy věty (2.16)
plyneLq(Ω)=(Lp(Ω))∗.
Plat́ı
(L1(Ω))

∗
=L∞(Ω), ale

(L∞(Ω))∗ 6=L1(Ω).
Duálem k prostoru
L∞(Ω) je prostor měr.

Věta 2.17 : (Úplnost duálńıho prostoru)
Duálńı prostor (V ∗, ‖ · ‖∗) k NLP (V, ‖ · ‖) je Banach̊uv pro-
stor.

(poznámka k d̊ukazu: |Fn(u) − Fm(u) | ≤ ‖Fn − Fm‖∗‖u‖ → 0
⇒ Fn(u)→ F0(u) .)

Věta 2.18 : (Hahn-Banach)
Necht’ V je NLP a V0 je lineárńı podprostor V a F0 : V0 → R
lineárńı spojitý funkcionál, potom ∃F ∈ V ∗ : F/V0 = F0

a ‖F‖∗ = ‖F0‖∗.

Hahn-Banachově větě
se také ř́ıká věta o roz-
š́ı̌reńı spojitého lineár-
ńıho funkcionálu.

Důsledkem předcházej́ıćı věty je následuj́ıćı tvrzeńı, které zaručuje
existenci netriviálńıch (nenulových) funkcionál̊u.

Věta 2.19 : Necht’ V je NLP, u0 ∈ V , u0 6= o, pak ∃F ∈ V ∗
takový, že F (u0) = ‖u0‖V a ‖F‖∗ = 1 .

Důkaz : Definujeme V0 ={λu0 :λ ∈ T} a F0(λu0)=λ‖u0‖V .
Potom F0(u0) = ‖u0‖V , |F0(λu0)| = |λ| ‖u0‖V = ‖λu0‖ ⇒
‖F0‖∗=1 a existence F ∈ V ∗ plyne z věty (2.18).

Definice 2.32 : (Izomorfismus prostor̊u)
Necht’ (V, ‖·‖V ), (W, ‖·‖W ) jsou dva NLP a lineárńı zobrazeńı
S z prostoru V na W splňuje: ∀u ∈ V : ‖u‖V = ‖S(u)‖W .
Potom se S nazývá izomorfismus prostor̊u V a W.

Dokažte, že zobrazeńı
S je také prosté, tedy
vzájemně jednoznačné
a spojité.
Př́ıkladem S je zob-
razeńı, které matici A
přǐrad́ı matici trans-
ponovanou AT .

(Lq(Ω))∗ = Lp(Ω) ⇒
((Lp(Ω))∗)

∗
= Lp(Ω),

pro 1 < p <∞ .

Definice 2.33 : (Druhý duál)
Necht’ (V, ‖·‖) je NLP a (V ∗, ‖·‖∗) jeho duálńı prostor. Duálńı
prostor k prostoru V ∗ označ́ıme V ∗∗. Obecně plat́ı V ⊂ V ∗∗

ve smyslu izomorfismu κ, kde κ : V → V ∗∗ a

κ(u)(F ) = F (u) ∀F ∈ V ∗ .

Izomorfismus κ se nazývá kanonické zobrazeńı.
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Definice 2.34 : (reflexivńı prostor)
Jestliže κ(V ) = V ∗∗, pak se prostor V nazývá reflexivńı.

Pokud je prostor V
reflexivńı, pak V ∗ je
rovněž reflexivńı pro-
stor.
Prostor V je reflexivńı
právě tehdy, když je
stejnoměrně konvexńı.

Př́ıklad 2.18 :

Prostor Lp(Ω), 1 < p <∞ je reflexivńı, ale prostory L1(Ω)
a L∞(Ω) nejsou reflexivńı.

Př́ıklad 2.19 :

Řešeńı y diferenciálńı rovnice

y′′(x) = f(x) , y(0) = y(π) = 0 ,

hledáme v prostoru W 1,2
0 (0, π). Toto řešeńı splňuje rovnost

π∫
0

y′′(x)ϕ(x) dx =

π∫
0

f(x)ϕ(x) dx ∀ϕ ∈ W 1,2
0 (0, π) . (7)

Označ́ıme F (y, ϕ) = 〈Fy, ϕ〉 =
π∫
0
y′(x)ϕ′(x) dx a Ff(ϕ) =

π∫
0
f(x)ϕ(x) dx. Pokud najdeme funkci y, která splňuje rov-

nici (7), pak hovoř́ıme o slabém řešeńı p̊uvodńı úlohy.

Jak toto slabé řešeńı hledáme? Samozřejmě přes posloup-
nost! Hledáme (yn) tak, aby Fyn(ϕ) → Fy(ϕ) ∀ϕ pevné,
tud́ıž otoč́ıme význam y a ϕ. Funkce ϕ nyńı reprezentuje
funkcionál a chceme

∫
y′nϕ

′ →
∫
y′ϕ′ a Fϕ′(yn)→ Fϕ′(y).

F (y, ϕ) je bilineárńı
forma, tzn. F je line-
árńı jak v proměnné y,
tak v proměnné ϕ.

Definice 2.35 : (Slabá konvergence)
Necht’ (V, ‖ · ‖) je NLP. Řekneme, že posloupnost (un) ⊂ V
konverguje slabě k u ∈ V , jestliže

∀F ∈ V ∗ : lim
n→∞

F (un) = F (u) .

Ṕı̌seme un ⇀ u .

Př́ıklad 2.20 :

Plat́ı en ⇀ 0 v `2 a sinnπ ⇀ 0 v L2(0, 2π) , ale ‖en‖ = 1,
‖ sinnπ‖2 = π .

V konečné dimenzi un ⇀ u znamená (un, v) → (u, v) ,
∀ v ∈ Rk ⇒ (un − u, v) → 0 a pro v = ei dostaneme kon-
vergenci i-té složky ⇒ silná konvergence un → u .
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Následuj́ıćı větu lze využ́ıt v přibližných metodách nebo k d̊u-
kazu omezenosti slabě konvergentńı posloupnosti.

Věta 2.20 : (Banach - Steinhaus)
Necht’ (V, ‖ · ‖) je Banach̊uv prostor a (Fn) ⊂ (V ∗, ‖ · ‖∗).
Necht’ ∀u ∈ V ∃K(u) : |Fn(u)| ≤ K(u) ∀n ∈ N. Pak je
posloupnost funkcionál̊u (Fn) omezená, tj. ∃K

‖Fn‖∗ ≤ K, ∀n ∈ N .

Věta 2.21 : (Vlastnosti slabé limity)

a) Necht’ un → u, pak un ⇀ u .

b) Necht’ (V, ‖ · ‖) je NLP a un ⇀ u , pak

1) slabá limita u je dána jednoznačně,

2) posloupnost (un) je omezená,

3) ‖u‖ ≤ lim inf
n→∞

‖un‖ .

Silná konvergence im-
plikuje slabou.

Připomenut́ı: un → u
⇒ (un) je omezená a
‖u‖ = lim

n→∞
‖un‖ .

Důkaz :
a) F (un)− F (u) = F (un − u) ≤ ‖F‖∗ · ‖un − u‖ → 0 pro

un → u tedy F (un)→ F (u) ∀F ∈ V ∗, tud́ıž un ⇀ u.

b) 1) Pro spor necht’ un ⇀ u ∧ un ⇀ v, u 6= v ⇒ ‖u −
v‖ 6= 0 ⇒ ∃F0 : V0 → R , kde V0 = {λ(u − v) :
λ ∈ R } a F0(λ(u − v)) = λ‖u − v‖, tedy F0 ∈ V ∗.
Podle Hahnovy-Banachovy věty 2.18 ∃F ∈ V ∗ tak, že
‖F‖ = ‖F0‖ a F (u − v) = ‖u − v‖ 6= 0, což je spor s
F (u) = F (v) .

2) Použijeme izomorfismus κ z definice 2.33 a ztotožněńı
V ∗∗ 3 κ(un) ∼= un. V Banachově-Steinhausově větě
2.20 je Banachovým prostorem nyńı prostor V ∗, jeho
duál prostor V ∗∗ a Fn = un. Plat́ı ∀F ∈ V ∗ : un(F ) ∼=
κ(un)(F ) = F (un) a posloupnost (F (un)) je omezená,
protože F (un) konverguje k F (u) . Tedy i posloupnost
(un(F )) je omezená a podle věty 2.20 ∃K takové, že
‖un‖ ≤ K .

3) Opět použijeme izomorfismus κ z definice 2.33 a rov-
nost ‖κ(u)‖ = ‖u‖ , pak plat́ı ‖u‖ = sup

‖F‖∗≤1
|F (u)| =

sup
‖F‖∗≤1

|F ( lim
n→∞

un)| = sup
‖F‖∗≤1

lim inf
n→∞

|F (un)| ≤ (cvič. (2.5))

sup
‖F‖∗≤1

lim inf
n→∞

‖F‖∗‖un‖ ≤ lim inf
n→∞

‖un‖ .
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Hahnova-Banachova
věta 2.18 nám
zaručuje, že jsme
schopni pomoćı funk-
cionálu oddělit dva
r̊uzné body u, v ∈ V .

Věta 2.22 : (Slabá konvergence pro hustou podmnožinu -
oslabeńı definice slabé konvergence)
Necht’ (V, ‖ · ‖) je Banach̊uv prostor, M je hustá podmnožina
duálu V ∗ a posloupnost (un) ⊂ V je omezená. Jestliže ∃u ∈ V
takové, že ∀F ∈M plat́ı lim

n→∞
F (un) = F (u) , pak un ⇀ u .

Protože duálńı prostor
V ∗ je úplný, můžeme
se omezit na hustou
podmnožinu M .

Slabá konvergence úzce souviśı s reflexivitou daného prostoru,
jak ukazuje následuj́ıćı věta.

Věta 2.23 : (Eberlein - Šmuljan)
Banach̊uv prostor (V, ‖ · ‖) je reflexivńı právě tehdy, když
z každé omezené posloupnosti lze vybrat slabě konvergentńı
podposloupnost.

1) V konečné dimen-
zi lze z každé omezené
posloupnosti vybrat
konvergentńı podpo-
sloupnost.
2) V konečné dimenzi
silná a slabá konver-
gence splývaj́ı.
3) V Rn je uzavřená
koule kompaktńı, v re-
flexivńım prostoru je
uzavřená koule slabě
kompaktńı.

2.4 Hilbertovy prostory

Definice 2.36 : (Hilbert̊uv prostor)
Unitárńı prostor se skalárńım součinem (·, ·), který je úplný
vzhledem k normě ‖ · ‖ =

√
(·, ·) se nazývá Hilbert̊uv.

Př́ıklad 2.21 : `2, L2(Ω),W k,2(Ω) jsou Hilbertovy prostory.

Prostor Lp(Ω), p 6= 2 neńı Hilbert̊uv, norma ‖u‖p nesplňuje
rovnost rovnoběžńıka: ‖u+v‖2

p+‖u−v‖2
p = 2(‖u‖2

p+‖v‖2
p) .

Připomeňme, že zobrazeńı F (u) = (u, v) definované pro pevné
v ∈ H a pro všechna u ∈ H je spojitý lineárńı funkcionál. Tato
implikace plat́ı i obráceně, jak je vidět z následuj́ıćı věty.

Věta 2.24 : (R. Rieszova - o reprezentaci)
Necht’ H je Hilbert̊uv prostor a F ∈ H∗, pak ∃! v ∈ H tak, že

∀u ∈ H : F (u) = (u, v) a ‖F‖∗ = ‖v‖ .

D̊usledek 2.1 : Pro Hilbert̊uv prostor H plat́ı H=H∗=H∗∗,
tud́ıž H je reflexivńı prostor a podle věty 2.23 z každé ome-
zené posloupnosti lze v něm vybrat slabě konvergentńı pod-
posloupnost.

K d̊ukazu Rieszovy věty o reprezentaci je zapotřeb́ı následuj́ıćı
teorie ortogonálńıho rozkladu Hilbertova prostoru.
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Definice 2.37 : (Ortogonálńı doplněk)
Bud’ M podmnožina Hilbertova prostoru H, potom množina

M⊥ = {u ∈M : (u, v) = 0 ∀ v ∈M}

se nazývá ortogonálńı doplněk množiny M v prostoru H.

Věta 2.25 :
Ortogonálńı doplněk M⊥ je uzavřený lineárńı podprostor Hil-
bertova prostoru H .

M⊥ je podle věty 2.4
také Hilbert̊uv pro-
stor.

Definice 2.38 : (Direktńı (ortogonálńı) součet)
Necht’ M1,M2 jsou uzavřené lineárńı podprostory H a

(u1, u2) = 0 ∀u1 ∈M1 ∀u2 ∈M2 .

Množinu

M1 ⊕M2 = {u : u = u1 + u2; ui ∈Mi, i = 1, 2}

nazveme direktńım součtem prostor̊u M1 a M2 . Dokažte, že M1 ⊕ M2

je opět uzavřený pod-
prostor M .Cvičeńı 2.7 :

Necht’ M = M1 ⊕ M2, pak M1 ∩ M2 = {0}, M1 = M⊥
2 ,

M2 = M⊥
1 (dokažte).

Důkaz : Rieszovy věty o reprezentaci 2.24 :

Máme dokázat, že ∀F ∃! v : F (u) = (u, v), ∀u ∈ H.

Pro nulový funkcionál F = o ∈ V ∗ je zřejmě v = o .

Necht’ tedy F 6= o a definujme kerF = {v ∈ V : F (v) = 0},
pak kerF 6= H a (kerF )⊥ 6= o ⇒ ∃u0 ∈ (kerF )⊥ \ {o}
a polož́ıme v = F (u0)

‖u0‖2 · u0 .

Potom (u, v) =
(
u− F (u)

F (u0) · u0 + F (u)
F (u0) · u0 ,

F (u0)
‖u0‖2 · u0

)
=

F (u)
F (u0) ·

F (u0)
‖u0‖2 · (u0, u0) = F (u) , což jsme měli dokázat.

Nyńı dokážeme jednoznačnost. Pokud pro daľśı v∗ plat́ı
(u, v∗) = F (u) = (u, v) ⇒ (u, v∗ − v) = 0 ⇒ (volbou
u = v∗ − v) (v∗ − v, v∗ − v) = 0⇒ v∗ = v.

V posledńım kroku dokážeme rovnost ‖F‖∗ = ‖v‖ . Plat́ı

|F (u)| = (u, v) ≤ ‖u‖ · ‖v‖ ∧ F (v) = ‖v‖2 ⇒ ‖F‖∗ = ‖v‖ .
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V definici 1.9 jsme zavedli ortonormálńı systém en v unitárńıch
prostorech. V problému aproximace jsme diskutovali Besselovu

nerovnost a Parsevalovu rovnost (
∞∑
n=1

c2
n ≤ ‖u‖2; cn = (en, u)).

2.4.1 Fourierova řada v Hilbertových prostorech

Definice 2.39 : (Úplný ortonormálńı systém)
Necht’ (ek)

∞
k=1 je ortonormálńı systém v Hilbertově prostoru

H. Jestliže plat́ı implikace

(ek, u) = 0 ∀ k ∈ N ⇒ u = o ,

pak se (ek) nazývá úplný systém.

Jestliže je prvek u
kolmý ke všem prv-
k̊um úplného systému
(báze), pak je nulový.

Př́ıklad 2.22 :

Systém vektor̊u ek = (0, . . . , 0, 1, 0, . . .) je úplný v prostoru
`2, systém funkćı (1

2 , sinx, cosx, sin 2x, cos 2x, . . .) je úplný
v prostoru L2(0, 2π).

Z báze (1, x, x2, . . .) vytvoř́ıme po Grammm-Schmitově or-
tonormalizaci ortonormálńı systém Legendreových polyno-
mů v prostoru L2(−1, 1).

Věta 2.26 : (Existence úplného systému)
Necht’ H je separabilńı Hilbert̊uv prostor, pak v něm existuje
úplný ortonormálńı systém.

Věta 2.27 : (Ekvivalence k úplnosti systému)
Ortonormálńı systém (ek) v Hilbertově prostoru H je úplný
právě tehdy, když pro každý prvek u ∈ H zapsaný ve tvaru

u =
∞∑
k=1

(ek, u)ek plat́ı Parsevalova rovnost

‖u‖2 =
∞∑
k=1

|(ek, u)|2.

Označ́ıme (ek, u) = ck,

pak
∞∑
k=1

c2
k < ∞, tedy

posloupnost (ck) ∈ `2.

Definice 2.40 : (Fourierova řada)
Necht’ (ek) je ortonormálńı systém prvk̊u v Hilbertově pro-
storu H, potom č́ısla ck = (ek, u), ∀ k ∈ N se nazývaj́ı Fou-

rierovy koeficienty a
∞∑
k=1

ck ek se nazývá Fourierova řada

prvku u (vzhledem k systému (ek)).
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Př́ıklad 2.23 :

Funkce u z prostoru W 1,2
0 (0, π) má Fourierovy koeficienty

ck =
π∫
0
u(x) sin kx dx vzhledem k systému (sin kx)∞k=1 .

Cvičeńı 2.8 :

Necht’ (ek) je ortonormálńı úplný systém prvk̊u v Hilber-
tově prostoru H. Označ́ıme M = {e1, . . . , em}, potom plat́ı
M⊥ = {em+1, . . .} a M = M ⊕M⊥ (Rozmyslete si).

Dále koeficienty ck = (u, ek) jsou nejlepš́ı v následuj́ıćım
smyslu

%(u,M) = inf
v∈M

%(u, v) = %(u, v0), kde v0 =
m∑
k=1

ckek .

Bod v0 ∈ M má nej-
menš́ı vzdálenost od
bodu u .

Věta 2.28 : (Izomorfismus s `2)
Máme prostor H a úplný systém (ek) v H. Necht’ (ck) ∈ `2,
pak ∃!u ∈ H : ck = (ek, u), k ∈ N (posloupnosti (ck)
přǐrad́ıme jednoznačně prvek u ∈ H). Tedy prostor H je izo-
morfńı s prostorem `2.

3 Operátory na Banachových prostorech

Na rovnici
y′′(x) = f(x) (8)

můžeme také pohĺıžet jako na úlohu, kdy k funkci f ∈ C(0, π)
hledáme funkci y ∈ C2(0, π) tak, že (8) plat́ı. Jedná se tedy
o zobrazeńı T : C2(0, π)→ C(0, π), T (y) = y′′. Obecně operá-
tor T zobrazuje prostor X do prostoru Y .

• Speciálńım př́ıpadem operátoru je funkcionál.

• Ve větě (2.7) jsme měli kontrahuj́ıćı operátor T : X → X.

• Ćılem je opět naj́ıt takové vlastnosti prostor̊uX, Y a operá-
toru T , že rovnice Tu = v má řešeńı, pokud možno ∀ v ∈ Y .

• A~x = ~y, kde A je matice, ~x, ~y ∈ Rn, je také operátorová
rovnice.
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Definice 3.1 : (lineárńı operátor)
Necht’ (X, ‖ · ‖), (Y, ‖ · ‖ ) jsou dva Banachovy prostory.
Necht’ X0 (⊂ X) je lineárńı podprostor X. Necht’ T zobrazuje
X0 do Y a ∀α, β ∈ R(C),∀u, v ∈ X plat́ı

T (αu+ βv) = αT (u) + β T (v) ,

pak T je lineárńı operátor.
Prostor X0 označ́ıme D(T ) a nazveme definičńı obor
operátoru T .
Množinu R(T ) = {v ∈ Y : ∃u ∈ D(T ) : v = T (u)} nazveme
obor hodnot operátoru T .
Množinu ker(T ) = {u ∈ X0, T (u) = 0} nazveme jádro
operátoru T ,
Operátor I : X → X takový, že I(u) = u nazveme identický
operátor.

R(T ) je lineárńı pod-
prostor prostoru Y .
Jádro také znač́ıme
Ker(T ) = N(T ) (null
space).

Definice 3.2 : Pro operátory T, S definujeme

a) sč́ıtáńı: (T + S)u = T (u) + S(v),

b) skládáńı: TS(u) = T (S(u)).

Jestliže T : X → Y a ∃T−1 : Y → X tak, že T (T−1) = IY
a T−1(T ) = IX , pak T−1 se nazývá inverzńı operátor
k operátoru T .

Mı́sto skládáńı operá-
tor̊u hovoř́ıme také o
jejich násobeńı. Proto
také ṕı̌seme

T 2(u) = T (T (u)) .

IX je identický operá-
tor na prostoru X. Př́ıklad 3.1 :

K základńım lineárńım operátor̊um patř́ı ”derivováńı a in-
tegrováńı”, T (u) = u′ a T (u) =

∫
u(x) dx .

Podobně násobeńı vektoru u matićı A je lineárńı operátor
T (u) = Au .

Cvičeńı 3.1 : Dokažte následuj́ıćı tvrzeńı

1) Množina všech lineárńıch operátor̊u T : X → Y tvoř́ı
lineárńı prostor.

2) Necht’ T, S jsou lineárńı operátory. Má-li složeńı T · S
smysl, pak je také lineárńı.

3) Existuje-li T−1, potom je také lineárńı a plat́ı vztah
(ST )−1 = T−1 · S−1.
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Definice 3.3 : (spojitý a omezený operátor)
Necht’ (X, ‖.‖), (Y, ‖.‖) jsou NLP a T : D(T ) → (Y, ‖.‖),
D(T ) ⊂ X. Řekneme, že operátor T je spojitý operátor
na D(T ), jestliže ∀u ∈ D(T ) plat́ı

∀ (un) ⊂ D(T )

un → u

}
⇒ T (un)→ T (u) v Y (n→∞).

T je omezený operátor, jestliže ∃K :

‖Tu‖Y ≤ K‖u‖X ∀u ∈ D(T ).

Infimum ze všech takových K se nazývá norma operátoru T

a znač́ı se ‖T‖ .

Zároveň plat́ı

‖T‖ = sup
‖u‖Y =1

‖Tu‖
‖u‖ .

Věta 3.1 : Lineárńı operátor T : X → Y je spojitý právě
tehdy, když je omezený.

Př́ıklad 3.2 :
T (y) = y′′, D(T ) = C2(〈0, 1〉), R(T ) = C(〈0, 1〉).
T neńı spojitý operátor, protože T (sinnx) = −n2 sinx,
tedy ‖T (sinnx)‖C(〈0,1〉) = n2 a ‖ sinnx‖C(〈0,1〉) = 1. Odtud
vyplývá, že operátor T neńı omezený.

Definice 3.4 : (Prostor spojitých lineárńıch operátor̊u)
Prostor všech spojitých lineárńıch operátor̊u z prostoru
X do prostoru Y znač́ıme L(X, Y ), z prostoru X do X
znač́ıme L(X) .

Při hledáńı řešeńı operátorové rovnice Tu=v je d̊uležitá exis-
tence inverzńıho operátoru T−1. Pak T−1(T (u))=T−1(v)=u.

Věta 3.2 : (Banachova)
Jestliže operátor T zobrazuje Banach̊uv prostor X(= D(T ))
na Banach̊uv prostor Y (= R(T )) a operátor T je omezený,
prostý a lineárńı, pak ∃T−1 ∈ L(Y,X) .

Poznámka 3.1 : Pokud ∃T−1, pak T je prostý - to je nutné,
nebot’ pokud Tu = Tv ⇒ u = T−1(T (u)) = T−1(T (v)) = v.

Cvičeńı 3.2 :

Uvažujeme operátor T : `2 → `2, (un) = (u1, u2, . . . ) ∈ `2,

definovaný předpisem T (u1, u2, . . . ) = (u1,
u2

2 ,
u3

3 , . . . ) .

Rozhodněte, zda T−1 ∈ L(Y,X).
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Věta 3.3 : (Existence inverzńıho operátoru)
Necht’ operátor T ∈L(X, Y ), R(T )=Y , pak existuje inverzńı
operátor T−1∈L(Y,X) právě tehdy, když ∃ c>0 takové, že

‖Tu‖Y ≥ c ‖u‖X ∀u ∈ X. (9)

Z podmı́nky 9 plyne,
že operátor T je pros-
tý a má triviálńı jádro
N(T ) = {0}.

Věta 3.4 :
Necht’ X je Banach̊uv prostor a operátor T ∈ L(X) má normu

‖T‖ < 1 . Pak existuje (I − T )−1 =
∞∑
k=0

T k.

Při řešeńı operátorové rovnice Tu = v postupujeme opět po-
moćı posloupnost́ı. Řeš́ıme např́ıklad Tu = vn, vn → v a na-
jdeme un splňuj́ıćı Tun = vn. Pokud posloupnost (un) je ome-
zená a prostor, ve kterém hledáme řešeńı, je reflexivńı, pak
∃unk ⇀ u0 . Chceme Tunk → Tu0 .

Definice 3.5 : (Kompaktńı operátor)
Necht’ T : X → Y je lineárńı a X, Y jsou NLP. Řekneme,
že T je kompaktńı operátor, jestliže pro každou omezenou
množinu M⊂X je T (M) kompaktńı množina v Y .

Obraz každé omezené
množiny je relativně
kompaktńı množina -
tzn. uzávěr obrazu je
kompakt.

Poznámka 3.2 :

1. Jestliže operátor T je lineárńı a kompaktńı, pak je také
spojitý.

Obrazem jednotkové koule je u kompaktńıho operátoru
omezená množina, tedy ∃K : ‖Tv‖ ≤ K ∀ v ∈ X,

‖v‖ = 1 . Dále plat́ı u = ‖u‖ u
‖u‖ , tud́ıž ‖Tu‖ ≤

‖T ( u
‖u‖)‖ · ‖u‖ ≤ K‖u‖ . Operátor T je tedy omezený

a podle věty 3.1 i spojitý.

2. Jestliže un ⇀ u0∧T je kompaktńı, pak ∃ (unk) ⊂ (un) :
T (unk)→ T (u0) .

3. Jestliže dimR(T ) < ∞, pak T je kompaktńı (R(T ) je
lineárńı podprostor).

Př́ıklad 3.3 :

Zobrazeńı T : `2 → `2 dané vztahem T ((un)) =
(
un
n

)
je

lineárńı kompaktńı operátor.

Kompaktńı operátor
lze aproximovat ope-
rátory s konečně di-
menzionálńım oborem
hodnot.
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Definice 3.6 : (Duálńı operátor)
Necht’ X, Y jsou NLP a X∗, Y ∗ jejich duálńı prostory. Necht’

T ∈ L(X, Y ). Definujeme T ∗ : Y ∗ → X∗ předpisem

T ∗(F ) = F ◦ T, ∀F ∈ Y ∗ ⇔ (T ∗F )(u) = F (T (u)), ∀u ∈ X.

Operátor T ∗ se nazývá duálńı operátor k operátoru T .

X

X∗

Y

Y ∗
T ∗

T
Poznámka 3.3 :

1) Plat́ı T ∗ ∈ L(X∗, Y ∗) .

2) Pro normu duálńıho operátoru plat́ı ‖T ∗‖ = ‖T‖ .

3) Na prostoru Rn je lineárńı operátor T reprezentován
matićı A, pak duálńı operátor T ∗ je reprezentován
transponovanou matićı AT .

4) Jestliže un ⇀ u ∧ T ∈ L(X, Y ) , pak Tun ⇀ Tu .

un ⇀ u ⇒ Fun → Fu i (T ∗F )un → (T ∗F )u ⇒
F (Tun)→ F (Tu), ∀F ⇒ Tun ⇀ Tu

Využ́ıváme definice

(T ∗F )u = FT (u) .

3.1 Lineárńı operátory na Hilbertových prostorech

Necht’ T : H 7→ H,D(T ) = H je spojitý, lineárńı operátor. Pro
pevné v ∈ H označ́ıme

Fv(u) = (Tu, v) ∀u ∈ H.
Potom Fv je lineárńı funkcionál, protože operátor T i skalárńı
součin jsou lineárńı. Dále |Fv(u)| = |(Tu, v)| ≤ ‖Tu‖ · ‖v‖ ≤
‖T‖ · ‖u‖ · ‖v‖ ⇒ ‖Fv‖∗ ≤ ‖T‖ · ‖v‖ ⇒ Fv je omezený (spojitý).
Podle Rieszovy věty 2.27 ∃!w ∈ H takové, že

Fv(u) = (u,w) ∀u ∈ H,
tedy

(Tu, v) = (u,w) a ‖Fv‖∗ = ‖w‖.
K prvku v ∈ H je tedy jednoznačně určen prvek w ∈ H, toto
přǐrazeńı označ́ıme T ∗, neboli T ∗v = w a

(Tu, v) = (u, T ∗v).

Operátor T ∗ se nazývá adjungovaný operátor k operátoru T .
Prvek v reprezentuje spojitý lineárńı funkcionál z H∗(= H)
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a T ∗ mu opět přǐrad́ı w - reprezentaci spojitého lineárńıho funk-
cionálu z H∗ (= H). Nebo-li T ∗ je duálńı operátor, nebot’

(Tu, v) = Fv(u) = (FT )(u) = (T ∗F )(u) = (u, T ∗v).

Definice 3.7 : (Adjungovaný operátor)
Necht’ T : H 7→ H je lineárńı operátor a necht’ D(T ) = H.
Jestliže k prvku v ∈ H existuje prvek w ∈ H takový, že
∀u ∈ D(T ) plat́ı

(Tu, v) = (v, w)

pak v patř́ı do definičńıho oboru D(T ∗) a ṕı̌seme w = T ∗v.
Operátor T ∗ : H → H se nazývá adjungovaný operátor
k operátoru T .

Pokud T je spojitý
operátor, pak je tato
definice ekvivalentńı
s předchoźı definićı,
stač́ı hodnoty T
spojitě prodloužit z
D(T ) na H.
Tato definice se po-
už́ıvá pro neomezené
(nespojité) lineárńı
operátory.

Definice 3.8 : (Symetrie, samoadjungovanost)
Necht’ T : H 7→ H je lineárńı operátor. Řekneme, že T je
symetrický operátor , jestliže

(Tu, v) = (u, T ∗u) ∀u, v ∈ D(T ), D(T ) = H.

Jestliže D(T ) = D(T ∗), pak ř́ıkáme, že T je samoadjungo-
vaný operátor.

Z definice symetric-
kého operátoru plyne
Tv = T ∗v ∀ v ∈ D(T )
⇒ D(T ) ⊂ D(T ∗).
Např́ıklad symetrická
matice je reprezentan-
tem samoadjungova-
ného operátoru.

Definice 3.9 : (Kladný, kladně definitńı operátor)
Necht’ T : H 7→ H je symetrický operátor. Jestliže

(Tu, u) ≥ 0 ∀u ∈ H,

pak řekneme, že operátor T je kladný.
Jestliže ∃ c > 0 takové, že

(Tu, u) ≥ c ‖u‖2 ∀u ∈ H,

pak řekneme, že T je (pozitivně) kladně definitńı.

Věta 3.5 : (Minimum kvadratického funkcionálu a řešeńı
operátorové rovnice)
Necht’ T : D(T ) 7→ H,D(T ) = H, je lineárńı, symetrický
a kladný, pak operátorová rovnice Tu = w má řešeńı u0 (tj.
Tu0 = w) právě tehdy, když u0 je minimum kvadratického
funkcionálu

F (u) =
1

2
(Tu, u)− (w, u) (tj. F (u0) = min

u∈D(T )
F (u)) .
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Důkaz : V bodě minima u0 plat́ı

F (u0) ≤ F (u)⇔ F (u)− F (u0) ≥ 0⇔
1
2(Tu, u)− (w, u)− 1

2(Tu0, u0) + (w, u0) ≥ 0⇔
1
2 [(Tu, u)−(Tu, u0)+(Tu, u0)−(Tu0, u0)]−(w, u−u0)≥0

⇔ 1
2 [(Tu, u− u0) + (T (u− u0), u0)]− (w, u− u0) ≥ 0⇔

1
2 [(Tu, u− u0) + (u− u0, Tu0)]− (w, u− u0) ≥ 0⇔
1
2 [(T (u+ u0), u− u0)]− (w, u− u0) ≥ 0⇔(1

2T (u+ u0)− w, u− u0
)
≥ 0 ∀u ∈ H.

Pro u = u0 − λ(Tu0 − w), λ ∈ R dostaneme(1
2T (u0 − λ(Tu0 − w) + u0)− w,−λ(Tu0 − w)

)
=

−λ‖Tu0 − w‖2 + (1
2T (Tu0 − w), Tu0 − w)λ2 ≥ 0

Tato nerovnost plat́ı pro každé λ ∈ R pouze v tom př́ıpadě,
když Tu0 = w, což jsme měli dokázat.

Postupně využijeme:

definici funkcionálu F ,

linearitu operátoru T ,

symetrii operátoru T ,

symetrii a opět dis-
tributivitu skalárńıho
součinu.
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spojitý, 37
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množina
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Yongova, 29

norma, 7

funkcionálu, 38
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Úvod do funkcionálńı analýzy 53

spojitý, 47

symetrický, 50
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Sobolev̊uv, 35
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