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1 Linearni prostory
1. Dokazte, ze v linedrnim prostoru (V, +, ) plati:

a) Ve V existuje pravé jeden neutrdlni (nulovy) prvek o.
b) Jestlize u,v,w € V au+v=u+ w, pak v = w.

¢) (=1) - u = (—u), tedy opacny prvek dostaneme vyndsobenim puvodniho prvku éislem
—1.

d) Jestlize u + v = w, pak u = w + (—v).

e) Jestlize a - u = o, pak u = 0 nebo a = 0.

)
)
2. a) Dokazte (u,av + bw) = a(u,v) + b(u, w).
b) Ukazte, kdy nastane rovnost ve Schwarzové nerovnosti.
)
)

c) Ovéite vlastnosti normy dané predpisem ||u|| = /(u,u).

d) Dokazte, Ze v unitarnim prostoru plat{ rovnost ¢tyfihelnika ||u + v|* + |[[u — v||* =
2(flwll* + [lvl1*)-

e) U%{&Zte, ze posloupnost funkei (sinnmt)®, tvoii ortogondlni posloupnost v prostoru
L?(0,1).

2 ijlné prostory

2.1 Metrické prostory

n

3. a) Dokazte (f — T, T,) = 0, kde T = kz %w a T, = kz Ch Pk
=0 =0

b) Dokazte, ze limita konvergentni posloupnosti v metrickém prostoru je pravé jedna.
1

o . . 1 P .
¢) Zduvodnéte, pro¢ lim ( |u; — vi|p> se nahrazuje max |u; — v;].
p—0 i€l,...,n

n
i=1
d) Oveérte, ze metriky d; a dy jsou ekvivalentni.

)

)

)

)

e) Dokazte, ze pro p > 1 plati |a1| + |az| > (Ja1|P + |a2|p)% .

4. a) K mnozing M = {2 : n € N} najdéte jeji uzaver M.

b) Dokazte, ze kazdd konvergentni posloupnost je cauchyovska.

c) Dokazte, ze z omezené posloupnosti (a,) C R lze vybrat konvergentni podposloupnost.
)

d) Necht (V,d) je uplny prostor a M C V. Dokazte, ze jestlize (M,d) je tplny, pak je
uzavieny.

5. a) Dokazte, ze kazdy kompaktni prostor je uplny.
b

C

)

) Dokazte, ze prostor C'((0,1)) je uplny.

) Dokazte, ze mnozina K.(u) je uzaviena.
d) Dokazte, ze Q = R.



2.2 Banachovy prostory

6. a) Necht f: (0,1) — (0,2) a f(z) = 2z. Najdéte metriky na prostorech (0,1), (0,2) tak,
aby f bylo izometrické zobrazeni.

b) Porovnejte predpoklady Peano-Picardovy s predpoklady Banachovy véty o kontraktivnim
zobrazeni.

c¢) Definujte kouli, konvergentni posloupnost a ekvivalentnost norem v Banachové prostoru.
d) Oveérte, ze kartézsky soucin Banachovych prostoru je opét Banachuv prostor.

e) Dokaite, ze ||u|| = max |u(x)| je norma na linedrnim prostoru C(Q).
z€)

7. a) Necht f(z) = 2?sin(2) a f(0) = 0. Ukazte, ze f’ nelze na (0,1) spojité dodefinovat.
b) Dokazte, ze funkce s kompaktnim nosi¢em jsou "nulové na okoli 9.
c¢) Dokazte, ze prostor C**(€Q) je Banachiiv.
d) Necht f(z) = /. Urcete hodnotu Hi(f) pro x € (0,1).
)
)
)

e) Dokazte, ze z Youngovy nerovnosti vyplyva ab < %p + %.

8. a) Pomoci Youngovy nerovnosti dokazte Hélderovu nerovnost.

b) Najdéte takovou posloupnost (f,), pro kterou nastane ve Fatouové lemmatu ostra ne-
rovnost.

¢) Necht 1 < p < co. Rozhodnéte, zda plati C(Q) C LP(Q), C(Q) C LP(R).
¢) Rozhodnéte, zda plati £ € Li (R), 2* — 1 € L .(R).

)
) loc
9. a) Dokazte, ze LP(2) C L9(), jestlize Q je omezend a 1 < g < p < 0.
b) Dokazte, ze LP(Q) C L}, (), jestlize 1 < p < 0.
)

c) Dokazte, ze normy ||u||;, = Z | Dull, a |||uw|l|kp = ( Z ||Dau||p) jsou ekvivalentni.

lal< lal<

d) Pomoci Greenovy véty dokazte, ze f ) D*p(x) de = [ Dau(x)gp(x) de Yu e C>(Q),
Q

p e Cr ().
e) Jestlize F je linedrni funkciondl, pak F'(0) = 0, dokazte.

2.3 Linearni funkcionaly

10. a) Jestlize F' je linedrni funkciondl, pak || F||. = sup |F(u)|, dokazte.
fJull<1
b) Jestlize F' je linearni funkciondl, pak |F'(u)| < || F||« - ||u||, dokazte.
c¢) Dokazte, ze prostor vSech linedrnich funkcionélu s normou ||F||, je normovany linedrni
prostor.
d) Dokazte vétu 2.19 o existenci funkcionalu F' € V* takového, ze F'(ug) = ||uo| a || F||« = 1.

e) Dokazte, ze pro funkcional s Rieszovy véty o reprezentaci plati ||F||. = ||v]] .



11.

2.4 Hilbertovy prostory

a) Dokazte, ze v prostoru L3(—1, 1) nenf splnéna rovnost rovnobé&znika.
b) Dokazte, ze F(u) = (u,v) je spojity linedarni funkcionél na Hilbertové prostoru H.

¢) Dokazte, ze ortogonalni doplnék M+ mnoziny M C H je uzavieny linedrni podprostor
Hilbertova prostoru H.

d) Dokazte, ze direktni soucet M; @ M, je uzavieny linedrni podprostor Hilbertova prostoru
H.

e) Dokazte, ze obor hodnot R(T") a jadro Ker(T") linedarniho operatoru 7' jsou linedrni pro-
story.

3 Operatory na Banachovych prostorech

Otazky ke zkouSce

1. Zformulujte Minkowského a Holderovu nerovnost a na piikladech ukazte jejich pouziti.
2. Definujte a uvedte konkrétni priklady metrického prostoru.
3. Definujte a uved'te konkrétni pifklady normovaného prostoru.
4. Definujte a uved'te konkrétn{ piiklady unitdrniho prostoru.
5. Formulujte a dokazte Schwarzovu nerovnost. Pro jaké k£ € R je vzdalenost vektoru ku a v
nejmensi a proc?
6. Co to je konvergentni posloupnost v metrickém prostoru a co znamena, ze metriky jsou
ekvivalentni. Uved'te ptiklady ekvivalentnich metrik.
7. Definujte a na piikladech vysvétlete pojmy oteviend mnozina, uzaviena mnozina. Popiste
vztah mezi uzavienou mnozinou a jejim uzavérem.
8. Dokazte, ze mnozina M je uzavienda pravé tehdy, kdyz kazda konvergentni posloupnost prvku
z M ma limitu v M.
9. Definujte tplny prostor a uved'te ptiklady tplnych prostoru. Popiste vztah uzavieného a
uplného prostoru.
10. Definujte kompaktni prostor a popiste jeho vztah k dplnému, uzavienému a omezenému
prostoru.
11. Definujte separabilni prostor. Formulujte vétu o ztuplnéni metrického prostoru.
12. Dokazte Banachovu vétu o kontrakei.
13. Definujte Banachtv prostor a uved'te pifklady Banachovych prostort.
14. Jak se definuji prostory spojité diferencovatelnych funkci, Holderovsky spojitych funkei a
spojitych funkeci s kompaktnim nosicem?
15. Jaky je rozdil mezi prostory L£P(2) a LP(Q2)7 Jsou tyto prostory Banachovy? Kdy plati
LP(Q2) C LI(Q).
16. Za jakych predpokladu je mnozina M C LP(Q2) kompaktni?



17.
18.
19.

20.
21.

Jaky je vztah prostoru LP(§2) a C§°(2). Jak se definuji Sobolevovy prostory.
Jaky je vztah mezi spojitym linearnim funkciondlem a omezenym linedrnim funkcionalem.

Co to je dudlni prostor k linedrnimu prostoru? Zformulujte Hahnovu-Banachovu vétu a jeji
dusledek 7o oddélitelnosti bodu”.

Zformulujte Rieszovu vétu o reprezentaci spojitého funkciondlu nad prostorem LP(€2).

Kdy je prostor reflexivni? Uved'te piiklady reflexivnich prostort. Zformulujte Eberleinovu-
Smuljanovu vétu.

22.

23.
24.

25.
26.
27.

28.

Co to je slabé konvergetni posloupnost a jaké jsou jeji vlastnosti? Zformulujte Banachovu-
Steinhausovu vétu.

Definujte Hilbertuv prostor. Jak lze popsat dudlni prostor H*?

Definujte direktni(ortogonalni) soucet, ortonormalni systém a Fourierovu fadu na Hilbertové
prostoru H.

Popiste prostor £(X,Y) a uved'te podminky, za kterych existuje 77! k T € L(X,Y).
Definujte a uved'te ptiklady kompaktniho, dudlniho a samoadjungovaného operatoru.

Dokazte, ze vlastni cisla symetrického operatoru na Hilbertové prostoru jsou realnd a od-
povidajici vlastni vektory jsou kolmé.

Co to je kvadraticky funkciondl uréeny operatorem 7' a za jakych predpokladii nabyva svého
minima?
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