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Systematické cyklicke kody

e V dalSim ukdzeme, jak k nesystematickym cyklickym kodim vytvaret ekvivalentni
systematické kody.
» Systematické cyklické kody vychazeji z jiné konstrukce informacniho mnohocle-

nu (prvky vektoru za¢iname indexovat od O zprava):

(prirazeni mocnin clent polynomu informacnim prvkdm)
k—1 k-2 1 0

U= [Upg_q Uz oo oo Uy U |
~ (X)) =g X b wp x4 U x g

* Prirazeni mocnin x informacnim prvkim je tedy opacné nezZ u nesystematic-

kych cyklickych kod.



Systematické cyklicke kody

e Takto vytvofeny mnohoélen vynasobime ¢lenem x™ K

n—-k+1 n—~k

ulx) - x™ % = wp_ X" U, X% Uy - X + Uy - X

n—~k

* Nasobeni mnohoclenu ¢lenem Xx se ve ,znackové” reprezentaci projevi

doplnénim n—k nul zprava k informacni casti:

(prirazeni mocnin ¢lent informacnim prvkiam)
n—1 n-—2 n—k | n—k-1 0

u(x)-x" % =~ [u,



Systematické cyklicke kody

* Polynom u(x) - x™ % nynivydélime generujicim mnohoé¢lenem g(x) .
Vysledkem déleni budou dva mnohoéleny - podil q(x) azbytek 7(x)
takovy, ze plati

u(x) - x" % =q(x)- gx) +r)
pricemsi stuperi zbytku 7 (x) je mensi ne? stuperi délitele g(X) , tj. nejvyse
stupné n—k—1. Podilizbytek jsou timto vztahem urceny jednoznacné.

« Odeéteme od obou stran rovnice 7(x) (tj. pFi¢teme k obéma strandm opacny

prvek —7r(x) ) :

u(x) - x"* —r(x) = qx) - glx)



Systematické cyklicke kody

k

Levd strana rovnosti  u(x) - x™ % —r(x) je ndsobkem generujiciho

mnohoclenu g (x) , je tedy mnohoélenem reprezentujicim znacku cyklického

kodu.

Grafické znazornéni secitani na levé strané rovnosti:

Hk_l “k_z Hl 'u_ﬂ 0 0 0

+ _T-rl_k_l e T _rl _T[]

‘le_-l U.k_z aes van U‘l U..[] _Tn_k_l was oo _r_]_ —TD




Systematické cyklic

e kody

uk_l HR—Z ul 'u.[, 0 0 0
+ —Th—k-1 —T —T10
Ug—1 Ug—2 Uy Up —Th-k-1 | —Tp

Efektem tohoto secitani je ,slozeni” kddové znacky za dvou casti — infor-

macni a zabezpecovaci, takto vytvoreny kod je tedy systematicky.

Dodatecné je tak vysvétleno opacné prifazeni mocnin x prvkim informac-

ni ¢asti a nasobeni informacnhiho mnohoclenu ¢clenem X

n—~k




Systematické cyklicke kody

Rekapitulace postupu pro kédovani v systematickém binarnim cyklickém kédu

Informacni ¢asti priradime polynom u(x) (tak, ze absolutni ¢len = pravy krajni prvek)
Vytvorime soudin u(x) - x™ K

Vydélime u(x) - x" % : g(x) . Vysledek: podil g(x) (k ni¢emu neni) a zbytek r(x).
Souet v(x) = u(x) - x™ % + r(x) predstavuje kédovou znacku (tj. zakédovanou in-

formacni cast).

B W N

(V télese Z, je prvek 1 opaénym prvkem k sobé& samému, proto 7(x) pficitdme ).



Systematické cyklicke kody

Kontrola prijaté znacky v systematickém binarnim cyklickém kodu.
Prijata znacka se kontroluje délenim generujicim mnohoclenem.
Protoze v(x) = u(x) - -x"%+r(x) jenasobkem generujiciho mnohoélenu,

je zbytek po déleni v(x) mnohoclenem g(x) nulovy, tedy

wkx)eK & wkx):glx)=qx) a r(x) =0

Prakticky dusledek: v komunikacnich adaptérech, které implementuji kodovani
a dekddovani cyklickych kodu hardwaroveé, se pro kddovani i kontrolu prijaté

znacky pouzivaji stejné obvody.



Deleni mnohoclenu nad télesem Z,

P¥iklad dé&leni polynom( nad télesem Z, (1+1=0, -1=1)

(7 +x°+x°+x°+x2+1D): (P +x°+1) = x*+x?+1 = podil g(x)
—(x7 + x% 4+ x*)

x> +xt+xd+xt+1
—(x> + x* + x?)
x> + 1
— (x> + x4 +1)
x* = zbytek r(x)




Deleni mnohoclenu nad telesem Z,

» Stejny vypocet muzeme provést primo nad znackami:

11101101 :1101 = 10101 reprezentuje podil gq(x) = x*+x% +1
+1101
00111101
0111101
+1101
001001
01001
+1101
0100 reprezentuje zbytekr(x) = x

2



Cyklické kédy - piiklad

Cyklické kédy s generujicim mnohoélenem g(x) = x>+ x+1

V nesystematickém cyklickém kodu s generujicim mnohoclenem g(x) zakdédujeme infor-
macni ¢ast u=[1011]" a to jak pomoci generujici matice, tak i pomoci generujiciho
mnohoclenu.

11101000 11010001 [1] 1101000
¢ — |0110100 o GT .y — |0110100] O

0011010 0011010| [1| 0011010

10001101 0001101} L1)_ 0001101

v= [1111111]"



Cyklické kédy - piiklad

Cyklické kédy s generujicim mnohoélenem g(x) = x>+ x+1

V nesystematickém cyklickém kodu s generujicim mnohoclenem g(x) zakdédujeme infor-
macni ¢ast u=[1011]" a to jak pomoci generujici matice, tak i pomoci generujiciho
mnohoclenu.

u(x) = 1+ x*+x°

v(x) = ulx) - gx) =@ +x%4x%) - (1+x+x°) = (1 + x+x7) + (x*+x°+x°) +
+ (3 +x*+x%) =1+ x+x2+ 3+ + 3 1t +x°+x% = 1+ x+x2+a3 +axt+a0+x6



Cyklické kédy - piiklad

Cyklické kédy s generujicim mnohoélenem g(x) = x>+ x+1

V systematickém cyklickém kédu s generujicim mnohoclenem g(x) zakdédujeme infor-
macni ¢ast u=[1100]",

u(x) = x3 + x° u(x) - x"F= (x> + x%)-x>= x® + x°

ulx) - x"F: gx)= (x® + x°): (x® + x+1)= x> + x* +x
—(x° + x* 4+ x3)
x> + x* 4+ x?3
— (x> + x3 + x?)
x* + x?
—(x* + x3 + x)
X = zbytek r(x)




Cyklické kédy - piiklad

Cyklické kédy s generujicim mnohoélenem g(x) = x>+ x+1

V systematickém cyklickém kédu s generujicim mnohoclenem g(x) zakdédujeme infor-
macni ¢ast u=[1100]",

v(x) = ulx) - x"*+ r(x) =x°+x>+x

Informacni ¢asti u =[1100]" tedy pfislusi kddova znacka v=[11000 10]7.
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Cyklické kody s g(x) =x° + x + 1.

* Z mnoziny znacek systematického kodu vybereme znacky do generujici matice

v systematickém tvaru :

[1000101]T , [0100111]T , [o010110]T , [0001011]"

3283121 1110 100

G = , tedy H=[-B"|I,_;]= 0111010
0010 110 1101 001
10001 011

e Je to cyklicky Hamminguv kod (7, 4).



Dusledek cyklicnosti

Cyklické kédy umoznuji detekovat shluky chyb.

Shlukovou chybou délky b rozumime takové chyboveé slovo e, jehoz vsSechny
chybové prvky (u binadrnich kédu jednicky) lezi v iseku ohrani¢eném indexy i

a i+b —1, pricemz krajni prvky shluku jsou nenulové (u bindrnich kédu
jednicky).

Cyklické kody detekuji vSechny shluky chybdélky b <n — k .

llustrace — detekce shlukovych chyb délky < 3 cyklickym Hammingovym kdédem

(7,4).



Navrat k prik

1000 101
0100 111
0010 110
0001 011

adus gx) =x>+x+1.

1110 100]

, H=[-B!'|I,_]= [0111 010

1101 001

e Spocitame syndromy pro tri vybrana chybova slova (shluky délky 2 a 3):

1100000
1010000

1110000

Sle'el
SZZH'EZ
33=H'€3

010]7
011]7
10017




Navrat k prikladu s g(x) =x° 4+ x + 1.

81 —
82 —
33 —

110000017
1010000]7

1110000

Sle'el
SZZH'BZ
SgZH'83

010
011

100

T
T

T

Tyto chybové vektory jsou ,vzorce” shluku délky 2 a vsSech shlukt délky 3.

Vsechny tyto chybové vektory generuji nenulovy syndrom = kod je detekuje.

Jestlize je w nekddovym slovem, je nekddovym slovem i jeho libovolny cyklicky

posuv (snadno Ize dokazat sporem).

Kod tedy detekuje nejen vyse uvedené chybové vektory, ale i jejich libovolné

cyklické posuvy = kéd detekuje vsechny shluky chyb délky < 3.



Praktickeé pouziti systematickych binarnich
cyklickych kodu

Systematické cyklické kody (CRC — Cyclic Redundance Check) se nepouzivaji
k opravam chyb; ale k detekci (100% shlukovych chyb délky b <n —k ).
Standardni reprezentace generujicich mnohoclent hexadecimalnim Cislem:

x16 + x12 + x> + 1

16 (/15,1413 |12 |11 /10| 9 8 |7 | 6 | 5|4 3 2|10

1,0 o0 O 1}0 O O OO0 O 1 O0oO,0 O 0 1

Existuje i alternativni zplsob (Koopman) - nezobrazuje jednic¢ku u absolutniho

Clenu, ramecek je pak posunut o jednu pozici doleva a vysledek je pak 0x8810 .



Nejpouzivanejsi standardizované cyklické kody

tandardni
Nazev generujici mnohoclen >tandardn pouZiti (standardy)
reprezentace
CRC-8 Bt tx 1 0x07 vysokorychlostni proto-
kol ATM (zahlavi)

) 0. 9 . & a4 , vysokorychlostni proto-
CRC-10 x4+ x'+ x4+ xt+x+1 kol ATM (vrstva AAL)
CRC-12 x4t x4 x+1 TE|EFDmumkacm

systemy
CRC-16 x16 4 x5 4 x2 41 0x8005 Jfiremni“ protokol IBM
HDLC, X.25, V41, |IEEE
_ 16 12 5 ’ ’ )
CCITT-16 X+ x4+ 1 0x1021 802 V.42 AAL S
x32 + x2% + x2% + x%% + x1° +
CRC-32 |[+xM2 4+ x4 x10 4 xB 4 x7 + 0x04C11DB7 IEE 802.3, Ethernet
x>+ xt x4+ x+1




Praktickeé pouziti systematickych binarnich
cyklickych kodu

V komunikacnich adaptérech jsou kddovaci a dekddovaci postupy realizovany
hardwarové, ve vyssich vrstvach architektur podle modelu ISO/OSI softwarové.
Bloky dat zabezpecované CRC nemusi mit stejnou délku.

Délencem je datovy blok doplnény na sudou délku nasledovany n —k nulami.
Kazdy CRC mnohoclen ma standardem definovanou maximalni délku bloku dat,
kterou mulze zabezpecdit.
Prakticky pouzivané generujici mnohocleny stupné n—k:

e primitivni mnohoclen stupné n—k nebo

e soucin primitivni mnohoclen stupnén—-k—-1 x (x+1)



Praktickeé pouziti systematickych binarnich
cyklickych kodu

* primitivnhi mnohoclen stupné n —k
* maximalni délka bloku dat 2"~k—1 bitd
e detekuje vSechny shluky délky <n —k
* detekuje vSechny jednoduché a dvojité chyby
* soucCin primitivni mnohoclen stupnén—k—-1 x (x+1)
* maximalni délka bloku dat (jen) 2"~k-1—1 bitd (ale navic jesté)
* detekuje vSechny trojité chyby
» detekuje vSechna chybova slova se sudym poctem jednicek

e sp-sti 1-2"-k-1 detekuje i ndhodné shluky s délkou vétsi nez n - k



Hardwarova realizace kodéru systematickych
binarnich cyklickych kodu

,Déleni” bloku dat generujicim mnohoclenem se provadi v linearnim zpétnova-
zebnim registru (LFSR).

Nastaveni zpétnych vazeb je ur¢eno pouzitym generujicim mnohoclenem.

Do LSFR vstupuje délenec; pri kddovani informacni blok délky k nasledovany

n —k nulami, pri kontrole prijaté znacky cely prijaty blok dat délky n.

S kazdym hodinovym pulzem dojde ke vstupu jednoho znaku a k zapisu do
pamétovych prvkad.

Po n pulzech je v pamétovych prvcich Th—k—1,Tn—k—=2, -+ «-- ,T1.To zapsan
n—-~k .

zbytek po déleni u(x) - x g(x) , respektive w(x): g(x) .



Obecné usporadani LSFR pro déleni
generujicim mnohoclenem g(x)

Gnai On 2 {91} (90}
| Mokt [+ ie—| Mok fa—i + 14— ...« +— [0 [+ e——
L T gt s o VSTU F'
H
Fi synchronni binarni paméetovy prvek typu D (,buzeni = pristi stav”)
gI »Kvazipropojka®“. Je-li koeficient g; v generujicim mnohoclenu 1, je zpétna vazba

privedena na souctové hradlo pfed vstup prislusného pamétového ¢lenu. Je-li koeficient g;
roven 0, souctové hradlo pred vstupem prislusného pametového clenu neni.

i

Souctové hradlo, realizuje scitani definované v télese Z, (nazvy v elektrotechnic-
ké terminologii - hradlo XOR, Executive OR, Nonekvivalence)



Usporadani LSFR pro deleni generujicim
mnohoclenem gx)=x>+x+1

|
x3 X2 X Jl
«— 712 |« F1 <« [0 |e—( : j—— VSTUP

e Nasledujici slajd = prubéh zpracovani konkrétniho vstupniho fetézce 1110000



M
J

Ly

M
L

stav pred prvnim
hodinovym pulzem

stav po 1. pulzu
stav po 2. pulzu
stav po 3. pulzu
stav po 4. pulzu
stav po 5. pulzu
stav po 6. pulzu

stav po 7. pulzu



Co rikaji sloupce tabulky?

Sloupec 1 - vystup do zpétné vazby Sloupec 6 — vystup z prvku rg

Sloupec 2 — obsah prvku r, Sloupec 7 - obsah prvku rg

Sloupec 3 —vystup z prvku ry Sloupec 8 — vystup z hradla XOR (= vstup rg)
Sloupec 4 - obsah prvku ry Sloupec 9 — vstup

Sloupec 5 —vystup z hradla XOR (= vstup r4)

V tabulce jsou zluté podbareveny cifry vstupujiciho délence, zelené pak cifry reprezentujici
cifry podilu. Stavy pamétovych prvkd v jednotlivych taktech jsou podbarveny razove. Je
zfejmé, Ze je zapotrebi n — k hodinovych pulsu, aby se jednicka predstavujici rad délence
dostala do pamétového prvku s nejvyssim indexem a nasledujicich n — k — 1 cifer délence
do dalsich pamétovych prvkl. Teprve tehdy se zacne projevovat vliv zpétné vazby (objevi se
v ni jednicka reprezentujici rad podilu). Pri kazdém dalsim hodinovém pulzu je do zpétné
vazby vyslana dalsi cifra podilu. Po n pulzech jsou v pamétovych prvcich zapsany koeficienty
zbytku po deleni.



Déleni mnohodlenem g(x) = x>+ x +1

* Je zrejmé, ze zpracovani vstupniho bloku dat zpétnovazebnim registrem

odpovida ,,rucnimu vypoctu®:

1110000 : 1011 = 1100 reprezentuje podil g(x) = x3 + x?
+ 1011
0101000

+1011
000100

00100

0100  reprezentuje zbytek 7r(x) = x?

e Zpétna vazba realizuje pricitani hodnoty (0 nebo 1) - 1011 k modifikovanému

délenci.



Hardwarova realizace kodéru systematickych
binarnich cyklickych kodu

* Neékteré standardizované cyklické kody uvedeny zakladni postup jesté modifikuji
nékterym z téchto zpusobu:
e pocatecnim stavem pameétovych prvkd pri HW realizaci nejsou nuly, ale jed-
nicky
e kontrolni znaky (zbytek po déleni) se pred pripojenim za datovy blok invertuji
(tj. neguji ,bit po bitu“)
« pred pripojenim za datovy blok se provede reverze retézce kontrolnich znakd

(tj. fretézec kontrolnich znakU se pripoiji ,, pozpatku®)



Princip softwarové implementace deéleni
generujicim mnohoclenem nad telesem Z,

* Pro urychleni vypoctu se pro konkrétni generujici mnohoclen predem vypocita
tabulka CRC_table, ktera obsahuje zbytky po déleni vSech délencl od 0 do 255

v nejvyssim bytu slova (popisuje to nasledujici pseudokdd v jazyku C):

for (dividend = 0; dividend < 256; ++dividend) {
remainder = dividend << (WIDTH-8);/®*posunuti délence?®/
for (bit = 8; bit > 0; —-bit) {
if (remainder & TOPBIT) { /* je-1li v nejvysim bitu 1 */
remainder = (remainder << 1) * POLYNOMIAL; /*posufi, pfiéti g(x)*/
}
else {
remainder = (remainder << 1); /*posuil ramedek*/

}
}
crcTable[dividend] = remainder; /[*zapis zbytek do CRC table*/

}



Princip softwarové implementace deéleni
generujicim mnohoclenem nad telesem Z,

* Jednotlivé byty z datového bloku se pak pouzivaji jako indexy do CRC table, a

zbytky z CRC_table se ,prubézné XORuji“ datovymi byty takto:

for (byte = 0; byte < nBytes; ++byte) {
data = message[byte]”(remainder >> (WIDTH - 8));
remainder = crcTable[data] ©* (remainder << 8);

}
e UziteCny zdroj:

Barr, M.: CRC Implementation Code in C/C++
(https://barrgroup.com/Embedded-Systems/How-To/CRC-Calculation-C-Code)




Deleni mnohoclenu nad télesy Z, priklad Zs

Secitani Nasobeni
+ 10|12 |3 |4 O 1|2 )| 3| 4
o100 (1|2 3| 4 oJ]O0 |0 O0|0]O0
1112|340 110 12|34
2123|401 2102 4|13
313401 2 3103 1| 4] 2
4 14|01 2|3 410143 ] 2|1
Opacneé prvky Inverzni prvky
0 1 2 3 4 1 4




Deleni mnohoclenu nad télesy Z, priklad Zs

(4x°> +3x* +2x3 +3x+2): Bx*+2x3 +4x*+3) = 3x +4 = podil g(x)
—(4x> + x* + 2x3 + 4x)
2x* 4+ 4x + 2
—(2x* 4+ 3x3 + x% + 2)
2x° + 4x° + 4x = zbytek r(x)
Koeficienty 3 a 4 u &lent podilu vzniknou délenim ¢€lend  4x°: 3x* , respektive

2x*: 3x*, tedy

4x°: 3x*= (4:3)x = (4 -3 YHx =4 -2)x = 3x , respektive
= (2:3) = (2-37Y) =(2:2) = 4

)
=
o
%)
=
Il



Deleni mnohoclenu nad télesy Z, priklad Zs

e Stejny vypocet muzeme provést primo nad znackami:

432032 : 32403 = 34 reprezentuje podil ¢g(x) = 3x +4
—41204
020042
—23102
02440 reprezentuje zbytekr(x) = 2x° + 4x° + 4x




