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Zakladni pojmy

Logika je disciplina, ktera se zabyva metodami spravného usuzovani, tedy
zpUsoby vyvozovani spravnych zavéru (dasledku) z pravdivych (tj. ovérenych)
poznatku (predpoklada).

Logika zkouma pouze formu sdéleni, nikoli jeho obsah.

Dedukce = posloupnost krokd, z nichz kazdy zarucuje, Ze jsou-li pravdivé
predpoklady, je pravdivy i zaveér.

Dedukce -z malého poctu vychozich poznatkl odvozujeme poznatky dalsi.

Dedukce je obecnou metodou deduktivnich véd (napr. matematiky).



Zakladni pojmy

Indukce (zobecriovani) - z jednotlivych vychozich poznatkud se vytvareji obecné
hypotézy.

Indukce je obecnou metodou empirickych véd (napf. pfirodni védy).

Formalni logika — definuje a studuje abstraktni odvozovaci pravidla, jejichz
platnost nezavisi na vyznamu pojmu, které v nich vystupuiji.

Jinak feceno - formalni logika zkouma obsahové logické mysleni prostfednictvim

formalnich logickych systému.



Zakladni pojmy

e Otazky, jez pomaha resit formalni logika:
* Je konkrétni tvrzeni pravdive?
* Lze toto tvrzeni dokazat? Lze toto tvrzeni vyvratit?
* Je konkrétni teorie bezesporna?
* Matematickad logika — studuje vyvozovani jako praci se symboly, popisujicimi
abstraktni matematické objekty.
e 1. polovina 20. stol. - snahy o to, jak z malého poctu predpokladu (axiomu)
,odvodit celou matematiku“ a moci o kazdém tvrzeni algoritmicky rozhodnout,

zda je pravdivé. NELZE. Dokazal Kurt Godel 1931 (Godelova véta o neuplnosti).



Axiomaticka vystavba formalnich teorii
Axiomy — vychozi tvrzeni dané teorie. Nedokazuiji se, jejich platnost se predpo-
klada (napr. na zakladé zkusSenosti, vysledkl experimentd, apod.).
Pozadavky na axiomy:
* bezespornost (dusledkem axiomU nemuze tvrzeni a zaroven i jeho negace)
* nezavislost (zadny axiom neni dusledkem ostatnich axiomu)
Z axiomu se dedukci odvozuiji dalSi tvrzeni — dusledky.
Teorie lze formalizovat, tedy popisovat pomoci symboll. Tvrzeni pak dostavaji
podobu formuli . Pravidla pro odvozovani dusledku pak jsou reprezentovana

urcitymi operacemi nad témito formulemi.



Axiomaticka vystavba formalnich teorii
Dokazovani tvrzeni ve formalnich teoriich = formdlni dikaz.

Existuji razné pristupy k dokazovani tvrzeni, liSi se systémy pravidel pouzivanymi
pro dokazovani. Tyto systémy se nazyvaji kalkuly (alternativné logické kalkuly,
dukazové kalkuly, odvozovaci systémy, .....).

Logicky kalkul je korektni, jestlize kazdé tvrzeni, jez v ném lze odvodit, je pravdi-
Vé.

Logicky kalkul je uplny, jestlize v ném kazdé pravdive tvrzeni |lze dokazat a kazdé
nepravdivé tvrzeni vyvratit (tj. dokazat jeho negaci).

Existuji-li tvrzeni, jez nelze ani dokazat, ani vyvratit, je kalkul neupiny.



Hierarchie logickych kalkulu - priklady

(1) Pajdou-li na vecirek Martin s Petrem, nepujde tam Lucie.

Formalizovano: (M AP)—-L ,

kde M predstavuje elementarni vyrok Martin pajde na vecirek,
P predstavuje elementarni vyrok Petr pujde na vecirek,
L predstavuje elementarni vyrok Lucie pdjde na vecirek,
A , — a - jsou logické spojky.



Hierarchie logickych kalkulu - priklady

(M A P) ==L

atomickymi formulemi (podformulemi, v nichz se nevyskytuji zadné logickeé
spojky) jsou dale nedélitelné elementarni vyroky M, P, L, jimz lze priradit
pravdivostni hodnoty

nevyskytuji se proménné ani kvantifikatory, tvrzeni vypovida o (jednoznacné
urcenych) konkrétnich osobach

tvrzeni je formuli vyrokového poctu



Hierarchie logickych kalkulu - priklady

(2) Existuje nejmensi prirozené cislo (= existuje pfirozené Cislo x takové, Ze pro vSechna pfi-
rozena Cisla y plati x < y).

Formalizovano: 3xVy x <y,

kde x a y pfedstavuji prvky z mnoziny pfirozenych Cisel,
1 a V jsou kvantifikatory,
< je relani operator nad mnozinou prirozenych Cisel.



Hierarchie logickych kalkulu - priklady

dxVy x<y

ve formuli se vyskytuji kvantifikatory 3,V

symboly x,y jsou proménné, predstavujici (libovolné) prvky z néjaké
mnoziny (v nasem pripadé z mnoziny prirozenych Cisel)

symbol < predstavuje bindrni predikat; definuje relaci mezi dvéma prvky
mnoziny; vyraz x <y tedy pro konkrétni hodnoty x, y nabyva konkrétni

logické hodnoty PRAVDA nebo NEPRAVDA



Hierarchie logickych kalkulu - priklady

(3) Princip matematické indukce (= plati-li nejaké tvrzeni V(x) pro x = ny a plati-li, zZe
z platnosti tvrzeni V pro obecné x vyplyva platnost tvrzeni V pro x + 1, pak tvrzeni V plati
pro véechna pfirozena ¢isla x = ng ).

Formalizovdno: YV (V(ng) AVx (V(x) »V(x+ 1)) >V x (x 2 ny »V(x)),

kde V' predstavuje néjaké tvrzeni parametrizované prirozenym cislem (napf. ,soucet

vnitfnich ahlti konvexniho n-uhelnika je (n — 2) - 180 stupni(”),

Ny je konstanta z mnoziny prirozenych Cisel (tj. nejmensi Cislo, pro které tvrzeni V

plati),

x predstavuje (libovolny) prvek z mnoziny prirozenych Cisel,

1 a V jsou kvantifikatory,

A a — jsou logické spojky,

= je relagni operator nad mnoZinou pfirozenych &isel.



Hierarchie logickych kalkulu - priklady

VV (Vi) AV x (V(x) »V(x+1))>Vx(x Zny >V (x))

* symbol V(x) predstavuje vyrokovou formu, tedy obecné tvrzeni, které pro
konkrétni prvek x z néjaké mnoziny (v nasem pripadé z mnoziny prirozenych
cisel) nabyva konkrétni logické hodnoty PRAVDA nebo NEPRAVDA

* symbol x je proménné, predstavujici (libovolny) prvek z néjaké mnoziny (v
nasem pripadé z mnoziny prirozenych cisel)

* symbol ny je konstanta, predstavujici konkrétni prvek z néjaké mnoziny

(v naSem pripadé z mnoziny prirozenych cisel)



Hierarchie logickych kalkulu - priklady

(4) Existuje nejmensi prvek.
Formalizovano: 3xVy x <y

Ve specialnim pripadé uvedeném vyse, kdy jsme prvky x a y vybirali z mnoziny priroze-
nych Cisel, je tvrzeni pravdivé, nejmensim pfirozenym cislem je 1.

Pokud bychom ovSem prvky x a y vybirali z mnoziny redlnych Cisel, tvrzeni pravdivé neni,
protoze mnozina realnych Cisel nema nejmensi (ani nejvétsi) prvek.

Pokud bychom prvky x a y vybirali znéjaké CasteCné usporadané mnoziny, zavisela by
pravdivost tvrzeni na této konkrétni mnoziné. Pokud by touto ¢aste¢né usporadanou mnozi-
nou byl napfiklad svaz, bylo by tvrzeni pravdivé, protoze kazdy svaz ma nejmensi (i nejvétsi)
prvek.



Hierarchie logickych kalkulu - priklady

AxVy x<y

* narozdil od tvrzeni (2) vtomto pfipadé neni recCeno, z jaké mnoziny se prvky
X a 'y vybiraji.

* urceni mnoziny, z niz budou x a y vybirany, je ukolem interpretace formule



Hierarchie logickych kalkulu - priklady

(5) Formuli  (3F) {(F(a) = b) A (Vx) [p(x) = (F(x) = g(x, F(f (x))))]}

Cteme ,existuje funkce F takova, ze F(a) = b a pro viechna x, ktera spliuji podminku
p(x), plati F(x) = g(x, F(f(x))).”

Interpretace této formule spociva v nasledujicim:

ve volbé néjaké neprazdné mnoziny (oznacime ji D),

v pfifazeni nékterych konkrétnich prvkt z D symbolim a a b,

v prifazeni néjaké funkce zobrazujici D do D symbolu f; f:D — D, napf.y = f(x),

v prifazeni néjaké funkce zobrazujici D X D do D symbolu g; g:D XD — D, napt.
z=g9xy),

v pfifazeni néjaké funkce (predikatu) zobrazujici D do mnoziny {PRAVDA, NEPRAVDA}
symbolup ; p:D — {PRAVDA, NEPRAVDAJ}.



Hierarchie logickych kalkulu - priklady

Interpretace 1 (,,Ciselna”):

Zvolime:

D = N, (tj. mnozina pfirozenych Cisel N rozSifena o nulu),

a=0, b=1,

f(x)=x—1 pro xeN a f(0) =0 (tj. f(x) je funkce ,predchidce (x)“s ,ne zcela
standardnim” dodefinovanim , pfedchidce nuly®),

gx,y)=xy,

p(x) = (x > 0).

Zkonkretizujme tvrzeni (5) ve smyslu této interpretace: ,existuje funkce F takova, zZe
F(0) = 1 aprovsechna pfirozena Cislax > 0platiF(x) =x-F(x —1).”

Toto tvrzeni je zfejmé pravdivé, protoze takovou funkci F je napfiklad faktoridl F(x) = x!
Z rekurzivni definice faktoridlu vime,Zze x!=x-(x—1)a 0!l =1.



Hierarchie logickych kalkulu - priklady

Zvolime:

D = X* (tj. mnoZina viech fetézcl nad néjakou abecedou X),

a=e,b=e (tja i b jsouprazdné retézce),

f(x) = zbytek(x) (tj. f je funkce ,zbytek fetézce po odstranéni prvniho pismene
zleva“ s dodefinovanim f(e) = e),

g(x,y) = y - zaCatek(x) (operdtor - zde predstavuje zfetézeni fetézcl, tj. g je zfe-
tézenim fetézce y s prvnim pismenem retézce x),

p(x) = (x # e).

Zkonkretizujeme tvrzeni (5) ve smyslu této interpretace: ,existuje funkce F takova, ze
F(e) = e aprovsechny neprazdné retézce x plati F(x) = F(zbytek(x)) - zacatek(x).”

Toto tvrzeni je zfejmeé pravdivé, protoze takovou funkci F je reverze (obraceni) retézce
F(x) = reverze(x) = x&

Nazorné: Jak rekurzivhim postupem , obratime” retézec?
Prvni pismeno dame na konec, pred néj pak ,prilepime” prevraceny zbytek.



Hierarchie logickych kalkulu - priklady

Interpretace 3 (,,Ciselnd®):

Zvolime:

D = N (tj. mnoZina pfirozenych Cisel N),
a=0,b=1,

fx) =x,

gx,y)=y+1,

p(x) = (x > 0).

Zkonkretizujme tvrzeni (5) ve smyslu této interpretace: ,existuje funkce F takova, Ze
F(0) = 1aprovsechna x > 0 plati F(x) = F(x) + 1“.

Toto tvrzeni je ovsem evidentné nepravdivé.



Vyrokovy pocet x predikatovy pocet

Tvrzeni (M A P)— =L bylo formuli vyrokového poctu.

Vsechna ostatni byla formulemi predikatového poctu .

Predikatovy pocet ma bohatsi vyjadrovaci schopnosti nez vyrokovy pocet.
Predikatovy pocet vypovida o vlastnostech individui , tj. prvkl z néjaké mnoziny
(univerza) prostrednictvim predikatt (tj. funkci zobrazujicich do mnoziny {PRAVDA,
NEPRAVDA}).

V predikatové logice oplati vSechny vztahy vyrokoveé logiky.

V souvislosti s predikatovou logikou hovorime o jejim rfadu.



Predikatovy pocet - obecné

Predikatova logika prvniho radu obsahuje pouze jeden druh proménnych, a to
promeénné pro individua. Mohou jimi byt pfirozena Cisla, mnoziny, prvky, apod.
Predikatova logika druhého radu obsahuje dva druhy proménnych, a to proménné
pro individua a proménné pro mnoziny individui.

Analogicky existuji i predikdtové logiky vyssich radu.

Predikatova logika (bez ohledu na jeji rad) pracuje se symboly pro funk¢ni a predi-
katové konstanty a funkéni a predikatové proménné (obecné n-drni, tj. s n argu-

menty.



Predikatovy pocet - obecné

Ve vyrokové logice i v predikatové logice prvniho radu existuji dokazovaci systémy,
které jsou korektni a zaroven uplné.
V predikatovych logikach vyssiho radu takové systémy neexistuji.
V KIV/TIl se budeme zabyvat jen vyrokovou logikou, kterou v oborech informatika
a vypocetni technika pouzivame zejména jako

* nastroj pro logické odvozovani a dokazovani (expertni systémy, umeéla inteli-

gence)
* nastroj pro navrh a popis hardware (Cislicové systémy)

Predikatovym poctem se budou zabyvat jiné predmety ve vyssich rocnicich studia.



Vyrokova logika

* Vyrokova logika je formalni odvozovaci systém, ve kterém jsou atomickymi

formulemi vyrokové promeénné.
* Abeceda jazyka vyrokové logiky
* P -neprazdna mnozina symbolu reprezentujicich vyrokové proménné (atomic-
ke vyrokové formule, prvoformule, elementdrni vyroky, .....)
* vyrokové spojky (logické operdtory, logické funktory, ....) =,A,V,—,<>.
(negace, konjunkce, disjunkce, implikace, ekvivalence)

e zavorky (,)

* Abecedou jazyka jsou vyrokové proménné, vyrokove spojky a zavorky.



Vyrokova logika - syntaxe

* Syntaxe formuli vyrokové logiky:
* (Dobre utvorené) vyrokoveé formule |lze definovat rekurzivné takto:
1. Kazda vyrokova proménna je vyrokovou formuli
2. Jestlize A, B jsou libovolné (dobre utvorené) vyrokové formule, jsou
vyrokovymi formulemii formule (A) a (B) a sloZené formule
~A,-B, (ArB), (AvB), (A—B), (A< B)
3. Neexistuji zadné jiné vyrokové formule.
 Kazdou formuli vyrokového poctu tedy lze vytvorit jen konecnym poctem uziti

pravidel 1. a 2.



Vyrokova logika - syntaxe

* Poznamky k syntaxi formuli vyrokové logiky
1. Pri zapisu slozenych formuli se obvykle dvojice vnéjsich zavorek vynechava,
napf. misto ((AAB)—> (BvC(C)) piseme (AAB)— (Bv ()
2. Od pocatku svého vyvoje (starovéké Recko) logika zkoumala soudy ve formé
implikaci. Symboly vyrokovych spojek zacaly byt pouzivany az v 19. stoleti.
Kromé symbolud — a — byly zavedeny i ostatni spojky, a to jako zkratky:
Av B jezkratkaza (-A)— B

A A B jezkratkaza -(A— -B)
A< B jezkratkaza (A—>B)A(B—A)



Vyrokova logika - séematika

Kazdé vyrokové proménné lze priradit hodnotu PRAVDA nebo NEPRAVDA (obvykle
reprezentované jako 1 nebo O Ci T =true nebo F = false.

Prirazeni pravdivostnich hodnot slozenym formulim je urceno pravdivostnim
ohodnocenim vyrokovych proménnych (a vyznamem vyrokovych spojek).

Prirazeni pravdivostnich hodnot vyrokovym formulim se formule stava konkrétnim
vyrokem s jednoznacné urcenou pravdivostni hodnotou.

Analogie s realnou funkci n realnych proménnych - vyrokova formule neni nic

jiného, nez ,logicka funkce” n ,logickych” proménnych.



Vyrokova logika - séematika

e Vystupuje-li ve formuli k rGznych vyrokovych proménnych, existuje 2k rdznych
pravdivostnich ohodnoceni formule.

* \lyznam vyrokovych spojek:

. : Negace | Konjunkce | Disjunkce | Implikace | Ekvivalence
-A A ANB A v B A—>B A &B

0 0 1 0 0 1 1

0 1 1 0 1 1 0

1 0 0 0 1 0 0

1 1 0 1 1 1 1




/

Vyrokova logika — klasifikace formu

Spinitelna formule = formule, ktera je pravdiva alespon v jednom pravdivostnim
ohodnoceni.

Pravdivostni ohodnoceni, v némz je splnitelna formule pravdiva = model formule.
Znaleni: MEA Cteme: ,ohodnoceni M je modelem formule A.

Tautologie (logicky pravdivd formule) = formule, ktera je pravdiva ve vSech pravdi-
vostnich ohodnocenich. Modelem tautologie je libovolné pravdivostni ohodnoceni.
Kontradikce (nesplnitelna formule) = formule, ktera neni pravdiva v zadném pravdi-
vostnim ohodnoceni. Model kontradikce neexistuje.

Je zfejmé, ze negaci tautologie je kontradikce a naopak.



Vyrokova

zakon dvoji negace
obména implikace
princip sporu

zakon vylouceni tretiho
tranzitivita implikace
antisymetrie implikace
de Morganova pravidla

negace implikace

ogika — dulezité tautologie

(-(-A)) A
(A—>B)<>(-B—>-A)

~((-A) NA)

Av-A

((A— B)A(B—C))— (A— ()
((A— B)A(B—A)) —> (A< B)
(-(AAB)) <> (-Av-B)
(-(Av B)) <> (-~-AAr-B)

(= (A— B)) <>(A A (- B))

e Veéta o nahrazeni: nahradime-li v tautologii vSechny vyskyty nekteré vyrokové

proménné libovolnou (ale pro vsechny vyskyty stejnou) formuli, vznikne tak opét

tautologie.



Logické vyplyvani

* logickeé vyplyvdni (sémanticky dusledek, tautologicky dusledek, ......) je specificky
vztah mezi formulemi, kdy platnost jedné formule automaticky vyplyva z platnosti
formule jiné (respektive z platnosti vSech formuli z néjaké mnoziny).

* Jinak receno: ve vSech pravdivostnich ohodnocenich, ve ktery je pravdiva ,vychozi

formule” (respektive vSechny ,vychozi“ formule), je pravdiva i formule vyplyvajici.

* Priklad: Zformule A < B logicky vyplyva formule A — B

Obraceneé to ale neplati.



Priklad: Zformule A < B logicky vyplyva formule A —» B .

Logicke vyp

yvani

A 5 Ekvivalence | Implikace
A < B A—>B

0 0 O, (1)

0 1 0 1

1 0 0 0

S N O IO

VSechny jednicky ve ve sloupci ,vychozi“ formule (u nas ekvivalence) jsou
,pokryty” jednickami ve sloupci vyplyvajici formule (u nas implikace) = ve vSech

pravdivostnich ohodnocenich, kde je pravdivy antecedent, je pravdivy i konsekvent.



Logicke vyplyvani

Formule K logicky vyplyva z formule A (respektive K je sémantickym dusledkem, je
tautologickym disledkem, je konsekventem formule A) pravé tehdy, je-li formule K
pravdiva ve vsech modelech formule A. Znaceni: AFK .

Terminologie: formule A = antecedent, formule K = konsekvent.

Je zfejmé, Ze tautologie je sémantickym dlsledkem libovolné formule, respektive
libovolné mnoziny formuli véetné prazdné. Znaceni: + T .

Je zfejmé, ze pokud plati A-B i BFA ,jsouformule A i B ekvivalentni,

tedy A < B je tautologie.



Logicke vyplyvani

Dusledky:

Formule B logicky vyplyva z formule A prave tehdy, kdyz je formule A — B

tautologii.

Formule B logicky vyplyva z formuli A4, A,,...A,, pravé tehdy, kdyz je formule
( AfNA, Ao NA,) — B tautologi.

Formule B logicky vyplyva z formuli A4, A,,...A,, pravé tehdy, kdyz je formule
AiNA, A ANA, AN (=B) kontradikci.

Jak rozhodnout, zda formule logicky vyplyva z formuli jinych?

Uplnou indukci (tj. pomoci pravdivostni tabulky) nebo dedukci (odvozenim).



Hilbertuv odvozovaci system

Hilbertovsky vyrokovy kalkulus je tvoren tremi axiomy a odvozovacim pravidlem
modus ponens.

Soubor logickych axiomu (soubor axiomu vyrokové logiky):

axiomAl: A—>(B—>A) ,
axiomA2: (A—>(B—-C))—>((A—>B)—>(A—->C) ,
axiomA3: (-B—>-A)—>(A—>B) .

kde A, B, C jsou libovolné vyrokové formule.

Pravidlo modus ponens:
z platnosti formuliA a A — B lze odvodit platnost formule B



Hilbertuv odvozovaci system

* Poznamky k axiomim:

Axiom A1l vyjadfuje, Ze je-li vyrok A pravdivy, je pravdiva i libovolna implikace, jejimz je
(pravdivy) vyrok A dusledkem.

Axiom A2 vyjadruje distributivnost implikace.

Axiom A3 vyjadfuje pricip nepfimého dikazu — mame-li dokazat, Zze z pfedpokladu A plyne
tvrzeni B, Ize to ucinit dlikazem, Ze z nepravdivosti tvrzeni B plyne nepravdivost pred-
pokladu A.

* Poznamky k pravidlu modus ponens:

Pravidlo modus ponens je treba chapat takto: pro vSechna ohodnoceni, kde jsou
souCasné pravdivé formule A a A — B je pravdiva i formule B . Jsou-li tedy formule A
a A — B tautologie, je i formule B tautologii, formdlné A, A - B + B



Hilbertuv odvozovaci system

Poznamky k pravidlu modus ponens:

obecnéji - jsou-li formule A a A — B soucasné pravdivé na néjaké mnoziné ohodnoceni M,
je pro vsechna ohodnoceni z mnoziny M pravdiva i formule B. |
Omezime-li se jen na axiomy vyrokového poctu Al, A2, A3, umoznuje pravidlo modus
ponens odvozovat tautologie. Tedy kazda formule odvoditelna z axiomu A1, A2, A3
bude tautologii.

Je kazda tautologie formalné dokazatelna? V Uplném systému axiomt ANO.

Uplny systém axiom{ je takovy soubor axiom(, v némi je kazda tautologie

dokazatelna. Hilbertliv systém axiomu je Gplny.



Formalni dukaz v odvozovacim systemu

Formdlnim dukazem formule A nazveme takovou kone¢nou posloupnost formuli A, A; As ...
, An , kde je dokazovana formule poslednim Clenem, tedy A=A,, aprokazdéi<n jeA;
axiom nebo je A; odvozeno pravidlem modus ponens z formuli A;, A« , kde j<i, k<i(obé
antecedentni formule se tedy v posloupnosti musi vyskytnout pred konsekventni formuli).

llustracni pfiklad (formalni diikaz formule A — A deduktivnim postupem):

Posloupnost formuli A; vytvorime takto:

AL A ((A>A)>A) (axiom Al1; za Bdosazeno A —> A)
A, (A= ((A—>A)—>A) > (A—>(A—>A) > (A—>A))
(axiom A2; za B dosazeno A — A; za C dosazeno A)
A3 :(A—>(A—>A)) > (A—>A) (aplikace modus ponens na A;, A,)
Ay : A>(A—>A) (axiom A1; za B dosazeno A)
As : A—>A (aplikace modus ponens na Az, As)



Dedukce z mnoziny mimologickych axiomu

 Axiomy Al, A2, A3 jsou vyrokové tautologie, jsou logicky pravdivé ze své podstaty,
neprinasi zadné poznatky o (jakékoli) zkoumané skutecnosti.

e Jak vyuzit mechanizmus deduktivniho odvozovani pri zkoumani reality? Empiricke
poznatky o realité budeme vyjadrovat formulemi, které nebudou tautologicky
pravdivé, ale budou splnitelné. Mnozinu téchto formuli (vlastnich axiomd, mimolo-
gickych axiomi) budeme nazyvat teorie a oznacovat T.

* Pouzijeme-li k odvozovani kromeé axiomU Al, A2, A3 i mnozinu formuli T, budou
odvozené formule pravdivé ve vsech modelech mnoziny T, tj. ve vsech pravdivost-

nich prirazenich, ve kterych jsou soucasné pravdivé vsechny formule mnoziny T .



