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Dedukce z mnoziny mimologickych axiomu

 Axiomy Al, A2, A3 jsou vyrokové tautologie, jsou logicky pravdivé ze své podstaty,
neprinasi zadné poznatky o (jakékoli) zkoumané skutecnosti.

e Jak vyuzit mechanizmus deduktivniho odvozovani pri zkoumani reality? Empiricke
poznatky o realité budeme vyjadrovat formulemi, které nebudou tautologicky
pravdivé, ale budou splnitelné. Mnozinu téchto formuli (vlastnich axiomd, mimolo-
gickych axiomi) budeme nazyvat teorie a oznacovat T.

* Pouzijeme-li k odvozovani kromeé axiomU Al, A2, A3 i mnozinu formuli T, budou
odvozené formule pravdivé ve vsech modelech mnoziny T, tj. ve vsech pravdivost-

nich ohodnocenich, ve kterych jsou soucasné pravdivé vsechny formule mnoziny T .



Dedukce z mnoziny mimologickych axiomu

* Typickeé:

realitu popiseme k elementarnimi vyroky

kazdy z nich muze byt pravdivy nebo nepravdivy

existuje tedy Nj = 2k rlznych pravdivostnich ohodnoceni

pokusy nebo pozorovanim nékteré z téechto kombinaci vylou¢ime (nemohou

nastat); , korektnich” pravdivostnich ohodnoceni, (tj. takovych, které mohou
nastat), zbude N <N,

i z takovych elementarnich vyroku lze odvozovat dedukci dalsi formule, které
budou pravdivé ve vSech pravdivostnich ohodnocenich, kde jsou (soucasné)

pravdivé vychozi elementarni vyroky



Teorie jazyka vyrokoveho poctu, model

Teorie jazyka vyrokového poctu T = mnozina splnitelnych formuli vyrokového
poctu (mimologickych axiomu)

Model teorie T = pravdivostni ohodnoceni M, v némz jsou vSechny mimologické
axiomy z T pravdive.

Formalné: VAEeT : ME A

Jestlize je formule A pravdiva v kazdém modelu teorie T , pak logicky vyplyva
z teorie T (ve smyslu drive uvedené definice logického vyplyvani).

Mnozina formuli T je nesplnitelna, pokud neexistuje jeji model, tedy neexistuje

pravdivostni ohodnoceni M , v némz by byly pravdivé vsechny formule z T.



Dukaz formule z teorie

 Ddkaz formule A z teorie T = (,,konecna” posloupnost formuli takova, Ze jejim
poslednim ¢lenem je formule A a kazda z predchozich formuli je
e axiom vyrokového poctu (A1, A2, A3 s moznosti vyuziti vety o nahrazeni)
* nebo formule patrici do teorie T
* nebo se ziska z predchozich formuli odvozenim pravidlem modus ponens
 Pokudije T=0 , pakje A formdlné dokazatelna formule jazyka vyrokového
poctu, tedy vyrokova tautologie.

Formalné: FA



Teorie jazyka vyrokoveho poctu, model

Terminologie: Formule A je formadlné dokazatelndv T .

Znaceni: T FA

Teorie T je sporna, pokud existuje formule A takova, Ze plati
(THFA)A(TF-A)

(tedy existuje formule takova, ze lze dokazat jak tuto formuli, tak i jeji negaci).

Teorie T je bezesporna v opacném pripadé (tedy pokud neexistuje zadna takova

formule, ze je mozné dokazat jak tuto formuli, tak i jeji negaci).



Dokazovani formule v teorii T - priklad

Dokazte, ze zformuli T1:A— B a T2:B — C logicky vyplyva formule A— C

Posloupnost formuli A; vytvorime takto:

Ai:(A>(B—->C)—>((A—>B)—>(A—>C)) (axiomA2)
Ay : (B—>C)—>(A—>(B—>C)) (axiomA1l; za A dosazeno B — C; za Bdosazeno A)

A3 : B> C (vlastni axiom T2)
Ay 0 A— (B—(C) (aplikace modus ponens na A3, A;)
As : (A—B)— (A— () (aplikace modus ponens na A, A1)
As : A— B (vlastni axiom T1)

A, A>C (aplikace modus ponens na Ag, As)



Veéta o dedukci, veta o dukazu sporem

Jsou-li A a B vyrokové formule a T mnozina vyrokovych formuli, pak
T -(A— B) pravetehdy kdyz T U{A} + B.
jinak receno
Rozsifime-li mnozinu formuli o predpoklad implikace, ktera z této mnoziny
vyplyva, pak z této (rozsirené) mnoziny vyplyva i tvrzeni té implikace.
Je—li A vyrokova formule a T mnozina vyrokovych formuli, pak
T A pravétehdy, kdyz T U{-A} je nesplnitelna mnozina.
jinak receno

Tvrzeni Ize dokazat tak, ze vyvratime jeho negaci sporem s predpoklady.



Véta o rozboru pripadu, veta o bezespornosti

 Jsou-li A a B vyrokové formule a T mnozina vyrokovych formuli, pak
T UA{A B} C pravetehdy,kdyz T U{A} - C azaroven T U {B} + C.
Dusledek:
Je-li v predpokladech disjunkce, pak je treba proveérit obé alternativy a z obou
musi mnoziny vyplyvat zaver.
e Je-li T mnozina vyrokovych formuli, pak

T je bezesporna, prave kdyz T je splnitelna.



Rozhodnutelnost logického kalkulu

Logicky kalkul je rozhodnutelny pravé tehdy, kdyz existuje algoritmus, ktery
o kazdeé formuli jednoznacné rozhodne, zda je Ci neni tautologii.
Vyrokovy pocet je rozhodnutelny.
Predikatovy pocet rozhodnutelny neni.
Lze zavést slabsi pojem parcidlni rozhodnutelnost (presahuje rozsah tohoto
textu, souvisi s Turingovymi stroji a s teorii vyCislitelnosti), pak

* predikatovy pocet prvniho radu je parcialné rozhodnutelny

* predikdtové pocty vyssSich radd nejsou rozhodnutelné ani parcialné
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Logickeé funkce

* Algebraicky pristup k vyrokovému poctu otevira cestu k pohodlInéjsimu dokazo-
vani vyrokovych formuli.

* Vyrokova formule, v nichz vystupuje k vyrokovych proménnych ma ok rdznych
pravdivostnich ohodnoceni, kazdému pravdivostnimu ohodnoceni priradi
jednoznacnou (logickou) hodnotu = lze na ni nahlizet jako na logickou funkci
(Booleovu funkci, booleovskou funkci) n logickych proménnych.

* Jaklze (obecné) reprezentovat (jakékoli) funkce?

 formuli (tj. funkénim prfedpisem, vzorcem, .....)

* tabulkou (v pripadé logickych funkci pravdivostni tabulkou)



Logickeé funkce

* Ve formulich vystupuje konecny pocet nezavislych logickych proménnych,
jsou jen dvé pravdivostni hodnoty
=
pro dany pocet nezavislych logickych proménnych k existuje jen konecny pocet

navzajem ruznych logickych funkci, a to
k k
22 _ »(2")

ProcC zrovna tolik? Naznaci nasledujici priklady.



Logicke funkce jedné promenné
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Logicke funkce dvou proménnych
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Logicke funkce dvou proménnych

* Funkce s indexy, jejichz soucet je 15, jsou ,vzajemnymi negacemi®.
* Terminologické poznamky:
e A lze Cist jako ,aserce A” (analogie k ,,negace A“)
* funkce negace implikace se nazyva inhibice
* funkce negace logického souctu se nazyva Peirceova funkce [pirsova]

* funkce negace logického soucinu se nazyva Shefferova funkce



Logicke funkce obecné

* Pravdivostni tabulky se pouzivaji také k vyhodnocovani vyrokovych formuli.

* Priklad: vyhodnoceni formule F = ((AA(-B))—C)<>(AvC) pravdivostni tabulkou:
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Dokazovani vyrokovych formu
algebraickymi nastroji

* Algebraickymi nastroji Ize také ovérovat platnost formuli a vztahy mezi formulemi.
* Je to pohodInéjsi cesta, nez odvozovani z mimologickych axiomu, ale
e odvozovanim z axiomu lze ziskavat nové pravdivé formule, jejichz interpretaci
ziskavame z teorie nové platné zavery
» algebraickou cestou Ize jen dokazat, zda néjaka formule je Ci neni platna, tj. zda
logicky vyplyva z vychozi teorie, nejsme ovsem schopni tuto formuli odvodit
(tedy ,vymyslet)
* (Odvozovani z axiomu je tedy nezastupitelné, vyznam ma v automatickych odvozo-

vacich systémech, které odvozuji nové poznatky metodami backtrackingu.
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Dokazovani vyrokovych formuli
algebraickymi nastroji - priklad

Dokazte, ze zformuli T;:A— B a T,:B— C logicky vyplyva formule A— C .

Vytvorime formuli F=(A — B) A (B— C) A (-(A — C)) a pravdivostni tabulkou dokdzeme, Ze
je kontradikci:

Fi Fy Fi Fa
A B c |aAosB|Boc|Aoc|-(A>0Q | F=F,AF,AF,
0 0 0 1 1 1 0 0
0 0 1 1 1 1 0 0
0 1 0 1 0 1 0 0
0 1 1 1 1 1 0 0
1 0 0 0 1 0 1 0
1 0 1 0 1 1 0 0
1 1 0 1 0 0 1 0
1 1 1 1 1 1 0 0
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Dokazovani vyrokovych formuli
algebraickymi nastroji - priklad

Dokazte, ze zformuli T;:A—> B a T,:B— C logicky vyplyva formule A—> C .

Stejné korektnim dikazem je vytvoreni formule F=((A —- B) A (B — C)) — (A — C) a ovéfeni,
Ze je tautologii:

Fiy Fa Fs Fa
A B C A—=>B|B—>C|A->C| Fin F2 = Fa—>F;3
0 0 0 1 1 1 1 1
0 0 1 1 1 1 1 1
0 1 0 1 0 1 0 1
0 1 1 1 1 1 1 1
1 0 0 0 1 0 0 1
1 0 1 0 1 1 0 1
1 1 0 1 0 0 0 1
1 1 1 1 1 1 1 1




Dokazovani vyrokovych formu

/

algebraickymi nastroji - priklad

Dokazte, Zze z formuli T,:A— B a T,:B — C logicky vyplyva formule A — C .

Ovérovani kontradikce muze byt pokldadano za vypocetné jednodussi.

Fi Fa Fs Fa
A B C A—>B|B>C|A-SC|-(A>C) | F=F;AF,AF,
0 0 0 1 1 1 0 0
0 0 1 1 1 1 0 0
0 1 0 1 0 0
0 1 1 1 1 1 0 0
1 0 0 0 0
1 0 1 0 0
1 1 0 k 0 0
1 1 1 1 1 1 0 0
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Dokazovani vyrokovych formuli
algebraickymi nastroji - priklad

Jesté efektivnéjSi cestou muze byt dikaz sporem. Predpoklad: Formule neni kontradikci.

F NENI kontradikci, existuje tedy alespori jedno pravdépodobnostni ohodnoceni, ve kterém
F nabyva hodnoty 1.

VSechny Ctvri ¢leny konjunkce (A - B), (B— C), A, - C tedy vtomto pravdépodobnostnim
ohodnoceni musi mit hodnotu 1. Tedy

4. Clen -C =1, protoC=0,
3. ¢len A =1,

1. ¢len A —B =1, proto (vzhledemktomu,zeA=1)B=1,

2. ¢len B— C =1,proto (vzhledem ktomu,ze B=1) C=1 =spor s prvnim radkem

Zaver: neexistuje pravdepodobnostni ohodnoceni, ve kterém by F nabyla hodnoty 1, JE to
tedy kontradikce.



Standardni reprezentace logickych funkci

* Uplné normdini formy (kanonické formy)

* Uplnd disjunktivni normdini forma UDNF

* uplnd konjunktivni normdini forma UKNF



Standardni reprezentace logickych funkci

« UDNF logické funkce n logickych proménnych F(xq, x5, ..., Xy,)
« UDNF je ve tvaru disjunkce
* kazdy clen disjunkce odpovida jedné (konkrétni) jednicce ve sloupci , funkcnich
hodnot” tabulkové reprezentace funkce
* (Cleny disjunkce jsouve tvaru ~ x{A~x, A+ A~ x,, , kdesymbol ~ x;
predstavuje x; nebo -x; ,kde ~ x; jsou voleny tak, aby Clen nabyl
hodnoty 1

e Cleny ~x;A~ x5, A+~ A~ X, Senazyvaji mintermy



Standardni reprezentace logickych funkci

« UKNF logické funkce n logickych proménnych F(xq, x5, ..., Xy,)
« UKNF je ve tvaru konjunkce
e kazdy clen konjunkce odpovida jedné (konkrétni) nule ve sloupci ,,funkénich
hodnot” tabulkové reprezentace funkce
* (Cleny konjunkce jsou ve tvaru ~ x;V~x, V-V~ x, ,kdesymbol ~ x;
predstavuje x; nebo -x; ,kde ~ x; jsou voleny tak, aby Clen nabyl
hodnoty O

e Cleny ~x;V~xy,V--V~x, senazyvaji maxtermy



Uplné normalni formy - pfiklad

Reprezentace logické funkce F (x4, x5, x3) v uplné disjunktivni normalni forme
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Uplné normalni formy - pfiklad

Reprezentace logické funkce F (x4, x5, Xx3) v uplné konjunktivni normalni forme
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