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/Zavery z predeslych prednasek

Kazda gramatika generuje jazyk

L(G)={w| WET*A S Sw)
Gramatiky typu 3 generuji jazyky rozpoznatelné kone¢nymi automaty

(regularni jazyky)

Kazdy rozpoznavaci konecny automat rozpoznava jazyk
L(A) ={w|w € X" A 6"(qyw) E F}

Jak na zakladé prepisovacich pravidel gramatiky typu 3 sestrojit konecny

automat?
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Gramatika G je typu G3P

(prava linearni gramatika).



Motivacni priklad

Zkonstruujeme obrazek ( = ,,automat®) timto formalnim postupem:

* stavy ,automatu” budou odpovidat neterminalnim symbolim gramatiky

e vstupni symboly ,,automatu” budou odpovidat terminalnim symbolim

e pocatecni stav ,automatu” bude odpovidat pocatecnimu symbolu gramatiky

* v mnoziné koncovych stavl , automatu” budou vSechny stavy X, pro které je v

gramatice pravidlo X — e
* prechodovou funkci vytvorime tak, ze kazdému pravidlu X — aY

z gramatiky bude v prechodovém grafu odpovidat hrana ze stavu X do stavu

Y ohodnocena vstupnim symbolem a



Motivacni priklad — analogie prehledneée

gramatika ,automat”

pocatecni symbol S —’@
d
pravidlo X — aY ®—>®

pravidlo X — e @—r



Motivacni priklad
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Tento graf je (shodou okolnosti, nikoli obecné) pfechodovym grafem konecného
automatu.

Budeme zkoumat generovani retézct gramatikou a zpracovani tychz retézc(

automatem.
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Motivacni priklad
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G: S—0A4|1S|e
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Odvozeni slova 00101 v gramatice G:
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S = 0A= 00B = 001B = 0010S = 00101S = 00101

Zpracovani slova 00101 v automatu:

1
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6 2

(S,00101) = (A4,0101) = (B,101) = (B,0D) = (S,1) > (S, e)
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Motivacni priklad

2 3

G: S—0A4|1S|e
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Odvozeni slova 00101 v gramatice G:
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= posloupnost primych prepsani 1476 2

Zpracovani slova 00101 v automatu:

= posloupnost pfechodl 14762



Motivacni priklad - zavery

e Zuvedeného je zrejmé:

* ke kazdému retézci generovanému gramatikou G existuje v automatu
posloupnost prechodu koncici v koncovém stavu (dusledek toho, Zze jsme
,brechodovy graf vytvofili podle uvedenych analogii), tedy L(A) = L(G) .

* na zakladé uvedenych analogii Ize sestrojit KA (mysleno KA ve smyslu nasi
definice z prednasky 1) pouze ke gramatikam typu G3P s pravidly
v reguldrnim tvaru X —>aY nebo X —>e,kde X,YeN a aeT , kde
navic pro zadny neterminalni symbol neexistuje vice nez jedno pravidlo se

stejnym terminalnim symbolem na pravé strané.



Cesta od gramatiky G3P ke KA
(obecny postup)

ukazeme, ze ke kazdé gramatice typu G3P existuje exvivalentni gramatiky s
pravidly ve tvaru X —>aYnebo X —e,kde X, YeN a aeT
(terminologie: regularni tvar pravidel, gramatika v regularnim tvaru)
pojem konecného automatu zobecnime na nedeterministicky konecny
automat, ktery bude pripoustét nejednoznacné prechody

ukazeme, ze ke kazdému nedeterministickému konecnému automatu

existuje ekvivalentni konecny automat ve smyslu nasi dosavadni definice



Prevod gramatiky G3P na regularni tvar

Tvrzeni: Ke kazdé gramatice G =(N,T,S, P)typu G3P existuje gramatika G' =(N',T, S, P)
s pravidly v regularnim tvaru X > a¥Ynebo X —>e, kde X, YeN a aeT , takova, ze
L(G) =L(G").

Dukaz (= postup pro konstrukci ekvivalentni gramatiky v regularnim tvaru) :

1. Mnozina terminalnich symbol( 7 a poc¢atecni symbol S jsouv G'stejné jakov G .
2. Mnozinu prepisovacich pravidel P’zkonstruujeme takto:
a. Do P'zaradime vSechna pravidla z P, kterd jsou v pozadovaném regularnim
tvaru X > aYnebo X —>e,kde X,.YeN a aeT .

b. Zakaidé pravidlo X =>xx,..x, x,Y z P (X, YeN , x, €T ) pfidame do
P’ soustavu pravidel X —>xX,, X, >xX,, ... , X ,—=>x X |,
X, ,—>xY (X,eN).

n—1



Prevod gramatiky G3P na regularni tvar

c. Za kaidé pravidlo X —>zz,..z, z P (XeN , z €T ) pfiddme do P’
soustavu pravidel X —>zZ , Z —>z,Z, , ... , L —>z L, L —e
(Z, eN).

d. Misto pravidel tvaruX — Y z P pfiddme do P’soustavu pravidel ve tvaru
Z'—z7" VZeUY)VY—>z2Z" €Pkde UY)={X|X=Y}

3. Mnozina neterminalnich symbolGd N'vznikne obohacenim mnoZiny N o vSechny no-
vé neterminalni symboly vytvorené v bodech 2a, 2b a 2c.



Prevod gramatiky G3P na regularni tvar

Poznamky k praktickému provedeni transformce:

e Provedeni bodd 2b a 2c je trividlni (postup lze popsat jako , postupné odrezavani“
terminalnich symbol)

e K provedeni bodu 2d je u slozitéjsich gramatik vhodné nakreslit pomocny graf, ktery
bude zobrazovat pravidla tvaru X — Y, a z néj vyCist mnoziny U(X)

e Dulezitym faktorem je udrzet si prehled v tom, ktera pravidla jsem jiz zpracovali (tj.
nahradili ekvivalentnimi soustavami pravidel), je tedy vhodné si zpracovana pravidla
v zadani oznacovat (odsSkrtavat)



Prevod gramatiky G3P na regularni tvar

* llustrace postupu podle pravidla 2d:

Propravidla S — A, A— B v G bude pomocny graf vypadat takto:

Za kaidé pravidlo X > Y v G je vpomocném grafu orientovana hrana zvrcholu X do
vrvholu Y . Mnoziny U(X)pak snadno vytvofime jako mnoziny vSech (cizich) vrchold,
z nichZ vede cesta do vrcholu X . Zteorie graf(l vime, Ze z kazdého vrcholu X vede také
cesta délky 0 do vrcholu X', v naSem pripadé cesty délky O neprinaseji potrebu novych pre-
pisovacich pravidel, proto sam vrchol X prvkem mnoziny U(X) nebude. Zpomocného
grafu snadno zjistime, ze U(S) = @, U(A) = {S}, U(B) = {5,4}.



Prevod gramatiky G3P na regularni tvar

Priklad: Gramatiku G transformujte na regularni tvar:

1 2 3
G: S —> A|B|aaS
& 5

A—C|abB

6 7

B —>bB|c

8 9
C —>cC|bc



Prevod gramatiky G3P na regularni tvar

 podle bodu 2a vlozime do P’ pravidla, ktera jiz regularni tvar maji:
B—->bB (6) a C—-cC (8)
 podle bodu 2b transformujeme pravidla (3) a (5):
misto S —> aaS (3) vloZimedo P S—aS, a S,—aS
misto A - abB (5) vloiZimedo P A—>aA, a A,—bB
e podle bodu 2c transformujeme pravidla (7) a (9):
misto B—>c¢ (7) vloZimedo P B—cB, a B,—e

misto C— bc (9) vloZimedo P C—>bC, , C,—»c(C, a C(,—e



Prevod gramatiky G3P na regularni tvar

 pred provedenim kroku 2d pravidla dosud zafazena do P’ seradime:

S —as, , S, —>as
A— a4 , A —bB
B—>bB|cB,, B —e

C—o>cC|bC,, C—>cC, , C,—>e

* zbyvajici nezpracovana pravidla v gramatice G:

S—>A4, S>B,A->C.



Prevod gramatiky G3P na regularni tvar

* nezpracovana pravidla S >4, S—>B ,4—>C znazornime v grafu:

O

U(S) =0
U(4) = {S}
U(B) = {§}
U(C) =15, 4;

O
©



Prevod gramatiky G3P na regularni tvar

e ,prokombinujeme” prvky z U(Y) s pravymi stranami Y pravidel:

protoze v G plati a protoze v G jsou
UlS)=290 S —as,
U(A4) = {S} s A A— a4
U(B) = {S} s 5B B —bB|cB,
U(C) = {S, A} s5c, AScC C —cC|bC,

do P tedy pridame pravidla

S—>ad, S—>bB|cB, S—ocC|bC, A—cC|bC



Prevod gramatiky G3P na regu

arni tvar

* pravidlav P sefadime a oCislujeme:

1 2 3 4 5 6 7
G': S—>aS |ad |bB|cB,|cC|bC, S, —>as
8 9 10 11
A—aA, | cC|bC, A —bB
12 13 14
B — bB|cB, B —e
15 16 17 18
C —cC|bC(, C,—>cC,, C,—>e

* ana zakladé analogii vytvorfime prechodovy graf



b (10)

(14) (18)



Nedeterministicky rozpoznavaci konecny
automat — definice

A=(0,2,0,5,.F)

kde Q je konec¢nda neprazdna mnozina stavu
2’ je konecna neprazdna mnozina vstupnich symbolU
S < O je mnozina pocatecnich stavi
S:0x(Zuiel)— 29 je prechodova funkce
F < O je mnoZina koncovych stavu



Nedeterministicky rozpoznavaci konecny
automat — poznamky

* Na zacatku své Cinnosti se automat nachazi v nékterém ze stavli z mnoziny
pocatecnich stavu S

e Je-liv prechodovém grafu e-hrana, znamena to, ze tento prechod automat
muze (ale nemusi) provést samovolné, aniz by zpracoval symbol ze
vstupniho retézce

e Obor hodnot prechodové funkce 22 predstavuje mnozinu vSech
podmnozin stavové mnoziny Q; tedy pro konkrétni stav a vstupni pismeno
muze byt hodnotou prechodové funkce vice nez jeden nasledujici stav

* POZOR !l Automat je vzdy jen v jednom stavu, prejde do nékterého z nich.



Typy nedeterminismu v definici NKA

O
=0

* nejednoznacné urceny pocatecni stav

* nejednoznacné prechody G/VQ
e

a

e
* moznost samovolného prechodu (e-prechody) O 'O



Kdy je retézec w akceptovan NKA?

U deterministického KA jsme byli vzdy schopni urcit, do jakého stavu se
zpracovanim vstupniho retézce w automat dostal.
U nedeterministického KA tomu tak neni
Je tfeba najit novy pohled na pojmy
e akceptovany retézec
* jazyk rozpoznavany NKA
Jak akceptovany Fetézec definovat? Retézec w by mél byt akceptovan NKA

prave tehdy, kdyz jej Ize odvodit ve vychozi gramatice.



Kdy je retézec w akceptovan NKA?

: A
=)

Priklad: 1 2 3
G: S — aaS | bbA | ad

< 5

A—>bbA|e
3 (5)
. . (S,a) > (4,e) AeF
S=>ad=>a ,tedy a €L(G) 1

(S,a)—=(S,,¢e) S e F



Kdy je retézec w akceptovan NKA?

* Retézec w je NKA akceptovan pravé tehdy, jestlize v prechodovém grafu
existuje alespon jedna cesta, jejiz hrany jsou ohodnoceny pismeny retézce
w (nebo symboly e), ktera zacind v nékterém z pocatecnich stavu a konci
v nékterém z koncovych stavu.

* Presnéjsi formulace pro NKA bez e-hran:
Retézec w=w, W,.....w, € X° je NKA akceptovdn pravé tehdy, kdy?
existuje posloupnost stavu q,q, g,...... q, takova, ze

9, €S, 9q,€F a gq,, € 6(q,w,,) Vi=01,...,n-1.



Kdy je retézec w akceptovan NKA?

Kdy NKA akceptuje prazdny retézec e ?
e kdyz SNF + @
nebo
* kdyz existuje cesta slozena z e-hran z nékterého z pocatecnich stavl do
nékterého z koncovych stavu
RUzné moznosti zpracovani (jednoho) retézce chapeme jako rizné vypocty.
U deterministického KA existuje pro kazdy retézec prave jeden vypocet.

U nedeterministického KA toto neplati.



Prik

d

b

d1

{qllq2}

{93}

V)

s bl

{gs}

{94}

ds

{d1,93}

{gs}

{91}

{03}

Jak mUze reagovat na abaa ?

ad NKA bez e-hran

(q,,abaa) — (q,,baa) — (q,,aa) = (q,,a) = (q;.,e) g, € F
(q,,abaa) = (q;,baa) = (q5,aa) > (q,a) > (q5,e) gz € F
(q,,abaa) — (g,,baa) ‘= (g;,aa) — (q,,a) - (g,,e) g, €F



Priklad NKA bez e-hran

Jak mUze reagovat na retézec bba ?

Budeme analyzovat ,vsechny vypocty najednou”

—0 0|0 00 0|0 O

b b a

Zluté vybarven je stav, v némz v dané fazi zpracovani fetézce automat maze byt.

Zluté vybarveny koncovy stav = Fetézec je akceptovan.



Zavery k prikladu

Chovani NKA lze popsat sekvenci pozic, z nichz kazda jednoznacné
definuje, zda je zpracovany retézec akceptovan Ci zamitnut.
Takovych pozic je konecny pocet.

Jednoznacné je urcena pocatecni pozice.

Prechody mezi pozicemi jsou jednoznacné urcené.

To vSe jsou vlastnosti deterministického konecného automatu (KA).
Ke kazdému NKA existuje ekvivalentni KA.

KA a NKA rozpoznavaji tutéz tridu jazykau.



Obecny vztah mezi NKA a ekvivalentnim KA

(uvazovan NKA bez e-hran)

A=(0,%2,0,5,F) jenedeterministicky rozpoznavaci konecny automat
A =(0,%2,0',S,F") je ekvivalentni deterministicky rozpoznavaci konec¢ny automat

Pak plati: Q' <29,
0 :0xX—->0, 5’(K,x):U5(q,x) VKe(Q', VxeX

gek

F'={K|KeQ AN KNF#}



Jak sestrojit ekvivalentni KA prakticky?

Predem nelze urcit pocet stavl ekvivalentniho KA.

Pocatecni stav KA odpovidd mnoziné pocatecnich stavli NKA.

Stavy KA vytvarime postupné tak, ze vyhodnocujeme prechodovou funkci
5" pro ,jiz vypocitané” stavy KA.

Hodnota prechodové funkce &' pro konkrétni podmnozinu K< Q

a konkreétni vstupni pismeno x se ziska jako sjednoceni hodnot funkce &
pro vsechny prvky mnoziny K a vstupni pismeno x .

Koncovymi stavy KA (tedy mnozinou ') budou vSechny stavy, které v sobé

obsahuji néktery z koncovych stavl vychoziho NKA (tedy mnoziny £ ).



)

Jak sestrojit ekvivalentni KA prakticky?

d

d1

{QI!qZ}

{93}

g2

{gs}

{ga}

ds

{01,93}

{03}

da

{91}

{93}

T1T 113

a b
A {q192} | B{919293} | C {q394}
B {9,9295} | B {9,9295} | C {g3q.}
C {q59.} D{q,q5} | E{qs]
D {q,q95} |B{9.,9,q5} | E {g5]
E {qs} D {q.,q95} | E {qs]




Jak sestrojit NKA k levée

inearni gramatice?

REVERZE

G (G3L) > G?(G3P)
ANALOGIE
\/

A (NKA) K REVERZE A® (NKA)




Reverze gramatiky

* Reverzni gramatika G® ke gramatice G = gramatika, kterd ma na levé

i praveé strané prevracené retézce z gramatiky G.

Presnégji:

Necht G =(N,T.S,P) je gramatika. Reverzni gramatikou G" =(N,T,S,P") ke gramatice
G budeme rozumét takovou gramatiku, pro kterou plati o > fe P < a* > pfeP .

Pak L(G")={w|w" € L(G)}.

Plati (G*)* =G.



llustracni priklad k reverzi gramatiky

Priklad:
G: S—>aS G': S—>Sa
aS — bA| bba Sa —> Ab | abb
A — abb A — bba
Odvozeni fetézcti z G : Odvozeni fetézcli z G* :
S = aS = bA = babb S = Sa = Ab = bbab

S = aS = bba S = Sa= abb



Reverze rozpoznavaciho NKA

* Reverzni automat AR k automatu A = automat, v jehoz prechodovém grafu
jsou obraceny orientace vsech Sipek prechodového grafu automatu A
(obrati se orientace vSech prechodovych hran, navzajem se zameéni

pocatecni a koncové stavy).

Presnegji:

Necht 4=(0,Z,5,S,F) je nedeterministicky rozpoznavaci kone¢ny automat. Reverznim
automatem A* =(0,%,6°,S*,F") k automatu 4 budeme rozumét takovy automat, pro
ktery plati ¢'€6"(q,x) =< qed (¢,x) Vg, €O, VxeX; S*=F, Ff=8§.

Pak L(A") = {w|w" € L(A4)}. Plati (4°)* = 4.



