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Modelove dusledky sumu

e Zameéna vyslaného znaku za jiny znak
* mozné priciny — vnéjsi elmg. ruseni pri prenosu dat po metalickych spojich,

tepelny Sum v elektronickych soucastkach, kosmické zareni, .....

* Poruseni synchronizace (tj. ztrata znaku nebo vytvoreni faleSného znaku)
* mozné priciny — chyba, resp. nespravna funkce realnych komponent
prenosového kanalu (napf. sitového adaptéru PC); tyto stavy jsou obvykle
rychle diagnostikovany a opraveny; vnimame je jako ,mimoradnou uda-

lost”, resi se jinymi nastroji nez kddovanim



Redundance v prirozeném jazyce

 Ceétina
* vyslané slovo OPAKOVANO; pfijato OPAKKVANO
* Ize opravit jedinym zplsobem na OPAKOVANO
* (jetojediné ,kdédové slovo”, které se od prijatého lisi v jediném znaku,
,nejblizsi slovo®)
* vyslané slovo OPAKOVANO; pfijato OPAKOVANR
* OPAKOVANO, OPAKOVANI, OPAKOVANA, OPAKOVANI, OPAKOVANY, ... ?
* nelze opravit, nejblizsi ,kdédové slovo” neni jednoznacné
e V pripadé ,,umeélych” kddu muzeme vhodnou konstrukci umoznit odhaleni, resp.

(nékdy i) opravu. Cesta = zvySeni redundance v kédu.



Motivacni priklad

Motivacni priklad: Binarni kddovani hexadecimalnich cislic.

Z = {0,1,2,3,4,5,6,7,89,4,B,C,D,E,F} ... abeceda zdroje
X = {0,1} s abeceda kanalu

Redundance obou kodu:

p(K;) =0

Zdrojovy znak

Kdédova znacka

Kéd 1 Kod 2
0 0000 00000
1 0001 00011
2 0010 00101
3 0011 00110
4 0100 01001
5 0101 01010
6 0110 01100
7 0111 01111
8 1000 10001
9 1001 10010
A 1010 10100
B 1011 10111
C 1100 11000
D 1101 11011
E 1110 11101
F 1111 11110




Motivacni priklad

Kod 1 — znacky délky 4, kddovani vyuziva vsech 16 ctveric, tedy pri jakékoli chybé pri
prenosu kodové znacky je pfrijata (jinda) kddova znacka, prijemce chybu neni schopen
detekovat
Kod 2 — znacky délky 5, kddovani nevyuziva vsech 32 pétic; ,vklada redundanci”
e existuje rozklad mnoziny vSech pétic na dvé tridy
* mnozinu kodovych znacek
* mnoZinu nekodovych kombinaci
* spolecnd vlastnost vSech kédovych znaéek — sudy pocet znakl 1 ve znacce
* dojde-li pri prenosu znacky k chybé v jednom prvku, prijme prijemce nekdédo-

vou kombinaci s lichym pocétem znaku 1, kdd detekuje jednoduché chyby



Zdrojovy znak

znacka

POSTNET
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11000
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00101

00110

01001

01010

01100
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Motivacni priklad

Kod ,,dva z péti.

Kazdé kddoveé slovo obsahuje prave dva znaky 1.
Rozpozna jednoduché chyby (jedna nebo tri 1).
Priklady dvojitych chyby ?

odeslano 10010, prijato 10001 ( € K)
odeslano 10010, prijato 11110 ( & K)

Redundance kodu:

p(K) = 1-220 =122 = 034

log, 32



Detekce chyb

Pfedpokladejme blokovy kéd K délky n nad kddovou abecedou T, tedy
KcT™ ,kde
T" = {t;ty ...ty | t; €T Vi=1,1,..,n} je mnozina viech slov délky n nad T

Pak existuje dvoublokovy rozklad mnoziny T" na kddové znacky K a nekddové kombinace
T — K.

Kodér na strané zdroje dat do sdélovaciho kanalu vklada kédové znacky z mnozZiny K , de-
kodér na strané pfijemce z kanalu pfijima obecnéslovaz T" .

Prijeti nekddové kombinace, tedy slova z T™ — K znamen3, Ze pfi prenosu doslo k chybé,
jinak feceno - pfijemce detekuje chybu.

Prijeti kddové kombinace, tedy slova z K znamena presné to, Zze bud’ pfi pfenosu nedoslo
k chybé, nebo Ze doslo k takové chybé, kterou dekodér pfijemce neni schopen detekovat.



Detekce chyb

t-ndsobnou chybou rozumime (libovolnou) chybu, kde je pocet chybné pfenesenych prvki
mensi nebo roven ¢ .

Kod K detekuje t-nasobnou chybu pravé tehdy, jestlize je pri vyslani libovolné kédové znac-
ky a libovolné t-ndsobné chybé prijata vidy nekddova kombinace.

Dasledkem vySe uvedené interpretace pojmu t - nasobnda chyba je fakt, Ze napr. z tvrzeni
,kéd K detekuje ¢tyfnasobné chyby” plyne, ze detekuje i vSechny chyby nizsi nasobnosti,
tedy trojité, dvojité a jednoduché. Jinak reCeno — pokud kéd nedetekuje napf. dvojnasobné
chyby, nemuze detekovat ani Zadné chyby vyssi ndsobnosti.



Hammingova vzdalenost

Hammingovou vzddlenosti slov u a v (stejné délky n ) se rozumi pocet pozic, v nichz se slova
u a v lisi. Formalné:

U=UlUy ..Uy
V=101V5 ..Uy
d(u,v) = card{i| w; #v;,i = 1,2, ...,n}

Poznamka: Symbol card predstavuje mohutnost mnoziny, v nasem pfipadé mohutnost ko-
necné mnoziny, tedy pocet jejich prvka.

Minimdlni Hammingovou vzddlenosti kédu K se rozumi nejmensi Hammingova vzdalenost
mezi dvéma ruznymi kddovymi znackami kédu K. Formalné:

do(K) = min d(u,v)

u,v EK, usv

Je zfejmé, ze o tom, jaké chyby je schopen kdd detekovat, rozhoduje minimalni Hammingova
vzdalenost kodu.



t —ilustracni priklad

llustracni ptiklad: Binarni kédy vybrané z {0,1}® (,navlékani kédu na krychli“).

Budeme se zabyvat tfemi binarnimi kddy zadanymi mnozinami kddovych znacek:

1 = {000,001,010,011,100,101, 110,111}
2 = {000,011,101, 110}
K, = {000,111}




Hammingova vzdalenost — ilustracni priklad

/ 100 110
2 |

K1 K> K3

Z obrazk( jsou ziejmé minimalni Hammingovy vzdalenosti viech tfi koda:

do(Ky) = 1 do(K,) = 2 dy(K3) = 3



Hammingova vzdalenost — ilustracni priklad

/ 100 110
1

K1 K> K3

e Ko&d K; nedetekuje zadné chyby (vSsech osm kombinaci je vyuZzito jako kédové znacky)

e Kod K, detekuje jednoduché chyby (neexistuji dvé kddové znacky, které by se liSily
jen v jednom prvku, tj. lezely na jedné hrané krychle; pfi vyslani libovolné kdédové
znacky a jednoduché chybé v libovolné pozici vidy vznikne nekddova kombinace)

e Kod K; detekuje dvojité chyby (Hammingova vzdalenost mezi jedinymi dvéma znac-
kami je 3; trojita chyba uz by z kddové znacky vytvorila jinou kédovou znacku)



Hammingova vzdalenost

e Standardni znazornovani - ,nejuzsi misto“ bezpecnostniho kddu, tj. znacky,
které urCuji minimalni vzdalenost v kdodu a vSechny nekddové kombinace mezi

nimi:

e Zrejmé: Blokovy kéd s minimalni Hammingovou vzdalenosti d, detekuje

vSsechny chyby s ndsobnosti t <d, .



Hammingova vzdalenost - priklad

Kod celkové kontroly parity (k binarnimu slovu pridame jeden kontrolni znak
tak, aby celkovy pocet jednicek byl sudy)
Pro délku n =4 (délka se rozumi vCetné paritniho prvku):
K ={0000, 1100, 1010, 1001, 0110, 0101, 0011, 1111}
Minimalni Hammingova vzdalenost kodu:  d, =2

Kod celkové kontroly parity detekuje jednoduché chyby.



Hammingova vzdalenost - priklad

Opakovaci kod délky n (prenaseny znak kodové abecedy n- krat zopakujeme).
Pro délku n =6 (délkou se rozumi celkovy pocet znakl ve znacce, t;j.
,informacnich” i, zabezpecovacich®):

K ={000000, 111111}
Minimalni Hammingova vzdalenost kodu: d,=6
Kod celkové kontroly parity s n = 6 detekuje pétinasobné chyby.
Pro obecnou délku n:

* d,=n ; detekuje n-1 —nasobné chyby.



Opravovani chyb

e Zaurcitych predpokladu Ize chyby nejen detekovat, ale i opravovat.
* Predpoklady:
* symetricky binarni sdélovaci kanal s bitovou chybovosti (Bit Error Rate) p

(p je p-st, ze pri prenosu jednoho konkrétniho prvku doslo k chybé; na re-

alnych prenosovych kanalech zavisi hlavné na odstupu signalu od sumu;
metalické spoje— p = 108 , optické spoje - p = 1019-1012)
 statisticky nezavislé chyby (to, zda se v i-tém prenaseném znaku objevi

chyby, nezavisi na tom, zda se objevi v jinych prenasenych prvcich)



llustrace korektnosti opravovani chyb

Do, P1,P2, -, Pn  Pravdépodobnosti toho, Zze pfi pfenosu znacky délky n

dojde k bezchybnému prenosu, k jednoduché chybég, dvojité chybée atd.,
az k chybé ve vSech n prvcich.

pravdépodobnost bezchybného pfenosu p,:  po = (1 —p)"

pravdépodobnost jednoduché chyby v jednom konkrétnim (i-tém) bitu: p- (1 —p)™*!
pravdépodobnost chybného pfenosu jednoho bitu ve znaéce p;: py=n-p- (1 —p)*
pravdépodobnost dvojité chyby v konkrétni dvojici bita (i,j): p*- (1 —p)"
pravdépodobnost chybného pfenosu dvou biti ve znatce p,:  p, = () *p? - (1 —p)"~2

pravdepodobnost chyby s nasobnosti t : p, = (":) pte(1—p)nt



llustrace korektnosti opravovani chyb

Nasobnost bitova chybovost p
chyby t 1,0E-06 1,0E-08 1,0E-10 1,0E-12
0 0,99999200 | 0,99999992 | 1,00000000 | 1,00000000
1 0,00000800 | 0,00000001 1,0000E-10 1,0000E-12
2 2,8000E-11 1,0000E-16 1,0000E-20 1,0000E-24
3 5,6000E-17 1,0000E-24 1,0000E-30 1,0000E-36
a4 7,0000E-23 1,0000E-32 1,0000E-40 1,0000E-48
5 5,6000E-29 1,0000E-40 1,0000E-50 1,0000E-60
6 2,8000E-35 1,0000E-48 1,0000E-60 1,0000E-72
7 8,0000E-42 1,0000E-56 1,0000E-70 1,0000E-84
8 1,0000E-48 1,0000E-64 1,0000E-80 1,0000E-96

* Tabulka ilustruje opravnénost opravovani chyb na principu hledani ,,nejblizsi

kodoveé znacky“ ve smyslu Hammingovy vzdalenosti.




Opravovani chyb

Kod K opravuje t-nasobnou chybu pravé tehdy, jestlize pri vyslani libovolné kddové znacky
ve K a prilibovolné t-nasobné chybé ma prijaté slovo w e T™ Hammingovu vzdalenost
od vyslané kddové znacky v menSsi, nez od libovolné jiné kédové znacky, plati tedy

VxeK: x #v = dv,w) <d(x,w)

Graficky Ize opravovani na principu nalezeni ,nejblizsi“ kddové znacky znazornit tako:




Opravovani chyb

Ne vzdy lze vSem nekddovym kombinacim priradit jednoznacné kédové znacky :

Zobecneéni:

Blokovy kéd K s minimalni Hammingovou vzdalenosti d, opravuje viechny chyby s ndsob-

nosti t < d, /2. Jinak fe¢eno — ma-li kéd opravovat t — ndsobné chyby, musi mit minimalni
Hammingovskou vzdalenost dy =2t + 1.



Opravovani chyb

Zobecnéni:

Blokovy kdd K s minimalni Hammingovou vzdalenosti d, opravuje vSsechny chyby s nasob-

nosti t < dy /2. Jinak feCeno — ma-li kdd opravovat t — nasobné chyby, musi mit minimalni
Hammingovskou vzdalenost dy =2t + 1.

Dusledek:
Opakovaci kéd liché délky n opravuje vSechny chyby s nasobnosti t < (n—1)/2, opako-
vaci kod sudé délky n opravuje vSechny chyby s nasobnosti t < (n—2)/2 .



Opravovani chyb

Poznamka: VysSe popsany zpusob opravovani chyb je zalozen na tom, Ze nepredpokladame
vyskyt chyb s vyssi nasobnosti, nez opravujeme. Pokud by pfi prenosu doslo k poruseni
vétsiho poctu bitu nez opravujeme, mohlo by dojit k ,,chybné opravé” na jinou kédovou
znacku, nez byla odeslana.

Smisené strategie: Prijemce muze zvolit strategii, kdy neopravuje vsechny chyby, které mu
minimalni Hammingova vzdalenost umoznuje. Tim zvysi pocet chyb, které je schopen
detekovat. Priklad rtuznych strategii pro kéd s minimalni vzdalenosti dy = 5:




Dekodovani s opravou chyb

Dekddovdnim s opravou t — ndasobnych chyb budeme rozumét parcialni funkci

6: T" - K takovou,ze 6(w)=v © dw,v)<t

Samoziejma vlastnost fukce §: § (W) =v VwveK (dekddovani neméni kddové znacky)

Dekddovaci funkce & jednoznacné definuje rozklad mnoZiny vSech n —tic T™ :
T?‘L — {Kll' Kz, cen s IKCU.Td K ,KD}, kde

card K je pocet kddovych znacek

K= {v,,v,, ..., Veara k } j€ mnoZina kédovych znacek

K; je mnozina vSech n-tic, které se opravuji na kddovou znacku v;
(Vi=1,2,..,card K)

K, je mnoZina vSech n —tic, které pouze detekuji chybu a neopravuiji se



K1 K> K3
PHijaté trojice Dekddovaci funkce &
Kod 1 Kod 2 Kod 3

w; 000 Vi 000 V; 000 V; 000
w,; 001 V; 001 X 000
w3 010 V3 010 X 000
w, 011 v, 011 Vv, 011 111
Ws 100 Vs 100 X 000
W, 101 Vs 101 Vs 101 111
w 110 Vs 110 V4 110 111
wg 111 Vg 111 X Vv 111




PHijaté trojice Dekddovaci funkce &
Kod 1 Kod 2 Kod 3
w; 000 Vi 000 V; 000 V; 000
w, 001 Vv, 001 X 000
W3 010 V3 010 X 000
w, 011 v, 011 vy 011 111
ws 100 Vs 100 X 000
W 101 Vs 101 Vs 101 111
w 110 Vv 110 V4 110 111
wg 111 Vg 111 X Vv 111
Kéd 1:

Kazda znacka je samostatnou tfidou rozkladu, K; = {w;} Vi =1,2,...,card K, K, = @.

Kod 2:

K, = {000} , K, = {011}, K, = {101}, K, = {110} , K, = {001,010,100,111}

Kod 3:

K, = {000,001,010,100} , K, = {011,101,110,111} , Kp = 0.



Algoritmus dekdédovani s opravou t-nasobnych chyb na principu nalezeni ,,nejblizsi“ kédo-
vé znacky

Vstupy algoritmu: pfijatd n —tice we T™, mnozina kddovych znacek K, ndsobnost opra-
vovanych chyb t (t < dy(K) /2)

Vystup algoritmu: kddova znacka v € K, nejblizsi” pfijaté n —tici w (pokud existuje), tako-

va, zed(w,v) <t ajeminimalni (tj. neexistuje jina kddova znacka

U e K, pro kterou by platilo d(w,v) < d(w,v))

Algoritmus: :

1. Pro kod O do t provedeme kroky 2 a3
2. Vytvofime mnozinu O, < T™ jako mnozinu vsech n—tic ueT™ takovych, ze
dlu,w) =k.
3. Pokud je prvkem mnoZiny 0, kédova znacka (tj. 0, N K = {v}), je znacka v vystu-
pem algoritmu, algoritmus konci.
4. Hledana kddova znaCka neexistuje, algoritmus konci.



Dekodovani s opravou chyb

Dekddovani s opravou chyb neni nic jiného, neZ rozhodnuti, zda weT"
je Ci neni prvkem néjaké mnoziny (bud" K nebo nékteré tridy rozkladu K; )
Mozné pristupy k realizaci dekddovani s opravou chyb:
e algoritmus (viz predchozi slajd)
e ,prokladané” prohledavani tabulek, v nichz jsou prvky jednotlivych trid rozkladu
serazeny podle svych pravdépodobnosti
Nevyhody obou pristupu:
* relativni Casova narocnost, nestejné pocty kroku vyhledavacich operaci

Otazku Je x prvkem mnoziny A? Ize ale (nékdy) resit s konstantni délkou zpracovani.



Motivacni priklad

Rovina p prochazejici po¢atkem soustavy souradnic O je urCena normalovym
vektorem 11 . Déle je ddn bod A . Rozhodnéte, zda bod A leZi v roviné p .

Reseni:
Vytvofime vektor @ jako pravodi¢ bodu A , tedy a = A — 0.

Pokud bod A lezi vroviné p, je jeho pravodi¢ d@ kolmy na 1
skalarni soucin d -7 tedy bude nulovy.

Pokud bod A v roviné p nelezi, svira pruvodi¢s 7 jiny Ghel nez pravy
skalarni soucin d@ * 71 je proto nenulovy.

Platitedy A€p © a,'ny+ a, n,+ a, n, =0



Motivacni priklad - zavery

e Zobecnéni

* mnozina vSech triprvkovych vektoru tvofi linedrni prostor R3 dimenze 3
* rovina p prochazejici pocatkem urcuje linedrni podprostor L S R3 dimenze 2
* k podprostoru L existuje ortogonalni doplnék L € R® dimenze 1 (v L leZi
vSechny vektory kolmé na vektory lezici v L, tj. na pruvodice vSech bodu z p )
* vektor z R®lezi v L pravé tehdy, je-li kolmy na véechny prvky baze L
e Zaver
* Pokud bychom konstruovali mnoziny kddovych znacek jako linearni prostory,

mohli bychom otazku Plati w € K? resit ,vypocetné” v konstantnim case.



Pripomenuti z linearni algebry

T je téleso

Va,beT: 3a+beT (kekaidym dvéma prvkiim existuje soucet, je ur¢en jednoznacné)
Va,beT: 3a-beT (ke kazdym dvéma prvkim existuje soucin, je urcen jednoznacné)
Vab,c €eT: (a+b)+c=a+ (b+c) (asociativhost operace secitani)

Vab,c €T: (a*b)-c=a-(b-c) (asociativhost operace nasobeni)

Va,beT: (a+b)=(b+a) (komutativhost operace secitani)

Va,beT: (a-b) =(b-a) (komutativhost operace ndsobeni)

Vab,ceT: a-(b+c)=a b+ a-c (distributivnost ndsobenivzhledem ke scitani)
10eT VYaeT: a+ 0 =a (0=neutralni prvek vzhledem k secitani; je urCen jednoznacné
d1eT VYaeT: a1 =a (1=neutralni prvek vzhledem k nasobeni; urCen jednoznacné)
VaeT 3—aeT: a+ (—a) =0 (opacné prvky; jsou urceny jednoznacné)

VaeT, a0 3a eT: a -a~! =1 (inverzni prvky; jsou uréeny jednoznacné)



Pripomenuti z linearni algebry
L cT" je linearni prostor

Va,beL: 3a®beL (kekaidym dvéma prvkim v L existuje soucet; a to jednoznacné )
Va,b,c eL: (@a®b)®c=a®(b®c) (asociativhost operace selitani)

Va,belL: (a®b)=(b®a) (komutativhostoperace selitani)

dJ0eL VaceL: a®0 = a (0=neutrdlni prvek vzhledem k secitani; ur¢en jednoznacné)
VaeL 3—acL: a® (—a) = 0 (opacné prvky; jsou uréeny jednoznacné)

VaeL VteT: 3t®a €L (nasobenivektoru skalarem, soucin je urcen jednoznacné)
VabeL Vs teT: t®(a®b)=tQ0a ®t®hb

VaeL Vs, teT: (s't))®a=s5sQ (t®a)

VaeL Vs teT: (s+t)®a=s5Qa ® tRa

VaeL : 1®a=a,kdeljejednotkovy prvek télesa T

VaeL : 0®a=0, kde 0 je nulovy prvek télesa T

V pfipadé souctu dvou n—tic vznikne vysledna n—tice soucty ,bit po bitu®, Cili
c=a®b o Vi=12,..,n:¢;= a;+ b; ,kde + je operace selitani nad télesem T.



Pripomenuti z linearni algebry

V pfipadé binarnich kédl vytvofime téleso zavedenim téchto operaci:

+ 0 1 0 1
0 0 1 0 0 0
1 1 0 1 0 1

Opacnym prvkem k O je tedy 0, opacnym prvkem k 1 je 1, inverznim prvkem k 1 je 1.

Mnozina {0,1} s takto definovanymi operacemi secitani a nasobeni byvd oznacovana jako
téleso Z, .



Parita a opakovaci kod jako linearni kody

Kod celkové kontroly parity s délkou znacky n=5 (k binarnimu slovu pfidame

jeden kontrolni znak tak, aby celkovy pocet jednicek byl sudy).

Protoze je ve znacCce sudy pocCet jednicek, lze je , poscCitat po dvou”.
V télese Z, plati 1+1 =0
Kazda kodova znacka v € K tedy splnuje podminku v; + v, + v3 + v, + v =0

Opakovaci kod délky n =5 (prenaseny znak kédové abecedy n- krdt zopakujeme).
VSechny znaky ve znacce jsou opakovanim znaku v,
Kazda kodova znacka v € K spliuje podminky v; = v,, v; = V3 ,V; = V, , V; = Vs

tedy v1+v2=0, v1+v3=0,v1+v4=0, v1+v5=0



Parita a opakovaci kod jako linearni kody

e Zobecnéni
e oba kdédy jsme popsali soustavou homogennich linearnich rovnic (paritni kod
délky n jednou rovnici, opakovaci kéd délky n soustavou n - 1 rovnic)
* tyto rovnice se nazyvaji kontrolni rovnice
e pocet kontrolnich rovnic je dan poétem kontrolnich znakda, které jsme pridali
k informacnim znakim
e kodové znacky obou kédu jsou resenim (soustavy) kontrolnich rovnic
* Reseni soustavy homogennich linearnich rovnic o n proménnych tvofi linearni

prostor, jenz je podprostorem linearniho prostoru T .



Binarni linearni kod - definice
Binarni kod K je linearnim kédem, jestlize je podprostorem linearniho prostoru Z,"

Dimenzi k linedrniho kédu nazyvdme poctem informacnich znaka.

Pro lineadrni kédy s k informacnimi znaky pouzivame néazev linedrni (n, k) kod.

Soucet libovolnych dvou znacek linearniho kodu je také kddova znacka.

Prvkem kazdého linearniho koédu je nulova znacka.

Pozor! Tvrzeni,Kéd ma k informacnich znakld” obecné nemusi znamenat, Ze ve
znackach dokazeme rozlisit, které znaky jsou informacni a které kontrolni.

Pojem , pocet informacnich znakt” vyjadruje néco obecnéjsiho.



Kod s k informacnimi znaky - definice

Blokovy kéd K < T™ délky n ma k informacnich znak( (a n — k kontrolnich znakll)) praveé
tehdy, jestlize existuje prosté zobrazeni @ mnoziny viech slov délky k na mnozinu kédovych
znatek K , tedy ¢: T* — K.

Pouzivana terminologie a znaceni:
@: T - K nazyvdme kddovdni informacnich znaku
u € T*® nazyvame informacni dst
vEK, v= @(u) je kddovd znacka
(n, k) kéd je kdd s k informacnimi a n — k kontrolnimi znaky

POZOR! Termin dekdédovani je pouzivan ve dvou vyznamech:

6: T" - K umozinuje opravy t — nasobnych chyb
@ 1: K-> Tk zkddové znatky ,extrahuje” informacni &ast



Kod s k informacnimi znaky - dekodovani

Zpracovani prijaté n — tice (videdlnim pripadé, kdy neexistuji
,heopravitelné“ n — tice):

u =@ (6(w)) , kde

w € T" je pfijatda n — tice (ovlivnéna Sumem)
d(w) € K je pfijata n — tice po opravé chyby (tedy kédova znacka)
u” € T¥ je informaéni East extrahovana z pfijaté n — tice po opravé chyby



Pripomenuti z linearni algebry

Kazdy linearni prostor je jednoznacné urcen svoji bazi.

Kazdy prvek linearniho prostoru je v dané bazi jednoznacné uréen svymi
souradnicemi.

Bazi linearniho kédu bude tvorit k linearné nezavislych znacek.

Kazda kédova znacka bude jednoznacné urcena svymi souradnicemi, tedy k —
prvkovym vektorem, ktery predstavuje informacni znaky, jez jsou ve znacce
zakodovany.

Kdédovani informacni ¢asti pak ma tvar linearné kombinace bazovych znacek:

v=¢m)=uy* by+uy by +--+ u,- by kde u je vektor informacnich znakd



Linearni kddy — pouzivané znaceni

u typuk/1 (sloupecek o k prvcich) je informacni ¢ast (vektor informacnich znaku)

v typun/1 (sloupelek o n prvcich) je kédova znacka (tj. zakédovana informacni
cast)

e typun/1 (sloupecek o n prvcich) je chybovy vektor

w typun/1 (sloupecek o n prvcich) je pfijatan —tice (w=v+e)

s typu (n — k)/1 (sloupeCek o n — k prvcich) je syndrom (vysledek kontroly pfijaté
n —tice)

Vektory budeme obvykle zapisovat ve formé transponovanych fadka, napt. u = [001110]7
nebo v = [vqvg ....... )" .



Linearni kddy — pouzivané znaceni

Kazda kodova znacka linearniho kodu musi byt resenim soustavy kontrolnich
rovnic.
Matici této soustavy ve tvaru s nulovou pravou stranou nazyvame kontrolni
matice. Znacime-ji H, jetypu (n-k)/n. Pro n—k se pouziva znacenir.
Radky kontrolni matice jsou bazové prvky ortogonalniho doplfiku ke kédu K .
Vlastnosti kontrolni matice:

* radky kontrolni matice jsou linearné nezavislé

* slovo w je kddovou znacnou pravé tehdy, kdyz s=H -w =0 .



Linearni kddy — pouzivané znaceni

* Usporadame-li prvky baze linearniho kddu do matice tak, ze kazdy bazovy
prvek bude radkem této matice, vytvorime tak generujici matici. ZnaCime-ji G,

jetypu k/n.
'b1]  [bi1 - Dby

L bk_ -bkl E bk?‘l-

* Pak lze kéddovaniinformacnicasti v =uq: by +uy: by +---+ u- by

vyjadfitjako v=GT -u



Linearni kddy — pouzivané znaceni

* Vlastnosti generujici matice:
» kazdy radek generujici matice je kddovou znackou
* radky generujici matice jsou linearné nezavislé
* kazdé kodoveé slovo je linearni kombinaci radkt generujici matice a je jed-
noznacne urceno informacnimi znaky
e skalarni soucin libovolného radku generujici matice s libovolnym radkem
kontrolni matice je nulovy
» Ke generujici matici G vidy existuje kontrolni matice H s vlastnosti H - GT = 0,

neni ale urCena jednoznacné, muze existovat vice ruznych kontrolnich matic.



llustracni priklad

Kod celkové parity s délkou znacky n =5 (tedy k = 4).

Jak vytvorit bazi kodu? Zakoédovanim kanonické baze linearniho prostoru

vsech informacnich casti:
b, = [10001], b, =[01001], b3 =1[00101], by =[00011]

Ukazka zakddovani u =[1010] prostou linedrni kombinaci bazovych prvka:

v

ul'b1 + uz'bz + ug'bg + u4°b4
1-[10001] +0 -[01001]+ 1 - [00101] + 0 -[00011}

[10100]



llustracni priklad

e Usporadani bazovych prvka do generujici matice:

e Ukazka zakédovani u =[1010] maticovym nasobenim:

v=GT-u =

1000

0100

0010
0001

1111

ﬁ>rA<: P{

[ D11 b1z bi3 b1y bys
by1 byp baz byy bys
b3q b3y b3z b3y b3s

(10001 |

- b41 b42 b43 b44 b45-

100011,

1
0
= |1 Prakticky postup:
0
0

01001
00101

01001
00101

G

(100017

100011}

u

OO M

Vybrané
radky

10001

00101

[10100] v



llustracni priklad

* Kontrolni matice H je matici soustavy kontrolnich rovnic (u paritniho kodu
jedinou kontrolni rovnici) v; + v, + v3 + v, + v =0
* Kontrolni maticejetedy H =[11111].

e Kontrola prijaté znacky s chybou ve tretim prenaseném znaku:
v =[10100]" e = [00100]T w=wv+e=[10100]"+ [00100]" = [10000]"

w [10000]"
s=H -w =[11111] - [10000]T = [1] Prakticky postup: H [11111]
Vybrané sloupce [1 1 |11] s



llustracni priklad

Opakovaci kod s délkou znacky n =5 (tedy k=1, r=n—-k =4).

Jak vytvorit bazi kodu? Zakoédovanim kanonické baze linearniho prostoru
vdech informaénich &sti: by = [11111]7

Generujici matice: G =[11111]

Do mnoziny kddovych znacek patri pouze dvé znacky:

0- by = 0-[11111]" =[00000]7 1 -by=1-[11111]" = [11111]"

Pripomenuti kontrolnich rovnic:

’

vy +v,=0,v, +v3=0,v, +v,=0, v, +v5=0



llustracni priklad

* Opakovaci kod s délkou znacky n=5 (tedyk=1,r=n—-k=4).

* Pripomenuti kontrolnich rovnic; kontrolni matice :

vy +v,=0,v, +v3=0,v, +v,=0, v, +v5=0

H =

11000

110001.

10100
10010

* Kontrola pfijaté znac¢ky pfivyslani v = [11111]7 a chybé ve 3. a 4. bitu.

e = [00110]" w=wv+e= [11111]7 + [00110]" = [11001]"
11001]
110007 '11000° 0
o .. _|10100 r_ r 10100 !
S = W =110010 - [11001]" =[0110] 10010 s= 1]
110001 110001 0.




Podrobnéjsi pohled na generujici matici

Binarni linearni kéd je zadan generujici matici

b1 [1000011]
b, 0100101
b 0010110

b, 10001111

Gl=

* Kdd generovany matici G, je linearnim obalem rfadkl generujici matice:

K= {v|v=u1' b1+u2 ) bz +u3' b3+ u4' b4, vulluz,ug,uq_ = Zz}

* Podle sloupcl matice lze napsat ,vytvorujici rovnice” pro prvky znacky:

V1 = U ) Vo = Uy ’ V3 = U3 ’ Vs = Uy
Ve = Uy +u3+u4 , Vg = Uq +u5+U4 , V7 = Uq ‘I‘uz‘l‘uq_



Podrobnéjsi pohled na generujici matici

Uvazujme jiny linearni (7,4) kdd generovany matici G :

b1 [1101000]
b, 0110100
b- 0011010

b, 10001101,

Gz=

Podle sloupcl matice Ize napsat ,vytvorujici rovnice” pro prvky znacky:
U1=u1 ’ v2=‘u1+u2 , 1}'3=u2 +u3 , U4=u.l ‘|‘H5‘|‘H_}
Vs = Uy +u4 , Vg — U3 , V7 = Uy

V prvcich 14,7, V7 jsou prenaseny informacni znaky ,,napfimo®.
Informacni znak u, nenive znacce obsazen ,v Cisté podobe”.

Pfesto Fikdme, Ze kdd ma 4 informaéni prvky (existuje zobrazeni ¢: T* - K ).



Systematické kody

» Systematicky kod — kod, v némz jsou informacni znaky umistény na zacatku

kodoveé znacky pri zachovani jejich poradi, plati tedy

* Generujici matice systematického kodu ma tvar

10 .....0  by1bq> ---“bl(ﬂ—k)-

01....0  byibyy ... bz(n—k)
= [I| B]

00....l Biabis we Biegnoo.



Systematické kody

10 .....0 b11b12 ceeas bl(n—k)-

01....0  Dy1byy ... bz(n—k)
= [I| B]

_00 1 bklbkz .....bk(n_k)_

Pro i>kplati v;=u;* by +u, by + - +up by

K systematickému kédu s generujici matici ve tvaru G = [I;, | B] je jednou

z kontrolnich matic maticevetvaru H = [—BT|I,,_;]

Pro bindrni kddy je znaménko —u matice BT nadbyte¢né (-1=1).



Minimalni vzdalenost v linearnim kodu

* Minimalni Hammingova vzddlenost kédu K:  do(K) = ming ,ex wer d(u, v)
* V pripadé, ze K je linearni kod:
Predpokladejme, Ze u a v jsou dvé kédové znacky, které urcuji d,(K).

Kodovymi znackami jsou i ,opacnd” znatka -u
a ,souttovd znatka” v+ (-u) = v—u.

Plati dy =d(u,v) = dlu—u,v—u)=d0,v—u) =||lv—ul

llv — u|| predstavuje pocet nenulovych prvkd ve znaéce v — u, tj. Hammingovu véhu
znacky v —u

 Minimalni Hommingova vzdalenost v linearnim kodu je rovna minimalni

Hammingove vaze nenuloveé znacky.



